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Ka:gitola III

POSLOUPNOSTI A RADY

§ 1. Posloupnosti s komplexnimi leny

V l.rodnfku jsme probirali posloupnosti s redlnjmi &leny. Bude pro nés
ufiteiné prenést tuto teorii také na posloupnosti s komplexnimi &leny. BudiZ
déne posloupnost

(l) %,wz’%' L3 )

komglexnioh gisel.

Limitu posloupnosti (1) definujeme podobnd3 jako u redlnych posloupnosti:

Definice. Rikédme, Ze komplexn{ &{slo a je limitou posloupnosti (1),
jestliZe ke ka%dému € >0 existuje p¥irozené &islo m, tak, Z%e pro viechna
m&m, Je la,-al=E . (Pileme op¥t &»rpa/,,y:w.)

m -» oo

Jako p¥i redlnych posloupnostech miZeme misto < € psét =& , misto
m, lze psdt >m, 3 s, nemusi byt pFirogené (stali, kdy%Z je redlné). A
stad{ se omezit na £ mens{ ne%X libovolnX pFedepsané kladné &{slo. Uvddomme
si, %e mno%ina vdech komplexnich x , pro nd% [x -al< £, je vnit¥ek kru-
hu o stfedu @ a polom&ru € ; mnofina vSech komplexnich x , pro nd%

lx —al = € » Je kruZnice o st¥edu a a polomdru €.

2

P¥ipomenme, %e pro absolutni hodnoty komplexnich &isel plati tytéZ vity
jako pro absolutn{ hodnoty &isel redlnych:

l-al = lal , ladl=lal . l4 , ’i"lﬂ%—/ pro A£0
lar + £ € lal + |£]

Nevlastn{ limitu nebudeme zavddét, nejsou-li &leny posloupnosti redlné.
Posloupnost, kterd mé vlastni limitu, se nazjvéd konvergentni. Podobn® jako u
redlnfch poasloupnost{ plat{ vita: KaZdd posloupnost (komplexnich ¥isel) mé nej-
viSe jednu limitu.

Dikaz: Nechl ¥fslo a 1 &fslo & (r“# @) Jje limitou posloupnosti (1);
¢ toho odvodime spor. Je¥to & + a, je [b-al >0 . zZvolme & = -1— [ b=l .
Jeito @& Jje limitou, existuje m, (p¥irogené) tak, Ze pro viechna = 2 m, je
’wm, -al<é (minim p¥irozend ~ - slovo "pFfirogend" budu &asto vynechédvat,
kde se rogzumi samo sebou). JeZto také £ je limitou, existuje =, tak, Ze

1014-4527



- 108 -

pro vBechna mz m, Jje la,-4l<§& . Zvolme m, = Maw (m, my) ; potom je
tedy [0/,,,,0-0/’ < &, ’az,,.,o -4l< & atedy la-4] =2 la- A, + dsm, A
-3 la/-a:,,bol + Ia/,,,,o -bl<26=la-4]l , tj. |a-4| < la-A] , ook Je spor.

Jin§ ddkas: BNeohi ¥fslo a 1 35fslo 4 je limiton posloupmosti (1). Mé-
me dokézat, ¢ a =4 . Budi¥ E£>0 . Potom existuji p¥irosend 3isla m»,,
m, tak, ¥e pro vileohna m Zmy je lay -ol £ £ , a pro viechna m2m, je
lapm -4 2 6. Pro m= May (my, m,) plati tedy obd3 tyto nerovnosti, a tedy
Jo
la -4l & la-a,l + la, - 15 26

Pro kazdé¢ £>0 je tedy la -4/ = 26 . 0dtud vBak plyne a =4 .

Také ¥ada dalffch vt plati 1 pro posloupnost komplexnich ¥isel: Je-1i
bom oy = & (vynechévém m =+ oo ), Lom by = b, je bomlapl= |,
M(ww+ﬁm)=w+ﬁ,m (wm-.é,,)-w-,&,.ﬂ'mvwm '6'/'!’ =W¢£‘ '

1 440 vy ey B
a v pF¥ipadsd # také In-v7,;87.‘

Je¥to se v definici limity praouje s absolutn{f hodnotou la,, - @/, a
je¥to pro absolutn{ hodnoty komplexnich &isel plat{ t4% pravidla jako pro ab-
solutn{ hodnoty realnjfoh Sisel, daji se Alkasy t&chto tvrzeni doslova opsat
g dikazl obdobanfch vdt pro redlné posloupnosti, a proto je nebudu provdddt.

P¥ipomenme, Ze & m,é”: a,=0 plyne ,,'.,&-f: la, l=0 (to je speoidlnf pFi-
pad jedné £ uvedenyoh vdt), a %Ze tuto implikaci lge obrdtit:

Je~1li p&/b’l«ld}m’: 0 » Je ﬁ/ﬁvwﬁbs 0.

M -> oo M -» 00

Pojem vybrané posloupnosti se definuje jako u redlné posloupnosti a plati
opdt vita: JestliZe posloupnost Je ‘konvergentni, Lom Q= &/, malji vBechny
-» oo
vybrané posloupnosti limitu a . m

Posloupnost (1) se nazfvd omegend, jestliZe existuje kladné 3islo K tak,
%e pro viechna m je lanl £ K. JestliZe v omezené posloupnosti n¥které
&leny vynechém, glstane posloupnost omezend. JestliZfe k omezené posloupnosti
p¥iddm konelnfy polet &lend, glatane omezend. To jsou samoz¥ejmosti - mluvili
Jsme o nich ostatn® v l.rodniku.

V&ta: KaXdd konvergentni posloupnost }je omezend.

Dikag: Budif JLma,=a . Zvolme t¥eba & =7 . Tedy existuje =, tak,

m 00
%Ye pro m=.m, je la, - al<1 , tedy laml=1law+ a5 - alz

¢lalsla,-al<laly 1, tak¥e posloupnost A, s Un 4 1? Un p29 oo je

omegend. P¥ldém-11 k nif na galdtek Jjestd &leny a,, A, ..., q, _ gletane
o
—omegena.
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N&které pojmy, kterfoh jsme uZivali u redlnfch posloupnosti, gtrdceji
v komplexnim oboru smysl; jsou to ty pojmy, které souvisf s uspo¥dddnim redl-
nych &{sel podle velikosti: supremum, infimum, posloupnost shora nebo zdola
omegzend, monotonni posloupnost, limes superior a inferior.

U posloupnosti

(1) Qg oy Qpy Ay y oee
pisme Q, = '5',,,,4— R (l;',,,, ¢» redlnd) a sestrojme posloupnost
redlnfch a imagindrnich Zdsti:

(2) l&’ » AZ’ "5 g eooee

(3) % ] yz' [ ] C/J [] oo 00

Uva%me, %e pro libovolné komplexni &fslo A = X + <1y (%, 9 redlnd) je
[l = l'.l!+7'z a tedy
Maxlel, Iyl) €1ml & |xl « ol |

Véta 20. Posloupnost (1) mé limitu @ = y Ay (4, ¢ redlnd) tehdy a
jen tehdy, kdy% (2) né limitu £ a (3) mé limitu ¢ .

Dikaz. 1) Necht 0&;@,,,: a=A4 +.o . Potom ke kaZdému & >0 existu-

je m, tak, Ze pro vdechna m3Zm, je la, -al< & , 43,
(b =) vilep-e) <€, atedytét |4, -LI<E, lcsm -l <€, takie
Mﬂv = ,K', /&-’"D%: .

2) Nechfmé-'ﬂ'lv& A4, Lrvep=c . Budls £>0 . Existujf
Myy Ny tak,g.e pro m2Z m, je ’}m-ﬁl‘% a pro m.—’.mz Je
lep-cl< 5 .

Polo%#im-11i m, = Maxm,, m3) , potom pro viechna m 2 m, Je
Iﬁm-/&+4}(uﬂv-a)lé—§—+-‘—§-=£ .
t3. ,a’m," ('K’i».«'/a)" £, takZe ﬂ'/maa/m.-. Y FW

vV - 0O

Véta 21. (Bolzano - Welerstrass). Ka¥dd omezend posloupnost obsahuje vy-
branou posloupnost konvergentni.

Ddkaz. 1) Budi¥ nap¥ed
(l) a’,’ a/z', a’.” L)

redlnd omezend posloupnost. Bxistuj{ tedy dvd redlnd &isla X,, 4; tak, Ze
vS3echna @, , le¥{ v intervalu '7., = <.1., ’ %>
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Rosdslme J; na dva stejnd dlouhé intervaly
X X
(%) <‘xlr'—t‘_atﬁ>o <—1‘2L%‘o 7’1) .

Aspon Jog;n g téohto dvou intervald obsashuje nekonednd mnoho 3lenid posloupno-
1 (1 osnad tento inte
sti (1) ©’3 osnadme ento rval % - <"‘zo %>

(kdyby v obou intervaleah (%) leZelo nekonend mnoho Slend té posloupnosti,
vesmu sa 32, t¥eba prvaf{ s nioh). Rosd¥lme op¥t J, na intervaly

(% x) <x2’ iﬁ)p <—x&'zL22 ’ %}5

jeito v J; 1lefelo ﬁkom&ﬂ mnoho 3lend posloupnosti (1), odbsahuje aspon je-
den z intervald (* %) nekonedn¥ mnoho 3lend posloupnosti (1); tento interval

ognalinm
% o= x50 %)
Tak pokraduji ddle a obdr¥im posloupnost intervald

;71 3%9% Dooo:ymzooo' am'<xm07m>’

(4) -
In="m = 'zg?ﬂ'" ’

které maj{ tu vliastnost, ¥e kaZ¥dyf s lioh obsahuje nekonednd mmoho 3lend a,,
posloupnosti (1l). Ze vstahd (4) plyne:
.xfﬁ.ng-lss‘...; %zhg%;ooo }
X, = ‘m"b"mg 4, .
Posloupnost X, ,X;, ... Je neklesajfofl a shora omesend (nebo¥t 2, = Y4; Pro

vieohna M ) a posloupnost 74, ,%;» «co JO nerostoue{ a sdela omesend; tedy
existujl vliastni limity

'&'mu.xmaw ’ ‘}»vym,-ﬂ

M =» o0 /M P oo

(vis DI, vita 63 a 64). Ze vstahu Yn = = ﬁz“;_—':'— plyne

B-a x.&'fm-z'L”:_jLzo. tj. B=x.
Sestrojim nya{ vybranou pesleupnost
(5) w‘,gw"z p ooy w"’ﬂu. eece ('L,‘. Lz “5(..0)

takto:
Polokfn 4, =1 ; jest w‘_fe% .

1) ?1{n nini{m: Bxistuje nekone3n¥§ maoho pfirosenfoch Si{sel ~ , pro n¥¥ 4a, le-
§{ v ton intervalu.
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Jeito J, obeahuje nekone¥n& mnoho ¥lenl a, , obsahuje i &leny a, & in-
dexem ~ >4, ; vezmu ga 4, nejmen¥{ ¥{slo v&t3{ neZ A, , pro které

0142 632 . JdeZto J_; obsahuje nekonednd mnoho &lend <, , obsahuje i &leny
8 indexem 0v:"% ; vegmu ga A, nejmenSf &islo v&t3{ neZ 4% y» Ppro které
4235335 atd. Tak dostdvdam vybranou posloupnost (5) takovou, Ze

a/'Lfe'y’ ’ %ze\yz ’ QJ‘I‘,G\’J 9 eeoesey Q/‘Imev]m, 9 ecoeoe
Tedy je «x, 2 c%mé Y. DPro kafdé m ., Jeztomé(zx,w =,é‘mu7,-,,,= o, Je

(vig DI, v&ta 61) tézm&uwbm= « , takZe (5) je vskutku konvergentni po-
sloupnost.

2) BudiZ ted
(L) a4, a,a, ...

omezeni posloupnost s komplexnimi &leny; poloZme “$p='éh + we,, (4%,43”, redl -
né).

Redlné posloupnosti
2y 4.4.,4, ...
(3) U”%’%. L3I )

jsou tedy omezené. Podle toho, co jsme ji% dokdzali, existuje takovéd posloup-
noat p¥irozenyoch &isel

(6) A, <k, <K< ...

Ze posloupnost
SN S TR Y

Je konvergentni.
P¥{al udnd posloupnost
(8) VA, ] %z [ ] UAJ '] LI

je oviem omegend. Tedy 2 ni lge opdt vybrat konvergentni posloupnost. Tj. z po-
sloupnosti (6) lgze vybrat posloupnost

(9) /V"ivzélll"‘ eoo e
tak, #e posloupnost

(10) ‘/4‘" [} V""z ') V’va p oo
Jje konvergentni. Posloupnost

(11) 'ﬂqu . /}Vz , /'ﬁg ) eee
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Je vybrdna z konvergentni posloupnosti (7) a Je tedy také konvergentni. Podle
vty 20 plyne vSak g konvergence posloupnost{ (11), (10) konvergenoce posloup-
nosti

a/"?, w’vz ’ a”ps ) ooy

JeZ je vybrdma 2 posloupnosti (1). Tim je existence konvergentn{ vybrané po-
sloupnosti dokédzéna.

Pogndmka. V8imnd¥te si jeXtd jednou ddkazgu bodu 2). Mohl jsem to ¥{foi
strudndji (ale chtdl Jjsem se vyhnout nedorogumdni): 2Z posloupnosti
Q4,9 ,%%, ... vyberu posloupnost w"’ ’ w"z ’ w‘o » so» tak, aby posloup-

nost redlnfoch 34st{i byla konvergentni; a £ posloupnosii W, » g, v oo vybe-
ru posloupnost g, » Upy s a/,,,a )y «-» tak, aby 1 posloupnost imagindrnioch 84-
st{ byla konvergentni.

Z véty 21 snadno odvodite dlleZitou podminku Bolsanovu-Cauchyovu:

vata 21°. Posloupnost (1) je konvergentni tehdy a jen tehdy, jestlife je
splndna tato podminka:

Ke kafdému kladnému 3islu £ existuje pFirogzenéd =, tak,
( B.C. ) ¥e pro vieohna pfirozend 4 Je

| @ 4p -

am, | =& .

Poznédmka 1. Tuto vEtu jsme pro posloupnosti redlnfch 8i{sel odvodili Jji%
v l.ro¥nf{ka. Tento dlikaz je obsalen v Dodatku, vi¥ta B. Tam je také ¥edeno ni¥-
kolik slov o vysnamu této vdty. Z vity (tfkajic{ se redlnfch posloupnosti) by-
chom snadno odvodili vé&tu Zlb uZitim vity 20, P¥edkléddém gde jiny dlkaz, spo-
Sigajiol na v&té 21 a neuXivajici vity B g Dodatku.

Dlkasz vity 21b. 1) HNeohl (1) je konvorgontni,né'n;/ Ap =2 & .

Budi¥ £>0 . Potom existuje m;, tak, ¥e pro viechna mxz m, Je
lap-al = —f— « Pro kakdé p¥irosené A jJe tedy

+I&-a/@°'g—£-+—£—ag »

la/mb*,b-w,,,_olélwno*_ﬁ-wl 5+ 5

tak%e podminka (B.C.) je splnina.

2) Nechi je spln¥na podminka (B.C.). Potom k 3{slu & =1
existuje m, tak, Xe pro viechna p¥irozendi 4 Je

lwm.+ﬁ- wn 151 , teay Ia/m,“’ulf lam, |+ 1 .
Tedy posloupnost a/,,,'o, @ o/

m+qd? Xy 42 voo Jo omezend, a totés plati o ocelé
posloupnosti (1l). ° °
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Podle vdty 21 existuje tedy konvergentni vybrand posloupnost
w w o0 0 ’
“‘1 ’ "L ’

(12) bmoay 2
M -> 0O v

Tvrdim, ¥e 0eld posloupnost (1) mé limitu &« . Dikaz: Budi¥ &> 0 ; podle

podminky (B.C.) existuje =, tak, ¥e pro v3echna p¥irozend 4 je

(13) Ia./m°+/v -alm :‘35- .

o

2 (12) plyne, Ze existuje m,>m, tak, ¥e Ia“,m - xl3 38- . Jeito

1
‘Q’m,.,é rvy >m, , Dplyne z (13) ’a“,m, - a/,..,ol.-‘f -§- o Tedy pro ka%dé p¥irogené
1

po 3o

Iw”'a"‘/" ""‘”:’a’mo+/v -w,,vola»/a/ma- a“,mql+ l%m”-q.lé
s € , € ,¢8
i e wh i E .

Tedy vakutku .&mwm s X ,
v -» oo
Pozndmke 2. V praxi se vyskytuji 3asto posloupnosti takto definované: Je
déna funkoe ¢ Jjedné redlné proménné, definovand v n¥jakém intervalu (o, +w)
a vySetfujeme posloupnost

(14) £ (1), £(2), £03), ...

(nevadf, jestli¥e n&kolik prvnich 3lend posloupnosti nemé smysl). Neoht funk-
oe / néd limitu A v bod§ + o0 . Potom také posloupnost (14) md limitu A,
Dikas (pro vlastn{ limitu): Budi¥ &£ >0 ; potom existuje X tak, Ze ne-
rovnost If(-x) - Al<é plati pro viechna redlnd X ZX, a tedy speocidlnd
téE pro viechna pfirosend x = X, . HNapF. pro ka¥dé redlné c  je

,&./"'U.z-‘% = 4
X -» 4 00
¢ colyx
(piste xT 20 X a ufijte toho, !?l_;é':t:;ﬁ =0). Tedy té% posloup-

&/

nost 3igel ~® (m= 7,2, ... ) mé limitu 7 . Obrétit se oviem tato vita
nedd: posloupnost 3isel AT , 4w 2 , .., simmW, ... né limitu 0 , a¥
funkoe A1l s¥eimd nemd limitu v bod§ 4+ 00 ,

§ 2. BHekonelné Fady.

U% v 1l.rodnikn jsme probrsli pojem soudtu nekonelmé ¥ady. Zopakujeme to,
ale budeme vySet¥ovat odbeondji Fady s kxomplexnimi ZSleny. Budik tedy déna po-
sloupnost komplexnich ¥isel
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(1) Ay ¥y V3, .o
Sestrojme posloupnost "¥dstelnych soudti"
(2) by =0y, b=y +Qy, ..., b, = Q)+ Q) + coet Ay eee

JestliZe tato posloupnost mé.vlastni limitu

f&/’wbm’=ép

M -9 00

¥{kédme, Ze nekonednd Fada

o0
(3) @+ e+ A+ .., neboli “2_4 @,

Je konvergentn{ a ma soulet 4 ; piSeme pak také

o

méa/,m:/s nebo @, + ) + A4 + ... 3 b ,
takZe znak (3) znamend jednak nekonednou ¥adu, jednak jeji sou¥et (nedorogzum&-
n{ sotva mi¥e nastat). G{slo a;,, nazfvdme m-tym &lenem ¥ady (3). Radu, kterd
neni konvergentni, nazjvdme divergentni. JestliZe ¥ada (3) md redlné &leny a
Jje divergentni, mfiZfe jed¥t& posloupnost (2) mit nevlastnf limitu +oo nebo
-o0 3 ¥{kéme potom, Ze ¥ada (3) md sou¥et +00 nebo -oco a piSeme

o0
m§4 QU = + oo (nebo - ) neboli
a/".'a/z'.‘a/a" eee = ¥+ OO (nebo - oo )'

Rady d%1ime tedy na konvergentni a divergentni. Divergentni F¥ady s redlnymi

8leny mlZeme jedtd ddle d¥lit na Fady se soudtem +oc0o nebo -o6 (neboli Fady
divergujic{ k +o00 nebo k -c ) a na fady, které nemaji vibec soulet (t].
.Z'mvza,m neexistuje, ani vlastni ani nevlastnf) - t&m se n¥kdy ¥{ikéd oscilujici

”n oo

fady.

D4t fadu a; + @, + ... znamend toté% jako ddt jeji &leny, tj. posloup-
nost @;, 4, @, ... Presto uiivdme zvldstniho slova "¥ada" 2 toho divodu,
e nds zajimd u ¥ady (3) jind otdzka ne% u posloupnosti (1): studuji-li po-
sloupnost (1), zajiméd m& p¥edeviim existence a hodnota jeji lim:l.ty“z&‘m Q, ;

P
studuji-li ¥adu (3), zajimd m& hlavn¥ existence a hodnota je jiho soudtu, tj. ni-
koliv limita posloupnosti (1), nfdbrZ limita posloupnosti (2).

Véta 22, Je-li Fada @y + @y + ... konvergentni, Jje wéh: = o .

Dikag. Necht 4, zna¥f m-t§ ¥4stedny soulet ¥ady (3), 4 Jeji soulet,

takﬁe@é}z’v bp =4 o IZFeim8 A, =4, _,+a,, A =4, -4 _,; déale

ﬁ‘musm_4=/5 y takZe .&hwwm.-./s-,sz o .
m 300 v > 00
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P¥{klad 1. Rada

(4) a/,+a/,q/+w,7’z+ ...+a/17~+
(m-t§ Slen je a:,g,'""" ) 8e nagfvd geometrickd ¥ada s kvoocientem ¢ . Predpo-
Klédejme a, ¢ 0 . Je-li lg /2 1 , jeo Ig™ 1 =lgi™"21 , teay
,aﬁq"""’ z Ia/.,l >0 , takfe m-tf Slen nemé limitu O a ¥ada (4) podle v&ty
22 diverguje.

Zb§vé vySetfit pripad Igl< 1 . Je

(Tegsqd?e ceo g™ (1-9) = 1-47,

Jak vite nebo jak se pFfesvddiite vyndsobenim. Tedy m-ty Edstelny soulet Fady
(4) Jo

n
(5) %-az,%, pokud qr:/w/ .

Je-1i 0% £<1, je dmvd™= 0, Protoie /q/"/ = /9//’"/, plat{ pro

7 »o00

qul<'l rovnostmé‘zvlgz""/s 0 a odtud W—&_;/Zy q/m'= O . Podle (5) je tedy

&‘/rw/sms _a/.,_. Rada (4) je tedy pro lcyl< 1 konvergentn{ a md soudet

m =Yoo / - 9«
. @y,

T-q

P¥{klad 2. Implikaol g véty 22 "Je-1i Fada konvergentni, Jemé'/zv py=0"

nelge obrdtit. Sestrojime toti¥ ¥adu, u které Je .&'/m/a/m= 0 a kterd presto

2" 00

Je divergentni. VySet¥ujme tgv. harmoniockou ¥adu

4 1 1
4*2—"‘3—"' cee ¥ 7'.’ [ )
( m=t§ Slen je 74”—). Z2de Je ”ﬁ/m %: 0 . Doké¥eme, ¥e Fada je divergentni.
[ <]
1.1, 1 1
Joll m-t§ Sdstedny soulet Jeo 4, = 1+Z—+T+T+ cor +—. Z¥ejmd

Bast > Pm s tak#e posloupnost 4,, 4,, 43, ... Jo rostoucl a tedy mé limitu,

budto viastn{ nebo + o . DokédEeme, Ze mﬁ/m//.s,,,, z= +00 ., dJ6
- »ao

a obeon¥ pro oelé m > 1
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1 1 4 m-1 1 1
v e LM TR Y L S B
Tedy pro ~ > 1
- { 4.1y . L 1
0620- 4" —z-"'(a + 4)’(5 + oee "'!)+ XX
1 1 n
cee *+ (z~_7 *1 "’24-1*2 + oe0 ¢ 2”9)>1 + —z_.

Odtud Je viddt, Ze posloupnost 4,, 4;, ... neni shora omezendi, tedy neméd
vliastn{ limitu a tedy (pondvad% je rostouci) je /Jhrv/.';m= +00 .

M/ -» o0
a0 o0
V&ta 23. Budte m% 4 n=5 , mg 4 l;..,='t' 1) konvergentn{ ¥ady, bu-
diZ ¢ komplexn{ ¥{slo. Potom j}sou konvergentni i ¥ady
a0 oD
rné'l (am+dn) =6+t , m.%!ww”"z “os

Dikaz. Budte By =Yg + cve + Ay, t, = '{'1. + oo + /;,,, tdstedné soulty
2
m=1

danfch ¥ad. Potom m-ty ddstedny soulet Fady (a,+ £,) je

(-
a jeho limita je 4+t . Podobn& Fada m.$_4 Ca, mDd m-ty Zégtedny soulet

YqY+ ... v, =45, , a jeho limita jJe ¢. A .,

Poznémka 1. U Yrad s redlnymi &leny a, , /',,, je moZno tuto vétu jesté&

doplnit. Jestlize 24 Qfp, = v 2) a jestliZe posloupnost Zdstednfch sou-
00 Mn=
¢tld rady ,’54 £, je zdola omezen& (co% nastane napf. tehdy, jestli%e tato
(- ]
Trda B I e A S S A T A Y. potonr je E T R ‘{)7.-1,} = T
> m=1
Yofim M ew., s eveled s pre s D gcudet -~ee Pro re 0 . Dikaz
m=1 .
8l &tendf provede séam.
= t . ! Byile & t R v ven n2ooit
¢ T, 3 e -
m=v QZQ g
n
QU+ Uy +Q, v+, +Q +2 + A+ ... neboli - apod. S&{taol

1) Napsané rovnosti ov3em znamenaji, Ze soufet prvni{ Fady je &islo 4 , soulet
druhé rady je ¥islo t .

2) To znamend, %¥e Ffada diverguje k + oo ,
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index" se nemus{ vidy gnalit piemenem ~v ; nap¥. 4’2 @4 znamend toté%f jako
=1

Q; 5y =y

- -}
24 Qpy - Je8t& jedno zjednodueni symboliky: ¥adu 8 &leny a,, -Qy,
m=

%, -%, ... bychom m&l1i psdt o, + (-Q,) + @3 + (-a4) + ...} misto toho pi-

Seme Q, -y + 4, -, + ... } nedorozumdni nemlZe nastat; druhy zplsob zdpi-
oQ

su je ovlem > (-4 )m"4a/,,,,.
m=1

Pozndmka 3. Pojem soudtu konvergentni ¥ady je p¥irozenym zobecndnim pojmu
soultu kone¥ného po&tu &isel. DA se proto olfekdvat, Ze mnohé vlastnosti soudtu
konedného poltu &isel budou platit i pro soudty nekoneZnych ¥ad (jinak by po-
Jem nekone&né ¥ady nemdl mnoho smyslu); jako p¥iklad miZe slouZit v&ta 23. Ale
pojem soultu nekonelné Ffady je zobeon&nim pojmu soudtu konedného poltu 613313) a
proto se musime u kaZdé vlastnosti soudtu kone¥ného podtu &isel pfesvddéit, zda
se d4 pifenést na soudty konvergentnich fad a neami nds piokvag}t, jestli%e nd¥-
které vlastnosti se prfenést nedaji. Vezmdme p¥{klad. Nechi }E4cun =4 Je kon-

mn=

vergentni ¥ada. Tedy ._&;'mvfs,,v =4 , kde 4, =24, +d; + ... + Qn . Zvolme ro-
L [ <]

stouocf{ posloupnost pfirogenfoch Zisel zfz, < ,&2'4.46.,4 .o 8 Bestrojme Fadu

(ay+ @+ ... + a,) + (ag

+ @ + e * Q +
g +1 .&1+Z Ifz)

+ eeeo +a/£") + .o

(6)

+ (wl,z*'l + a/é"z-rz

(prvai &len Je tedy Ay + A7 + «.. + g, druhy %;4 + ‘Vl,,.;z + oeee w“'z ,
atd.). ldstedné souZty této nové ¥ady jsou Ah, » Bk, v Ay s ee. B8 tvo¥{ vy-

branou posloupnost £ posloupnosti 4,, 4;,, ... 3 tedy tato vybrand posloupnost
mé rovnd% limitu 4 , neboli ¥ada (6) je také konvergentni a mé opdt soudet
A 4). V konvergentni ¥add mlZeme tedy "pfidat zdvorky" a konvergence ani sou-
et ¥ady se tim negm&ni., Ale jinak je to s vynechdnim zdvorek. Vezm¥me Fadu

(7 (1+(=1)) + (4+(-1)) + (14 (-1)) + ...

(ka%d§ %len jJe 7+ (-7) = 0 ). Rada je z¥ejm& konvergentn{ a md soudet O .
Vynechdm-11i zévorky, dostanu ¥adu

(8) 141 41«1 +1 <14+ .00

tdstedné soudty jsou 1, 0,1 ,0 ,17 ,0, ... a nemajf tedy limitu. Rada
(8) tedy diverguje. Zkusme je&td v (7) premistit zdvorky takto:

1+ ((=4) +1) + ((-1) +1) + ((=1) +1) + o0

?) souset a + £
+ 0

¢ Je mo¥no pojimat také jako soudet nekonedné rady
asr s o 0 :

* o* L 2N BN J [ ]

4) Uvaha by platila bege zmdny 1 pro 4 = 40 8 A= =00 .,
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dostdvéme ¥fadu 1+ 0 + 0 + O+ ,.. , kterd je konvergentni{, ale mé& soulet 7
a nikoliv O .

Pozndmka 4. Soudet koneZného poltu ¥{sel se nerm¥n{ p¥idénim nebo vyne-
chédnim s¥{tanct rovnfch nule; ukéZeme, %e totéf plat{ pro nekoneXné Frady. M3j-
me Fadu

(9) &+ O ¢ Q5+ .,

8 Gdstednymi soulty
(10) Bgy 829834 cee

P¥idejme do ¥ady (9) n¥8jaké nulové &leny (t¥eba i v nekonedném podtu), nap¥.
(11) 0va,+a2,+04+4 04+ 04 0740404 a,+ ...

Zéstedné soudty fady (11) jsou
(12) ooA4vbzobz’42’420b3v43943o49' cee }

a% na tu nulu na zad4tku se (10), (12) 1isf jen tim, %e se v (12) ndkte¥{ 3le-
nové posloupnosti (10) ndkolikrédt opakuji. Velmi snadno byste dokdzali toto:
md-1li jedna 2z posloupnosti (10), (12) limitu (v redlném p¥{pad¥ t¥eba i ne-
vliastni), maj{ obd touZ limitu. Tedy: JestliZe v nekone¥né ¥ad¥ vynechdm nebo
pfiddm nulové &leny (treba i v nekone¥ném poltu), m4 novd ¥ada stejné vlastno-
sti jako plivodni, pokud se tfde existence a hodnoty soudtu. (8tend¥ se sotva
zalekne trividlnfiho p¥{padu, kdy ¥ada obsahuje jen konedn§ podet nenulov§och
%lend nebo se dokonce sklédd4 ze samych nul,)

Pognédmka 5. U soudtu konedného podtu &isel smime s3{tance libovolnd p¥e-
rovonat:

webseasecras b apod. (komutativni zédkon).
Jak je to u nekoneénjch ¥ad, povime si pogddji.

Budi¥ nyn{ m p¥irogené. Bude pro nds dlleZité gjistit, kdy a v Jakém
smyslu plat{ rovnost

(13) S ap = A, WUt eee v g .
‘aé"" ! 2 n =m+1b

Levd strana gzde gnameni soulet ¥ady 4, + ¢4 ¢ ... . Pravd strana je soulet
m+1 ps&i{tanod; prvni je o, , druh§y a,, ... ~-t§ a, , posledni sifta-
nec je soulet nekoneiné ¥ady Yt Xzt oee (#1{kédv4d se mu “"sbytek Frady
Yy + A + «o. po m=-tém &lemu").

Véta 24. Je-li jedna z ¥ad ve vzoroi (13) konvergentni{, jsou konvergentn{
obd a pro jejich souty plat{ rovnost (13). Jeou-1li ag redlnd ¥isla, a mé-1li
jedna z ¥ad v (13) soulet + o0 (pop¥{p. - ), majf obd souldet + o (po-
prip. -0 ),
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Dikag. 5) fo-tj Sdatednf soudet rady vlevo Je 4y = )+ ... + Ay

v -t§ Bdstelnf sou¥et ¥ady vpravo je 6 =a ., v, .

+ ...'+a//n-+fv

ZtOhO bﬂv+4l.l= a/1+ wz"' ooo+a/m+ 6;1,,

6;"':6/"-'.'/1/- a/,’-a/z-...-a/m.
Odtud ihned plyne: Existuje-l1i vlastn{ limita Wéﬁy% = 6 , existuje také
vlastn{ lmitaﬁ_&w »6,,”7,,: Uy + A+ oo + A+ 6 a ovienm
. _ 4 6) . . }
’bﬁ;o:'s,., .ﬁ{i:vbM 4 °'. FNaopsk, existuje-1i vlastni limita ,,éf,’:" A, = A

existuje 1 vlastn{ limita

"':'Z:Ua,’u=¢6-a/1 -a/z-oo.-a//n.o

Tedy: Vlastn{ limita hé':: 46,., = 4 exlstuje tehdy a Jen tehdy, existuje-1i
vlastni limita fvé"gé;" = 6, nade% platf rovnost 4 = a, + A, + ... + a5 + 6,
Podobnd se v redlném p¥ipad¥ dokdZe, Ze .&'n—rué;_, = + oo (pop¥ip. -oo ) tehdy

’y-oo-o

a Jen tehdy, kdyZ Lomy 4p = + 0o (popfip. = e ).
/n,-)oo

Pogndmka 6. Necht ¥ada a, + @, + ... je konvergentnf a mé soulet 4 ;
je-11 4, jeji m -ty Bdstedny soulet, ognalme 4, = 4 -5, ( 4, je tzv. "gby-
tek Fady po m-tém 3lenu"). JeZto m'é'/;rg A, = A, Jeo ﬂ'mv/c/,,,, = 0 . Podle v&-

" » oo

ty 24 je gbytek 4, soudtem nekonelné Frady:

V%
[~ ]
”ﬂb = Z w,‘/ °
kzm+1
oQ
Dovedeme-li odhadnout velikost soudtu ¥ady AZ ayg, , Je tim zdroven odhad-
=m +1 '

nuta chyba, které se dopustime, kdyZ soulet nekone¥né fady 4, + a,+ ... na-
hradime m-tfm Edstednym soultem.

Pogndmka 7. Z vdty 24 plyne také toto: Jestli%e v konvergentni ¥ad¥ p¥i-
dém, vynechdm nebo zménim konelnfy podet &lenll, dostanu op&t konvergentni ¥adu
a soulet se zm¥ni z¥ejmym gplsobem. Nap¥. jJe-li a2, + a4, + a4+ A, + A5 + ...
konvergentn{ ¥ada se soultem 4 , md Fada

o‘f’-ftl'z +"’3 +4"9+%+0/q+%+ case
soudet

A+J; +."z+j;'3+/"q"a/4‘.'%i

5) m je ted pevné 3felo; indexy musime proto znadit jinymi pismeny.

6) Vlevo je limita posloupnosti 4,, 4,, 43, ..., vpravo limita poeloupnosti

Buvd * Bmsz * Bmag v oo oboj{ gnamend toté%, jak vime.

1014-4527



- 120 -
nebot podle vity 24 mé prvn{ ¥ada soudet

L -]
Q, + a;y + 5-01
’] 2, 4
y %

a druhd mé soudet

bodivd v be 3 ap

Provedu-li tedy takovou zm&nu u ¥fady divergentni, zdstane divergentni. A ko-
nednd (v p¥{ipadé redlnfch ¥ad) provedu-li takovou em¥nu v ¥ad¥ o soultu <+
(pop¥{p. =00 ) , bude mit i zm&n¥nd ¥ada soulet + co (pop¥ip. -0 ). To
plyne rovndZ g vity 24.

Pogndmka 8. Budte -

S =5 , =2 4 =t
=4w" A ‘.:‘1"

dvd konvergentn{ ¥ady s redlnjmi Zleny; necht pro vdechna £ je a4 = A, .
Potom je 4 St . To je g¥ejmé, jekto ay + ... +4a,, 5 4 + ... + 4,, pro kai-
dé »m , a limitnim pf¥echodem odtud plyne 4 =t . Nech opdt a; = & pro
vBechna 4 a nech existuje urdit§ index m, tak, Ze a,, <,6;,,,0. Pvrdim,

%e nyni je dokonce A<l . Je-l1 .n 2m, , dostaneme

g+ g + os + X, < 44+ fﬁé + «oo + 4;,, (0B8tréd nerovnost!), ale limitnim pFe-
ohodem dostévéme zase jenom A S ., Tento postup nevede tedy k ofli. Proto

postupujeme jinak. V rovnosti (13) poloZime m = m, , oznalime
P- Y o0

> ay=6, 2> Ay = T . Podle vty 24 je

K=m,+1 A=y + 1
lsza/1+oo.+a/m°+6" t=/‘;}+.o.+ll'mo*’[’o

Zde je 6 =TT, a3+ ...+ Uy < Y R /-,,,,o (ostrd nerovnost!), tedy
vekutku A<l .

P¥epideme-1i Bolzanovu-Cauchyovu podminku (viez vdtu 21b) vhodnym zptisobem,
doatévédme tuto vétu:

Vite 25. Rada @, + @, + ... Je konvergentni tehdy a jen tehdy, je-1li
splnéna tato podminka:

Ke ka%dému &> 0 existuje pFfirozené m, tak, Ze pro viechna
(B.C.) p¥irogzend 4 Je

<
Iwﬂvo+4*wm,+l+"°+w”l’o+¢vl= é'o

Dikaz., Jde o to, kdy posloupnost &dstednfch soudtd 4, , Jje konvergentni.
To plat{ tehdy a jen tehdy, jestlie ke ka%dému & > 0 existuje pFirozené m,
tak, %e pro vSechna p¥irogena /v Je Ib""o*/" - b”‘*ol =€ . Ale

+ a + cee + WV

42 o+ H tim je dikag proveder

A - A =
"+ h m, 1
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Uvaime, Eeo

’ Yn,e1 ¥ Y2

+ oeee + a’m+/~’ £ IGIMHI + /a/mb+zl+ oo * /wm+rl.

Jestlilke tedy /a,/ + layl + ... spliuje podminku B.C., splhuje ji také Fada
a/".’ a/z* ove o ani slovyt

V8ta 26. Jestli¥e je konvergentni Fada

(14) la,| + Iaalo-’agl * cee
Je konvergentn{ také Fada

(15) Uys g+ Y+ ou.

Definice: O ¥add (15) ¥ikdme, Ze je absolutnsd konvergentni7), JestliZe
¥ada (14) je konvergentni. Jestli¥e ¥ada (15) konverguje, ale fada (14) diver-
guje, Fikéme, Ze ¥fada (15) konverguje neabsolutn&a).

Véta 26 tedy ¥{kd, Ze kaZXdd absolutnd konvergentni Fada je konvergentni.

P¥{klad 3. (neabsolutn® konvergentni ¥adsa).

kada
4-1+;-;+;-;+Z—q+...
mé 3detedné soudty
1,0,4, 0,%,0,1,0, ...
Bada je tedy konvergentni a méd soudet O . Rada absolutnich hodnot je
4+'I+4+4+4+"+....

2 2 3 J

Tato ¥ada je divergentni; to je viddt £ toho, Ze harmonickd rada

1 + z + ; + Z + ... mé soulet + o~ (vizg pFi{klad 2) a ka¥d§ &len Fady

4 4 1 q
I+4+z+z+3+3+...

(aZ na prvn{ 3len) je v&tS8{ neX Zlen harmonické ¥ady se stejnym indexem.

Podminka (B.C.) pro konvergenocl posloupnosti je sice nutnéd a postaduji-
of, ale %asto se obt{i¥n¥ ovéfuje. Existuje vSak dlleZitd t¥{de posloupnosti,
kde lze konvergenci vyZet¥it snadn¥ji. Jsou to posloupnosti monotonni, napi.
posloupnosti neklesajic{. Takovd posloupnost je konvergentn{ tehdy a jen
tehdy, je-1i shora omegend; nen{-1i shora omezend, mé limitu + o . V teorii
¥ad odpovida){ neklesajfcim posloupnostem ¥fady s nezépornymi Zleny. Je-1li to-

n nebo begpodmine®n¥# konvergentni.

8) nebo podminedns nebo relativnd.

1014-4527



- 122 -

tiZ a, + 4+ a4 + ... ¥Fada s nezdpornymi &leny (a, 20 pro viechna pi¥i-
rogend ~v ), plat{ pro Zdsteiné soudty ¢, vetah 4, =4 _ +a, 24 _,,

tak%e posloupnost 4, 4,, 4;, ... Jje neklesajiof. Tedywlymx.sm, existuje a
> oo

Je vlastnf nebo + oo podle toho, gda posloupnost »,, 42, ... Je ¥i nend
shora omezend. V pifpad¥ omezené posloupnosti je Lm 4, = Aup 5, .

v -» oo m=4 2.3

Tedy méme tuto vdtu: 197500

Véta 27. Budif ay+ a,+ % + ... Fada s nezdpornymi &leny. Je-1li po-
sloupnost 4, , 4,, ... J&dstelnych soudtl shora omezend, je fada konvergentn{

a md soulet 4 = A;uzva 4y, o Neni-1i posloupnost E4steinfch soudtd shora ome-
M= T ghygdyeo

zend, md ¥fada soudet + oo .,

Sasto se mluv{ o ¥addch s kladnfmi &leny. To neni %4dné podstatné omezen{
proti ¥adém s negzdpornymi Zleny, nebot podle pozn. 4 lge nulové 3leny vyneohat.

Pozndmka 9., BudlZ a, + 24 + ... konvergentn{ ¥fada s negdpornymi &leny
a se soudtem 4 . Potom pro jejf ¥4stené soudty 4, 6 plati <%,=4 . Jestli-
%Ye ¥Yada mA nekonednd mnoho nenulovjch &lend, je dokonce A, < 4 ., Dikaz: Ne-
rovnost 4, =4 je grejmé, je¥to 4 Je supremum E4stednfch soudti. JestliZe
fada mé nekonednd mnoho nenulovjyoh (a tedy kladnjch) &lenfi, potom ke kaZdému
p¥irozenému ~m existuje m >mn tak, Ze >0 . Potom je Ao < By 8 ovien

Ao S h , tedy Ay <h .

a//rm

Véta 28. Budte dény dv¥ Fady

(16%) Wy+ g + oo
(16b) j‘,«rtgi-o- e

Nechf pro viechna p¥irozend n je 0% a, T 4, . Potom plati: Je-1li (16%)
konvergentni{, je (16%) konvergentni (a tedy: je-11 (162) divergentnf, je
(16°) daivergentni).

Dikaz., PoloZme 4, = @ + ... + &, , fw=15;+ eee + 4, , takie
b =T, . Je-1i (16b) konvergentn{, jsou ¥, shora omezend, tedy existuje
¢{slo K tak, %e pro vZechna pfirozend ‘'m Je t, < K , tedy také 4, <K,
a tedy je (16%) konvergentni.

Pozndmka 10. Co rogzumime nekonednym desetinnym slomkem

( %) s 0, a,0uq0a, ...

kde a, Jjeou celd &isla, 0$a%59 1

m:
T{m rozumime soudet nekone¥né ¥ady

Yy Qy XU,

+ 2 + o0 ¢
10 10 ' 0™

+ L ) L]
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$_ %Y =__9 9 9 9 _
Jefto O o~ > o 8 Jekto fada 0t WEY Tt je konver
gentn{ geometriokd Iada s kvooientem o~ 8 o8 soultenm L . y u - = 7,

40
je podle vdty 27 a podle porn. 8 ¥ada (%) konvergentni a je 0= & = 71
p¥itom je 4 = 0 tehdy a jen tehdy, jsou-li vdechna a, rovna nule, a je
4 =41 tehdy a jen tehdy, jsou-li v¥echna a,, rovna deviti. Na tom lge zaloZit
vyjad¥ovédni redlnjoch &isel nekonedn¥mi desetinnymi szlomky; podrobny vfklad vis
nap¥. DI, kap. IV § 5.

Pozndmka 11, V&ta 28 by zlstala v platnosti, kdybychom nerovnosti
0 £ a, =4, nepoZadovali pro v¥echna ~m , n§brf pouge pro viechna =~ v&tSL
ne¥ jisté 3islo ~, . Nebol podle pozn. 7 se na konvergenci ¥ady nic nezm¥ni,
vyneochdm-11 konedny podet 3lenli. Divejte vBak velmi dodbr§ pozor na to, Ze v&ta
plat{ jen za predpokladu, %e jde o Ffady, jejichZ Zleny jsou - aspon od jistého
indexu m, - negéporné. JeZto absolutn{ hodnoty Jsou &isla nesépornd,lze vty
28 u%it k vySet¥ovdni absolutni konvergence ¥fad s komplexnimi &leny:

V3ta 29. Necht pro vSechna prirozend m (od jistého indexu m~, po&ina-
o (- -]

jo) je la, | = /5;,"9) a necht m§4 4., xonverguje. Potom 2,% konvergu-
= ms=

je absolutnd.
[
Dikagz: Podle vdty 28 Je ¥Yada 21 [ a,, | konvergentni.
~=

Vime, %e ¥fada ¢ + q’z-c- q/"+ eee Jo konvergentni ¥ada s kladnymi &leny,
JestliZe 0 < ¢ <1 . Vezmu-1i tuto Fadu ve v¥t¥ 29 za ¥adu 4 + 4 + ...,
dostanu tuto uXitednou vétu:

V&ta 30 (tzv. odmocninové nebo Cauchyovo kriterium).

1) Neochit existuje pF¥irosepé ¥islo m, a &islo g < 4 tek, Ze pro
viechna pF¥irogend ~ = m, Je

v
(17) Viap,i & g .
Potom 44+ @, + ... konverguje absolutni.

2) Nechi existuje p¥irosené 3islo m, tak, %e pro viechna p¥irogzend
m«:m«, Je

(18) / la, | 81 .

Potom 4, + @, + @, + ... diverguje.

9 Tedy Je 4, 30 .
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Dikag. 1) Platfi-1i (17) pro mZm, , je la,l = 9/"" pro m=m, a
podle véty 29 je a, + @, + ... absolutnd® konvergentni.

2) Plat{-li (18) pro m = m, , je pro tato ~» splndno
la,lz1 , tedy nen{ ALwm a,, = 0, takfe podle vty 22 Je a4 + a5 + ...

”n > oo
divergentni .lO)

Pohodln8j3{ neZ v&ta 30 je Zasto tato v&ta (limitn{ Cauchyovo kriterium):

v
Véta 31. JestliZe w’é’% "’a/,,.,l <1, je W+ M+ ... absolutnd kon-

vergentni; jestliZe mé'/f: lam ! = 1 ,11) Je a,+ a,+ ... divergentni.

Dikaz. Oznadme Aiw Vlanl = o, Je-11 «w<1, 1lze zvolit &islo g
———— m ~» oo
Eak, fe x<g< 1. Existuje &1slo m, tak, Ze pro vSechna m = m, je

v Iaxm,l <& a z vdty 30 plyne ‘absolutni konvgrgence. Je-li a>171 , existuje

&islo m, tak, %e pro vdechna m Zm, je Vla,l >1 a z v&ty 30 plyne di-

vergence.
v

V&ta 31 nefikd ovSem nic, kdyZ méf?: } laj, |  vudto neexistuje nebo se rov-
néd jedné. V pripadd Lemv ; la/,,vl = +c0 nastdvéd oviem divergence.

m - 00
P¥iklad 4. BudiZ ¢ redlné &islo, x komplexn{ &fslo. VySet¥ujeme Fadu
e &
24 mx™ . Jo Lomv m™ =1 (vizg posledni poznédmku v § 1), tedy
m=

Lo | wx|™= lxl

My > 00

tedy ¥fada je konvergentn{ pro lxl< 41 | Jdivergentnf pro IlxI>1 , at je

¢ jakékoliv. Pro |x/ =1 neddvd vdta 31 Eéclnognodpovéa. Ale aspon dstednou
odpov&d ddv4 v&ta 30. Pro lkl] =1, 20 je Va¥lx|™ = Voo z 4 , tak-
2e Ffada jJe podle vdty 30 divergentni. Pro (x| =1, ¢ <0 neddvd nédm ani
vidta 30 ani v&ta 31 Zidnou odpovdd.

0 n¥co mén¥ vydatné neZ odmooninové kriterium, ale zato Zasto pohodln¥)s{,
Je toto pod{lové nebo d Alembertovo kriterium:

V8ta 32, 1) Nechi existuje p¥irozené ¥fslo m, a ¥fslo g <1 tak,
e pro vSechna p¥irozend m 2 m, je

(19) ,f/""/:n—*"lé g -

10) Pognamenejme, Ze uZiti vdty 29 gzde nevede k ofli. Je¥to Fada 1 + 71 + ...
je divergentni, plyne £ v&ty jen, Z%e ¥ada layl + la,l + ... je divergentni

t). 2e a; + a, + ... Je budto divergentn{ nebo neabsolusrd konvergentni.

11) sem positéme také pFipad W,&'nz 7/1%: = 4 o0 .
-
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Potom ¥ada @, + @3 + ... Jje absolutnd konvergentni.

2) Neoht existuje pfirozené ¥fslo m, tak, Ze pro viechna p¥irozens
me m, Je

(-]
(20) }-:%351_/ zZ 1 .

4

Potom Fada G+ @ + A+ ... je divergontni.lz)

Dikaz. 1) 2 (19) plyne, %e pro mE m, je

@ 4 Am_ . 2 Q,
Ia/ l=/wm . at . -t scee _”V-/é Ia/ I m-/no .
i o alm'o wﬂlo‘l-" %-‘f o 7/

Rada E': | Un, [ . 7/”"

vergentni. Tedy je a, + @y + ... Dpodle vity 29 absolutnd konvergentn{.
L]

-~ " Je geometrickd ¥ada s kvooientem ¢ » tedy kon-

2) 2 (20) plyne

Iwmolé' Iwmbwl’ £ la/m°+zl§

Pro vSechna mZm, Je tedy la,l 2 ’a/,wol > 0, tedy nenf ALmoa, =0 a
"y -» 0O

tedy Jje ¥ada divergentni podle vity 22.

Stejn8 jako jsme 2z v&ty 30 odvodili vétu 31, lze 2z véty 32 odvodit toto
limitn{ kriterium: |

o
Véta 33. Je-1li Lem, —mrd <1 , je a,+ &, + ... absolutné konver-

m o0 Uy
gentni.
- Upaq | 13) . .. p v
Je~-li dem o | 4 777y Je g+ G+ ... divergeutul. Dukaz si Ctendy
™M - 00 m

provede sém.

Poz.faka 10, VEinndme si malého rozdilu, uis»7 e 1fké n¥fpadv Aivergencs
ve vitdch 30, 32. Ve v&té& 30 bychom mohli kriterium pro divergenol je3t& trochu
zlepsit: pro divergenci stadf, kdy% nerovuozt (13 2lati pro nekencind mnohe
m 3 nebot potom je /a4, | 21 pro nekonedn¥ mnoho m a tedy neni Am a, =0.

nHOQ
1 1 d
Takové zlepSeni u vdty 32 neni moZiné. Nap¥. pro fadu —f+ —— + — + 7 &
qg 4 » "~ g . -
b e 4 ! + 4 1 ’_ + ... Uvlati {20} pro ounekonodos macho N O AL
;‘? cr y"l:: 'fO ’
fuda konvergeuntui, jak veiml snadno dokaZeie.
\
12) L ST O T @ S e e ¥~ acs wrXoanalo- S > ' ' rn Tl Ve M Al A

¢leny miZeme pddle pognamky 4 vyneohat.
13) Y+ 4

Sem pod{tdme té% pi{ipad Lem ]
Un,

= 4+ o ,
MM oo
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P¥iklad 5. BudiZ¥ x komplexn{ 3{islo. VyBet¥ujeme ¥adu

oo R

24 %)L! ™ . Pro X =0 je ¥ada s¥ejmd absolutnd konvergentni (soulet
n= m
Je 0). Pro x $0 jsou ¥leny ¥ady vesm¥s risné od nuly a miZeme skusit vi-

a
tu 32 nebo 33. Vfras l ot I jo sde

(21) (ner1 Y Qo) |y) oL Bty
(Zne2)! (1) 4 L
W*z

Jeho limita je Z— x| , tedy méme podle v&ty 33 absolutn{ konvergenoi pro
|x| < 4 , divergenol pro Ix|>4 ., Pro |t| =4 je limita 7 , takle

vd3ta 33 selhdvd. Ale viraz (21) je pro lx/ =# roven ””'l > 1, takZe
viéta 32 ddvd divergenoi. n+

Pro fady s nesdpornymi leny, u nichk je a, = o, 2 a5 2 ... , je Basto

ufitedné toto integrdlni kriterium.

Vita 34. Budi¥ 4 funkce nerostouci, spojité a nezdporné v intervalu
{¢y +0) . Potom plati:

Rada
(22) {(t/)+/(f/+4)+f(f/+2)+ cee

Je konvergentn{ tehdy a Jen tehdy, jestliZe integrdl

X
(23) Fw) = [ ft)de
(74
mé viastnf limita ZJom F(x) .
X -» +00

Pogndmka 13. Tuto limita jsme v prvnim rodnfiku znadili

400
(t)Ydt .
J ¢

Poznamenejme, %e funkoce 2 Je neklesajfof v (V, +00) (protoie f Je ne-
gédpornd). Tedy mé funkce % jistd limitu v bod¥ +o00 , a to vliastni (pop¥.
nevlastn{), jeetlife % je (pop¥. nenf) v <V, +00) omegend. Tedy lze tvrze-
n{ vty 34 vyslovit také takto: Rada (22) Je konvergenin{ tehdy a jen tehdy,
kdy¥ funkce % , definované rovnosti (23), Je omegend v intervalu (r/, + oo ).

Dikag vity 34. Oznalme J/_{é;n; Fw)y =4 (to Je budto konedné 3islo nebo

+c0 ), Potom je oviem A také limitou posloupnosti ZF(c), F(c+ 1),
%(c+2) , «.ep neboli
/v

: 14)
il J ptrat =4

14) yis posn. 2 v § 1.
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JeXto (22) je fada s nezdpornymi &leny, mé urditf§ soudet B , Lkterj je opadt
budto konedny nebo + o . Médme dokdzat, 2e 3 je koneZné tehdy a jen tehdy,
kdy%2 A Je kone¥né. Pro kaZdé celé £ 20 je

. ,‘/ L ¢/+l+1 < £
/((‘/-t- + 1 ) £ U;f&;(f)dt =f(V+ ) .

Odtud Jednak

oy v

bn=f) s flerd) v v floamad) 2 [ Lit)at
(4

jednak
 em=1
J f)dt 2H(ed) + f(U+2) + cis s f(Cem=d) = 8, =L(e) .
%
Odtud je viddt: Je-11i B =M€f:’v/5,,., konedné &islo, plyne 2 prvni nerovnosti

limitnim pfeol}’odem, %¢ t6%2 A je kone¥né (a to A £3 ) . Je-1li naopak
C+me

A= Lomy § f(t)d/t kone¥né, plyne z druhé nerovnosti, %e J} je konedné
%

(a to B = 4 +{(U) ). Tim je dikagz proveden.

v >00

Poznédmka 14. Zdroven jsme dostali tento dlle%ity odhad: V p¥{ipadd kon-
vergence je A £B = A+ f(e), tj.

(28) [Jgrde 2 3 Lvem) £ [ flardw + flo) .
C/ ﬂv-O Y
P¥{klad 6. Zkoumejme ¥adu §1 #, kde o> 0 . To je ndS p¥ipad,
m= X

kde f(x) =% , =1 . Jde tedy o to, zda ;-%{7 md limitu vlastni &i

nevlastn{ pro X = +oc0 . Najdete-1li primitivn{ funkci, zjistite okamZit¥,
e limita je vlastn{ pro o >1 , nevlastnf pro O<«x £1 ., Tedy nase ¥ada
jeo konvergentn{ pro o > 1 , divergentn{ pro Q<o = 1 ,

V po¥etn{ praxi bfvd dlileZité nejenom zjistit konvergenci nebo divergenoi
pfedloZené Frady, ale v p¥{pad¥ konvergence také vypo¥itat soulet Fady s poZa-
dovanou pFesnosti. K tomu o{li lze uZit rogkladu

[= =4

s S
a/ = Q) + A + coe *+ A, + a,
< R 1 2 m hm &

ktery podle v&ty 24 platfi pro konvergentni{ ¥ady: Zvolim o~v , vypod&tu
Qg+ & + .o + @, a odhadnu "chybu" > Qg . Je velmi dileZité procvi-

=m+1

8it se v odhadovdni této ohyby. Zde vezmeme pro ilustraci jen jeden p¥iklad.

o

1
Médme vypoditat soudet 4 konvergentni ¥ady > —3 . 2Zvolime n¥jaké pFi-

m=1 m

rozené m , nale% je podle véty 24

1 1 1 ,
A-7+‘;’-+...+—ﬂ?+ﬁ//,v,
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o0

S 4

kda A= —
n L.—.m,+4 4‘3

Soudet této fady dovedeme odhadnout podle (24); zde Je

f)sZr, c=mat,

tedy oo
dt_ _ 4
mat 2 2(ma 1)2 '
14 < < 1 + 1
2me1)2 T 2(mad)? (me1)?
’
P¥i voldbd m = 99 ndm vyjde 4, asi 71 20000 , Ale odhad &isla » se Ad
podstatnd glepsit. Vidime, %e A, se rovnd Zislu Z0 1 p )z 8 chybou nejvy-
n 4
fe (—4_4_)-5- (tedy pro m =99 je chyba nejvise 40~¢ ). Lepsi pribl{iZend
m+ '
%isla A ne¥ soulet 443 + 743-+ cee * :45 ddvd tedy soulet
1 . 1 N N 1 N 4
13 25 o0 ma z(m..-l)z .

Mluvili jsme dosud hlavnd o ¥addoh abasolutnd konvergentnich. Uvedme aspon
jednu vétu, kterd je uZitelnd n¥kdy i pro gjilfovdn{ neabsolutni konvergenoo.ls)

V&ta 35 (Leibnis ), Neoht a, 2o, 2252 ..., ALma,=0

: 2 m->t+00 W
(tedy a, 20 ). Potom ¥ada
< m =1
Wy -y +ay - + & -2 + ... (neboli 21 (-1) @, ) Je kon-
msm

vergentni,

.JDikaz, Budeme vydet¥ovat zv14Bt Zdetedné soulty se sudfm a zvl4st s 1i-
chym indexem. Je

Ptav2 = Pam* Yinsd = Vima2 s 2w
banrd ZP2m-1 T Vamt Vi 4t s Aam-1
tedy
by S Ay E b E L.,
8% B33 8.2 ...
Ddle
Im= B et = U E Bpmeg = A

15) Vydatndj5{ vdty vie v § 5, pozndmka 3.
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z P+

b2m+1 =Amt Vomet = P2m% B2 -

Posloupnost 4,, 44,45, ... Je tedy neklesajic{ shora omezend a tedy méd
vlastnf limitu o/ § posloupnost 44, 43, 45, ... Je nerostouof a gdola ome-
gend a tedy méd vlastnf limitu 4 . Ted teprve u%ijeme toho, Ze ,&m,a/m =0

127 X%
Je

pro s —co plyne B = «, Tedy %&stedné soudty se sudfm indexem maji touZ
vlastni limitu « jako &dstelné aouét{ 8 lichym indexem; tedy celd posloupnost
Agy by y A3y eoe mé vliastni limitu o 6), tj. fada @, -, + a5 -2, + ...
je konvergentni.

P¥{klad 7. Rada

(e 2] /n,_'f
1 - Z + ; - Z + o0 = Z/ ('4”‘), je konvergentni,
m=
a to neabsolutnd, nebot ¥ada (harmonick4)
1+, 4,2, ese Je divergentni.

2 3 4

Pogndmka 15 (velmi dfileXitd). Omezu)i se zde na vitu 35. Dals{ dlleZitd
kriteria, pouZitelnd na neabsolutnd konvergentni ¥ady, najdete v § 5 v pozndmoce
3 za vitou 46 (odkldddm tyto v&ol aZ do paragrafu o stejnomdrné konvergenoi ¥ad
abych nemusil v podstatd tou¥ vdc vyklddat dvakrdt).

Obrdtime se nyn{ k pferovndvdn{ ¥ad. Musime si nap¥ed ¥ici, co tim rozumi-
me. BudiX ddna Fada

(25) G+ + ...
a sestrojme n¥jakou posloupnost p¥irogenyoh Eisel
(26) 4,4, ,4, ...

kterd obsahuje viiechna prirogend &isla a ka%dé jen jednou (tj]. A@m $ .46,,,,, pro

16) Podrobndji: Je-1li E>0 , existuje p¥ednd =4 tak, Ze pro ~m>my Je
14 20 -xl<& a existuje za druhé ~, tak, ¥e pro m>my Je
|52mvq —xl< & . Jo-11 tedy m >Mav(2m,, 2m,+1), Je |4, -al<& ,

at je m sudé 51 1liohé.
17) mo 1ze Ffoi je&td trochu jinak: P¥ifadfm-1i ka’dému p¥irogenému &islu v
E{slo 4, , dostanu jistd zobrazemi 4 , a toto zobrazeni je prosté zobra-

geni mno%iny viech p¥irozenfch Zisel na sebe (komu nen{ pojem "zobragzeni”
gnénm, ntZe se o n&m poudit v kap. IV, § 1.)
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Potom o Fadéd
(27) Vg * Y, * A+ oo

¥{kéme, %e veznikd z Fady (25) prerovndnim. (Podobn¥ ¥ikédme, %¥e posloupnost
a/&, ’ w"z s ++e venlkd 2z posloupnosti &,, 4, , ... piFerovndnim).

Populdrnd (ale ne dooela p¥esn¥) Fedeno: pF¥erovnand ¥ada (27) md tytéZ
%leny jako (25), ale v Jiném po¥ddku.

V&ta 36. JestliZe Fada (25) je absolutn¥ konvergentn{ a md soulet 4 ,
potom kaZdd ¥ada, venikld z (25) pFerovndnim, je také absolutn¥ konvergentni a
m4 rovnE%¥ soulet A .

Pozndmka 16. Populdrné fedeno: soulet absolutnd konvergentn{ Fady nezd-
vief na po¥ad{ ¥lend - to je zobecn&ni komutativniho zdkona, platného pro
soudty konedného podtu &isel. Pro neabsolutnd konvergentni ¥ady plat{ vi&ta
zoela opalného charakteru (nebudu ji zde dokagovat, viz t¥eba D II, vita 38):
Budif ddna neabsolutnd konvergentn{ ¥ada s redlnymi %leny a se soudtem 4 .
Zvolme libovolné redlné &fslo ¢t . Potom lze ¥adu p¥erovnat tak, Ze pFerovna-
néd ¥ada je konvergentn{ a mé soulet ¢ ; také ji lze pFferovnat tak, %e pie-
rovnand ¥ada je divergentni.

Dikaz v¥ty 36. Necht Fada (25) je absolutnd konvergentni a mad soudet 4 .
Tedy je konvergentni ¥ada

(28) 2 [ay,| =
pot
Viéeohny &dstedné soulty Fady (28) jsou tedy £ S. Neoht fada (27) vzniké

g (25) p¥ferovnidnim. Potom pro ka%dé m je

Tedy Fada Z ICV;, | je konvergentni, tj. ¥ada (27) Jje absolutnd konvergentni;
=

=t .
1»:24 w‘ﬁv

Méme je3t¥ dokdzat, %e 4 =t . Polo Zme

budiz t jejl souéetz

m
= ’ t = z
o 4.54 U ™ =1 %y}

tedy /&/”b ’ M%:t , tak¥e Lo (4,-1,)=4-1 . Stadl tedy

"M ~»oo m -» 0O m -» oo

18) Je-11 tot1k A= Mar (hy, Ay, ..oy Am) 4 Jo z¥eind

Z | a% | £ Z / ay, | £ S , protoZe druh§ sou¥et obsahuje vZechny s¥{tan-
ce prvaniho soudtu.
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dokdgat, Ze

y A =1 =0
(29) Ao (bp-tp) =0
BudiZ &> 0 . Je¥to (28) je konvergentn{ Fada, mi jej{ zbytek po m-tém &le-
nu limitu rovanou nule (pro m >oo ), Existuje tedy p¥irozené m, tak, Ze
pro vdechna m 2 2, je gbytek po m-tém &lenu mend3f ne¥ & . Ny to budeme
pot¥ebovat jen pro m= my 3

o0
(30) Z Ia/ﬁ,’ < 8 .
Tedy také kaZd§ Edste¥ny soulet Fady (30) je men¥{ neX ¢ . 2Zvolme nyni &{slo
m, tak, Ze koneZnéd posloupnost

by by by ey &

obsahuje vSeohna 8fsla 7, 2, ...,m, 19)  (takxze z¥ejm§ my, 2 my; ). fTvrdim,

%e pro viechna m 2 m, Je /Am- t,/< € . Podivejme se k tomu ofli na

rozdil m ~
b =tm= 2 - 2 ap  (mEmg) .
mn m /L.'.."f r fu:'f "’V

Ty &leny aj, , které vystupujf iv 4, 1iv %, , se gru¥i; gistanou tam jen

si{tanoi I ay, , kte¥i vystupuj{ v »4,, a nevystupuji v f, (se gnaménkem +)

a s&itanoi, kte¥{ vystupuji v ¢, a nevystupuj{ v 4, (se znaménkem - ).

Ale &{slo m, bylo gzvoleno tak, Ze vieohny ¥leny a, pro =171 ,2 , ..., m

se vyskytuj{ jak v 4, tak v ?, , takZe 4, -7, obsahuje Jen takové Zle-

ny a,, kie L2 m,+1 . TedyM

ls, -t 15 2 la, I,

/v:”l/, +1
kde M je vhodn3 zvolené ¥islo (stad{ gvolit M = Max (4, ...,&m) Em).
Podle (30) je tedy ’Am, -ty l< €. Tedy: Ke kaZdému £ > O existuje

m, tak, %e pro vlechna m 2 m, je ls, -1, | < & . Tedy platf (29) a dlkaz
Je hotov.

Je&td si odvodime, jak se nésobi absolutnd konvergentni ¥ady. Pro koneZné
soudty mdme toto pravidlo:
~n m it 4 g4
S w, . 2 4 = 2 DI/
7::4 j’ A=1 /2 j:'f A:" J & °

tj. pravd strana je soudet vieoh sou¥ind a(/ /& . Rap¥.

19) To je moZné, nebot ka%dé z Eisel 17,2, «ecymy vystupuje ndkde v neko-
nedné posloupnosti ,{,1 , ,4,2,,&9 ) oo
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(aq +4wh)(4&-#11% +14%) = aﬁ‘ev+laglg,+ a4143+ aQAg +cy21% + ‘Vé‘% .

Jestlike oviem u nekonednych ¥ad

a/"'wz+a/’* eo e 9 l1+'£2 "Iﬁa*‘ e s o

sestrojime viechny sou&iny aguéz,, ne jsou dosud tyto soudiny srovndny v po-
sloupnost; mi¥eme je srovnat v posloupnost rdgnfmi zplsoby. Nap¥. "podle
uhl op¥{&Zek" ‘

%'ﬂ‘l !M'ﬂ‘i’ oo
nebo "podle &tverod"
a”'I":I!a/')I‘Z ’a/‘zjz/’a/z/#'q’w1‘£3 I%é’%é'%l ,w’ﬁfg coe atd.

Takovych uspofdddni{ je nekone¥n& mnoho, ale vSechna maj{ tu vlastnost, Ze jed-
na posloupnost vznikd £ druhé p¥erovndnim,

[~ -]

Véta 37. Budte <
§4Q/A,=/a, 'l’z___’,/&’:t

absolutn& konvergentni{ ¥ady. Sestrojme vSechny soudiny “j‘&b a srovnejme je
Jakymkoliv zplisobem v poslaupnost ¢, , ¢, €39 oo Potom Fada

2219

je také absolutn¥d konvergentni a mé soulet 4.7 .

Dlkaz. Vezmdme ndkteré uspo¥dddni ¢4, ¢, ... soulind Q?’é% v neko-
neZnou posloupnost. Rady 0o
Z /Qﬁ’:j, Z//ﬂl-

;=1 7=1

jsou konvergentni.

o
Budit leg) + legl + ooo + lcjl = ar, n8jaky Séstedny soudet ¥ady 21 lesnl.
m =

Potom ;,, Je soudet kone¥ného podtu &isel tvaru ’agﬁ . Lézl . Je-1i J nej-
v&t5{ z indexd 4 , které se vyskytujf ve a; , a K nejvitil z indexd £,

m
které se vyskytujf{ ve ; , Je z2¥ejms
K

3 2 l4hleS.T
%r-j%f la?’. A=4 /&,-‘- . o
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Rada IC/.,I + ’c/zl + ... (8 nezdpornymi Eleny) mé tedy omezené ZdsteZné souldty
8 je tedy konvergentni, tj. ¥ada ¢ + ¢; + ¢ + ... Jo absolutné konvergent-
ni. Zbyvé je&td dokdzat, Ze Jeji sou¥et je 45 .t . Jefto Je ¢ + ¢, + ...

absolutnd konvergentn{, je jedno, jak ji p¥erovném; srovnejme ji "podle tver-
ol"s

tak%e posloupnost ¢ , ¢, ¢4, ... Je

%4.“’14»“’1’6. w‘z"’h wf’éowzév %"31 %’{iv 0/3/{;,, oo

Ognadme oo

g + 4 % ces ¥ G = Ay, 2 e =V
m =1

Sestrojme soulet A 2 prvafoh m? &lent Fady ¢4+ ¢4, + ... To Je gfejmd
soulet vSech 3lend a/J,&, kde 7}§mx, kEm, t].

$ a0 S
(31) mro= @y Ag 3 by Ty s
}/:4 7 A=1

kd
° f,'n.-.ze},i’...'fj‘

Amgwf*ooo‘.’a/ m e

v ?

Je Wé'(:wv;,.,- ~ a tedy také (vybrand posloupnost) Aemy

M -> oo m2 =2
takZe 2 (31) plyne hledani rovnost = = 4 . t .

Pogndmka 17. Jsou-li Fady m; 4% = A, m§ p /;n =1 absolutn¥ kon-

vergentni, je kaldd ¥ada, sestrojend gz 3leni a/jl;‘ v jakémkoliv po¥ad{, abso-
lutn® konvergentn{ a mé soulet 4 .1 . Jak vime, je mo3no v konvergentni

¥ad¥ "pFidat gzdvorky", ani¥ se soudet fady zmdni (vig poen. 3). Vesmdme dva
p¥iklady. Neoht jeou ddny dvd Fady

o9 [
Z wmlm: Z [;,t.x"", kde a,, },,,, jesou dand %isla, x hraje roli pro-
m=a0 m:o

mdnné (to jsou tzv. mocninné ¥ady, o nich¥ budeme brzo jednat soustavnd). Jsou-
-11 tyto dv¥ Fady absolutnd¥ konvergentni (se soudty 4 ,t ) pro n¥jakou hod-
notu x , Je Fada, vytvo¥end 'z ¥lend ¢y 'ﬁ;j x7*% 4aké absolutn¥ konver-
gentnf a né soudet 4 .t . Dém-1i gde cohromady vSechny Sleny s tfm¥ mooni-

telem m = 7'4» 4;, dostanu ¥adu 3 “n.x,,,,'
m =0 .
= o‘- "‘ vs e a, ﬂ = Z e 47’1'
kde ¢ = dnr @yl b et Wb = 2 apdy
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(v poslednim soultu se sditd pres vSeohny uspo¥dédané dvojice ocelfoh nesépor-
nfoh 3{sel ;7,4 , pro n¥k jJe #+4% = ). Ta jeme dostali soudin

4 .t Qdvou mooninnfoh ¥ad op¥t vyjédFfen mooninnou Fadou ¢; +c4x + x4 ...
Daz;nhy p¥{klad se t§ké tsv. Dirichletovfoh ¥ad, tj. ¥ad tvaru |

a,
Z, —”v',',", kde @, Jeou dand 81isla, X hraje roli (redlné) prom¥nné.
mn=

o0 o0 }
Jsou-11 ¥ady S 4 =4, Z v ¢
mal m* mal ™

pro Jisté x absolutnd konvergentni, je také Fada sestrojend ze viSech Zisel
w.

;‘ﬁg absolutnd konvergentni a md soulet 4 .f . Dém-1i v této ¥ad¥ dohro-
mady vSechny Sleny s touf hodnotou S{sla 73.1/, dostanu "soudinovou ¥adu"
opét ve tvaru Dirichletovy ¥ady

< 4
Z -2 k d/ = Z < . ,6'
m=1 ”"J ’ i ” }:-&rzﬁb w} ‘6 '
v poslednim soudtu se s3itd pFes vieohny usporddané dvojioe pFirosenfoh ¥1i-
sel ;’/,A , pro n¥& Je 7'/.1/:0:/. Dokaite nap¥., ¥e pro x>171 Jje
co 2 ©o
4,
L) .3 =,

m=i ™ ovs] ™

kde o, Je podet kladnjch a8liteld ¥fsla .

Pognédmka 18. Je-1i 2 &, a4 absolutn¥ konvergentni ¥eda, a Je-1l1
mz

OZO la,I=S8, 30 lsl 35 , 43. | 2 a, | % :‘f la,].
mud m=zai m=ai

Dlkas: Je

n > oo

m ~u
3 apls 2 lw‘g’l , & nyni provedeme limitnf p¥echod

l
A= A=

Pogndmka 19, Rekn¥me ei sévirem, jak souvisi ¥ada

(32) Q) + A+ + .., (a, = l;,y-h&%; /’m » ¢y TO&1n6)

8 redlnymi ¥adami

(33) l"f’/&z* l:,"‘ cse
U1 + &z* Ua* [ B ] [

Rada (32) konverguje tehdy a jen tehdy, konverguji-1i obd ¥ady (33); maji-1i
fady (33) soudty 4, ¢, né (32) souset A+ sc .

Dikas plyne £ vty 20 a s toho, ¥e soulet Fady Je limita Jejich ddsted-
nfoh soudtd.

Jeits vitu o ebsolutn{ konvergenci: Reda (32) je absolutnd konvergentni
tehdy a jen tehdy, jsou-1i obd ¥ady (33) absoluind konvergentni.
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Dikag., Vyjdeme s nerovnosti
Mar( | & 1, les 1y 14 + i, | 2141+ Ic,,l

a £ toho, ¥e Yada s negdpornymi Zleny je konvergentn{ tehdy a jen tehdy, je-1i
posloupnost 3dstelnfch souXtd shora omezend (vita 27). Otend¥ si Alkaz doplnf
sém.

§ 3. Stejnom¥rné konvergenoe posloupnoati.

Zopakujeme si definioi limity posloupnosti, omezujfice se na vliastn{f 1li-
mity: 048lo a se nagzfvd limitou posloupnosti Ay Wpy Y3, coey JestliZe ke
ka%dému & >0 existuje redlné (mo%no té% ¥{oi p¥irozené) &islo m, tak, Ze

<

pro vieohns p¥irozend m Em, Je la, -a] =€ (bude se ndm lépe hodit =
nef <),

Zap{Beme to symbolioky
(1) V 3 V (n3m,Dla,-alsz¢)
=0 m,oé)t medr

(2 zmair mno%inu vieoh prirozenfoh ¥fisel; obor &£ Jje mnoZina viech klad-
njoh isel). Uvddomte si, Ze ¥1islo 1, mbZeme stanovit teprve, kdyZ je dédno

£ . VNap¥. posloupnost 1 '%’SL’ cee (a = ,iw) méd limitu 0 . Je-1i
{= 7>, 1se volit m, = 70 , protoke pro m Zm, Je vekutku 2 5 € ;

mohli byohom ovdem za m, volit jakékoliv &{elo v3ti{ neZ 10. Je-1li viak
£ =106 , musime volit m, alespon 10 s Jestlife pro viechna 1)

né bft -5 € .

>
m.—.mo

Budi¥ nyni ddna nd3jakd posloupnost funkoi (redlnjoh nebo komplexnich)
4/ 4.9 §3+ «-+ » definovanfoh v n¥jaké mnoZin¥ M $ & (prvky mno¥iny M
mohou bjt objekty jakéhokoliv druhu). Prost&: pro kaZdé p¥irogzené = Je
kaXdému prvku x€M p¥iFazeno urdité 3islo, jeX znadime 4, (x). Pro kaZdy
prvek x mno¥iny M dostdvdme tedy jistou posloupnost ¥isel ¢, (), £2 (1), ..
NiZe se stdt, Ee tato posloupnost mé vlastn{ limitu, at si za x zvolime
jakfkoliv prvek mno¥iny M 3 potom ¥ikédme, Ze posloupnost funkodi
f'., ’ ‘fz y eos Je konvergentni v mno¥ind M . fTo tedy snamend, Ze pro kaZdé
Xé M posloupnost %fsel g1 (x), £, (x), ... mé vliastni limitu; tato limita
ovien je funkof{ v oboru M , oznalme ji t¥eba ¢4 ; ¥{ikdme potom také, Ze
posloupnost 4, , 2, ... konverguje v M k funkei ¢ ; to tedy znamend,
fe pro ka¥dé xeM Jem_{):ov £n(%) =4 (x) . ZapiBme to v symbolech

1) Vyneohdvédm Zasto slova "pFirozend", "oceld" atd., kdy¥ se ge souvislosti
rozundj{ sama sebou.
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(2) Y (Lmd, (x) = L(x))

XEM Mmoo

Vypideme-1i wnit¥ek podle vsorce (1), lse napsat (2) takto:

v v )l & 2)
Y LI i e -l S 6

Tedy: ke ka%dému X€M o ke ka¥dému ¢ >0 eoxistuje m, takové, Ee pro vieoh-
na m3mp Je [f (v) ~f(x)& €. Bislo m, 1se tedy stanovit teprve teh-
dy, kdy¥ je ddno & & x . To je pochopitelné: pro risnd x miifeme dostat
risné posloupnosti ¥isel 4, (x), 4 (x), ... , s nbkterd s t¥ohto posloupnosts
miie konvergovat "rychleji" a jind "pomaleji" (tj. p¥{ daném E£>0 vylsduje
v3t81 hodnotu m, ). Dhlekity Je pripad, kdy 7, 1lge volit tak, Xe sdvis{ jen
na &, anikoliv na X . To snamend tedy:

( S)3: Ke kafdému &E>0 existuje p¥irosené M, tak, e nerovaost
[fn(*) =£(x)] S€ platd pro vieohna m 3m, a viechns xefM.

Definice: Plati-1i ( 8 ) , ¥rikédme, Ee posloupnost funkof {4 ’ fz. cee

konverguje stejnomdrnd§ v M , & to k funkoi f . Napiiime jeldtd§ ( 8 ) pomo-
of symbold;

(4) U (3 mpy > [4x) L) €€ .
‘ £>V01 ""og:,?'c .xryH medt ° l/,.. ;

Srovndte-11 (3) ® (4), vidite, ¥e rogdfl pojmd "komvergemce v M " o
"astejnom¥rnd konvergenoe v M "™ je pouse v tom, %e se vym¥n{ kvantifikétory

i ., V . ovien je to rogd{l velmi podstatnf, jak sa ohvili uvidime.

0%€ﬂ5 XeM
Podivejme se, jak lze p¥ibli%it ndzoru pojem stejnomirné konvergenoce.

M3jme n¥jakou funkci jedné prom¥nné v intervalu J o bnjnioh bodeoh a, &
s nadrtnime jej{i graf. Budik
v J déns n¥jakd posloupnoss
funkol £, , £, s -+ & Dudik

f:/’m jm(x) ‘- f(x') ste jnondrnd

v M . Co to snamend? Zvolme
libovolné &> 0 & sestrojme
okolo grafu funkoe ¢ pés o v§s-
oo 2€, Jak je nasnalene na

obr. 22. Potom existuje m, tak,
e pro kalldé m = 7, Je

[ fulx) =¢(x)] §€ pro viechna
x€J , t3. oelf graf kaldé funk-

Obr. 22.

2) Misto Y 4 1lse psdt oviea y 4 .
xeM £>0 E>0 xeM
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oo 4, (pokud m Zm,) le¥{ v tom Brafovaném pésu.

m.xX
Pfiklad 1. n‘Oh{ /M(J) = /+mz"2 (/)Lg 4 ,2'3’ X )o

Pvrdim, Ze jem/ﬁ;f:/ fm,(d) =0 v (-x, +o) , tj. %e tato rovnice plat{ pro

kaXdé redlné x , Lze toti¥ pedt

4 X
{mu) tm 1+ x?
n2

prvni Sinitel m{ limitu O , druhf mé limitu JL , pokud ¥ $ 0 . Pro vSech-
na x $#0 je tedymézv/,,v(.v) =0 , apro x =0 tato rovnice plat{ také,

jeZto fm(O) =0 pro vSechna 7~ . Ptejme se, gda tato konvergence je stejno-
m¥rnd v (-o0, +00) . Kdyby tomu tak bylo, musilo by ke kaZdému ¢ >0 exi-
stovat m, tak, Ze by pro viechnas m S m, a vBeohna redlnd x bylo

[fmtx) =01 =1f (x)] 2 € . Ale funkee £, nabfvéd v bods 2= hodnoty % .

<
=
Zvolfm-1i tedy & < —f- (napf. € =) , nabyvé kelds funkce g, nBkde

hodnoty % > ¢ , takZe vibeo pro ¥ddnou z funkof f,.,, nen{

Ifm'(.z)l £ € pro vSechna x . Tedy konvergenoe neni{ stejnomdrnd v (-co, +oo).

Uvidfme za chvili, pro& je pojem stejnomdrné konvergence dlleXit§. Proza-
tim si odvodime jedno kriterium, podle kterého leokdy pohodln& pozndme, gzda
posloupnost §,, f, , ... Je stejnomdrn¥ konvergentni v /M . Pfe¥tdme jeBt¥
Jednou definici ste jnom&rné konvergence posloupnosti /, ’ fz y «e+ k funkoi #
v mno%ind M . Ta je obsafena ve vyroku (S), ktery uspo¥ddejme troochu jinak:
Vezmu-11i jakékoliv £ >0 , potom existuje prfirozené m, tak, Ze pro ka¥dé
pfirogzen§ m €m, plati tento vfrok:

(8;) I/,,v(dt) -f(-!)l z & pro viechna xelM .

Ale vjrok (sl) gnamend totéX jako

(8 ) A«zulf,,,,(-z) -4l = €.
€

¥

(Vskutku, je-1i supremum funkoe lfm(.v) -/(.r)l nejvfse rovno &£ , Jsou
vS3echny hodnoty té funkce nejvyse rovay & ; naopak, jsou-1li vSeohny hodnoty
t6 funkce = £, jJe & jejim hornim odhadem, a tedy supremum jakoito nejmen-

81 horn{ odhad je také = £ ). Oznalme

6o = L Ifn () £ )]

potom (sl) lze pedt

<

(sl) 6,',."&0
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Tedy vyrok, Ze .‘lemof’;':/ /,,V(x) =§(x) stejnomdrnd v M, znameni toté% jako

tento vyrok: Ke ka%dému E>0 existuje pF¥irozené m, tak, %e pro vSechna
pfirozend m =m, je G, =& (neboli |6, /=2 &, protote zFejmd 6, .20).
To v8ak znamend prdvé tolik jako Ze

1('0’1«6'=0.

m -» oo m
Tedy médme tuto vétu:

Véta 38. Vztah ,';é'gztfm(l) =f(.!) stejnomdrnd v M " plat{ tehdy a jen
tehdy, je-1i Lm G, =0 . P¥itom

/m »00
6, = sup ld (@) -L(2)] .
.zeM fm’ * ‘f

JeXto supremum funkce dovedeme Zasto z jejfho pribshu vypoditat nebo aspon
odhadnout, ddvd tato v&ta dasto vhodny prostifedek pro gjist&ni, zda posloupnost
je &i neni stejnom&rn® konvergentni v ur&ité mno%in¥. Vegzmdme op&t p¥iklad

{m(l) = 2k y takZe pro kaZdé reélné «x je

z. 2
/m(x) 0.

+ X

" -» oo

U%Z jeme 2jistili, Ze tato konvergence neni stejnomdrnd v (-oco, +o0). Podle
véty 38 to zjistime snédze: thkce f,,v nabyvd v bodd -,—1-., hodnoty % 3y tedy

6, = Ay )fm, () -0/ 2 -2- pro ka%dé .~ , tedy neni »d/m/@' 0 , konver-

.!G -0, +oo m »00
gence neni stejnomdrnd v (-co, +o0).

Vezmdme ndjaké ("libovoln& malé") ¥f{slo a >0 a ptejme se, zda konvergen-

ce je stejnom¥rnéd aspon v intervalu (0 ,a) . Bod 7',',,— (ve kterém je

{m(x) =%) le2d{ v (0,a) , jakmile mew s, t3. m/>-:/— + Pro viechna

”">% Je tedy op¥t G, ‘3% , tedy nent m‘i"lz@ﬁ 0 , konvergence neni stej-

nomdrnd v (0, a) . JeZto ten "nebezpedny" bod % je pro velkd ~»m blizko
nuly, zkusme je3t&, zda je konvergence stejnom&rnd v mnoZind vSech &{sel « ,
pro n3% lx] 2w, tj. v mno¥ind (-oco, -a) U (a/, +00) ; zde jJe a op¥t

libovoln& predepsané kladné &islo. Jeito v této mnoZind nemdZe byt x pF{lil
blizko nuly, pfevlddne ve jmenovateli 4 + m*x? agi ¥len m%x?* pro velkd v

nad jedniZkou; zkusme tedy pro /x]/ 2 a tento odhad:

= | X Az 1
PAORIEY 4+le s el Rl Al
Tedy 0 £ 6;n mw ,,:4,/:.76/ , tedy jem.éz:'u fm (x) = ste jnom3rnd

Vv (-oo, -a/> U (w, +a). Zaroven vidite: vyslovite-1i tvrzeni, Ze je
,&rruﬁl(.x) = {(x) ste jnomdrnd, musite ¥{oi, v které mnoZins.

M -> o0
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Je dob¥e si uvidomit aspon ns n¥jakém jednoduchém p¥{pad¥, jak se pro-
Jevuje "nestejnoadrnost” konvergence. Vesadme op¥t néd priklad

.f,,.,(x) = ,émvf,,,_(.x) =0 pro viechna redlnd «x

2 ? . J..t
me m P o0

{1 (x) = T:.x— fm (x) = /; (mx) .

Nadrtndme graf funkoe 44 3), &rat funkoe §~ dostanu tak, ¥e graf funkoe
.h "stladim” m -krdte smirem k poddtku (s obr, 2% vidite, oo tim minim).

Obr. 23.

Z obrdsku snad siskdte jakousi predstavu o tom, jek to p¥ijde, Ze
,L,,,,/m(.z) =0 pro vieohna X , adkoliv supremum funkoe /¢, / nemé& pro

M deoo
m »o0 limitu O ; a také vidite, prod konvergence neni stejnom¥rné nap¥.

v B4dném intervalu (O0,a) (a>0) , ale jeo stejnomdrnf v kaldém interva-
lu (o, +@) (a>0) .

Posndmka 1. Jestlilke

(5) dow &, (x) = {lx)

M =5 o0

stejnoalrnd v mnokind M , a jestlike J $ Nc M, potom (5) plat{ také

stejnon¥rnd v mnokind N . Dékas plyne okamEitd s definice: jestli¥e pro ni¥-
jaké m platd

3) Snadne sju:ito, o nejviti{ a nejmenl{ hodnota funkoe f, Jo {, (1) --;-,
/4 (=1) = -z
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(6) If,,.,(x) -4 5§
pro vdechna *€M , platf to specldlnd pro viechna «xehN .

Pognémka 2. Plat{-1i (5) stejnom¥rn¥ v mno2in¥ M, 1 v mno¥ind M,,
plat{ (5) také stejnom&rn¥ i v mno%in¥ M, uU M, . Dlkaez: Budi¥ >0 ; po-
tom existuje m, tak, %e pro vdechna m =Zm, plati{ (6) pro vdechna *eM ;

zadruhé existuje m, tak, Ze pro viechna Zm, plat{ (6) pro vSechna
xeM
2.

Zvolme m, = Mav(my, my) . Pro kakdé m 2 m; plat{ potom (6) pro viech-
na X€M, 1 pro viechna «e M, , tedy pro vlechna xeM, u M,; ddkaz je
hotov. Indukof se tato vdta okam%¥itd roz¥{¥{ na sjednoceni kone3ného podtu
mno¥in M; UM, U... v My . Pro sjednooenf nekone¥ného poStu mno¥in obdobnd

vSta neplati.

Pogndmka 3. Stejnomdrnou konvergenci posloupnosti komplexnfich funkoi lge
p¥evést obvyklym zplsobem na stejnomdrnou konvergenoi jejich redlnych a ima-
gindrnich &ést{. Budte

fmgsom*b% (m:'f,z, cee )y f:?,j/y

funkce, definované v n¥jaké mno¥ind M ; ¢, Y,, ¥ , ¥ budte redlné funk-
ce. Potom je Lom fw(x) =f(x) stejnomdrnd v M tehdy a jen tehdy, je-1i

M -» o0

domg, (0) =@(x) , Lmy, (x) =p(x) ,
? ", -»o00

" -» ao

oboj{ stejnomdrnd v M . Dikaeg si Stend¥ doplni sénm.

Pro ste)nomirnou konvergenol médme opdt podminku typu Bolzanovy-Cauohyovy
podminky:

V&ta 39. Posloupnost funkof 4, ,f,, ... konverguje stejnom¥rnd
v M 2 tehdy a jen tehdy, je-1i splndna tato podm{nka:

(B.C.) Ke kafdému € >0 existuje p¥irogsené m, tak, Ze pro vieohna p¥i-
rogend 4 a pro vieohna x€M je '/m,-r/v(") -;mo x)/ s €.

Pro néds bude pohodlndjé{ tento tvar podminky (g¥ejmd ekvivalentni):

(B.C.)’ Ke ka%dému & >0 existuje pFirogené m, tak, fe pro viechna
p¥irogend m 2m,,m Zm, a pro vSechna xeM Je

Ity =4, ()] & E .
Dikar v¥ty 39. 1) Neohi dm f,(x) =f(x) stejnomdrny v M . Budi¥

£E>0 . Potom exiatuje m, tak, %e pro viechna m = m, a pro viechna x&¢M

jo If ) gyl £ £,
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Je-1i tedy m S m, , m =m, , Jje pro vlechna xeM

[fnl®) ~fm () | S 14, 00) = 4 if @) -fo )| § £ + £ 2 €

a ( B.C. )° je splnina.

2) VNeoht je (B.C.)  eplndna. DokdEeme napred, %e posloupnost
f, (£), £ (X), ... Jo konvergentni pro ka¥dé x€M (prozatim bez stejnomérno-
sti). Zvolme tedy x,6/M . Podle (B.C.)  existuje ke ka¥dému £=>0 &fslo m,
tak, Ze pro m2m, , m Emy Jo |, (x) -£, (x)/$ £  pro vEechna xé€M ,
tedy t6% pro nafie gvolend X, . To gnamend, %e posloupnost 3isel
$¢(x5), f2 (X5), ... splhuje obvyklou podminku Bolganovu - Cauchyovu & je tedy
konvergentni. (Vig vdtu 21b.)

Tedy: pro ka¥dé x€eM je posloupnost 3isel £/ (x), 4,(x), ... konver-
gentni. Jej{ limitu (je¥ miife zdviset na volbd Z{sla x ) oznadme ¢(x) .
Tvrdim nyni, Ze tato konvergence je stejnom¥rnd v M . Budi¥ tedy & > 0 ,
Mdm sjistit, Ze existuje m, tak, Ze

(7) [ fmle) - )] = &

pro viechna ~=m, a vleochna t¢M . Podle (B.C.)  existuje ~, tak, Ze
pro vBeohna m £ m, , ” 2m, a pro viechna xeM jJe

(8) | fn(2) =fmla) = & .

DokéZi, %e toto m, vyhovuje naSemu po¥adavku. Zvolme tedy libovolné m = m,
a libovolné xeéM (4y ted budou pevné) a dokéZeme, Ze plat{ (7) - tim bude
ddikagz hotov. Jelto je m=m, , plat{ (8) pro viechna m 3 m, , Z¥e Jmd Je 4)

Aime [ £, 0x) =4, ()] =14, (x) ~g()] .

Jeito nerovnost (8) plat{ pro vdechna m 3 m, , Je také

o | fm (X)) =fp ()] 5 €, t30 Ifm(2) -f)I 2 E

/m —» 09
ddkaz je hotov.

Visnam vdty 39 Je opét v tom, Ze ndm dovolule Zasto roshodnout o stejno-
m¥rné konvergenoi, ani¥ bychom snali limitni funkei Loy /,,,, (x) .

m -» o9

Pognémka 4. Pojem "stejnomdrné konvergence v mno¥in¥ ™M " (symbolioky
sdpis vis v (4)) je nutno si dob¥e promyslit a p¥isnd je] odliSovat od pojmu
"kxonvergence v mno¥in¥ M * (symbolioky edpis vis v (3)). Pojem "konvergen-
oe posloupnosti 4§, ,§,, ... V mno¥ind M " gnamend totéf jako "konvergen-
ce posloupnosti d{esel /, (x), ‘fz (¥)y, vec. pro kaBdé xecM" (¥{kd se také:

‘) Podle vity o limit¥ rozdflu a o limitd absolutni hodnoty.
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v ka¥dém bodd mno¥iny ™M )., HNaproti tomu virok “"stejnomdrné konvergence po-
sloupnosti {4 ’ fz, eee Vv mnoZind ™M™ se tfkd mno¥iny ™M voelku a nelse

JeJ nahradit n&jakym v§rokem o konvergenoi ve vieoch (jednotlivfoh) bodeoh
mno¥iny M.

Pogndmka 5. Existuje viak jeden p¥ipad, kdy pojmy "konvergence v M " g

"stejnomdrnd konvergenoce v M " splfveji. To nastédvéd tehdy, kiyt ™M Jje koned-
né mnoZina.

Dikag: Neoht posloupnost funkof f, ) fz s eee konverguje v mno¥ind M ,
majiol konedn§ po¥et prvkd X, ¥,, ..oy, Kk funkol £ 3 tJ. pro ka¥dé 4
(A=1,2, ccoy p) 3em@3{m(~r‘) =f(x;) . Budi¥ £>0 . Potom exi-

atuji p¥irosend 3isla 7, coes My, tak, Ze pro vSechna m Emy Je
'{%(\!1) - {(xf)l ] ’

pro viechna m=m, je /f,,,,(xz) -/(xz)l =& ,...

pro viechna m 2 my, 3o I{m(‘ﬁ) -/(.xﬁ)l =0.

Zvolme m = Mav(my,m,, «++3 M) } potom pro vBechna ~ ¥ m, & pro viechna
XEM (t3. pro ¥ =4, , ¥ =X,, ..., X = Xy4) Jo //,..,(Jt) -/(d)l =£ 3 te-
dy Je konvergenoce stejnomdrnd v M (speoidln¥ plat{ tato vita, kdy%® M Je
"Jjednobodovd mnoZina”, tj. mid jen jeden prvek).

Pozgnémka 6. Necht funkce {, ) /z s eee Jsou konstantn{ v mno%in¥ M , ¢
necht pro jisté c €M existuje viastnl .Lom fm(t/) = A . Potom je

"M 9 o0
,Z'mv{m(.x) sA stejnomdrn§ v M,

m-=> o

Dikas: nerovnost /{,(c) -Al S€ snamenk totéE jako [fn(x) -A| &€&
pro vlechna X €M . Tato samos¥ejmé poznédmka ném dovoluje s ka¥dé vity o po-
sloupnostech funko{, stejnomSrn¥ konvergentnich v M , odvodit jako ddsledek
p¥isluBnou vdtu o konvergentnfoh posloupnostech s konstantnimi 3leny (podobn¥
tomu bude v § 5 u ¥ad).

§ 4. Vity o stejnomirnd konvergentnich posloupnosteoch.

Uvahy, které jsme dosud o stejnomdrné konvergenoi v mno%in¥§ M provddd¥-
11, plat{ pro jakoukoliv mno%inu M (s prvky jakéhokoliv druhu). Nyni se
obrdtime specidlnd k p¥ipadim, kdy M Je n¥jaké mno¥ina bodd v E, . Ale
napfed musime troohu zobeonit pojem spojitosti. Budi¥ ¢ n¥jaké funkoe
(re€lné nebo komplexni) » redlnfoh prom¥nnfoh, budi¥ e €, . HRikéme, Ee
{ Je 8pojitd v bodd ¢, jestli¥e ke ke¥dému £>0 existuje >0 tak,
e Je

l{(-!) -{(t‘/)l< { pro viechna .xeud.(f/) .
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Pfedatavme si, %e choeme vyXet¥ovat funkoi § (¥, , x;) dvou prom¥nnjch

v ugavieném kruhu K x,z + 122 £ 1 (neviimajice si funkoe v bodech mimo

tento kruh). Potom se nale definioe spojitosti hodf k vySetfovdn{ vlastnosti

funkoce ve vnit¥nich bodech kruhu, ale nehod{ se, kdy% bod ¢ 1le%{ na hranioi
té mnoZiny, tj. na kru¥nici x, % + x° =1,

Potom totiZ ka¥dé okold ’lbd- () sasahuje

mimo nadi mnoZinu K (viz obr. 24) a bude
f c | asl vhodné poZadovat spln¥ni nerovnosti
lf'(x) -{-(c/)/ < jen pro ta «xe¢ u‘f(r/) ,
Uc) Jef le2f{ v K , tj. pro xeU () n K .
Definujme tedy obeond:

Definice. Budi¥ Mc E,, c€M; bu-
di¥ ¢{ funkce (obeon¥ komplexnf) & redl-
nfoh promdnnjoh. Budeme ¥{kat, Ze £ Je
spoJitéd v bodd ¢ vzhledem k M, Jestli-
%Ye ke ka%dému E>0 existuje J=>0 tak,
‘ e Je

U(c)

[f(x) - f(e)] < € pro vEechna
Obr. 24. XeU ey a M

JestliZe oviem bod ¢ je vnit¥nim bodem mno%iny ™M , gnamend "spojitost
v bodd ¢ vghledem k M " toté¥ Jako néd# stary pojem "spojitost v bodd ¢ " ,
protoZe pro dostatedns mald o  1lef kaZdf bod okolf{ U,(c¢) v mnoZiny M.
Dlle¥ity je tento novy pojem jen tehdy, le2i-1i ¢ na hranici mnoZiny M.
Je-11 nap¥. { funkce jedné prom3nné, znamend nd3 zném§ pojem " ¢ Je spoji-
td v bodd ¢ gprava" totéf jako " J Je spojitd v bod¥ ¢ vzhledem k in-
tervalu (r/, +00) " (nebo <C/, ¢ +1) nebo (C/,O’+ 40"6) atd., JeZto spo-
Jitost je lokdln{ vlastnost). Podobnd spojitost v bod¥ ¢ gleva zZnamend to-
t6% jako spojitost v bodd ¢ vzhledem k intervalu (-, c/) .

Definice. JestliZe funkce ¢ Je spojité v kafdém bodd mno¥iny M vghle-
dem k mno%in¥ M , budeme krétoce Fikat, Ze f Jo Bpojitd v M.

JestliZe / Je funkoe jedné prom¥nné a M Jje interval (ugav¥eny, polo-
ugav¥eny nebo otev¥enf), je g¥ejmd nd5 novy pojem "funkce spojitd v mnoZind

M * ve shodd s pojmem gavedenym v l.ro¥nfku “"funkoe spojité v intervalu
M=,

V matematické analyse se velmi Jasto vyskytuje tento p¥{pad: Méme po-
sloupnost funkef / , /z s essy kterd v n¥jaké mnoZind Mc £, konverguje
k funkei ¢, tJ.

Aoy f(4) = 4(x)  pro kaBdé x €M,

my > oo
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Znéme n¥které vlastinosti funkci §, a méme studovat vlastnosti limitn{ funkoe
4 . Nap¥. neocht [/  jsou funkoce jedné prom¥nné a nechi je zndmo, ¥e jsou
8pojité v mnoZind M . Zdalipak také limitn{ funkce ¢ je spojitd v M ? Né-
sledujiof p¥iklad ukazuje, Ze tomu tak nemusi bft.

Budi% fm(.«) = 1 7 pro vSechna redlnéd r . Je-1li « # 0 , Je
1 +mux
I{m(x)l £ nsz , todymfigfw(.z) =0 . Pro £ =0 Je viak £, (0) =1 pro
vB8echna m~ , tedy .&.ﬂn//h' (0) =1 . Tedy je pro viechna redlnd .«
M -y oo
r&rrn/' (x) =f(x) ,
m > 00 {m % )

kde f(x) =0 pro x40, f(0) =1 . Punkce ¢, Jsou z¥ejn¥ spojité
v (-o00, +c0) , ale funkoe nikoliv - nenf{ spojitd v bod¥ O .

Tedy pouhd konvergence ndm nestadi; ndsledujfof vi¥ta ukuujo', ke stejno-
mSrnd konvergenoce stali:

Vita 40. Budi¥ Mc E, . Bulte 4, f,, ... (komplexn{) funkce, spoji-
té v M. Budil
bims 4, (£) = f(x) stejnombrnd v M.

m -3 00

Poton také funkce ¢ je spojitd v M,

Dikag. Vesm¥me libovolny bod c'€M ; méme dokésat, ke ¢ je spojitd
v bodS ¢ vehledem k M. BudiX tedy £>0 ; méme dokdsat, ¥e existuje
d'>0 tak, Ee je

(1) Ifx) =ften] & € pro viechna el .(c) N M .

Vyulijeme napred stejnom¥rné konvergence: k nalemu & existuje p¥irosené =,
tak, ¥e pro vlechna mim, je | (¥) - J(x)/& £ pro vEechna x¢M. My vyu-
Eijeme jen toho, Ze

(2) I fn (x) =fC2)] = & pro vieohna €M .

dielo ~, je nyni pevné. Protoke o funkoi ¢, vime, Be Je spojité v M (te-
dy epeoidln¥ spojitd v bod¥ ¢ vshledem k N ), snalime se odhadnout rosdil
{Ax) - {(¢) pomoot {,,,,o(.x) -/,,,o (¢) , pFiSem¥ pro pFechod od ¢ k f""o ulti-
Jeme nerovnosti (2); piime tedy

$) =4 = (fQ2) = g (£)) + (fpn Cx) = £, (D) * (fn () - () )

a tedy

Ife) =gl €11y - g ] 0 Ify () = 4, (] & [fn (&) - fleN]

8 tedy podle nerovnosti (2) (kterd oviem speoidln¥ platf pro x =c¢ )
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(3) If0) -4(N] = I gm, () -'/,no(r/)l + 26 pro vieohna xeM .

Ale funkce f,,,,o Jo 8pojitd v bod¥ ¢ vshledem k M ; existuje tedy O > 0
tak, Eeo Jjo /f,,to(l) -f,,,,o(f/)l & & pro vieohns xé¢lU.(c) A M .

Dosadime-1i odtud do (3), dostaneme, Ee plat{ /{(x) - {(e)] =3¢ pro
v8echna (€ 'UJ(U) nM ., Pin jsme dokédzali (1) - sice s 3{slem 3¢ misto €&,
ale to oviem nevadi (stadilo by vyjit z 31isla 34—6 misto ¢ , a dostali

byohom /f(.x) -{(U)l £ £ - Stend¥, choe-11, mi¥e to provést edm).
Pognédmka 1. Posorny 3tendF moknd gjistil, Ee jsme dokdzali v3tu o ndoo
obsalndjbi: Neoht McEy , neoht mé:"f""(") -/—(nu) stejnomdrnd v M

neoht ¢ €M. Potom platf{s Jsou-11 4, spojité v bod¥ ¢ vshledem k N ,
je také { spojitd v bod¥ ¢ vshledem k M.

Vedle spojitosti nds oviem sajimd také derivace a primitivan{ funkoce. To
Jo trochu sloXit¥ji{, a napFed si dokdleme jednu pomoanou vi¥tu, kterd je sama
0 s0bd¥ dllelitd. PFitom se v daldim omesim na p¥ipad, ¥e jde o funkce jedné
promdnné s ¥e mno¥ina ™M Je otevienf imterval - a¥ by bylo moXno postupovat

obeon¥ji. | 5
(Moore - Osqyoodove veta )
V&ta 41. Neoht po:ljupnost komplexnioh funkof jedné prom¥nné ¢, , &, ...

konverguje stejnom¥rnd v (@, ) (-w<acé §+0),

by ¢, (£) = @(2) pro x€ (a,4) .

m->ad

Neoht pro kaldé prirosené ~ existuje vliastaf limits

,ﬁm%(x) = C

x.-»-an
Potom existuje vliasta{ limitas
,&'aru%sc/ a Jeo bwtf(.z)zc/ .

m > o0 I+

Takto vypadd vita troohu nepfehlednd, ale jejf saysl se osvitl{, napile-
me-1i ji troohu jinak: Napilieme ¢ ve dvou tvareech:

= M%.M(Wu)) .

ﬂb.’m ﬁll-bw J

o = dom ¢(r) = Lom (Lm g (x)) .

x> a/+ L@+ Mmroo

Predpoklad je, Ee existujf obd vnit¥n{ limity, a ¥e jedna £ nich (s to limite
posloupnosti ¢, (x), # (x), ...) je stejnom’ vné v nijakéam intervalu (o, &) .
Tedy mbEeme vitu 41 vyslovit teké takto:
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V&ta 41. Rovnost

Limy(Llom @, (2)) = Ly (dom g (2))

M>0 >+ L>a/t m->oo

kde vyn¥j81 limity jesou vlastnf, platf{, jestli¥e Jsou splniny tyto podminky:

1) Vnit¥n{ limity existuji{ a jsou vlastni '(%%(x) pro ka¥dé v,
Mq?m(x) pro kafdé xe (@, 4) , kde 4 je jisté Sislo vitEf nek o),

M > oo

2) posloupnost ¢, , %2y «+« konverguje stejnomdrnd v (a, &) .

Jde tedy proetd o to, Ze za jistfoh podminek lge zaminit poFadf limit.

Zde je to Jedtd trochu nesymetrioké: viraz ¢, (¥) sdvisi{ na dvou promin-
nfoch m , X , kde m jeo “ocelod3{selnd”, X "spojit¥ prom¥nnd"” (jist¥ rozum{-
te, 00 ti{m myslim). Obdobnd v&ta by platila téE, kdyby ob¥ promdnné dyly celo-
5{selné nebo obd spojitd prom¥nné. Znadnd obeony p¥ipad je prodbrén v DII, vé-
ta 174 1I.

Dikas vty 41 provedeme podle prvnfho zndn{ (bude pfehledndjif). Nadrt-
ndme to (obr. 25). P¥edpokldddme, ¥e

existul{ vlastni limity_x_’ﬁéln: @, x) = s

a Ze .&m%(-x) =§0(Jl) stejnomdrnd

M » oo

v (a/,l') . HNapred dokdZeme, %o eoxistu-
je vliastnf Lo e, . Budid £>0

podle vdty 39 ((B.C.) - podminka pro
stejnomdrnou konvergenoli) existuje
tak, ¥e pro viechna p¥irogend s a pro
vSechna xe (&, 4) o
[P o) = ) 2E

: _ | £ .
Tedy Je té% xmly%'h}»u) %,o(.x) £ £, pokud limitas existuje. Ale podle
v8ty o 1limitd rosdilu a o 1limitd absolutni hodnoty tato limita existuje a Je
rovna ’Uma+/v - ¢m,| . Tedy pro viechna pFirozend 4 Je I%o +/V-V,,,,ol =

tj. podle podminky (B.C.) (vdta 21°) existuje vlastn{ limita Lm ci=c .
Méme Jjo5td dokdgat, Ze také

[~ U

“:‘1&_
b-r.——— —_—

Obr. 25.

(4) ﬁ'/rmcf(-l) = ¢ .

X > v+
Zase to budu d¥lat pFeohodem pfes ¢, & pou¥itim toho, He

(5) ,ﬁ‘/w%v(.r) = ¢, .

X2t
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Pro kaldé xe(w,l') néime
(6) gty - vl & lpta) -G lx) + g x) e | + leg, - e

Budif £>0 (jelto mdm sde t¥i 3leny, sadnu hned pracovat s —g— ).
Jekso Lom m =¢ , existuje pFirozené m, tak, %e pro viechna =~ & m, Je

v -» OO

IV,,., -l s —g- . Jelto ¢, konverguje stejnomdrnd k ¥ v (@, 4) , exi-

stuje prirosené nu,s tak, ke pro vlechna m Zm, a véechna xé(a, #) je
Ifﬂm(x) -5’(1)! = 3 - Pololme m, = Mayx (7, m;) . Potom je

| Gy, () -glx)] = .3L pro vlechna xc(a, ¥)
le, -l & si. Pedy je podle (6)

o

(7) I?(Jt) -l & I%,,(") - r/,,,,al + 728 pro vleohna xe(as, &) .

Jelto podle (5) je “é"zliq,,.,o(.x) = Chy, existuje o> 0 tak, Z%e pro vieochna

x€Cas, v+ ) e I%.,D(J) 'U”Va, ‘:"-j—. Volme hned < 4 - a/ . Potom
podle (7) Je
(8) ’9’(1) -r/la‘.'éojifsf pro viechna xé(a/,a/+d") .

Tody: ke ka¥dému £ >0 existuje J>O tak, e pro vleohna x€(a, a +d)
platf (8). To viak snamend, ¥e plat{ (4), col jsme m¥li dokézat.

Pogndmka. Vynechédme-1li p¥edpoklad o0 stejnomdrnosti, dostaneme nesprédvnou
vétu, jak ukasuje tento p¥iklad: Poloime

4
Spm(x)'m .a/zo,lz"

Z¥e)n¥ x_%:%(.x) =c, =1,

dom 4, () s gp(x) = 0 pro vlechna 1€ (0,7)
M ¥ 00

(oviem nenf to stejnom¥raé v (0, 1)),

v = ,&ﬂ"b ¢ = 4 0 .
Tedy je xé,grzy(x) 0 , ale S e $
Ped dokéieme velmi dﬂol.iton vitu o derivovdni limitn{ funkoe:

Yita 42. Bulte dény komplexn{ funkos £, , #,, ... v intervalu (a/,4)
(omeseném nedo neomesenén). Neoh¥ plati toto:

1) Funkoe /, ’ {z g oo Bajl viude v (w,l-) vliastni{ derivaci

b e o

2) Posloupnost {,. lz.' «ee Je konvergentni aspon v jednom bv0d¥ ¢/ in-
tozvaln ( a, l') .
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3) Pooiom«t /4'. {,,'. eeo Jo stejnoalrny konvergeatnd v (a, 4 .
Potoa plati:

I. Posloupnost /, ’ /,,. ceo Jo konvergemtni v (o, 4) a to stejnenir-
28 v kaldén omesenéa intervalu («,2) c (o, £) 1), Osnabue

bmfo(s) = £(2) .
Mmoo

II. Puakee ¢ mb v (2, 4) viastaf derivaoi
g = bm ity D

/” oo

Panatujte si velai dodble pFedpoklady, anadmo se popleton.

Dikas stali provést pro reflné s pro imagimdrnf 3dsti funkol ¢ , £,
tJ. pro redlné funkos. PFedpoklddejme tedy (des djimy odecnosti), ¥e funkce
f,,, Jeou redlné. Podle p¥edpokladu existuje vliastn{ .&»u/“(% . Dokdlene
napFed tvrsenf I. e

Budik (x,f8) omesenf interval, obsalenf v (a,#) . Neaf-11 bod ¢
obsalen v (x,8) , sestrojim omesenf interval («’, #°) tak, Ne
b Fa,2BiB S ale &< o< f’ 3} to Je s¥eiad mokno. Dokdli-1i
stejnomdrnou konvergenol posloupnosti /, ’ {z ) eee ¥ (o', 8°) , bude tim
dokdgdna i stejnomdrnd konvergence v (o,8) . Dokdlems, Ee posloupnost

{4y +++ sPliuje v («’, 8°) podminku (B.0.)" pro stejnomirnou konver-
genol (vis vitu 39). US1ji-11 vity o pF{rfstku funkoe ns’fumkol ¢, - £, ,
ném pro viechna Jxé(x’, 8°)

AL () s () =4 () » (X =0) (f (§) = £,°(6)) , Kdo

;e (’y £°) , tedy (pro viechna xé( a’, £2°))

(9 [ 2) =gV S, () L ()] + (B = &) I£25) - L. (§)] .
Budtk £>0 . Jekto existaje viastnl Lm £, (c) , existuje m, tak, ke
pro mEImy ,m Imy 3o If(e) -4 ()] & F . Jekto posloupnost
{4'. f. > ++o 3o stejnomdral konvergentni v («, £°) , existuje ~m, tek,
fe pro m2my, mZm,; o pro viechna {€(«, ") jJo
[ 4 4 < 6
I ) = fom ) &

Polokme 1, = Mav(m, my) . Podle (9) plat{ pro viechna ~ 3 m,, m & m,
a pro viechna € («’, 8°) perovaost

1) .(!o-l:l. ?ody (w,.#—) omeseny interval, je konvergence stejnoalrnd v celép
o, . .

2) Zase je to vita o séa¥nnosti dvou operaci: derivace limity rovné se limi-
t8 derivaoce.
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- :i s _ ’ E -
’f.,(-') {m(.u)l -+ (f7 - ) T ) £ ,

tak¥e posloupnost /4 , f; s oo+ Je stejnomirnd konvergentni v («', ') (a te-
ay 1 v (x,8)) .

Je¥kto (o ,f) byl libovolnf omezenfj interval obsaleny v (a, £) , 1lze
jej volit tak, aby obsahoval libovoln§ pFedem danj bod intervalu (a’, &) .
Tedy vekutku pro ka¥dé .« intervalu (a/,4) existuje vliastn{ limita
@%{m(") =f£(¥) . Tvrseni I Je dokdzdno. Mém jetd dokdsat, Ze v libovolném
bodd x, € (a,4) existuje vliastnf derivace £'(x,) a rovné se mé':: Fm (55)
8tad{ to provést pro derivaoci zprava. Budeme patrn¥ vydetfovat (p¥i daném ., )
funkoe

(10) %(&) = MR +4) 'f’ﬂf('l‘?—)- pro. 0 </f<k -X, . 2

A
Piedeviiim existujf vliastnf limity
(11) L Lm G B =y (25)

Za druhé existuje (pl‘i kakdén A e(O , & -x))

A ('xo 4 - (o
(12) Lm gt hy = $lo 2 ), £(%0)

n -»oo

Dokdkeme-11, ¥e konvergence v (12) je stejnomzné v (0,4 -2, ) , mlZeme
uEft vty 41: W}lg@i lipity @ rovnsj{ se sobd:

Mu(mfm(é) ) }l,f/(;:‘/ (ﬂ:'&;mfoog%(ﬂ) )

7 » oo
neboli (podle (11) a (12))

(13) Loms 4,7 (%, :e&ml*“u/%'f"’” «f (%) .

m -» oo »> 0+ +

Ti{m bude ddkas proveden pro derivaci sprava (sleva je analogicky). Abyohom
dokésali stejnomSrnost konvergemce (12), staS{, dokdEeme-1i, ¥e pro posloup-
nost funkof ¢, (A) Je splnina podninks (B.C.)" pro stejmomdrnou konvergen-
oi. VySet¥ujeme tedy (pro 0 < A‘A—.to ) rosdil

BAY <G th) = 7 [fultss ) = fltev AD) = (fnle) =4, 06D

Uiijeme na funkoi ¢, (¢) -4, (¥) vEty o p¥ir@stku funkoe; dostaneme

(14) G (R = G (h) = £ () = £ (5)

3) Pro l’: +00 nminim A>0 .
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kde £ je jist§ bod intervalu (%,,% +4) , Kkterf tedy leit v (a,4) .
Ale posloupnost ¢,°, £,", §3 s ... Je podle predpokladu stejnomirad komver-
gentni v (a, 4) . Ko kakdému £>0 existuje tedy m, tek, ¥e pro vieochna
pfiroseni m2m, ,mam, a pro vieohna £el( a, £) 3o

I{m (£) = £m (;)Iﬁ £ s tedy podle (14) jo /G (K) = ¢, (A)] & pro viechms
Ae(0, £ -% ) a pro vieohns pfirosenk m € m, ,mem, . Tin jo dokésdna
stejnom¥rnost konvergence posloupnosti ¢, L), %, (A)y eee v (0, 4-4)

a tedy i Eddand rovnost (13).

Z vty 42 plyne snadno v¥ta o primitivn{ funkoi k limitaf{ funkoi:

Vita 42%. Neohf 4, ,4,, ... jsou fumkce v intervalu (a,4) (omese-
ném nebo neomeseném), kterd maj{ tyto vliastnosti:

1) Posloupnost /4, éz 9 soeo Jo stejnondrn¥ konvergentni v (a;,/') .

2) Eakdd funkoe {m/ nd v (w,l') primitivn{ funkeoi g/;y $ volme tyto
primitivn{ funkoe tak, aby posloupnost 9'4 (x), % (¢¥), ... byla konvergentn{
aspoR v jednom bod¥ intervelu (a,4) 4). Potom Plati:

I. Posloupnost ?;’ ?z. ees Jo konvergentni v (a, j) & to stejnomirnd
v ka¥dén omeseném intervalu (x,A) c (a,4) .

I1. Opnadfn-11 fimv %(6) =F(e) |, Lom £,(6) = fC6) , Jo ¥ primttivat
funkoe k ¢ v intervalu (a, £y .

Diksgz. Je 3;/(x) = £, (x) pro vlechna x¢ (a,4) . Tedy mohu na po-
sloupnost % , 9;, ; oos ulft vty 42 a dostanu okam¥it¥ vitu 42%,

vidite, fe vita 42°* nenf vlastn¥ nio jiného ne¥ vita 42, vyslovend jinfmi
slovy.

Vita 42 ndm ¥{kd, kdy je moZno samdnit po¥ddek operace "limita posloup-
nosti®™ a operace "derivace”™, tj. sa jJakfoh predpokladd lze tvrdit, Ze

L (lom g, (20)) = AR

(.x
[ ]
m>00 m oo o

V&ta 42% ném obdobn¥ ¥{ké, kdy je moino sem¥nis po¥ad{ operaci "limita po-
sloupnosti” a "primitiva{ funkoce”. Mohli bychom analogiocky psdt

S lom 0 o = Lo [ £ (0) i

M -» o0

sle rad¥dji to tak nepiime - je tam nekonednd mnoho "integradnich konstant" s
kdybyohom Je volill nevhodnd, nemusela by limita vpravo vibec existovat.

4) Toho lsze vidy dosdhnout, nap¥. takto: svolime bod c € (a,4) a primitivand
funkoe (které jsoun ur&on; na aditivn{ konstantu) svolime tak, adby bjylo
#.(e) = 0 pro viechna prirosend o~ .
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Odvodme jeBt¥ jednu jednoduchou vtu pro urdité integrdly:

V&ts 43. Budte ¢ , fop oo funkoe spojité v (as, £) . Buaik
[,,,,,{ (x) -{(.x) stejnom¥rnd v (a/ . Potom

Mm-ro0

f/(x)dx Z’""ffm(") adx

L Dikas. J?to integridl "omploxni funkce { 9+ i se definuje vzorcem
jf(x)dx = fg'(x)a(d + ,ofﬂ,(.z)dx , miZeme se omezit na redlné funkoe /m, .

Jolto také f Je Bspojitd v <a/ “> podle vidty 40, existuji vEechny ngpsané
integrdly. Budi¥ £> 0 . BExistuje m, tak, %e pro viechna =~ 32m, a

viechna .-xé(a/ ,6'> e /{ ¢r) -/U)Ig—;f_—'. Pro v8echna =~ s m, Je
tedy 3

/ff‘““”' f/ (5) dl= /f(fu) “h )y | E f/;u) - fola)] dag
< f—dd- ,

@
w

Simik je vita dokdsdna.

§ 5. Stejnomdrnd konvergentni Fady.

Budik nyn{ déna n¥jakd posloupnost funkc{ 4,4, , ... (redlnfoh nebo
komplexnich), definovanfoh v nd¥jaké mno¥ind M 4 2 (prvky mnoZiny ™M mohou
b§t objekty jakéhokoliv druhun).

VySet¥ujeme ¥adu
(1) vy () & Hlx) + ...

Jodi m-t§ Bdstedn§ soulet osnaldme 4, ;3 tedy
(2) An(E) = A5 (X) + o0 + 2 (X)

Rikéme, ¥e ¥ads (1) je konvergentni v A , Jestlilie jeo konvergentn{ pro kak-
46 XeM; Jeji souldet osnalme 4 , takie

A& 4y (X)) +5(2) + o0 = /‘%4%(.!) = A (X)

pro keldé XEM, To gnamené, jak vime, totéX jako virok, ¥e posloupnost
A4y Ags eee konverguje k funkoi 4 v mno¥ind M, +j3.

Aem & b (X) = 5(x) pro viechna XEM,

M o0

1014-4527



- 182 -

Definice: Jestlife posloupnest 4,6, 4,, ... koaverguje stejneadrald
v M (k funkei 4 ), ¥{kéme, Ee Fada (1) konverguje stejnemdrn¥ v ™M ; jé-
J1 soudet jest oviem 4(x) .

Posnémks 1. Vshledea k tomu, ¥e stejnoa¥rné konvergence Fady snamend
totéX jako stejnomirnd konvergence posloupnosti Jdstednfoh souldtd, milieme Fa-
du vfsledkd s § 3' pfenést s posloupnosti na Fady. Uvedme vfslovns n¥které
g nich (dldkasy plynou okam¥itd £ p¥{sludnfoh v¥t o posloupnostech).

I. Jestlife Fada konverguje stejnomsrnd v M a Je-1i & $ Nc M, peo-
tom koaverguje také stejnomdrné v N (viz § 3, posn. 1).

II. Jestlife Fada konverguje stejnemirnd v M; a také stejnomirnd
v M, , potom konverguje stejnom¥rns v M, U M,; sbdobn¥ pro koneidnf pelet
mnofin M1, MZ.""’ M/&, ('1. ’ a’) posn. z)o

I11I. Rada konverguje stejnomdrnd v M tehdy a jen tehdy, jestlilie Fada
redlnjoh 34st{ i Fada imagindrnich 34st{ konverguji stejnom¥rnd v M (vis

§ 5, posn. 3).

IV. Reda (1) konverguje stejnomdrn¥ v mnokin¥ M ¢ & tehdy a Jen tehdy,
je-11 spln¥na podminka (Bolsano-Ceuchy):

(B.C.) Ke kaldému £ >0 existuje pFirosené m, tak, B8 pro vieohna p¥iro-
send 4. a pro viechna LeM e

I””‘o*" (x) + Mo+ 2 ) + oo *””‘a’/"u” s&.

Bkvivalentni je tato pedminka:

(B.C.) " Ko kafdému & >0 existuje p¥irosené m, tak, ke pro viechna p¥i-
rosend m ,m , vyhovajioil podmince Mm>m ¥ m, , a pro viechna

LeM je I/u;m g ) v () el b v ()| T E (vis vdtu 3.

V. Jsou-li funkoe 44, 4;, ... konstantn{ v mmo¥ind M , a Je-11i pro
n¥které c¢ €M fada (1) konvergentni:

() +4y () +25() + aee ® S

jo ¥ada (1) konvergentnf stejnom¥rnd v M a md taz viude tfi soulet S (vis
pozn. 6 v § 3).

YI. Jestlilie mnokina M4 Z mé jen konedny polet prvkd, a jestlile Fada
(1) konverguje v M , potem konverguje stejnoa¥rnd v M (vis pesn. 5. v § 3).

DlleEitf bude pro nds tento pojem:

Definice: Budte

(4) vy (X)) & 4y (X)) + (X)) + .o
(%) g (X)) + 4, (x) *a0g(X) + ..o

1014-4527



- 1” -
dvé Fady, JejichE Sleay jseu fuakee, definevané v mnelind M p J . Jestlile
m viechna pFiresend ~ & pro viechna xcM je '
(6) lw, ()] & 2 (x)

Fikdme, Be Fada (5) jo v mnokind M majorantn{ k Fadd¥ (4).

(Weierstrassovas wWea
Yita 44. Neeht Fela (5) do v majorantnf k Fad¥ (4). Nechf (5) je

stejnonsrnd konvergentai v ‘M . Potem také Fade

-

(7 4 )« lm 0] g ...

a rovnll Fada (4) jsou stejnomdrnd konvergeatnf vn M
Dikas plyne ihned s definige; nedel s nerevmosti
(8) SRy 351) + e 00,,,0,;*(1) $ ¢

plyne
(9) a4 e el AR LA

a s (9) plyne

(10) Id" 4 (J) 4+ o200 * NV (-z)l "'.8 .

My % h
— Posndnka g. Odtud plyne také: Je-1i (V) stejnoadrn¥ konvergentni{ v M ,
Jo (4) stejnenira¥ konvergentnf v M . 2vidEts jedneduchf je pripad, kdy ma-
jorantn{ Fada (5) mé kenstanta{ Sleny. Peuliijeme-1i bodu V. s posn. 1 (mebo
p¥fmo definice); dostévéme tuto vitu (Weierstrass):

Vita 45. HNeadt a, ¢+ a; + ... Jeo konvergentni Fada 3isel; nechi pro
viechna pfirosend m a pro viechmna seM (M¢ Z) jo /4, ()| & a, . Po-
ton Fedy

A’,’,(-‘) #”z(-x) ® oo ? ’”.', (J)’ Q'If%(x’l ¥ oo

jsou stejnomira¥ konvergeatai{ v M.

PP{xlad 1. Jokto Fada - oo

fz 22 M 32

+ «oo Jo konvergentni (vis § 2,

Cod X cod 2x WS MY
42 L 22 ’ooo*—_t,:z_’ XX

stejnoadrnd konvergentni{ v (-o, ¢+x).

Jo vid¥t, Be vity 45 (a rovnlk vity 44) ise s uspichen poulit jea teddy,
kdyEk Fada (4) je adsolutad konnrgontni. Odvedime nyni vitu 4§, kterd ndkdy
upolinuje sjistit konvergenci také u Mc jok nejsou adselutnd keavergentnf.
_K toma petfedujeme jednu identita (jde o tsv. Adelevu parcidlni susaei).
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Budte i{,, Wy wens ¥ b A4 by ooy £, Esla, & oznalme

Z ay = % (ovies 3, =0 ). Potom je

1
z . ¢
Z %'&I' (6“/'6:‘ 1)/6‘4-“2 6, /‘4-1.4@'_4'&‘,:

5 5
"o £20 %% s
tedy celkem

-1
(11) &g'f %'IL "‘Z-'46.L('€2"I£+1) + 6”"/&’\'.

V&ta 46. Feohi a; () (komplexnf), 4g(v) (£= 71,2 , ... ) j3sou
definovény pro viechna *éM (M2 ) ; neoht

) dh)dbhu 3 ..., HE)SO0 (Ba 1,2, ...)
pro vBechna XEéM , Necht plat{ budto

I: Bxistuje C >0 tak, ke pro vBechna xeéM a viechna p¥irozend 4

£
Je ,Z a/;;(.x)l“‘ C a neohi
;/s'f
A;&::&(x) =0 stejnondrnd v M,

IIs "24 a,L(.x) konverguje stejnomdrnd v /M a existuje ( >0 tak,

Yo pro viechna x€M jo £, (x) 5 C .

Potom Fada
(12) PRSI EIS)

je stejnom&rnd koavergentn{ v M .

Dikas. DokéZeme, Ze (12) splnuje podminku (B.C.). Jest
+ v

b%o”%mf&m I CP TER

polo¥ime-11i 6:"1(&) s a/%” (X) + oo0 ¢ %o+l,(-¥) » dostaneme podle (11)

Mo+ 4 p-1
2o, nb s 3 oep (b4 -k gy ) G040

Az m,e

Vegmenme nyn{ vlevo absolutn{ tiodnotu. vpravo soulet absolutaich hodnot; jekto
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bup 88 = £ Ly VSO0, A g0,

m’o
dostanenme ‘
mnifv

(13) |42, . a0 fo) | 8

p-t
élélls:l’(-‘), ‘/&%"(-‘) '/" ""4 (.!))0’6;.(.!)’ ’/v‘_g) o

P¥yped I. Je sPeimd /Gg(x)| 5 2C, take s (13) vychés{ (jestli¥e
afsto kaldého 162,(-!)’ piss 2C)

Mot fv
an [, 3 agmffsic b, o .
maq °

Pudif >0 ; ndesledkem stejnomirné konvergence existuje m~, tak, ¥e

,}"‘o"" (x) < % pro vlechna re/™ . Tedy podle (14): pre viechna reM a

viechna pFiresend 4 Je

M+ ¢
I.&.-mz,u "—(J)}‘-u’l ¢ =t

takie (1Q) je stejnom¥rnd konvergentnf v M,

P¥i{pad IJ. Budik E>0 3 existuje pFiresené m, tak, #e pro viechna
pfirosens 4 a pro vieochna x€M jo | 61(.:)' s Podle (15) vychés{ jako

d¥ive pro viechna xéM a viechna pfirosend v

£
C ¢
m,+
< & <« &
,L-%ua“m ASIEE S c hoy W3 htos.Ccx £,

takEe (12) je op¥t stejnomirn¥ konvergentnf{ v M .

Y&tu 46 by bylo meino pendkud sobecnit, ale nsbudeme to provddit, adby-
chen nedostali p¥{1iJ nepfehledné vfeledky.

P¥{klad 2. Vylet¥ujeme Fadu

(15)

pro redlnd x . fada neaf absolutnd konvergentn{ pro Eédné reélné x , ne-

ot |05 e lcos ke » cwim boxle Versihe s sin?de 1 , takie fada

“absolutnich hodnot je divergentni (harmgnickdi) Fsda ‘Zl 74: .
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PoloZme ve v&td 46 a,“(.u) s b‘;b, '&,(") = 74’-. JQ‘;&;:/&(.:) =0 , ato
etejnomdrnd v (-, +0), protole 4y(x) Jjsou konstantnf (viz gaSdtek § 5).

Vegmeme tedy p¥ipad I; mdme vylet¥it soulty

l’ "’ * '.x
.
(16) S oa s 2 27,
/'4 7 };-4
To Je konelnd geometrickéd ¥Fada o kvooientu l/‘;x, a jeji soulet je
ks :
X ” - 4 bw x y . 4
) 7 pokud s cod + VAW $ y tJ. pokud x neni tvaru
4& -

LmT (m celé). Je¥to

. 4, . -t &
Rl N“‘M’j“ - %u) - xv%” 2isin %,

Jo soulet (16) roven

. ikx .
&%“ fh;i « Jekto pro redlné L I.c/'?’l:/ s Je
< 2
< 2 4
1 Z : = = .
(an ’;-4"’7“), 2 |aim 1 lsom %1

pokud x nenf tvaru 2T (m celé).

JeEto viechny funkoce .c/"l'a cos R o sk maji periodu 27, stadf vy-
Setfovat ¥adu (15) v intervala (0.2ﬂ'> . Pro .x-g a xXu2 je

vk, 4 y» a tedy Fada (15) je divergentni Fada "’24 14-1 . Yydet¥ujime

tedy interval (0 ,2W) . Je-li D<x <2 , je 04-‘2'-‘-4.117. Zvolme li-

bovolné d (0 <d<T). Potompro d=x 32 -d je M-ZL'.‘M Tf

(obxr. 26) & tedy
podle (17)

Obr. 26.

Tedy atiene uifit
véty 46, 1 8 hodnotoun C = -1 ik Dostévéme: sgvolime-1i libovolné
Aom
2 .
de(0,T) , Je fada (1%) stejnom¥rn¥ konvergentni v <d', 2T - d'>; jekto
d  mohu volit libovoln¥ bl{gko nule, je ¥ada (15) konvergentni v (0,27 )1’

1) Nemohu oviem u¥ tvrdit, Ze je stejnoaSrn¥ konvergentni v (0,27) ; a4
se dokdrat, Ze nenf{ stejnomdrnd konvergentni v 0,27) .
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(nedot je-11 x dané ¥fslo, 0<x< 27, mohu volit J >0 tak, Ee
dax 2% -d) . Nesledken periodilnosti milleme $edy vyslovit tento visle-
dek:

Reda (15) je divergentni (mé soulet +oco ) ve viech bodech x = 2
(m ocelé). Pro ostatni redlnd = Je konvergentni{. Vesmu-l1li libovolné
de(0,X) , jo Fada stejnomlirnl kenvergentn{ v mmno¥ind, kterou dostanu, kdyE
s E, vynechéa viechny intervaly

(2B d ,2mT s ) (v gelé).

Jeak )sme posnamensli, nen{ ¥ads (15) absolutnd konvergentn{ pro ¥édné reélné
J e )

Posnéaka 3 (dileXitd). Koanvergentn{ Fadu Eisel mileme pojimat jako Fa-
du fanko{ konstantanfch v néjaké mno¥ins M , kterd je oviem podle pornémky
1 bodu V, stejnomirnl konvergentni{ v M . Nileme tedy vity 46 poufit také na
Fady » konstantnimi &leny a dostévdme tuto vitu: Budte déns komplexni isla
0, ¥, ... @ nesépornd 3{sla £, 4,45, ... texevd, Be b, 2 4, 2 4 2 ..,
A.80 . Heoht platf bulto

I. Bxistuje C >0 tak, ¥e pro viechna p¥irosené £ je
£
7’.4 meae

nedo » -~
1. S X tnf Fada 2). Petom Fada > a4 xon-
%4 ay Je konvergentn etom =y ag 4% Je kon

vergentni{.

Z téte vity plyne napf. okam¥itd Leidanisovo kriterium (vita 35): Neoht

M > 00

Poton Yada 4 -4, o 4y - 4, + ... je konvergentnf. Dikas: zololin-li
a8l 9, -1, 051, a,2-1, ..., dostaneme .Z‘,aj--o nebo
}-
1, apodle I. jo 4 -4 ¢+ 4 -4, + ... konvergentni.
Y5imnéme si jedtd trochu podrodndji pFipedu II s tohoto hlediska:
Je ddns konvergentn{ Fada (5 kemplexnimi Sleny)

(18) 2> Ay

ned

a posloupnost (s komplexnimi 3leny)

“2) Jexto 4. je konstamtnf, odpaddé podmsinkas 4 (r) & C .
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(19) Ay v Ay ons

Ptdme se, 00 se dd Fioi o konvergemoi Fady
o0
(20) m§4 U, Aoy

Plat{ pFedn¥: Je-1i (18) absolutn¥ konvergentni a (19) onound je (20) abso-
latnd konvergentni. Dikas. Rada

Z!wl

ma 1

Je konvergentn{, takZe jeji Zdstelné soulty jsou omesené:

<

rlyglen
dkle je /4 | S B pro vseohna =~ , tedy

A,Z y I a’,@,‘l’: AB 4 tedy je (20) sbeolutn¥ konvergentni.

Je-11i viak (18) neabsolutn¥ konvergentni, existuje omesend posloupnost
(19) tak, Ee (20) diverguje.

Dikas. Volme 4, takto: je-1i a, =0 , budii 4 =7 ; Je-1i
@, $0 , budi¥ 4, = L:’fli. Tedy jJe (19) omesens, nevot /4,1 = 7, ale

(4

Fada (20) je toto¥nd s divergentni{ Fadou Z laj, | . Je-11i tedy (18) jen ne-

I’LI

absolutn¥ konvergentni, je nutno klést na (19) jedt¥ dal¥f{ podminky, mé-1i
bft sarulena konvergence fady (20). Plati tato vita: Je-11i (18) konvergentni
a (19) omegend a monotonn{ (tedy jsou £, redlnd, jinak by nebylo molno mlu-
vit o monotonii), je (20) konvergentni.

Dikar. Bes ujay obecnosti budi¥ (19) nerecstouc{ (jinak bychom viechno
ndsobili S{slem -1). Jelto je (19) také omesend, existuje vliastai
dim b, 2 8 . Posloupnost 5isel Cp ® z‘;,, - 4 3o nerosteuot, ,:.,'&-;’: 4% =0 .

m, v o
Podle II Jje tedy 2 W py S, konvergentni. Také 21%"3' Je oviem konver-
m=1 mns
gontni, a tedy je konvergentnf i Fada Z a,(ce ), tj. fada
S . A ~u
m.-l

Posndake 4. (d0le¥itd). Budte #4, 7, 73, ... funkoe (kemplexni), de-
finované v nepriszdné mno¥in¥§ Mc E, . Polodme A4, (¥) s 44 (X) ¢« #5 (¥) ¢ ..
cee +25, (%) . JeEto stejnomlrné konvergenee Yady ~; (x) ¢ #; (L) ¢ ... v M
gnamend toté¥ jako stejnomirnd konvergenee pesloupnosti A,(x), 4,(¥), ...

v M, nilieme vity 40, 42, 42%, 43 pFenést okamEit¥ na Fady:
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I. Jsou-li funkce 4y, #;, «.. 8poJité v mnokind Mc £, a je-1i Fada
Ay (X) & A3(x) ¢ .o = 5 (x) stejnom¥rnd konvergentni v M, je téE funkce &
spojitd v M,

II. Necht funkce 4, 4, ... (komplexni funkce jedné reélné promdnné)
maj{ tyto vliastnosti:

1. mo. ”?’ A’é' LN .":I v (a" ") 'llﬂtni d'ri'ao. ”"1'9 ”2" LI )

2. Bads
(1) (X)) + (X)) + ...
jo konvergentn{ aspon v jednom bod# intervalu ( @,4) .
3. Rada
(22) g (X)) + Ay (2) + ...
Jeo stejnomdrnd konvergentn{ v (2, J') .

Potom plati:

a) Bada (21) je konvergentnf v (a/,4) a to stejnomsrn3 v keafdém omezeném in-
tervalu (x,8)c (a,4) .

b) Osnadim-11i 4A(x) soudet Fady (21), mdé funkce A v (a,£) vlastnf deri-

vacl . . ,
A(x) = 2y (X) + ” () + ...

(#1ké se, Ee PFadu (21) lse derivovat "3len po ¥lenu").

III. Neoht funkce 4, #;, ... (komplexn{ funkce jedné redlné prom¥nné)
maj{ tyto vlastnosti:

1. Eada (X)) + #(X) 4 oo ® A(x)
Jo stejnom¥rnd konvergentni v (a/,l') .

2. Kalidéd funkee #;, mé v (a,4) primitiva{ funkoi /, . Tyto primi-
tiva{ funkce zvolme tak, aby Fada

(23) V, () » (xy « ...

byla konvergentn{ aspon v jednom bod¥ intervalu ( az,/') (to je moZno).

Poton plati:

a) Bada (23) je konvergentn{ v (0/."') , & to stejnomdrn¥ v kaldém ome-
geném intervalu (% ,f) c(a,d) .

b) Soudet Fady (2%) jo v (w?,&) primitiva{ funko{ k funkoi A .

IVv. HNeoh¥ 4, 75, ... (komplexn{ funkoe jedné redlné prom¥nné) jeou
spojité v (w, /5'> a necht
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o0

S #a() = 4(x) stejnondmnd v (a,4) .
m=
Potonm y) - 2

fA(x)wx s 2 [ao)ax .

0, n=1 o

Dikar t¥ohto Xty¥ vdt dostaneme okam¥it¥ z v&t 40, 42, 422, 43, uvddomi-
te-11 si jedtd toto: Ze spojitosti funkef 4y, #;, ... plyne spojitost funkoc{
Al s Bay evey An = 5 + oo + A o existence vlastnich derivaci ,°, 4,°,..
plyne A, = 4 + .o+ 4 4sou-2y V,, ..., V,, primitivnf funkoe
k )y coay ¥, 5, Jo 1{, + eee + \ﬂn primitivn{ funkef{ k 4, ; a kone3nd

£ ~n &

JA,,V(J:) = "§4_‘£%(1)d/x .

véty I, II, III, IV Jjsou stejn& dldleZité (a¥ jsem je nelfsloval) jako p¥isluil-
né vity o poslonppootooh.

$§ 6. Mooninné Fady.

Budte ddna komplexn{ ¥fsla a,, 44, @, ... a komplexni ¥{slo ;. Bu-
deme vySetXovat Fadu

(1) Zoa,,,(m-m,)"’ td. A, +@y(%-m) + a2 -2,) + ...

”
P¥itom ~ bdude "komplexni{ promdnnd" - presn¥ji Feleno, budeme studovat, jak
gdvie! vlastnosti Fady (1) na hodnot$§ komplexniho &{sls ~.

Rada tvaru (1) se nasjvé mooninné Fada o st¥edu ~, ; 8f{sla a,, 2y, ...
se nasfvaji jej{ koofioionty.l) PoloXime-li A~ -m/, = Z (v Gaussovd rovind
to gnamend posunuti), vidime, X¢ se mlleme omesit na vyldetfovéni mooninnfoh
¥ad o st¥edu 0 , tj. Fad

-0
2
(2) Z ajmmm t:. d/o+afgﬂ-+&2/l ® oo

ns

Bude nées predeviim zajimat, jak vypadd obor konvergence ¥ady (2), tj. pro kte-
4 ~« Je Fada (2) konvergentni, pro kterd ~ je divergentani. Uvidite, Ze
tento obor je pomdrnd jednoduchf. Odvodime napXed dvE jednoduché vity.

Véta ¢7. Je-li Fada (2) konvergentni pro n¥jakou hodmotu 2,40 , Je
absolutn konvergentn{ pro kaZdou hodnotu ~x , pro kterou [~al<lal .

Pogndmka. MhoEina téoch ~ , pro nd% /al < I/x.,l s Je wvnitiek kruhu
o stfedu v poditku & o polomdra /a,/

1) a, se narfvéd také “prosty Slen" rady (1).
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L -/
Dikaer vty 47. Jelito Fada 2> a, x ™ konverguje, mé posloupnost Zisel

m=a0
@,x,”" limita O (podle vdty 22) a tedy je omezend: /a,,,,,m,'"'/< C . Teay
m m n ”b‘. A et
(3) 2™l lap w1 | 275 € | 2"

Zvolme ndjaké « takové, ¥e /x/< Ix,| . Potom ¥felo ¢'= /%/ je v in-
oo v
tervalu (& g<1 , takie Fada Zo C/% je konvergentn{ geometrickéd
n=

Fada. Podle (3) s podle vity 29 konverguje tedy ték feda 3 la, ™l

ma0

V8ta 48. Je-li Fada (2) absolutnd konvergentnf pro ndjakou hodnotu
x,$0 , jsou Fady

(4) Ia/m/x,""l, > a, ™
m sl ma0

stejnom¥rnd konvergentaf v kruhu /x/ & Ix,/ .

<

Dikes: Pro ka¥dé /nl & Ix,] e la,2™|3 |la, ~,™|. Konvergentnt

8

fada s konetantnimi &leny ZO la, ~," 3o tedy v kruhu /al & In,| majo-
oz /
rantni ¥adou k ¥*ad¥ (2). VEta 48 nyn{ plyne s v¥ty 45.

Vy§et¥ujeme nyni obor konvergence Fady
(2) 2z a, L™

Pro 42 =0 je oviem tato Fada konvergentn{ a mé soulet a, . Jsou mo¥né
tyto pFipady:
1. &Ma (2) kxonverguje jen pro ~ s 0 . P¥{klad: HReda Zam"‘a"”.
Mz
Zde Jo l‘lm”d«""l = f'vlﬂbls limita tohoto virasu pro ” > oco .je +o00 ,
JestliZe 4~ 40 . % odmooninového kriteria (v¥ta 31) plyne divergence.

2. Rada (2) konverguje pro viechna komplexni{ ~ . Pedle vity 47 je po-
tom Fada (2) dokonce absolutn$¥ konvorgontgi pro viechna ~ .
< i n™ Il
P¥{klad: HRada Z -57‘; 2de Je l—l: —— a tento vfraz méd pro
nal m m

m

m-> ¢0 limitu O, at je ~ jakékoliv.

3. Zbfvé tento p¥ipad: Bxistuje ~, $+ O , pro které Fada (2) konvergu-
Jo a existuje ~, , pro které Fada (2) diverguje (je oviem téX ~x, $ 0 ). Se-
strojme mno¥inu M absolutnich hednot viech 8{sel ~x , pro néZ ¥ada (2) kon-
verguje. ?j.: 8islo a pat#f do M tehdy a jen tehdy, je-1i o =/x/ pro
nikteré A , pro které ¥ada (2) konverguje. Mno¥ina M se sklddd jen z ne-
sépornfoh &isel. Pas¥{ do nf kledné ¥{slo /~x,/ . Tvyrdim, B¢ do M nepat¥f
24dné ¥fslo vstEL nek [« [ .
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Dikaz: Neoht ¥fsle a > /x,/ je prvkem M; sz toho odvodime spor.

Vstah acM gnamend, Ze existuje 4x, tak, Ze I, s o, :\fo wmma"' kon-
m=

verguje. Jelto In,l < &, xonvergovale by podle vity 47 téE Fada
ZO A, %, (dokonce absolutn¥), ale to neni pravda. MnoZina M tedy obsahu-
mn=

Je ¥islo I/x,,l >0 , ale neobsahuje X4dné 3{slo vdt3i ned /mzl » tedy Je
neprégdnd, shora omezend a mé tedy supremum: Supw M a2 R . Jest ovien
Rz Im,] , tedy R>0 ., Je-11 laxl=R , nentf Ixle M , tedy ¥ada

ZO o, ~™ diverguje (kdyby toti¥ konvergevala, bylo by IxleM),
ns

Tvrdim nyni: Je-11 Ix]/ <R , je ¥ada (2) abeolutn¥ konvergentni.

Dikas: Je¥to R = sup M, Inl < R , existuje A€M tak, #e¢ o > Ixl ,

JeZto a €M, existuje %, tak, e a= l/x,"’ a Fada 2 Qp 2, konverguje.
ma

Ale [al < l/x,,ll } podle vty 47 je tedy ZO a;,, x™ absolutn¥ konvergentni.
m=

V p¥{pad$ 3. (to byl p¥fpad, kdy ¥ada pro nikteré ~ #0 konverguje a
pro ndkteré ~« # 0 aiverguje) jsme tedy dostali jisté kladné &{slo R ,
které md tuto vliastnost:

(V) Je-1i Ixl< R | je ¥ada (2) absolutnd konvergentni, je-1li
Inl > R , Je ¥ada (2) divergentni.

Kruhu /#/ <R gse ¥{kd kruh konvergence; krulnioi o rovaici /&l = R

se ¥ikéd konvergen¥n{ kruinice Fady (2), ¥fslu R se F{ké polom3r konvergemce
fady (2). Rada je konvergentni - a to dokonce absolutn¥ - v kruhu konvergence,
tj. uvnit¥ konvergen¥n{ kru’nice, diverguje vnd této kruZnice. V bodech kon-
vergen®ni kruZnice nastdévd nskdy konvergence, n¥kdy divergence - podle toho,
o kterou ¥adu a o kterf bed krulnice /x/ = R jde. Adychom také krajnf p¥i-
pady 1. (fada konverguje jen pro ~ =0 ) a 2. (¥ada konverguje pro viechna
/') eem mohli gahrnout, definujeme R = O v p¥ipad$ 1, R = +o0 v p¥{pa-
4% 2; s¥ejmd je viastnost ( V ) splnina i v tichto p¥ipadech. Shrame:

Véte 49. Ke ka%dé mooninné ¥add¥
0o
(2) it
m.% Vm X

existuje 8f8c R (0 S R 3 +00 ) svané polom¥r konvergence Fady (2), které
mé tuto vlastnost: Je-1li /wl< R , je Fada (2) absolutn§ kenvergentin{;
Je~11 [m/>R , Je (2) aivergentni.

Pogndmka 1.

3o jo 3{slo R fadou (2) jednosnalnd urdeno, je jasné. Jde-1li o Fadu
(1) (se stfedea ~x ), mlieme poloRit Zsnm-r,, a jde o konvergenoci Fady
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o0
ZO A, Zn+ Podle vEty 49 existuje ¥fslo R (0% R § +00 ) tak, Ze Fada

ms

2 apZ™ xonverguje absolutnd pro |Z| < R, daiverguje pro [Z/ >R | Tedy
¥ada (1) konverguje absolutnd pro /x -2,/ < R |, diverguje pro /m-n />R .
Také xde se 3{slu R F{kd polomdr konvergence rady (1), V pFipadd 0<R< + oo
Je "konvergenini kru¥nici” kru¥nice o rovmici /x -2,/ = R, majfc! polomér

R a stfed «, . V dal3fm uZ nebudu vit3inou takovd jednoduché pFenesent

vét g ¥ad (2) (o st¥edu O) na Fady (1) s libovolnfm st¥edem 4, provddst.

V&ta 50. Neoht ¥ada (2) mé kladny polomdr konvergence R (0 <R £ 400),
Budif O0<p < R . Potom Fada (2) 1 ¥ada 5 /q, x™/ jsou stejnomérn¥ kon-

m=0

vergentni v kruhu /a/ & ¢ 2) |

Dikas. Pon¥vadi Isol s p < R, Je Fada Zo a/mf“'abaolutnl konvergentnf
ms=

podle v3ty 49, a tvrseni plyne £ vity 48.

Poznédmka 2. V3ta 50 ndm ddvé p¥ilefitost varovat pfed omylem, Sastym u
gzaldtednikli. Mijme mooninnou ¥Fadu (2) @ polomdrem konvergence R >0 . Volme
rostouci{ posloupnost kladnjoch Eisel P1< P2< P3< +.. tak, Ze
dim g, = R . Potom kruh Ixl<R je sjednocenim kruhd /xl< g _, v kaidém

m > 0o

kruhu Inl/< . Je rada (2) stejnomdrnd konvergentni, a presto nemusi byt

stejnon¥rnd konvergentni{ v kruhu /x/< R . Uka¥me to na p¥ikladu geometrické

*ady 71 + o n? e seey kterd mid polomdr konvergence 7 a soulet

Aln) = 4:'& pro Inl < 1 3} ropdfl 8fesel A(A) & 4,(x) = 1 + 2+ ... +
m~1 A
*n Je 4, (2) = 7 <= ¢ Kdyby Fada byla stejnomdrad konvergentn{ v kru-

hu Ilal<4 | s musilo by ke kaZdému >0 existovat m, tak, Ze pro viech-
na mam, a viechna I[x/<1 by dbylo /x,(x)] § £ . Ale to nenf moZné,
nebot pro ka¥dé m je nap¥. 1,&;7 #p (X¥) = +0 , takZe Z4dnéd funkce 4, neni

omesend na intervalau (-7, 1) a tedy ani v kruhu /xl< 1 ,

Je-1i R>O0 , definuje soudet Fady (2) v oboru /a/<R jistou funkoi
o
f(x) = Zoa,,,, A™. Je to funkoe komplexn{ prom¥nné. Zajimaj{ nés vlastnosti

"= = m"l.-"

funkce £ , nap¥. otéska, sda soulet Fady 2 ma,, je roven deriva-
oi funkoce ¢ . e

Ovien pojon derivace jsme savedli pouze pro funkoce (redlné nebo komplex-
ni) redlné prom¥nné - pojem derivace pro funkce komplexni prom¥nné posndte ak
v p¥ednéice o analytiockfoch funkcf{ch. Ale presto vylet¥ime, jak Jje to s konver-

genci Fady 24 ma,m/x.""l ; bude ndm to uZite¥né. Kdo se viak chce ji¥ nyn{

ms

2) y ¥ad se st¥edem 1, by bylo theba peét [z -zl £g .
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dovsd3t, jak to je s derivac{ funkee komplexn{ prom¥nné, neok¥ si po vét& 52
pfedte § 5 v Dodatku, kde je vita 52 sodeondna na komplexni .« .

Véta 51. Rada

(2) Z a,. AT

ma0 W

néd tyZ polom¥r konvergence jako Fada

(5) 2 mw @, % nv"f.

ms1

Dikas. Budi¥ R polomdr konvergence Fady (2). ({slo R mlZeme také
ocharakterisovat takto: *ada (2) je pro /al<R absolutnd konvergentni, pro
|x]l=>R neni{ absolutn¥ konvergontni (nebot je dokonoe divergentni).

Budi¥ napred /al/>R ., HRada Z la, ™ je tedy divergentni; néeobim-1i

ms1
v3echny 3leny &islem Inr.l » dostana, EZe 24 /cv ™ "I Je divergentni; jeito
oo ns
[ m agm”"'li /a/,,y/x, "'/, Jo také Z Im a, ™ 1 divergentnf, tj. (5) nen{
m=1

absolutn¥ konvergentn{ pro /x/> R .

Budi} sa druhé [x/< R . Lse tedy volit 8fslo ¢ tak, ¥e [x/<¢ <R,
Qo

—

Rada Z a/,,,f’” je tedy konvergentni (dokonoce absolutnd), tedy je

/ﬂ/m/a/m’: 0, Lo wmso’” “a -1- ﬁxma/ ™= 0 , tak¥e posloupnost ¥{-

m =» 0o Mm -» oo m.-'w
sel a, p -1 Je konvergentni a tody omesené: / a, P m-1)<C pro
mes 4 » 2 ’ 3 9 oeo0

Déle Je
(6) "’"%fbm-’/ 3 M Ia/m ,)m-1/ (I""’) (lml)
Beda 4 (Iml ) & nesdpornfmi Eleny je viak kenvergentni podle po-
ns

dflového kriteria (vylou¥ime-1i toti¥ triviédln{ p¥ipad 4~ =0 , je podil dvou

po sob¥ ndsledujicich Slenld m./:l . lg" s 60% mf pro o, »oo limitu
P

Podle (6) je tedy rada (5) absolutnd konvergentni pro /m/< R ., Tedy
¥ada (5) je absolutn¥ konvergentn{ pro /m/< R , ale nen{ absolutn¥ konver-
gentni pro I[ml/ >R , Tedy je Eislo R (tj. polom¥r konvergence ¥ady (2))
také polomdrem konvergence Frady (5).

oD
Vesmeae nyn{ Fadu Zo a/m/z”‘ 8 kladnfa polomdrem konvergence R
ns

(0O<RST +00) a dudeme vyBetPovat jeji sbudet
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(7) 4 () amf_o a,

pro redlnd . intervalu (-R,R) (po p¥fpad¥ 1 pro xR nebo x= -R ,
Jestlife Fada je pro tyto hednmoty konvergentn:(”).

V&ta 52. Neoht ¥ada (2) mé polomdr konvergence R (O0<R & +e) ; po-
tom funkce (7) (komplexn{ funkce redlné proménné) mé v (- R, R ) derivaci

(8) £ s 2 g™

ns

Dikez. Vesmdme pevnf bod 4, ( - R< X< R ) ;, péme gjistit, Ze
funkce / mé v bod¥ x, derivaci a vypo¥fitat ji. Zvolme §fslo p tak, Ze
-R< -p <X <P < R (to je moEno). JeZto podle vity 51 mé ¥ada v (8) té%
polondr konvergence R , Jje Fada v (8) podle vEty 50 stejnomirnd konvergentn{
v kruhu /x/ =@ , a tedy tim spile v otevieném intervalu -9<x<g¢ . Ra-
da v (7) je konvergentn{ v intervalu (-R,R) , tedy téZ v (-0, 9) y 8
derivace Zlenu a,x™ je mme”'°4 pro m%71 ; derivace 3lenu a, je nu-
la. Podle vity II v posn. 4 § 5 mé tedy funkce / pro - @<.x<p derivaci,
danou vgorcem (8); ten tedy plati specidlnd i1 pro na¥i hedmotu x, .

Posndmka 3. Saysl vity 52 je tento: v intervalu (-R,R) 1se derivo-
vat ¥adu v (7) "3len po &lenu" a Fada, kterou takto dostaneme, mé za soulet
derivaci funkoce f . Joe¥io Fada v (8) mé opdt polomdr konvergence R , mile-
me na ni op&t poukit vity 52, a dostaneme

o0

o) = 2 ain-1)a,x*?

m=

odtud
o0
,’/"(.x) = 2 m(m=1) (m=2) wm.z"
ﬂb=3

-3

atd., videchno pro X €(-R,R) .

Podobnd bychom mohli sestrojit mooninnou Fadu pro funkci primitivn{
k 4 , ul{vajfoe véty III & § 5, posn. 4. Ale miZeme to také provést p¥{mo
g vty 52. Sestrojme Iadu

S A, me1

(9) X b
mza0 me1
jeito derivovdnim Zlenu a/,,,:’ xf’”" dostanu a, « ” , mohu ul{t vty 51 a
ne

vidim, ¥e¢ Fady (7), (9) maji t§Z polom¥r konvergence R ., Podle vity 52 je
pak funkoe { se¢ vgoree (7) derivac{ funkee, rovaé soultu Fady (9); tj. funkce

3 Unyslné (aby to byle népadnyjif{) u¥fivédm v tomtc paragrafu pismena X u
t8ch vit, kde jde o redlné hodnoty promér:ié.
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(10) Fle) = > 2w et
m=a0 m+4

jJev (-R,R) primitivn{ funkof k funkoi f (integrovdni mocninné ¥ady &len
po &lenu). Rada v (10) nemé "prostj Slen”; nejobecndj¥i primitivni{ funkoi

k f v (-R,R) oviem dostann, p¥idém-1i libovoln§ "prostf &len", tj. kon-
stantu.

Neohi mé ¥ada 3 a, »™ kladn§ koneSn§ polomdr konvergence R ; Jo3l _

m=20

soudet ¢(x) je potom definovédn pro vlechna /4/<R g ddle jeZt¥ v tdch bo-
dech kru¥nice /x!/ = R, ve kterfoch je ¥ada konvergentni. VyBet¥ujeme op¥t
funkci

(7) g(x) = mzao a/,,,.xm
pro redlnd x . V intervalu (-R,R) mé / podle vty 52 derivaci (vlastni)

a je tam tedy spojitd. Vylet¥ime Je3td, jak se funkce ¢ chovd nap¥. v inter-
valu (-R, R) s JestliZe je ¥ada (7) konvergentni také pro x = R ,

Vita 53 (Abel). Neoht F¥ada v (7) mé kladnf konednf§ polomdr konvergence
R . Potom plati:

I. Je-1i Fada v (7) konvergentn{ pro x =R , je stejnom¥rnd konver-
gentni v :I.z)ztervalu (0, R) a tedy funkce { Je spojitd v intervalu
(-R,R) Y,

II. Je-1i Fada v (7) konvergentnf pro <= -R , je stejnom3rnd konver-
gentaf v (-R, 0) a tedy funkoe ,8 je spojitd v (- R, R).

Pognédmka 4. II plyne snadno £ I, uliji-1i substituce -x3 4.

Dikez v¥ty 53. Podle pognédmky prédvd udin¥né stal{ dokdeat, ¥e = konver-
genoce Fady

(11) 2 Q, R™
mns

plyne stejnom¥rnd konvergence Frady

o0
(12) 20 a/m.xm' v intervalu <0, R) R
ns

K dfkxazu ufijeme vity 46. Radu (12) pilme ve tvaru

(13) ,§o a, R™. (f)m

) Spojitost v (- R, R) plyne napf. z existence derivace (v¥ta 52), spoji-
tost v ¢{O,R plyne gze stejnom&rné konvergence (vita 40).
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py m
a ve v¥td 46, II pidme a, R misto a, (x) , (%‘) misto 4 (¥) 5),
V intervalu 0% x & R 3o

(4 ) e s

a déle Fada 2> a,(¥) = > a,, Rm'je konvergentn{ ¥rada s konstantnimi &leny,
mz0 maO

tedy je stejnom3rnd konvergentn{ v intervalu 0 3 «x £ R, Podle vdty 46, II

Jje tedy Fada (13) (tj. Fada (12)) stejnom¥rn® konvergentni v <0, R> . Dlkaz
Je hotov.

Porndmka 5. 8pojenim obou tvrseni vity 53 dostévdme oviem toto: Je-1li
¥ada (7) konvergentnf{ pro x =R 41 pro Xx=s -R , je stejnomdrnd konver-
gentn{ v (- R, R) a funkce ¢ Je spojitd v {(-R, R.

S dileZitfmi Fadami mooninnfmi jsme se setkali uZ v l.ro&niku, kdyZ jsme
rosvijell n¥které funkce v Maclaurinovu ¥adu; pFirogzenZ Jjsme si viimali tehdy
jen redlnjoch ¥ . Dostall jsme rogvoje

e’ s 4+J4"'2+"3+...: OZO.«—W )
41 T 21 " 31 mu=0 ™!
3 & oo 2m +1
: & X X Y
MJ s - + = s00¢ E Z (-4)
11 30 5 me0 (Zm+ 1)1
2 4 e 2o
osx md-dmeso o i w 3 (e E—
2! - m=uO (2m)1

Dokdsall jeme tehdy, %e tyto vzorce plat{ pro viechna redlnd x , tak3e moo-
ninné Fady vpravo maj{ nutnd polomdr konvergenge +c g jsou tedy absolutnéd
konvergentn{ i pro viechna komplexn{ x . Déle jsme dokdsali

2 3 oo m
X X B 1 M1 N4 - £
(1ex) ™ s 1+ (T2 s+ (D)2 il = Zo (y)x™ pro =-1<x=<1
mn=

fyto Fady (tsv. logaritmioké a binomickd) maji polomér konvergence 1 , Jjak
se snadno presvddiite podflovim kriteriem; vfjimku tvo¥{ binomickéd Fada pro
hodnoty ms 0 ,1,2, ..., kterd mé polom¥r konvergence + o . V tomto
p¥ipad¥ Je totil ™) =0 pro m>m, a vsorec se redukuje na tsv. bino-
mickou formuli

n

(1 o) = Zo (W) o™ (m ocelé negdporné) ,
mns

které plati dokonoe pro viechns komplexn{ .

»

5) gaS{ndme s indexem O , ve v§tE 46 se salinalo s indexem 1 , ale to
ovien nevad{.
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Vyhnuli jeme se v l.rodnfku funkoim arcdg x , arcsow ¥ , protode se ném
vfpo&et postupnfoh derivaci (kterjoh je zapot¥ebi k odvozen{ Taylorovy Fady)
zd4l obti¥nf. Ted miZeme tuto mezeru vyplnit.

1

PF¥{klad 1. Derivace funkece auly-t 6 ——— . Pro -1<x<41 e
J 14 +x? J
(14) _4_2-.4-12*-!""“!6’ seo

41 ¢x

(soufet geometrické ¥ady o kvocientu - x2). HRada vprave mid polomdr konver-
gence 71 (nebot pro x =1 Je ¥ada 1-1 +1 =1 + ... u¥ divergentni).
JeXto podle vEty 52 (vliastnd podle pozn. 3) mlZeme integrovat 3len po 3lenu,
je pro -4< x< 4

3 § ¥
X X X olx
- - o0 e = - MC -x
(15) L=t 5 * 1) Y ly/ + C

¢ C je konstanta). Je¥to pro X =0 je sou¥et ¥ady vlevo roven nule a té%
wwégxo = 0 ’ JG C E 0 °

Podle vdty 51 mé Ffada (15) stejn§ polomdr konvergence R jako ¥ada (14),
tedy R=s1 . Jak je topro ¥x=91 , x=-4 2 Pro x=1 dostdvdme

1 4 1
] (15) *adu 4_- 3 + 3 - ¥ * eoe

kriteria (v&dta 35); pro X = -1 se pouse viechny 3leny posledn{ Fady nésobi
- 41 . Tedy ¥*ada (15) je konvergentni v <- 1, 4} . Podle vdty 53 (vlastnd¥
podle pozndmky 5) je Fada v (15) stejnom3rn¥ konvergentnf v (- 7,7) a jeji
soudet je funkoe spojitd v <—- 1, 1> « Pro -1<x<1  méme Ji¥%

3 5 ¥
(16) X = 3 +-;, "xq + o0 B W'x ’

jeito soudet Fady (16) je funkce spojité v bodd 7 gzleva (a obdobn¥ v bodd
-1 zprava), je

I-; +;-;+...-ﬁ7m/m¢l§/1 aau:»ly/J

x> 1-

Je¥ je konvergentni podle Leibniszova

(nebof wwlg/.x Je také spojitd v <- 1, 4) » dokonce v (- , + ™ )).
Tedy rovnlice (16) platf 1 pro x =f a obdobnd pro + = -7 ., Tedy celkem:

Rovnice (16) plati v intervala (— 1, 4) j pro J¢| >4  je ¥ada v (iG)
divergentni.

Pognamenejme, e jsme si dosud neodvodili Zd4dnf postup k numerickému po-
&{tin{ %1sla ' . 2 (16) plyne pro x =71 tato p¥kné formule:
/4 4 1

—./- + -4+ooo

4 J 5 ¥
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K numeriokému vipoStu se tato Fada nehod{ (konverguje pr{l1is pomalu). Tro-
ohu ryohleji konvergentn{ fadu dostaneme pro < = (petom au,l?/x 3 % ):
T 4 4 1 1 1 1 1 1 1
( 1 + - +

- 3 .3 5. .32 ’ o 33 ? . J" -oooo) °

Bxistuj{ viak daleko vfhodn3ji{ veoroce pro po3itdni 3f{sla 7', vie t¥eba
D I, kap. XII, § 5.

P¥{klad 2. Odvodme obdobnd rogvoj funkee arcscrv ¥ . Jest

- =

(aresimx)’ » (1 - g2) 2 Pro -1<t< 1 advé binomické Fada

1 oo 4
2 -9 m 2
(1) . Zo(,,f)f , atedypro I = -x
-1 oo 1y .2
- v2 2 - - N g - ~n
(an (1 - 2% 2 1y (TZ) e

Snadno vypoStete

v "i‘ 403. KR (Lm,-'/)
(-4) (,’3.) N Z l’o sece (2”“')

Dosadme do (17) a integrujeme podle posn. 3 3len po 3lenu; dostdvdme pro
-f<cx < 4

x+4 x3*4.3x*43
1 2 " 3 2.4 5 2.4,

(18) onesim X =
(Ob& strany se mohou 1151t jen o konstantu,ale tato konstanta je ( , jeZto
pro & =0 @ee obd strany rovnaj{ nule.) Hade vpravo je pro /x/>1  diver-
gentn{ (u¥ijte podflového kriteria). DokaZme, ¥e ¥ada v (18) je konvergentn{
ipro Xxs1 . Osznadme 4, (r) souSet prvnich ~ &lent Fsdy v (18). Omegme
se na hodnoty O0<x £1 . {lenové Fady jsou kladné 3{sla, takle Fada (18)

je pro X a1 konvergentn{, jestliZe posloupnost Xisel 4£,(7) Jje shora ome-
gend (viz vdtu 27). Je#to ¥ade mé pro O0<x <1  kladné &leny, je (podle
posn. 9 v § 2) 4, (x) mendi nef soudet oelé ¥rady (18), tj. pro O0<ux<1 a

pro kafdé pfirogené m Je

(19) An (X) € arcsiwx < aresin 1 =—,f— .

Ale 4, (x) Jje p¥i pevném m polynom, tedy funkce spojitéd, tak¥e podle (19)
Je

Tedy vskutku posloupnost %fsel 4, (7) je shora omezené, a tedy rada (18) kon-
verguje i pro « s41 ; szpinim-1i u ¥ snaménko, nésobl se ka¥df 3len Frady
(18) 3{elem -7, tedy Fada (18) konverguje i pro x= -7 . Podle pozn. 5
jo tedy soulet rady (18) funkce spojitéd v (- 4,4> . Je¥to v tomto intervalu
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je také funkce arcscrw X gpojitd, je

4-0-4.44-4‘3.44'—"-l
2

3
3 2.4 4 b,

.5 4
6 7

+ o0 B

s Lov anercn o = anesin 1

x> 1- ’

tak¥e rovnice (18) plat{ 1 pro r =1 , a tedy (zm¥nim viude gnaménko) téZ
pro 1= -1 . .

Tedy celkem:

Rovnice (18) pletf pro - 1S x5 4 . Pro le/>1 4je ¥ada divergentni.

o ”
P¥{klad 3. Zjietili jesme, ¥e Fada Zo ;:'7 Je absolutnd konvergentni
ns

pro viechna komplexn{ X a vime, Ze pro redlnd -~ je jej{ soulet roven ™,

V kap. 1 Jjsme gavedli pro okam¥itou pot¥edbu (totil pro ¥edenf linedrnich
diferencidlnioch rovnic s konstantnimi koeficienty) <’ pro libovolné komplex-
nf x . Zpleodb, jakfm jsme tam L™ gavedli, byl trechu umélf. Zapomenme na
chvili tehdej¥{ definici a definujme .2* pro komplexni ~ jinfm, p¥iroge-
néj8im gpisobem. &)

Vime, Ze pro redlnd ~x Je

[~ 4
z &
(20) £ = mz'o ml*

Definujme nyni: pro viechna komplexni ~ budi¥ ddno 2 veorcem (20). Dokea¥-
me nyni rovaioci

xy Lt Xy

(21) L2 e

pro libovolnd komplexni ~,, X,.
Je

oo & oo [ Y
0@, = 21 ’ L%2 o Z Kz
£=0 KR! =0 ﬁa’
Xy X2
a ob¥ Fady jsou absolutn¥ konvergentni. Podle vity 37 se tedy £ .« X

doatane jako soulet absolutn® konvergentni Fady, kterou dostaneme tak, Ze
% n,
1 "2
Aip!
a vytvo¥ime £ nich (v jakémkoliv po¥ddku) nekoneZnou ¥adu. Podle posn. 3
v § 2 mliZeme jeBtd v této ¥ad¥ a4t vEdy n¥kolik 3lend dohromady (usévorkovat

vegmeme viechny soudiny

6) Dodatednd oviem dokédZeme, %e ob¥ definice jsou ekvivalentni, Ze jesou ve
shodé&.
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Jo). Ud¥léme to tak, ¥e déme vidy dohromady viechny Sleny = tfaf souStem
At psm (t). pam- A)”. P¥1 daném v to bude tedy souldet

m M.,"a;- , m m) L ok (x, o, )m.«
. S (&) afa-% . (binomio-

Tedy

® (~n,e A )m,

””'4. 'LMLI z ! z Y
m=0 ml
/x.,o-/x.,_

ale pravt strana je podle definice (20) rovna = » GimZ je (21) doké-
séno.

Pro ryse imagindrnf ~ , tj. pro « = 4'7. 2 reélné, je podle (20)

. . 2 ) 4 . 5 6 . ¥
(22) 2%a 1 + 2.y (i, 2l Lyt | <, .
11 21 31 7y 5 61 td

.m7z+4}/a¢}n//y/°) .

Je~1l1i nyn{ A~ 1libovolné ¥{slo, ~ = X + 4‘7 ( x, 4 redlnd), Jje podle
(e1), (22)

e et Y e (s v immy)

Ale to byla prédvdé definice, kterou jeme podali v kap. I. Tedy vekutku nafe no-
vd definice jo ve shodd s definic{ £ kap. I, tj. ob3 definioce ddvaji pro kak-
dé kxomplexni ~x touZ hodnotu =27%.

§ 7. Ortogondinf systémy a Pourierovy ¥ady

Mooninné ¥ady jsou velmi moocnou pomftokou k studiun funkef. Vid¥li Jsme
nap¥. v l.rodniku, #e rosvo)

< .
&s4+‘”+"‘0"‘+...

11 21 31 \

n Tj. ve sghematu, nakresleném v § 2 pred vitou 37, dds vidy dohromady Sleny
s téle "uhlopr{3ky".

8] Jo toti¥ (p¥idévédm nulové Eleny, abych to m¥l p&kn¥ pod seboun):

4
m7-4+0--z3l-f+ 0+-f‘—+0-'¥f¢0+ cee

6!
Laimay = 0 +%ﬁ+ 0 -%{h 0+ "";+ 0 -7;.{-#9- coesy takiie vskutku
. . 4 2 <ed ¥’ ¢ ie?
oyt iamay = 1+ SF-dr - freFH A -F -
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miZe slouZit k pohodlnému v¥podtu hodnot funkoe 2 } toté¥ plati pro rosvoj
funkel simx , coss ,Lg(fex), (14x)", arely & atd. Sned JeBtd vEtdS
Je Jejich vienam teoreticky, jak poznédte v predndSce o analytickfoh funkeioh
(kde se - zhruba Yeleno - vydetfuji prdvé funkoe komplexn{ prom&nmé, které se
v okol{ ka¥dého bodu svého defini¥niho oboru daj{ rogzvinout v mecninneu ¥adu).
V nauce o funkcich redlné proménné Je pouZfitelnost mocninnfoch #ad snadnd ome-
gena. JestliZfe funkce ¢ se v intervalu (- R,R) dé rosvinout v mocninnou
Fadu, tj. jestliZe je

.{(.t) = Zo a/,,.,J‘m' pro vSechna x€(-R,R) ,
m =

potom podle vdty 52 a pozn. 3 v § 6 md funkce f nutnd derivace viech Fddd
v (- R,R) - a tato nutnd podminka jeXt3 sdaleka nen{ postaZujfof. Misoto
u mnohfch mocninnfch ¥ad je jejich konvergence v bod¥ X velmi pomald, Jjest-
life [x| je bligko polomdru konvergence, cof miZe plsobit obt{¥e v numerioc-
kfch aplikacich i v teoretickfoch uvahéch. Proto hleddme je¥t3 jiné spisoby
rozvoje funko{ v nekonedné ¥ady; k nejdlleZitdjEim pat¥{ Pourierovy rady, ke
kterfm se nyn{ obrdtime.

Definice. Budi¥ ¢,, ¢, ... posloupnost komplexnich funkc{ spojitfch
v intervalu (w,ﬁ) 3 necht Z¥édné s funko{ ¢, neni identicky rovna nule
v (a/,,&). Posloupnost.se nasyvé ortogondlni v <a/,3'> s Jestlile pro kail-
dou dvojici p¥irosenfch &{sel m,n (Mg mn ) Je
é
(1) j %(x)gﬂm(x)d/x =0 .
@

(P¥itom Z " snad{ funkoi komplexn¥ sdru¥enou k ¢ , tj. je-li
flx) = g(£) +ch() (g, A redlné), Je f(x) = 2(¥) - LA () .)

Pro m=m Je ovien
y 4 5
(2) fse,.(x) P (X)X = flq,,b(x)l de >0
a o

nebot integrand je funkce spojitd a negdpornd v <a/, »") s» kterd nen{ iden-
ticky rovna nule (vig nap¥. J I, kap. II, § 5 posn. 2). Posloupnost ortogondil-
n{ v (a«,.&) n‘&mjvl ortonormédlni v (w,ﬁ) y Jestliile

(3) [lg, ) tds =1 .
a

2 ortogondlni posloupnosti 50, s Ppr ooe snadno vytvo¥{me ortonoraélni posloup-
nost takto: Polo%im L
2
Sz | 1g ) de 4
(-4

¢,, Je tedy kladné &islo. OkamZit§ se pFesvddéite, %e funkce

(x) () $(x)
{7’;; ’ %l};; ’ ;';/-; s oo tvo#{ posloupnost ortonormdélr
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Jestlife funkee ¢, ‘joou redlné, mifeme (1), (2) psét ve tvaru
(1%) | I gmi iz 0 0 pro m 4,
a
(2%) | gleddso,

Pro nds dudou nejddleditdIjE{ ndsledujiof dva ortogondln{i systémy. Budil
& 1ibovolné redlné ¥{slo, 4 1libovolné kladné &{slo. Potom funkoe

(‘) lgwb %QM%‘ (1'4,2,3, ...)
tvo¥{ redlnf ortogondlni systém 1) v <a/, &+ ﬁ). Rova$Z funkoe
2%
(5) L= (daO0,1,-1,2,-2,3, -3, ...)

tvo¥{ ortogondln{ systém v <w, a + /v) .

Dokéieme to tF¥eba pro systés (5). Je-1i 4 redlné, jJe
£ Ya sy + wsm sy . takle komplexnd sdrufené Eislo je cos y -
- A Al W s Dl Méae tedy vydet¥it integrdl

arp LR _ 2 &l wrpy i (h=m)
J - Jl/ z Yo T F Tdus J' & r “du .
-/‘-'M & a

Je-1i m s &, dostévéme

:7," , i (&222:(,& -/m) iﬁt - ”zm‘.(l -m) 5= ) .
v 24 (A =m) '

. @ ,
ge sévorky vytkna PRt (4 -m) 4> 3 sbude v nf .&zm’(l"”"’) -1 =0

(aobot & 27T%2 1 procelé m) . Tedy Jg .m0 pro A4, systém
(5) jeo ertogondlni. DPéle je ’
arpp  IMc(h-K)x v+
J‘_.L'J v ™ d&.jd&-’t.

o &

taki¥e systém funkoi

(6) —:_—f-: o 2ATL (=0 ,4,-1,2,-2, ...

je ortonormdln{ v <a/, a +./v> .

1) pankee (4) nejson je¥ts srevnény v posleupnest, ale dovedli byste je tak
srovinat. Definice ortogonality mesdvisi na tem, plerovandte-1i ndjak po-
sloupnost (1). Proto budeme v dal¥im ¥{kat raddji “"ortogendln{ systém”.

L. o
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Zjistdte sami, Ze systém (4) je ortogondlni v <a/, w+/v> a Ze

a,-t-/u at+

@+
(7 ffzcb.z-/v, f me_%&dngbmz %@b?t’_.x_dl,_zﬁ
(&3 'I 2, eece )l v
takEfe systém funkoi
(8) ?fv’ i’m Zim’ i}v.mzii(,é,/,z,...)

Je ortonormélni v <w, & 4 /V> .

Oba systémy (4), (5) spolu uzce souvis{ v ddsledku rovnost{
e Y= cosny i sna Pkt £ cvs 4 - isirvay (pro redlné 4 ).

Vegmime op¥t libovolny systém ¢, ¢, ... s8pojitfoh funkef, ortogondl-
ni v <a«.ﬁ'> Bude nds zajimat, které funkce ¢ lze vyjddfit Fadou tvaru

ay@(x) + a5¢(x) + ... , kde a4y, 0qs, ... Jsou konstanty, a jak se ty
konstanty ur%i. Prvn{ vEta md jen orientadn{ charakter:

Viéta 54. FNeehl ¢, ¢,, ... Jo systém spojitfoh funkoi, ortogondln{

v (a/,,&) Budte a4, a,, ... komplexn{ &{sla, a nechi ¥ada
(9) T ACER S
Je stejnomdrnd konvergentni v (a/, A‘}. Potom jJe
4 4
(10) wmf qu,,,(x)lzcw = | (1) g lx) du.
@ @/

Dlkez. Zvolme urdité p¥irogené v ; £ (9) plyne
(11) 2 w‘_rf"(.x)?m(a.) = ) Znlx) .

JeZto funkeoe gp,,, Jo spojitd a tedy omegend v <a/, }'> Je ¥ada v (11) opd¥t
stejnom&xrné konvergentni v (a/ z6'> (to je s¥ejmé). Lge tedy podle vdty IV
£ pozn. 4, § 5 integrovat od & do 4 &len po dlenu. Z podminek (1) plynme,

Ee wlevo budou vZechny integrily aZ ne 5len 8 £ =~ rovny nule, takie vekut-
ku vychds{ 2 y:

Up | GolX) G () A =&/f £ Folx) dix
a

V&ta 54 md pouse prosatimni charakter: jestlife se funkoe / a4 "ros-
vinout"” ve stejnomSrn¥ konvergentni Fadu tvaru (9), jsou "koeficienty” Q/,
nutnd ddny rovanic{ (10). Nde vEak prédvé zajimd otdska, které funkce lge v ta-

kovou ¥Fadu rosvinout. P¥irozend nés budou podle vEty 54 sajimat hlavnd ¥ady,
jejich3 koefiocienty jsou ddny vsorcem (10).
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Definioe 10. Budte % s Yoy ooy funkce spojité v (a/, ") ,» které
tvo¥{ ortogondln{ systém v (a/, J‘) o Budil f funkce spojitd v (a/, «"} .
Potom 3{sla a, , definovand vsorcem (10), nasfvéme Pourlerovymi koeficienty
funkce f , & Fadu

Lzal a% 9 () nagfviae Pourjerovou ¥adou funkce £

(vghledem k intervalu <a/. l‘) & vshledem k ortogondlnimu systému G Fa rece)}d
budemne to vyjadfovat symbolem

£ x) o 4§4 ag @px) .

Pognédmka 1. Desud nevime oviem, sda tato Fada je konvergentn{ a zda md
soufet £ (x) § to teprve musime vySet¥it. Predpoklad o spojitosti funkee ¢
(a 34stednd 1 predpoklad o spojitosti funkof &,, ¢, ...) mnenf p¥{11i5 vhod-
nf; nakonci uvedu aspon jeden odeondj3{ p¥ipad (ale bes ddkazu). P1nd uspoko-
Jivd teorie Foarierovjoh ¥ad se d4 vybudovat teprve na gdkladd Lebesgueovy
teorie integrélu.

Pogndmka 2. fe vgorce (10) je ihned viddt: Jje-1li

f) = Zaggn, g & 2 L,

a jo~-1i ¢ n8jaké &{slo, je

o0

glx) + gly) o ‘,E.-M (ag+ #g) qlx) 4 cof(s) "54 7R 7AC

Pi{klad 1. Pro tgv. "trigonometriok§ systém" (4) vypadd Pourierova Ffada
funkaoe f takto:

%%+a/4w$i;f—'x+}:lm7zrm+a/zm ."—;f‘{i»,ém l/;i".z+ cee #
(12)
247y . 242 2)
+WAMT+_&MT*H- ’
kde a’*’v
wAl%j.f(J)m &;:z’.‘—'dl (lioglgz. o..)’
o/
(13) asf
Ay = 2 5) som ZEEE 4y (k= 1,2,3, .0
/el a[ﬂ y> ’
Oby3ejns se misto (12) pile Fada
a 4 S 2472 . AT
(12%) -2-%+£§, (ay cos ™ + by s Y ) 3

také ay to tak budeme psdt. Jefto i‘a.da (12*) vsniké s (12) "usévorkovénim",
susime se pesvidliit, sda se chovén{ obou ¥ad n¥jak nelisi. Osnalim-1li Sdsted-
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né soudty ¥ady (12%) AH(r) 5 méi Fada (12) Sdetedné oonﬂty An(¥) a

Ay () +WMM% . DokédZeme, e Mv%sﬁéx‘:,& (viz (18) ).

% toho s¥ejmé plyne, Ze Fady (12), (12%) se chovajl stejn#, pokud se tfZe kon-
vergence, stejnomdrné konvergence, absolutni konvergence a hodnoty soudtu.

Pourier vyBSetr¥oval prdvd trigonometricky systém (4); ¥addm (12) budu ¥{-
kat trigonometrické Fourierovy ¥ady.

Vypodtd
ypodtenme y ~

2
(14) ‘Lfl,z(.z) -/ﬁ% ag, g ) dx

kde w& jsou Pourierovy koeficienty funkoce f . Integrend Je

(f0) - ag ¢ (*)) (Lo - /» W Pp(2)) =

n

. Ifcx)lz - ﬁ%ﬁ, OO Guln) = 2 ay F0) gl +

+£§4 ,,2,4 g, g X) Fp 1)

Integruji-1i oda a do 4 , vypadne ¥ada &lent ndeledken podninok ortogona-
lity a dostanu, %Ze integril (14) se rovnéd (polo¥im-1i j /9’" (.z)/ adx =

= C/& >0)

A m _ m

J‘ f(x)’ ax - ﬁ% a/ﬁ. wf" f“'- "§4W4. a/" U"'} ,‘%4 Q/A Q-'/Z %:
(774

2

n
= a‘[ ’{(I)Izdzx - £§4 wa‘/l % .

Je¥to integrdl (14) je negdporany, Je L

(15) g /a/‘elzc/ £ _f If(x)lz dx .
&=1 A a
To viak gnamend, e ¥ada 3

I.W"’z %
A=1

s negdpornymi &leny je konvergentni a md soulet nejvfiSe rowvny integrdlu
v (15):

2) Psédvd se La/

1 Yo

aby také pro £ =0 vySel v (13) koefiolent % .
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V&ta 55. Budte a,, a,, ... Pourierovy koefioienty funkeoe { » ®poji-
té v (a,, “) (vshledem k intervalu (a/, l‘) a vshledem k ortogondlnimu
Bylt‘ﬂn q,. ¢2"'ooo)o

PoloZme ¢ = a’f I?L (.r)’zd/.x . Potom jJe

oo £
2 Z 2
(16) 2, log 1P @ J/;m/ dr .
Pogndmka 3. Specidlnd pro trigonometriocky systém (4) Je
co Q/"',Iv
2 <
(16%) —,:—Ia,,,l;v + ‘54 (Iw"’z'r I,ﬁlz) %’- £ E/I If(x)lzd/.z.

Budeme v daldim potfebovat pouse fakt, Ze pfi trigonometrické Fourierové Fadd
8pojité funkce je Fada

&0

2 2
(amn 2 Cagl™s 1415

konvergentni. Odtud siejmd

(18) /&Jhua/‘, =,&'m,,,€'6= 0.

Nerovnost (16) se nazfvd Besselova nerovnost. Dé se dokészat, Ze pro trigono-
metrickf systém plati v (16%) dokonce snameni rovnosti (tsv. Parsevalova rov-
nost - ale tu nebudeme dokazovat).

Nyn{ se budeme af do konoce sabfvat jen trigenometrickyim systémem (4) a
trigonometriokfmi Pourierovimi Fadami (12) s koeficienty (13) (budeme je psét
ve tvaru (12%)),

Punkece

(4) 4.m-‘%.m"§f’" (Ast,2, ...)

jsou redlné. Je-11i 4 = g+AA (g4, # redlné funkce), mi-11 4  Fouriero-

vy koefiolenty ay, 4z, a mé-1i 4 Pourierovy koeficienty a,, 4;, Jsou
ag s :51,. a/j,, ,&,&' redlnd a # ad podle pozn. 2 Pour. koeficienty

ap+rag , by +A; . Stadf proto, budeme-1i studovat Pourierovy fady redl-

njoh funkof{ ¢ ; p¥{eludné vity pro komplexni funkce se odtud ihned dostamou
bé%nfa spisobem. Déle budu stéle vySetFovat pouse trigonemetricky systém (4).
Fankoe (4) maj{ vSechny periodu .4 ; proto bude asi vfhodné studovat funkee
f y, 8pojité v (-0, +o00), které maji periodu A (tj. f(-t + A) .-.f(x)
pro vSechna 4 , a tedy i {(1 4-1/») =f(.z) pro viechna celd £).

Budi¥k f funkoe spojitd v (-w, +@0) 8 periodoun f . Tyedim, Ze pro
libovolnd reélnd ¥{ela a/, 4 Je
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W+ ,&vi-’.,
[grdu = [ ) du.
w &

Dikas:
.L-fﬁ, q,q-", I‘*’p
j((x)awa f,;u)d/u J purdes _[ ,eu)m.

Zavedu do poslodniho 1ntegr61n L apty a dostanu (Jetto £(y+4) =

Jpwrdws [Ligeprays [ g dya - j;(.e)d/a, :
W4+ o & a ya

Dikagz je proveden.

Jinymi slovy: Mé-11 ¢ periodu 4, Je integrdl funkece § pFes in-
terval délky /» negdvisly na poloze tohoto intervalu. Odtud je také viddét,
ke Pourierovy koeficienty funkae f » JeEk mi periodu /u » negdvis{ na vol-
bd &f{sla a ve vzoreich (13).

Pozndmka 4. PF¥ipomenme pojem funkece sudé: £(-x) = £(£) a liché:
f(-¥) = - (%) . Sou¥in dvou funko{ sudfoch nebo dvou funke{ lichfch je
funkoce sudd, soufin sudé a liché funkce je funkce lichd. Pro sudou funkoi f
néme

0 0 0 1Y
Jpwrdes - [fegydys - [ dys [ foo)au,
- Y Y 5
pro lichou funkoi
0 0 o a
[ grdy = - [gemdys [fpdys - [ porda
-/ w o 0
tedy pro sudou funkeci je
(74
Jgwade = 2 g de,
- 0o
pro lichou funkci f Je
a
J‘#(J)d/.! = 0, pokud pFi{sluiné integrily existujf. Nechl ¢ je
spojitd v (-o, +o) a mé periodu /v, 3} potom ml¥eme v (13) volit W= "%'

takle se integruje od - £ do £ . odtud je vidst: Je-11 £ sudd, e

,&a 0 , doetdvéme tsv. Fadu kosinusovou; je-1i ¢ 1lichd, je ay = 0,
dostdvdme Fradu s:l.nuaovou. Mimoto lse u sudé funkce psdt piri 7 nisto

integril 2,5. 3 podobn¥ u liché funkce.

:
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Pozndmka 5. Budil opdt § spojitd v (-w, + o) s periodou fv . Aby-
chom si v ddkazech udet¥ili psan{ ve funkcich

o3 z‘g:‘h y A %?i, poloE¥me

7
g (p) = g, neboli L) = g 20 .

Funkoe 9/ mé periodu <% ;

g(petm = f(ELET © g (BE ) gD a9

Neoht

247 | Ay som 2EZxy

A Iz

4(.!) o~ 24'0104- (a“ws

>
Aad
gl > faye 3

2 -
kde nap¥. (subatitnoe Y = %"‘—)

. £
aﬁ'—j?’(?)m"?’%’—-g 27l’.¥ Z’Zt’.l.’a(‘v’

2

(a,z" m&x*‘/fé Ml") ’

-

zm

ale 9,( sf(.z) , tedy w‘f’ = a4 a podobnd ,&: = ’é’é . Je tedy velmi

lehké prejit od funkoe ¢ (x) 8 periedom f Kk funkei {(—fz%:-) s periodou 27

& naopak. Proto budeme v&ty uvdddt pro funkoe s obeonou periodou 4 , ale
dikagy provddit jen pro funkoe s periodou <72 a pro ortogondlnf systém

(19) 4’ wsu.ﬁt'/’l//‘x (1"402'.00-)3

8istd formdlni pFechod k obeoné periodd # si Stend¥ provede sém.

Pourierova Fada spojité funkce ¢ s periodou 2% je potom

[~ ]
4 }
f(l) ~ A, + I,gl (a/"‘ cosbx + & /n/n»e.t) .

w"-%,- J‘ f(.z) cos Ry o é-ri J' f(.r) Ao B oAt
@ o
( &/ jeo libovolné redlné &islo).

G4stedné soudty této Fady jsou tsv. trigonometriocké polynomy (s periodou
A7) ; tak se ¥{kéd funkcim tvaru

v

A, + AZ." (AA cos Rx + BAmlx) '
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kde Ay, 3[, Jeou konstanty. 3 Je-1i aspon jedno & ¥isel Am,. 3n rosané od
nuly, mluvime o trigonometriockém polynomu stupn¥ ~ . DokaZme (abychom nemu-
8ili prerulovat dlkag hlavnich dvou v8t): Je-11i m p¥irogené &islo, Je

cos M3 trigonometriokf polynom stupnd ~ (a to bes sinusovfch Slent).
Dikaz indukci: pro mns? je to zfejmé. Neoht pro jisté prirogzené ~m Je

(21) cos ™y ="Zo Ag cosbx , xae 4, 340

(pro m =1 to plat{); potom je

S ,tZDA" cos Ax. cosx

gde Jeo

cosky cosx :% w6(4€+4).x_+i4-m(£-/)x

pro 4£>0, takie dostaneme

m+1
cos ** 1y = 2 Bp cosdu. (3 ,,=34,40) .

mv

Déle dokd¥eme: Je-11 m pE¥iroszené, A redlné, je ca” (X -AB) trigono-
mick§ polynom m -tého stupnd.

Dikas: Podle (21) je

(21%) cos™(¥ -f) = IEO Ag cosBlx =) =

N

=‘§0 (Ap cos AR cos hx+ Ay pimv R S pom A2)

(Am¢ 0 , takfe aspon jedno g ¥isel Am oosm/3 ’ Am MnmfB je rtgné od nuly).

V&ta 56. BudiZ # spojitd v (-o00, +00) a periodické s periodou
h>0. Neohf vEeohny Fourierovy koeficienty

'y

g =% J fw o LA fa(hn 0, 1,2, )
2 . 2Ry

/&' 37‘- _f“{(l)m —T—d.! (14,84,2 g oo )

jsou rovny nule. Potom {/(.z) =0 pro viechna redlnd x .,

Dlsledek. JestliZe { y & Jsou dvd funkoe 8pojité v (-co, ¢+ ©) 8 pe-
riodou 4 >0 , které maji stejné Pourierovy koeficienty, potom Je

3) Kdybychom pealil zl;:‘ J n:[s{:o Ax s, dostali bychom trigonometrické poly-

nomy 8 periodou 4 .
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g(x) = (%) pro vBeohna redlnd .« (nebol funkce f -9 né vEechny Fouriero-
vy koeficienty rovny nule).

Dlikaz vty 56. Abychom gjednodu&ili psan{, pFedpokléde jme b =17 . Te-

dy Je pe
ff(ﬂww{wdx:f’ (=0 ,1 ,2 , ...,
0
2%
\[{U)M@ﬁwdx=o (k= 1,2, ...).
o
Je-1i tedy T (¢) 1libovoln§ trigonometrick§ polynom, je
2w
(22) Jgw) Tydaw =0 4
0

Bes ujmy obecnosti predpoklddejme, Ze f Je redlnd (jinak bychom roglo#ili
na redlnou a imagindrn{ 3dst).

PFedpokléddejme dédle, Ze funkoce [ neni identicky rovna nule; g toho od-
vodime spor s rovnici (22).

Existuje tedy [ tak, Ze £(8) # 0 ; bez Gjmy obecnosti budix

f(/})-7*>0

(kdyby bylo {(8) < 0, uvaZovali bychom funkci - 4 ) . Pro libovolné pFi-
rozené ,»m sestrojme funkeci

(23) T (£) = (4 +eos (£ =80T .

To je soulet dlenl tvaru C/ co3™ (x - ) (ma 0,1, .o, m) , tedy Je
to trigonometricky polynom (visz (21%) ). PoloZme
B+

(24) Ime [ ) Tu(x)de ;
B-T

dokdZeme, Ze
pro doetatednd velkd mm je J, >0 ; tim bude nalegen hledanf spor s rovni-
of (22).

Je¥to £(B) =y >0 , plyne ge spojitosti funkce § » Ee existuje

J>0 tak, EZe
{(.x)%-zL pro viechna JXé€ <ﬂ-J.ﬂ+J>.

4) PFfechod k obecné periodd je snadny, viz poen. 5. M{sto ( O, 27) 1lze veit
libovolny integradni interval (a, @ + %) ,
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y= 1+ cos(x-p)

p-x P& p-§ P pef pes pox

Obr. 27.
v intervalu </3+d', B +T) o cos(x-f)

14+ cos (kefB)YT 1+ cosd .

V intervalu <A-TI, ﬁ+éi> Je ocos (X -ﬂ)img‘

4+w5(x--,8)=4+w5-g-;

a konednd viude Jje
44‘006 (x-ﬁ) 20 'y

Uvaime Joitd, B¢ o5 d

je mend{ neZ 41 a oviem nezdporné.

5 > cos o , takle Eislo g =

s cosd ,

Piiton volme d < T
(pro orientaci ddle
viz obr. 27).

Pankce § Je
spojité a tedy ome-
send v <0,21t'> 3

[gle)] = M.

V intervalu
(ﬂ"w ’ /’ 'd.> 1
tedy

s tedy

14 cosd

4+m—%

8isla A, p, d, M jsou ted j1Z déna; pFirosené 3islo mm miZeme vo-
11t libovolns. Abychom odhadli J,, , rosd¥lme integradn{ interval na n¥kolik
3dst{ (ntegnnd jo stéle £(x) (1 + cos (x-£)) )

B+
I I / TM. (1o cnd) . 2w
d

J
/3—{ B+
S + S a 0 (Jekto tam je {£x)>0 ) ,
R-d /3-0--%..

A4 _

f 2 d'.-zt. (1 + eos L™,

it

Takfe celken

I3 G (ecos L™ 0 - 22M1 + eos SN »

(25)
e

. L™ I
(1 ¢+ cos ) (2 27'['/‘17/’"').

2
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Je viak zlvm?’ s 0 } eoxistuje tedy p¥irozené ,m, tak, #e pro m Zm, je

/m » o0

7, 4—2':‘ 77[77' , takZe podle (25) je ‘2».,)0 pro m e my 3 to je hledany
spor s rovanic{ (22).

Uvddomte si gékladn{ ideu dikazu: Predpokléddme, Ze vEechny Pourierovy
koeficienty funkce 4§ Jjsou rovny nule, ale Ee funkce v nikterém bod¥ (3 je
risnd od nuly, nap¥. kladné. Z toho se snafime odvodit spor. Stad{ sestrojit
trigonometricky polynom T tak, ¥e

R+
(26) § gy T(nde >0 .

B-Tr
My&lenka je nyni tato: Snafim se nalést nesédporn§ trigonometriok§ polynom
tak, aby v bod¥ 8 m¥l velmi ostré kladné maximum, takZe p¥{spdvek k integrdélu
(26) od "malého” intervalu </3 -d, B+ d'>. v n¥nE [(x) Je kladné, prevdif
nad pr¥ispi¥vkem (moZnéd gdpornfm) od sbfvajiocich intervald <ﬂ -r, -5 >
</3+ f, ﬂ + ﬂ'). Abyohom takové T na¥li, vesmeme funkoi 7 + cod (x -A),
kterd je stdle nezdpornd, v bod¥ [ je rovna 2 a viude jinde v intervalu
</3- ) S /3 + 7I'> Jo men¥{ ne¥ 2 . M4 tedy skutedn¥ meximum v bodd X =8 .,
Ale toto maximum nen{ pop¥{pad¥ dostatednd ostré. Proto umocnim tuto funkoi
na "velky" moonitel <»m , &{mZ se maximum stane “"velmi ostrym”.

Véta 57. Budi¥ 4§ funkce s periodou # » kterd mé v intervalu
(=00, +00) s8pojitou derivaci. Potom Pourierova ¥ada funkce f (pro systém
(4)) Jo stejnomérné a absolutnd konvergentni v (=0, +o) a jeji soufet je
pro ka¥dé redlné » roven f(x) .

Dlkas stali provést szase pro funkce (t¥eba komplexni) s periodou 2X .
Pourierova Fade funkoe 4§ Je

(27 T 2, (ag cosho v by pimdka)
kae , Y |
(28) a/‘a 7.!"_5[ f(.!) wsl.z d&, /{’6 s—j!zr,-bf{(.t)m&ldx.

Derivece f’ je podle predpokladu spojitd a mé oviem periodu 27" . Tedy mé
jakousi Fourierovu Fadu

A S .
(29) 2’ + &2.1 (AAw_,Lz + '-B/b siom Ay |
kde
4 an .
(30) =7 [ §700) cos huddu
o
'B/L --”1,- ff’(-ﬁ) s Az ds o
o
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Podle pognémky 3 k v&tE 55 je

2
(31) 124 ([ Ag 1%+ |Bg1%)

konvergentni{. Aviak integraci per partes dostéivéme (s vyuZit{m periodiZnosti)
pro kg1

X o 2%
AL' [f;;'{(-l’-) w'sl.zj + %’,- jf(x)mhd«z s 0« ""{l ’
0
a podobnd °
j%’ = - ,l;a“‘ .
Tedy jo Fadea
(32) 2, A lag*+ 2714y

konvergentni. Ale (/x| = | /3])2’ 20 pro videchna komplexn{ « , /S , tedy
2Bl % |xi* + 181*, takde

4

’%,.A

(&Iazh g -24- (‘43 42 1%12)

a podobnd

l&l:%(fz 'y’ [,,44[2) .

[~ad
Z konvergence Fady }124 -’% a & konvergenee Fady (32) plyne tedy konvergence
¥fady *

4 oo
z ’a’o’* 2 (lw‘l’+ I/&I) ’
& =i

00% je Fada 8 konstantnimi &leny majorantnf k ¥ad& (27) v (-, +a0) . Podle
véty 45 je tedy v intervalu (-, +o0) Fada (27) stejnomdrn¥ 1 absolutnd

konvergentni{ a jej{ soulet je oviem funkce s periocdou 27 - ogna¥me ji 7 -
kterd je podle vEty 40 spojitd v (-, + ) ; tedy

g(L) = 74-a,°+ LZ_4 (a, cos R+ /é‘_,wmi.x) .

Podle vEty 54 Jsou tedy &{sla T'fa,,,, Qr ﬁ Pourierovy koefiolienty funkoe
9 » ale soufasnd jsou to Fourierovy koefiolenty funkoe / . Tedy podle
disledku vty 56 je g toto¥nd » f s t3. Je

o0

.f(.x) = %a,aq- lZ (a%waé.z#,&,scoul.x)

a Fada vpravo (tj. Pourierove ¥ada funkoce ‘f) Je stejnom&rné i absolutnd kon-
vergentnf v (-0, +00) . V&ta 57 je dokdegéna.
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P#{klad 2. Budi¥ c¢=>0, 'f(.z) = (-t‘z- r/‘)z' . Choeme tuto funkoi ros-
vinout ve Pourierovu ¥adu v intervalu (— vy, ¢/ ) . Mankoe f mé v bodech
¢+ ¢ hodnotu i derivaci rowvanou nule:
f(: &) = f'('!'- ) s 0. Jejf pridih
Jeo nasnalen na obr. 28. Heni oviem pe-
Yo 0 riodiocké; sestrojfme proto funkoi ¢,
kterd v intervalu (- c,¢) splfvé
s funke{ f a md periocdu 2¢; Jejf
prib&h je nasnalen na edbr. 29.

Obr. 28.

obr. 29.

Z¥e jnd Je f(x) =9,(x) dokonce v usavieném intervalu <- Cy U) . Funkoe g
Bd sfejm¥ spojitou derivaci v (-0, +o0) 5). Tedy Pourierova Fada funkce ¥
konverguje stejnomdrnd v (-o0, +) , a jej{ soulet Jje roven funkoi ¢

vV (a0, +c0) , tedy se rovnéd funkei f v (- ¢ +¢V> . Jekto 4 je su-
dé4 funkce, je jeji Pourierova Yrada kosinusovd, tj. schédzej{ Zleny se

Al Zé’;" } tedy Je

2 2 1 < £ x
(X -r/Z) ’-i-a/o +L§4%m

&

pro xe(- c r/> ’

kde
4 & 2_ A7y
w( = == {/ (£° = ) cos — .

5) Jakéei pochybnost by mohla veniknout v bod¥ -C a v bodech, které se
od nSho 1i%{ o nésobek periody <¢ . Ale v bod¥8 -c néme z¥ejms
9p () = fi(-e) =0, 97 (-¢) =29'() =¢'(e) = 0 (periodicital),
takfe existuje 9 '(-¢) = 0 . Dpdle je pro x€ - 0, 0) g°(x) = ¢,
tedy je g’ spojité v (- ¢, 0> apro Xé{-2¢, -¢) je 9°(x) =
=g (¥+20) = f(.x + 2) , tedy je ¢  spojitd v {~ 2y - &> . Tedy
Jeo 7 spojitd v bodé -c/ a tedy (periodidnost!) 1 v bodech -¢ + 24
( & celé).
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¢
(lge téZ psét %-f ). Vypoltdte ap 3 dostanete
o

) -1
by, 4t S (=) % £

2)2

2 d
(x c =
pro X€ <- ¢ ¢'/> + Soulet Frady vpravo Jje funkoe s periodou <2¢ . Je-1li
tedy nap¥. Jo 3« <J¢ , né ¥ada vpravo soulet

g) s glx-ko) af(s-bo) s ((x - 4e)* - 02)2
(nebot -cax - 4 <o) .

P¥{klad 3. Kdybychom cht§li rosvinout podle ne#i vdty 57 nap¥. funkoi
f(x) = 2 v intervalu <- 1, '1) » naragili byochom na tuto obt{%. Sestrojme
op§t funkei ¢ tak, aby m¥la periodu 2 a aby bylo g¢(r) = £(+) pro
-1 %x<1, 2 gratu (obr. 30) je begprost¥edns vidét (a snadno lgze ovéFrit

podtem), Ze g Joe spojitd v (-, +x») , ale

gi (=) =4 s -2, (=1 =g/ =g () =2,

-1 0 1 -J -2 -1 0 1 2 J
Obr. 30

takZe funkoe ?/ neni epojitd v (-, ¢#+©) (v bodech 24 +1 , kde 4
je celé 8islo, ?/' vibec neexistuje). Na3fi vty 57 tedy sde nelse ulft.

P¥{klad 4. Pokusme se rozvinout funkoi f(.r) s t¥ v intervala <. 1, 4}
ve Fourierova Fadu. Sestrojme funkoci ?/ podobn¥ jako d¥{ive (obr. 31).
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Zde funkce ¢ nen{ spojité v bodech = 2k + 1 ( K oelé); v tekovém
bodd méd ' d limita sleva ¢ , limitu zprava —11,- . Op¥t se nedd ul{t vity
57.

P¥edpoklady v¥ty 57 jsou tedy p¥{li¥ omezujici. Na St¥st{ plat{ vity
obeondj¥f, s niohZ nejjednodudd{ (Dirichletovu) uvedu (bes dikaszu).

Vita 58. Punkce ¢ & periocdou 4 >0 Dbudi¥ definovdna a omesens
VvV (=c0, #c0) . Neocht lze svolit 3{sla

CHh < € < <eese <= & 3C, + 1 Lok, Ee

v kaZdém intervalu (c{id. r/};) Jeo f apojitts) s nonotonni”. Potom Fourie-
rova Fada funkce ¢

4 S e 247
(53) 7% * ‘§4 (ay cos y +,&m _f_)

nd tyto vhstmati:a)

l. Je konvergentni pro viechna redlnd . .
2. Joji soulet v kakdém bodd «x je roven

7 (lomfit) + Lm f6))

+2x- tox+

Jo-11 tedy ¢ epojitd v bodd & , je soudet Fady (33) v bodd x roven
(o -

3. Je-11 ¢ spojité v n¥kteréam intervalu (A, B ), je Fada (33) stejno-
m¥rn¥ konvergentn{ v kafdéam intervalu <{(«,S) , kide A< « <fB<3B,

Podle této vity mileme dopo3ftat pF¥iklady 3 a 4. Provedte to! Dostanete
tyto vysledky: Pourierova ¥Fada funkae ?41) g pr¥ikladu 3 je

oo 4
A, 4 ="
3 * ,&§4 YE cos RTx.
Tato Fada je stejnomdérnd konvergentn{ napi. v (- 1 ,4) a tedy (nésledkem
periodilnosti) v intervalu (-, +m) ; Jjeji soulet je 9(-!) } pro
-1 &x 41 pd tedy soulet x? . Pourierova ¥ada funkoe ;(1) g p¥{kladu
4 Jo -~ 4
(e - 1) (4.5 &0 (cosdXy - AT Ainha )
& 2 L1 - 1 + £°n2

6) Tento pFedpoklad lse vynechat.

L BoAY €6 9 45 ecey Om tvold rogd¥leni intervalu €, ¢, + A> o déloe
rovné periodd; je skoro gi¥ejmé, Ze spln¥ni predpokladu negdvief na tom,
jak volim ¢; .

8) az ’ l;‘_ jsou ovdem opdt definovény vsoroi (13).
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Jeji soudet v intervalu (- 1,1 ) Je e”* s Pro xX= -1 apro x=z/1 mé
soudet % (2« 7':- ). Rada je stejnomdrnd konvergentni v kaidém intervalu
tvaru <-4 +d, 1 - J> (0<d <1) . HNemlZe viak bjt konvergentn{ v ¥4dném
intervalu <4 -, 4+ ) (F>0) , jeZto jeji souZet neni spojit§ v bodé&

l. Soudet ¥ady je periodiokd funkoe s periodou 2 .

Pi¥iklad 5. Rozvinme funkci {(.z) = ¢t* v kosinusovou fadu v interva-
lu (0,41) . Vime, %e Pourierova Fada sudé funkce je kosinusovéd Fada. Se-
strojme tedy funkci ¢(¥) tak, fe pro 0= x £1 Je g(x) = f(x) =2, pro
-41< x<0 je g(x) = 9(-x) ={(-.z) =2~ (viz obr. 32) a déle definujme
¢ tak, aby méla perio-
u 2 . Je via¥t, Ze
¢ Je 8poJitd v (-, +).
Pourierova Fada funkoe
4 mé tedy v kaXdém bodsd
x soulet ¢9(x) . Kon-
vergence Jje stejnomdrnd
nap¥. v <— 4,") a te-
dy (ndsledkem periodid-
nosti) v (-0, =) .
Pro 0 $x £1 je jejt
souset £* , pro
-4 x50 je jeii
soufet <~ . Propodts-
obr. 32. te tuto Ffadu; dostanete:

A
2 (=-41) -4
.8/"'/ +2§ fz
A=1 1+ R

cos Arx

P¥{iklad 6. Rogvinte f(x) = ¥ v sinusovou ¥adu v intervalu ( 0,1) .

Funkoi ¢ 8 periodou 2 budu nyni{ konstruovat tak, aby byla lichd (visg

obr. 33). Zvolim ¢(x) s £(x) =2* pro 0<x<1 ; pro - 4<x<0 gvolim
ghx) = —g(-4) = = f(-x) = -£™F, g(0) = -9(0) , tedy F(0) = 0 . zvo-
lim-11 je3td 9(71) = 0 , md Pourlerova ¥ada funkoe ¢ v kafdém bodd ¥ sou-
Set 9(%) . Rada je stejnomirnd konvergentni v kaidém intervelu tvaru

(mae d ,me 1 -y (0<d= % , »m celé). Dostanete tuto Fadu:

- 2 £ 3
-ar > -1 A1) s Y .
A=1 1+ L% n? (( )y e ) *

V intervalu (0,7 ) mé Fada souset ¢* , pro « =0 g pro ¥ =7 mé sou-
set O .

Pogndmka 6. Trigonometriocké Fourierovy ¥ady

o0
Q, /4
e, S mzﬁx

24 Ty
2 =1 (Q/" /L —_—)

Y o

+,4zﬁh;
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slou¥{ k rosvijeni
periodickfch funko{

0 periodds 4 . Ta-
kové periodické funk-
oe slou¥{ k vystiZen{
periodickfoh jevi

v p¥{rods, které

Jsou velmi Zasté a
dlle#ité (meochaniocké

a tedy 1 akustioké,
elektromagnetioké a
tedy i1 optické kmity,
periodiocké pohyby pla-
net atd.). Obeonf 3len

P c— — —

———Nq

2hmy
s

24 Tt
;»

slouZ{ k popisu nejjed-

nodudd#fich kmitt, totif Obr. 33.

k popisu tgv. harmonickych

kmitd 8 periodou fEL y €111 e kmitoltem -;%—. Tyto kmitodty jsou tedy u

Jednotlivfch &lenid Pourierovy ¥ady (kromd konstantniho 3lenu) rovay ndsobkiam
gdkladnfho kmitodtu -%7 . Poda¥{-1i se ndm tedy n&jakou periodickou funkoi

rogvinout v trigonometrickou Fourierovu Fadu, rogloZili jeme tim p¥{slulnyf

"kmit" v harmonioké kmity o kmitoZtech % . 7{- . 7’;, ... V akustice jim od-

povidaj{ harmonické tony k sékladnimu tonu o kmito&tu 5% .

@, cos +
A

+.€lbdn

Pogndska 7. Probrané p¥{klady by mohly véet k domndnce, %e snad kaZdou
periodickou funkci lse rosvinout, aspon v bodech, kde je spojité, v trigono-
metrickou Pourierovu Fadu. Neni tomu tak; lge nap¥. sestrojit periodickou
funkci spojitou v (-w, +0) , Je)Ji{¥ trigonometrickéd Fourierova ¥ada je di-
vergentn{ ve vi#eoh raciondlnich dbodech. Jak mife vypadat mnoXina bodd diver-
gence spojitfoh periodickfch funkef, nenf dosud dostateZns gndmo.
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