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Kapitola V.

—

MAXIMA A MINIMA. TAYLOROVA VETaA.

Tuto kapitolu je moZno studovat také hned po kap. II. nebo po kap. III.
Pouge je nutno

1. uvddomit si £ kap. III., § 4 definici funkoe spojité v bod¥ ¢ € M vszhle-
dem X M a funkoe spojité v mno¥ind M ,

?
2. & kap. IV pojJem kompaktn{ mno¥iny (stad{ v3ddt, Ze mno¥fina Mc f, se na-
gfvd kompaktni, kdyZ je uzav¥end a omezend).

3. vypdj¥it ei z kapitoly IV tauto v¥tu (vis "ddsledek” vity 71): Je-1li ¢
redlnd funkce spojitd v kompaktn{ mno%in¥ M cC E, , potom mezi hodnotami,
kterfych .f v M nabfvd, je jedna ze viech nejvdti¥{ a Jedna ze viech nej-
mensi.

§ 1. Lokédln{ maxima a minima; nutné podminky. Staciondrni body.

Budil¥ déna redlnd funkoe cf , definovend v mno¥ind Mc £, . (V této
kapitole mluvim jen o redlnfch funkc{ch redlnfoh promdnnfoh; proto dbudu slovo
"redlny" vynechdvat.) Mezi jejimi hodnotami, kterfch v mnofin& ™M naby§v4,
mi¥e bt ndkterd nejvétdf, nap¥. hodnota £ (¢) . Potom F{kéme oviem, Ze
&{slo {(¢) Je nejvitd{ hodnota nebo maximum funkoe ¢ v mnoZins M , a Ze
funkoe {7 mid v bod$ ¢ maximum vghledem k mno¥ind M ., (Takovfch bodld miZe
bft oviem vice.) Takevé maximum nemusi existovat. Je-1li nap¥. f funkoe
(jedné promdnné) rostouci v otevieném intervalu (a/, 4) , nenf mezi jejimi
bodnotami, kterjoch v (a, £) nabfvé, 54dné nejvdtd{ ani ¥4dné nejmen¥i.

V jinfoh p¥ipadeoh gase Je existence nejviti{ hodnoty szarulena obeonymi vé&tami,
1 kdyZ ji treba nedovedeme vZdy urdit. Tak nap¥. je-1i ¢ funkoe ( v pro-
n¥nnjoh), kterd je spojitd v kompaktn{ mno¥in¥ Mc £y, , mnéd funkoe v n¥kterém
bodd c €M gvé maximum vzhledem k M (vig ddsledek vdty 71). Podobn¥ jako
maaxinum se oviem definuje minimum.

N¥kdy nds sajimaj{ lokéln{ vlastnosti funkce. K tomu oc{li zavedeme tuto
definioi:

Definice. f{kdme, ¥e funkce ¢ ( » prominnfoh) mé v bod¥ ¢ € £, lo-
kéln{ magimum, jestliZe existuje Jd >0 tak, ke je

¢ ) ‘-‘f(t‘/) pro vechpa « € u‘{(c/) .

Rikime, Ze f nd v bodd c € E/U ostré lokdln{ maximum, jestlife existuje
d>0 tak, Ze je
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| {/(1) <f(f/) pro viechna X € 'u;m.

(sde Jjeo vhodné vsit redukevané okoli, protede pro «x sc’ plat{ snamen{ rovno-
sti). Pefinice lokdlnf{ho minima je obdeband, jen misto < , < se pile =,
> o+ 8Spolelny nisev lekdlnich maxim a minim je lekdlni extrémy.

Musime p¥esnd roslifovat mesi ma-
ximem funkee vshledem k M a mesi le-
kdlnim naximen. Nep¥. funkoce nalirtnutd
na obr. 35 ad v (a/, #) 1lokkln{ maxi-
ma v bodech ¢4 ,¢5, lokéln{ minimum
v bod¥ c; (vesals ostrd). V dedd ¢4
nadfvd funkoe svého maxima vshledem
k <a/, .5'> s Rinima nabfvd v bodd o/,
kde vibeo nemd lokdln{ minimum.

o9
S
o

s 4

Jestlife funkoe ¢ ( » promin- Obr. 55.
nfch) mé své maximum vzhledem k M
v nékterénm vnit¥nim bed8 ¢ mneliiny M , potem mé f v bod¥ ¢ nuta¥ lo-
kéln{ maximan (nebot existuje o - okoll U s(chc M , a tedy fle) Je
nejvitB{ se viech hodnot f(.z) pro xe Us(c) ). Jestlilie tedy funkoe ¢
nadbfvéd v ndkterém bod¥ mnofiny M své nejviti{ hodnoty (nejvitd{ ze viech
hodnot .f(.z), X € M) , potom budto je tento bod hranilnim bedem mnokiny M
nebo mé ¢ v tomto bod¥ lokdln{ maximum (vis obr. 35). Podobn¥ pro minimam.
O0dtud plyne ddle¥itest lokdlnich extrémi nap¥. pro hledéni nejviti{ nebo nej-
mend{ hodnoty dané funkoe f v dané mno¥in¥ M .

Pro funkoe jedné prom¥nné mifeme hned odvodit jednu nutnou podmimku pro
lokéln{ extrémy.

Je<li £°(A>0 nebo £°(e)< O (pFipoultime 1 hodmoty ¢£'(c) = + oo

nebo - o 1)), nemé funkes £ v bedd o loxklnf extrém.

Dikas: Je-1i £'(e)>0 , Jo ¢ “rostouot v bodd ¢ " , tJ. existu-
jo 4>0 tak, Be pro ¢ <x<C +A Jeo fx)>f(e), Ppro c-A<x<ye
Jo fx)< f(c) . Vis D I, vita 131. Odtud je stejué, 5 ¢ nemé v bedd ¢
sni lokdln{ maximum ani lokéln{ minimum. Podobn¥ pre ¢£°(c) <0 .

Tedy: 1lokéln{ extrémy moheu nastat jen v tioch dodech, ve kterfoh deri-
vace budto neexistuje nebo je rovna nule. Ovlen v tE&chte bodech jestd lekdl-
n{ extrém nastat nemus{, nap¥. funkee f(.x) =x? né pre X 30 derivaci
4(0) = 0 , ‘& presto funkoe ¢ nemé v bedd 0 lokdln{ extrém (medet pro
X <0 mi hodnoty menkf nei #£(0) s 0 , pre x>0 =i hodnety vitiéi). Ples-
to miZfe tato jednoduché vita bft uiitednd. P¥iklad:

1) oviem + o po¥ftém mesi kladné, -« mesi séporné hednoty.
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Hledejme nejvdtE{ a nejmenki hodnotu spojité funkoe
{(.l) s2x% = 9122 4 122 -2 vzhledem ke kompaktn{ mnoZXind <—;—, 3> .
Pankoe { vekutku ndkde své ne)v¥tS{ a nejmend{ hodnoty v <3i , 3>  na-
bfvéd. Mi¥e to nastat jenom budto v n¥kterém gz hranisnfch bodd '3& , 3 , nebo
v nékterém s bodd, ve kterfch ¢’(+) = 62 - 18x 4+ 12 2 0 ; to jsou body

2

ref , xa2 . Jopak ((E)= 2+ L, 4123, F2) =2,
f(.’i) s ¥ . Tedy funkce nabfvé svého maxima vshledem k intervalu (3, 3)

v krajnim bodd « =J (kde nenf{ lokéln{ extrém, nebot ¢'(3) ¢ O ) a mini-
ma ve vnit¥nim bod¥ «x =2 , kde tedy nutnd je lokéln{ minimum.

Podobnou nutnou podminku pro lokdln{ extrém lze ihned odvodit pro funkce
nékolika promdnngoch:

Vita 75. Budi¥ 4 funkce /A’ proménnfch. JestliZe v bodd
¢ 3[¢q, eees ¢4 ] nEkterd s derivaoi

—>L. seey —bﬁ existuje a je risnd od nuly, nemd f v bodd ¢ 1lokdlni
24y 41 extrém

Dikaz: HNechit nap¥. —;-.é v bodd ¢ existuje a je kladné..z) Potom funkoe
g (1) = f(Ly365y caey i)
mé v bodd ¢4 kladnou derivaci, tedy je "v bod¥ ¢4 rostouci". Tj. existuje
A>0 tak, e pro ¢, <x, < ¢, + A Je
g (1) >9lcq) , tJ. FUx1 0%y ceer ) >4,

apro ¢ -A<X,<e¢, Je

9/(11)‘?/(“,) ’ tJ. f(.l, ’%, ooo,%)‘#(”’ ]

Tedy v kaZdém okolf U (¢) existujl jek body x , v nichE #(x)>4(c) ,
tak body x , v nich¥ .f(x)<f(c/) . Tedy v bod¥ ¢ nemé ¢ lokéln{ extrém.

Tedy: Jestlike funkce ¢ mé v bodd ¢/ lokélni extrém, potom budto ndkte-
rd £ derivaoct —;‘f— y ssecey —aﬁ v bod¥ ¢ neexistuje nebo jsou viechny tyto
1

LA
derivace v bodd ¢ rovay nule (vdta 75 ¥iké dokonce o n¥co vice).

Véta 75 ddvéd nutné podminky pro lokélni extrém. V § 4 odvodime nékteré
podminky postalujici.

Ve fyzice 1 v technice se 3asto u¥ivé pojmu "funkce 4 Jje v bod¥ ¢/ sta-
ciondrn{i" 3). ?*{m se min{, zhruba Feleno, ¥e piirfstek

2) pro %é— <0 je atkas obdobny.

3) Bikk se také, B¢ ¢ Je staciondrni bod funkce f o
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{(f/’ 0‘/4. cesy V/U *AIL) -((6/4' seey c//u)

Je pro "mald" /&, y esey ﬂ,‘, *mnohokrite men¥i" ne¥ vsdélencst bodd
[c/,,, coey r/,b] ’ [t/1 +A,, ) ceey &4 0»47,] « Plesnd definiee je tate:

Definice. Rfkéme, ¥e funkce f Jo staciendrnf v bodd ¢ = [c/, 0 cesy q].
Jestlilie

Ly ﬁ”{ "A’f pecest)y *‘A’A,) 'i(V{, seey )
Wyreernd = [00eeed) T e e i

To se dé prepsat takdé takto: osnalme

=0

f(C/,' + 49 ooy C/A‘ + A') -f(%. oo.’U/‘,)

VAZ AZ« oo v 27

= ; (-44. ooo,A/A,) )

co0Z lge padt
$leq s Ay, ooyt Ay -4y v y) =
= 0.,‘14 + OoA/z + oee *+ OoL‘, + ;/2’2* see * 14~2 ;(4”’000. "’4,)'

Podainku, sby funkce ¢ byla staciondrnf{ v bodd ¢ , lse tedy vyslovit také
takto: funkoce g » definovand rovniec{ (1), mé vyhovevat podminece

frvv‘ (Bygy eoer by ) = O . Podle definice totdlnfho diferen-
[‘t,.ooo,k&,]" O'OOO'OJ¢ 1 PR

0idlu to lze ¥ioci také takto:

Punkoe # ( &~ proemdnngoh) je staciondrni v bedd o tehdy a jen tehdy,
Jestlille jsou splni¥ny tyto podminky:
1. f md v bodd ¢ totdln{ diferencidl,

2. v bodd ¢ Je —aka—aé-- coe s—;z%a 0o .

).‘4 ).zz
To je tedy velmi jednoduchéd nutnd a postalujfef{ podminka pro staciondrnost.

(1)

Podle vity 75 je vid¥t toto: Mé-1i funkoce / v bodd ¢ tetéln{ diferen-
0iél a lokdln{ extrém, je { v bod¥ ¢ staociondrnf. Obrdtit se to nedé; nap¥.
funkce jedné promdnné (x -/ 3> né derivaci 3(x -4 )z » takie je staciondr-
ni vboddé « =1 , ale sfeimd tam nemd lokéln{ extrém, pondvadl je resteuoc!

v (=0, +@) . Jo tedy sice jakdsi souvislost mesi staciendérnimi bedy a lokdél-
nimi extrémy, ale je dosti slofits.

§ 2. Lokfln{ extrémy vshledem k mne¥iny.

Ze3nime pr¥ikladem. Vesmime n¥jakou spojitou funkci dveu prom¥nnfoh, tF¥eba
.{(.x ,7/) . bxym(-!zoxry - 72)

& elipsu ™M , danou rovaici:
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(») x% 27/2.4 .

Jeito mno¥ina M je konpaktnil), nabfvd funkce ¢ v mno¥ind M n¥kde svého
maxima a ni¥kde svého minima (vshledem k M ) . Klademe si tedy otészku, kterd
s hodnot, jioh% f nabfvd v mno¥ind§ M , Jje nejvdtd{ a kterd nejmen¥i.

Ve vnit¥nich bodeoch mno¥iny M ném, jek vite, mlZe poslouZit pojem lo-
kdlnfiho extrému. Ale nade mnofina ™ vdbeo vnit¥nf bdody nemé, jen body hrani’-
ni. Je proto vhodné modifikovat defimioi lokélnich extrémid;

Definice. Budil ¢ funkce » promdnnfch, MecE , ovce M, Eixkme,
ke funkoce ‘f mé v bodd ¢ lokdln{ maximum vshledem k N , jestlile existuje
>0 tak, ¥e je §(x) & £(c) pro veeehna te Uy (c) 0 M. Obdodn¥ pro lo-
kdlni minimum vshledem k M . Spoledny ndsev: Lokéln{i extrém vehledem kX M ,
Je gFejmé: Jestlilie v bodd ¢ €M nabfvé funkee ¢ nejvdtS{ hodnoty vzhledem
k M, mi ¢ v bod¥ ¢ také lokélni maximum vshledem k M,

V nallen p¥{kladd byla mno¥ina M elipsa, dand rovniof (»*) . Tj. v tom-
to p¥{padd by 510 o nejvitsi a nejmend{ hednotu funkee v mno¥in¥ t3ch bodd,
které vyhovaj{ rovnici (*), pop¥{p. o lokéln{ maxima & minima funkce ¢
vehledem k mne¥in¥ t&oh bodd [¥,4 ], které vyhovajf rovmici () . Takové
p¥{pady se velmi Zasto vyskytuji v matematice, v mechanice (pohyb vézan§y na ur-
ditou plochu nebo k¥ivku apod.) i jinde; proto se jimi budeme ted sadbfvat. Ta-
kovioch rovnic tvaru (%) mf¥e bfti i n¥kolik.

Yyjdeme £ t&chto predpokladds

I. Je déna oteviend mmo¥ina N< £, (A>0, »>0 ) a s+1
funked{

(1) f('!»f’ ecey J},_,.,é) ’

(2) G‘x1' XX "/04-,6) 9 oscey 6/5(‘!4’ ""x/(,,',‘&) ’
které 'maj{ pareidlni derivace l.¥rddu spojité v N .
IXI. Budi¥ M mno¥ina on¥ch bedd s N , které vyhevujf rovnicim

G‘,(‘x{’ seey x)l/i-b ) = 0

(3) essee
GA(‘!J’ ...’xk'l'b ) 3 0 $

necht matioce

1) gnadno sjistite, ¥e doplndk mneiiny M , tj. mno¥ina tSch bodd, ve kte-
rfoh jo x%.+ 27“"4 nebo X2+ Zy"'>4 y» Je oteviend.
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2Gy 2G,
2x p o0
1 ' 2'!/04-;6
(‘) [ 3K 3N B N )
Y6, %Gy
314 p ooey )‘z
Aa b

mé v ka¥dém bods mno¥iny M hodnost 4 (t). aspon jeden /4 -Fadovy determi-
nant matice je rt@znf od nuly).

Vdta 76. Budte splniny pFedpoklady I, II. Budi¥ ¢ € M pod, ve kterém
funkce 4 mé lokélni extrém vshledem k ™ . Potom existuji (redlnd) ¥isla
‘14 9 oecey ‘1}_, tak. fo v bodd v = ¢ JQ

? 2G 2G .
(5) -3‘%‘.'\11 )x; + o0 "'\be‘ijL' 0 pro ?" 4 9 eoey ﬁ/"o

Pognédmka 1. V¥ta ddvd opdt nutnou (nikeliv postadujioi) podminku pro lo-
kéln{ extrém. Bod . =[y,, coopXy o A.] mtike?) advat lokdln{ extrém vshledem
k M jen tehdy, jestliZe xeM (tj. jestliZe platf (3) ) a Jestli¥e existujfl
Ay, eeey Xp tak, ¥e platf (5). Po je celkem ~ +24 rovmnic pro 4 +24 ne-
gnémfch ¥4, eeapX, .y Ry, eeey Ay, takie je nad¥je, ¥e aspon v jednoduchfoh
p¥ipadech £ nich budeme mooi urdit body [, , """‘/w,s] "podes¥elé” z extré-
mi. (8f{sla 1,, ..., 14 Jsou jen pomocné, ale potfebujeme je pro formulaci
véty.) Velmi dob¥e se (5) pamatuje takte: Postupuje se tak, jakoby se hledaly
lokélni extrémy funkce f+~1.,6., + e0e + Ay Gy (L +4 prom¥nnfoh
Xy eees¥,  ,)s EKdo choe jik ted sl v¥o pFidlfi¥it p¥ikladem, mile si probrat

p¥{klad 1 a teprve potom se vrdtit k dbkezu vity 76.

Dikaz vty 76. Budi¥ o= [, cees®, ,]1€ M Dod, ve kterém § mé
lokéln{ extrém vshledem k M . Potom aspon jeden 4 - ¥adov§ determinant matioe
(4) jJe v bodd8 ¢ risnf od nuly. JeZito predpoklady i tvrseni vity jsou symetrio-

ké vehledem k ¥,, ..., ek ? smime bez ujmy obecnosti p¥edpoklédat, ¥e v bo-
d8 ¢ Je
)G,' 2G,
X R 1"
A A+ A
(6) 3 0.
3G, 246,
_D.x JEELLI
A+ y Y

Eyn{ jesou viak splnény pFedpoklady vity o implieitnich funkocich (v¥ta 19). Tedy
existujl 8isla d >b0 , d4 >0 s timito vlastnostmi: Ke ?!dﬁn bodu
(xgp oeerxr) € UA[cf, ceepych] ) existuje v okold 74‘,1 ([Chagroer Shosl)

L4

2) Ale nemus{!
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prdvd jeden bed [x&”, eeer¥, ., ] tak, Ze plat{ rovnice (3). Osnad{m-1i soun-
#adnice tohoto bodu takto:

JLA”,’ .% (J4, ooo'\xb) ’

Jlb"‘A s CfA (‘!49 00-9‘1/‘/) ’

maj{ funkee ¢; , ...y § spojité parcidlni derivace 1.Fddu v u}’( 79

Jest ovien

(7) F1 (G ceerChd = &ypygnee
¢A((/4’ ecey U/‘,) ‘V/‘/*/S .

Podle pFedpokladu mé £(X,y seep®, . ) vbod¥ [¢f, ..., ¢, ] lokéln{
extrém - t¥eba maxilu” - vehledem kx M. Dokd¥i, ¥e "sloZend&" funkce
(8) 7}1(14, ...,x/b) 3{(-‘1. ...,JA’,-?" (“1. ""xﬁu)’ ee e

seey (fb("¥4’ ce ey ‘BA,) )

mé lokdln{ maximum (ve smyslu § 1, nebo - choete-1i - "vshledem k £, ") v bo-
48 ), ceey ¢, . To je snadné. Existuje totil A >0 tak, Z%e je

WA

(9) ‘/(14, ooo,xb'xh*". ...,J/L"A)

f{(ﬂ.,, cosr s Uy gy ceer &y ) pro viechna

[ eeent, ] €U ) M.

Iﬁlen: hned volit A< Min(d, dy3) . Jeito funkee WPyy sees Py Jsou spojité
v ud-([cq. eees &4,]) , a v bodd [U., s ssey ¢4 ] nabfvaji hodnot Cped ? oo
cesy ¢, ,, » mileme volit Ay<A (A;>0) tak, Ee pro

(14 eeer2n] e u,;‘:([cz,. cooy 1) Je Ig%-(-t“ ceerty) =0, - l<A pro
41, «eop A . Tedy bude (9) splnéno, kdy [Xgy eoer¥r] € :;([c/,,
eer ¢ ]) & kdyk sa x, . (721, ccay b) deuladino 50;;(.1,, seep¥r) 3 podls
(8), (7) to snamend, ¥e pro [34 » eevs iy ] € Ug (fcgy oeny €3] ) Jo

Ngy eeeygdy) T P(cg, eeep ¢4) 3 tedy vekutku mé funkce 9 Vv bodd
Eq, cees @] lokdlni maximum.

Jekto vileohny parcidlni derivace l.¥ddu funkce 4 jsou spojité v bodd
["’4. eoey ‘/Ju,s] a paroidlni derivsce l.¥édu funkol ¢, , ..., ¥ Jsou spojité
v bodd f_C/, 9 ecey C//.,] , miZeme parcidlni derivaoce funkoe 7 v bodd
[‘4. ceoy c:/,.,] po3ftat podle obvyklého vsorce, & tyto derivace jsou vesmés rov-
ny nele (jeikto Yy tan md lokdln{ maximum). Méme tedy rovnioce

3) P¥ipad minima se plevede na maximum, prejdu-li ed f k - f .
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P, 2¢5

Déle oviem "sloZené" funkoce Gj(J“ coerh s Py (Fgy cangth)y cooy

cony Py lay, ...,.-x,,,) ) Jjsou rovny nule pro viechns

[X4s eees ¥p] € ud([_a,,. eeey &4 J) @& tedy 1 jejich parciélni derivace json
v tomto okol{ a tedy specidln¥ v bod¥ [¢;, ...pc4] rovay nule:

A .
3G, . 20, agol. 0
dxp j s1 X4+ ; dxp

(11) ("' 4 p ceos ‘/)

4
2G, . 26, 2% . 0 .

dxg  Fud >-"',4,+}: dxy

PF¥itom se v (10), (11) derivace funke{ ¢,, ..., ¥ berou v bod¥
[>» «ees a], dorivace funkei £, Gy «eoy Gy vVOaE o= [c5,.000¢,.7

Odstranime nyn{ "nepohedlné” derivace iaplicitnich funkef 2y * Jekto

plat{ nerevnost (6), oxistujf redlnd ¥{elp A, ,, ..., -1,_, lplinj_ioi soustavu
yovaio

b
d 2G
12 —L' . 0 ‘= 1 9 ooy .
(12) Wept s ' lw" TM:;L v 7

Nésobae nyn{ rovnioe (11) p¥i pevaéa .£ po Fads 3isly Ly eeey Ay o pELIEtE-
me je k rovnioi (10) (s tfmi A ). Vzhledem k (12) dostaneme

A
(13) _;L+ Z D—Gh (A. 4. ooo.p) .
Xy pmd iy 14t

Ale (12), (13) dédvajf prdvd w + 54 revanic (5).

Pogndmka 2. Této metod® se ¥{kd nikdy "metoda Lagrangeovfch multiplikdto-
rﬂ" (téu lultiplikﬁtory se -m 61'1‘ ‘14 » ooo|'1,s) o

P¥iklad 1. Hledejme nejviti{ a nejmeni{ hodnetu, kterfoh nabfvd funkee
(14) gex, ) =x?e 24°
na mno%ind M dané rovniof
(15) ato 20 0 242 hya O .

Funkce ¢ je spojité v f; . Mneidna M je kempaktn{, jak ihned ukd¥eme.*)
Predeviim je usaviend, nebot jej{ doplnik je oteviend mno¥ina, cof plyne takto:

4) Vénujte nésledujfcf dvase pesornost; je typioké pro pedobné p¥ipady.
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Je-1l1 v n8kterém bodd¥ x? o2y b 2y2+ ‘hy < 0 , plati tato nerovnost 1
v n¥kterém jeho okol{; pododnd pro > O . Tedy mno¥ina t¥oh bodd, pro n¥%

¥% - 2x 4 27,2+ bay $ 0 , 3je oteviend. Za druhé je mnoZina (15) omezend, ne-
bot % - 2y =(w-4) -1, 272+ ‘1/7- Z(7+4)z -2 , takZe levéd strana
v (15) Je

(-4 + 204+ 1) = 3 ; jo tedy jist¥ Kladns,

Jakmile lx - 1] 3 2 nebo ’7+ 11 22 . Mno¥ina M tedy le#{ oceléd v inter-
valu (-1,3) x (- 3,1) 5). Tedy funkce (14) jist8 nabfvd v ™M nékde své
nejvits{ a nejmends{ hodnoty.

Zde méme A s1 , 4L=21 ; matice (4) je
2,&-2,1-/7«1'1/

a ta md viude hodnost 1 (jak ve vdt¥§ 76 pofadujeme), kromd bodu [4 y - 1] -
ale ten nepat¥{ k mno¥in¥ M . MiZeme tudi¥ ukft postupu vdty 76. PoloXime-1i

G(.x,y) -x2-2x+ 2724 1;7,

Jde o Fedeni rovanioc

Y G ? %G
VIR T L 32380, 6a0,

tJ.
26 + M(2x -2) a0,
(16) boys A (hys )= 0,

% _2x o 2720 47- 0 .
Prvani{ dvd rovanice pilme
£ +d(e-1)a 0, 24 +Uysd) =0,

Ndsobim-11i prva{ rowvaici Yy + 1 , druhou x -1 a ededtu, vidim, ¥e musi bft
2(y +1) = (L -1y a0 , t3. « +y = 0, naSeEk t¥et{ rovnice ¥iké, Ze mu-
sf bt x2-2x0 4+ 20%_ by a0, t3. 3x?-6x= 0 , tedy budto x =0,
4a0 pebo xs2, 4= -2 (pfleludné hodnoty 1 jsou 220,
Xa-2). Roshodn¥ tedy nemile lokélni extrém vghledem k M nastat jinde
neZ v bodech [0,0] a [2,-2].

P¥{glusné hodnoty funkee jsou
g(0,0) = 0, ¢2,-2)a= 12,

Nade funkoe {(.x ' Y) = x? + nyz nabfvé n¥kde v mnoZind M své nejvitd{ e
nSkde své nejmen¥{ hodnoty, s nemife to nastat jinde nel v ndkterém s lokdl-

5) V naliem p¥ipad¥ je " elipsa, odkud je omegenost s¥ejmé; ale nemusi{ to
bft vidy tak jednoduché.
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nich extrémd vshledem k M . Tedy nutn¥ nejviti{ hodnota funkee £( x,4)
v mno¥ind M Je /2 a funkce J{ nabfvd v jediném bod¥ mno¥iny M, totiE

v bod# ({2, -2] ; podobnd nejmen¥f hodnoty O nabfvé ¢ v jediném bodd
[0,0] mno¥iny M.

§ 3. ZTaylorova formule pro funkee ndkolika promdnnfch.

Zobeonime nyn{ Taylorovu formuli na funkee n¥kolika prom¥nnfch, ale bu-
deme volit trochu specidlndjs{ podminky (nesnakime se o nejvit3{ moZnou obeoc-
nost).

Budii¥ f (redlnd) funkce A prom¥nnfoh, buldte
(1) [.w". LN X' a//‘,] 9 [a/.’ + 499 o0y Q/A".' LAJ

dva rdgné body; budil ~m3 0 ocelé s pFedpoklédejme, Xe funkce ¢ mé spojité
parocidlni derivace aZ do ¥ddu m+71 v jisté oteviené mnoiins M, obsahuji-
of dselku o krajnich bodech (1).

Body této usedky jsou vdechny body tvaru
(2) Caye &uty vuny ans Ayt],
kde T probihd interval (0.4> . Budeme hledat vyjédF¥eni hodnoty
f(% + Mgy eesy aq,+r4/,_) .

Pro 05t &1 polofme F(I) = gfla, +4t, ..., +4,t) , takie
flags by cooy @y +4y) = F(1) . Punkos F (jeané prombnné ) mé
v <O, 1 > derivace af do ¥ddu m+7 , tedy jJe podle Taylorovy formule

. () (me 1)
(3)  F(1) = F(D) + %.g_o)., ...+ F :0) . F(m. 4(;;!)
g A 4

kde 6 Jjeo jisté 31slo intervalu (0,7 ) . Derivace "sloZené funkoe"” se
oviem polditaji podle obvyklého pravidla:
;
’ o
F (t) = Z —L . A« )
7; =1 )d‘) F 4

A A 2

~ 2 é
Fr(t) = 7%4 54 ?.x;- Qx;’ '47 A/“/’

obeond L . o
() > .2 2 f 4
th)’i"‘ =t 3%, '"a‘/fvﬂﬂ "t

pr¥itom se derivace funkoe f berou v bodd [aa,, + ﬂ,f ) seey A+ A/‘, t] .
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Dosadime-11 do (3), dostdvéme (piSieme a = [w, b oeees A3 ) )

.{(aqd-ﬁ,. coey d/,b+,£,b) ,/(Q,) . 1 £(a é

(4) 4 2 {(a)
+ -2—;' .%4 .234 axf DN A;;’A)'z* see +
M 72 J1 732

5 3 s 2_¢ () A, A 4
+ o 2,134;'2"’ coe ;m:4 ax f z .. 3J],,v j., J’z cooe Jﬁv*
3 Yy r Xt 8.4 64
* 44 ) '24 eee Z I(w"" 3 faeees Bht Aé, -..6.
(med)t 4= Invt =7 ?"(J'j cee gt w1

Pro ndzornost poznamene jme: bod [a/,, + 94,, coey Yy + 95,,,], ktery se vysky-
tuje ve "gbytku" této formule, je bod na¥f{ usedky, riznf od obou krajnich bo-
dd (1).

Shrnme:

V&ta 77. (Taylorova formule). Budi¥ { redlné funkoe A prom¥nngoh;
budte

(1) [ags coesan], [a,+4,, cccoan+ 4]

dva rdzné body. Necht funkce / md 8pojité parcidlni derivace a¥ do Fddu
m+4 v jisté oteviené mnoZin§ M , obsahujici usedku o krajnich bodech (1).
Potom existuje 3fslo 6 (0 < @< 1) tak, ¥e plati vzorec (4).

$§ 4. Postelujfof podminky pro lokélni extrém.

Budeme vySetFovat lokdlnfi extrémy ve emyslu § 1 (nikoliv tedy lokédln{
extrémy "vshledem k M " ve smyslu § 2). U funko{ jedné prom&nné ndm pomiie
tato zndmé vdta (vis DI, vdta 135): Budi? £ spojité v intervalu J < £,
(jakéhokoliv druhu), a necht ve vlech vnitinich bodech intervalu J je
f'(.x) >0 ., Potom f Je rostouof v J . Podobn¥ pro [f< 0 ( § 3¢ potom
klesajfof v J ).

Méjme nyn{ n¥jakou funkci ¢ Jedné promdnné a n¥jak§ bod ¢/, kterf je
"podez¥elf"” £ lokédlniho extrému (to znamend, Ze f’(a) budto neexistuje nebo
se rovnéd nule). Potom miZeme 3asto roghodnout o tom, zda lokdln{ extrém v bo-
d¥§ ¢ nastane, podle této vity:

Vita 78. HNechf funkce ¢ je spojité v jietém intervalu (o -d, ¢+ )
(d>0). Potom platf:
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1. Je=1i f'(&) >0 pro viechna x € (¢-d,¢’) a /'(x) < Q pro
viechna Xé€ (¢, c+d) , né 4 v bod¥ ¢ ostré lokéln{ maximunm.

2. Je-11 ¢°(¥) >0 pro véechna xe€ (¢-d,¢) 1 pro vechna
te(¢/,c+d), jo ¢ rostouslv (e/-d,c +d) a tedy nemé v bodd ¢
lokdlni extrém.

Dikag: V prvnim p¥ipadé je ¢ rostoucf v (c/- d,o) , takle f(&) e
v8tE{ neZ viechny hodnoty #(.x) pro Y€ (¢-d,¢) ; déle je f klesajiodf
v (V, c+d) , takie f(u) jo také vEtE{ neX viechny hodnoty f(-!) pro
XE(¢, U+ dy. V aruhém pr¥{ipadd je f rostouc{ v (¢~ J, V> i
v {(¢/y +d) a je tedy sfejm§ rostouci v (/- d, c+J) .

Pognémka 1. G&tend¥ si sém dopln{ ostatni kombinace znamének: ,&'(.z)< 0
"vlevo" od ¢, £°(¢)>0 “vpravo" od ¢ - nastdvéd ostré lokdln{ minimum;
f'(.!) < 0 "vlevo" i "vpravo" od ¢ - ¢ Jje klesajlci v (c-d, e+ d).
VEimndte si, Ze se v b0odd ¢/ vyfaduje Jen epojitost, ale nevyZaduje se exi-
stence derivace #’(V) . Proto se této v¥ty d4 ufit i1 na funkoce, jejichi
graf m4 nap¥. "rohy”", t¥eba f(x) = [x -1] + 2l«] (nadrtnste jeji graf).

Disledek. Je-1li f'(t/) = 0, f'(f/)4 0 , mé / v bod§ ¢ ostré lo-
kdln{ maximum (obdobn¥ f"> 0 - minimum).

Dikae. Punkce }'(J) md v bodd ¢ derivaoi /' (Y= 0 , tedy Je
#’(x) klesajfc{ v bodd ¢ , tj. exietuje I >0 tak, ¥e pro ¢/-d<x < ¢
je f’(.x) >4()=0, pro v<cx<=c+d Je £ ) < §'(c) = 0, taxke
miZeme u%it bodu 1 £ vdty 78.

Pro funkce ndkolika promdnnfch je otdgka trochu sloZitéjsi{. MEjme funkoi
f ( ~# promdnnfch) a necht f mé v okolf bodu ¢ = [c/,, y seey ) ] 8pojité

parcidlni{ derivace a% do 3.¥ddu 1).

Nechf v bodd ¢ je _;xﬁ's cee = 2 =0 (Jinak by v bodé ¢ nemohl
1 Lr
nastat lokdln{ extrém). Podle Taylorovy vdty je pro dostateZnd mald
l/k,l, LI ) "L‘,’ (tJo pro A’ [A’. eo oy A‘,JG uA([o’ 000.0_]) 9 kde A

Je Jisté kladné 3{slo)
(1) f(“,"’ A«", ceny & +LA:) -&(U’, ceey ('//V) =

& 2 kv 3
-1 _2.& , DY 2 # (8) _ Y
) 21 9’,%: 41 ?xj )u A;'] A‘. 31 ;.’ ‘.134 )-"]' 3.,% 3*,{ AJ Ax 7

kde £ Jje bod tohoto tvarws £ = [¢f + 84, ..., oy + 84,], O<b<1

1) Sta%ilo by do 2.¥4du, ale dikagz by se trochu komplikoval.
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Pro gjednoduleni osnadme

2
d

ij(;;)" = Ajl (Jest oviien '4/1 P A"/.) ,
4 5 WAL

J ;'.4,21.4 311-').% dx g ’%‘é{‘,ﬁ R (A ,

Vezo . o kE LA

1

(tedy oviem Léj’ Al pro 4= 1, ooy ¥ ). Ze spojitosti derivaci t¥e-
tiho ¥ddu plyne, 3e tyto derivace jsou v jistém okol{ bodu ¢/ omegzené; gvo-
lime-11 tedy A doseti malé, bude pro viechna [ﬂ, , eees AA,] € Uyl [0,..,0])
platit

3
(2) IR byl = KIAI
kde K>0 je jisté ¥islo.

Rovnost (1) pisme takto:
4
” ’ ...’y - - — . . .
(3) glcg + hy 4+ Ay) - gle) 21 ;’i'/ Aﬁ;li,ﬁ‘ + R(4)

SouSet vpravo Je kvadratickd forma v A/ promdnnjoch ,47, cesy JQb. Zopakujme
nd¥které pojmy £ teorie kvadratickfch forem. V poddtku je ovEem hodnota formy
rovna nule. Jestli¥e forma nabfvd ve vBech bodech (kromé& poddtku) kladnfch
hodnot, nasfvéd se positivnd definitni; podobn¥ se definuje forma negativnd de-
finitni{, Jestlife forma nabyvd kladnjch i zdpornfch hodnot, nazfvéd se indefi-
nitni. JestliZ¥e konein& forma nabfvd Jen negdpornfch hodnot, ale nabfvéd hod-
noty nula i v ndkterém bod¥ rigném od po¥dtku, nazyvd se positivnd semidefi-
nitn{; podobné& se definuje forma negativn¥ semidefinitn{. Je vid¥t, Ze t3chto
pét p¥ipadd vyderpdvéd viechny mo¥nosti. Zdéroven je jasné, Ze se tyto p¥ipady
navegdjem vyluduji, s jedinou trividlni vjjimkou: forma milie bjt soudasn¥ posi-
tivndé 1 negativnd semidefinitn{, totiZ tehdy, kdyE¥ nabfvé jen hodnoty nulové;
t0 nastane jen tehdy, kdy¥ viechny koefioienty Qﬂ& se rovnaj{ nule.

Plat{ nyn{ tato vita:

véta 79.
Budig funkce A prom¥nnjch, ¢’ € £, . Neoht %(0) 3 eee T

= %(y) = 0 . Neoht f méd v jistém okolf bodu ¢/ sBpojité paroidlni de-
” .

rivace af do 3.F¥4du. Sestrojme kvadratickou formu

y 24 o
(4) /',%.4 ?x] 31‘ () . J 7 A
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Je-1i tato forma positivnd definitni, mé f v bodd ¢ ostré lokélnf minimum;
je-11i negativn¥ definitn{, aé ¢ v bod¥ ¢ ostré lokilni maximum; je-1i inde-
finitn{, nemd f v bod¥ ¢ lokéln{i extrém.

Posndaka 2. Tato vita nefeS{i p¥ipad semidefinitn{, kterf§ je £nadn¥d ob-
t{¥ny.

Dlkasr véty 79. Pijde o znaménko v§rasu (3), Joatluo. A lekt v Jistém
dostatednd malém okol{ pol&dtku.

Evadratickd forma
A

2
= = : . (A = 2
(5) QU =Gy, woey ) ,,%34 hig #i Ag tAi ;‘fiﬁz)

néd z¥ejm& tuto vliastnost: Je-1li ¢/ jakékoliv 3islo, Jje

(6) G.("Ap 00097‘1) 302&("49 0000"&) .

I. Budi? forma (5) positivn® definitni. Oznadme znakem 5 mno¥inu t&ch
bodd Aa[ﬁ,, ...,»&,,,], pro které je lAI =1 , 3, »4,2 + eee +ﬂbz = 1
(jo to tzv. jednotkovéd kulovd nadploche neboli jednotkové sféra v £, ). Mno-
¥ina S je kompaktnf (podobnéd uvaha jako v p¥{kl. 1, § 2). Megi viemi hodnmo-
tami, kterfch funkoe (L) v mno¥in& S nadbfvé, je jedna nejmend{, a ta je
ovien kladnis osnadme ji ; (7 >0) . Je-1i nynt A s[4, ..., 4] 1ibo-
volnf bod ridzny od poddtku, poloime

’ A’ P AA/
(7) /‘u’ = W. veey A/V' ”L” ’

takie

Q) = A 1* a by

(vig (6) ). Ale & (7) plyne

2 2 A/,z'f see * A«bz
'&1’ + s */&A” L J

NA 2

2
tedy ALeS, QA) = 7 o+ tedy Qh) 2 1A Y - 2(3), (2) tedy plyne
f(c/, *hys vier & s Ay) - fler 3 %7«”%//2. K IAN o

= LAI® (Ly- KIANY> 0, jostlike

0 < ”A”<E% (a soulasnd® oviem ﬁeuA ([0, coes 0]) ). 2 toho je viad¥t,
te f mé v ¢ ostré lokdln{ minimum.

II. BudiZ Q(ﬂ) negativnd definitn{; potom u%iji dbodu I. na funkei
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III. Budif Q(A) indefinitn{. Existuje tedy bed H’' tak, B¢ Q(H') >0
abed H” tak, e Q(N" )< O . Oviem H’, H” jsou rdsné od poddtku.
PoloZnme

, Hy , H;.,
.‘; STy ey E »
T Il
tak¥e A€ S a oviem Q(A4’) = W .Q(H")> 0 ; podobn¥ sestrojim bod

A€ S tak, B¢ QAT )< O , Boay A, £~ nyni nechéme pevné a budeme vy-
BetFfovat pro O < <1 Dbody '

hi = [ERGs ooy €A Ay =[EL] . eos E47 T

Jest oviden llA; I = VAZ I s € . Pro dosti malé & mtZeme uift (3), (2),
(6) na body 4. , 4, a dostévime

Pog e Ehly coes &y +EA ) - f(0) » S—E2QUAT) L RUK ) 2
et L ak) -kEry>0 ,
#&1 +8L:; p oo ey V/b #E&j‘; ) ‘%(U’ 374'826.“"’) +R(A«é' ) f

fe® (Lauy +ker< o0

1 ’ 4 ”
jestliZe E<_-2—KQ(A). €< 3% IQA” )] .

Je¥to tyto nerovnesti plat{ pro viechna dostatedn¥ mald >0, je vi-
a¥t, ¥e rozdfl (3) nabfvé v kaidém okol{ bodu A= [0, ..., O] jak kladnfoh
tak gédpornfch hednot, taklie v bedd ¢ nenastdvéd lokéln{ extrém funkce f .

Posndska 3. Pro A=2 , tJ. pro forau
(8) QA h) = akls 2844+ Y

atlems snadno sjistit toto:s

Je-11 .5-2‘ -ae<0 , -Je forma definitni (positivnd pro a >0 , nega-
tivné pro a<0); je-11 4%-ac >0, je forms indefinitni; je-1i
b%-ac = 0 , je forma semidefinitni.

Dikas: PFi dtkesu vyluduji poddtex A = £ 0 .

1., Budi¥ a ¢0 nebo ¢ #'0 « Vshledem k symetrii stad{ vydet¥it p¥i-
pad a3 0 . Potom

. 2
Q(A,4) =a,<£+7fi/zoz + %#’.
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Je-1i ac - £%>0 , mé Q(A,4&) vidy totéd snaménko jako a . Je-li
at - #%< 0 , né Q(A,£) pro A=1 , A=0 toték snamen jako a/, pro
Asd 4= - %— mé gnameni opadné. Je-li ac -A%*=2 0 » neml¥e mit

Q(A,4£) opa¥né znaménko ne¥ @', ale Q-Tl’,l) = 0 ,

2. Budi¥ as ¢ = 0, tedy A%-avs /42, Q(4 ,4&) = 2/—.«7/. To je
g¥ejmd forma indefinitnf pro 44 0 , semidefinitnf (nulovd) pro £=0 .

V nadem problému (lokéln{ extrémy funkc{ dvou prom¥nnfch) plijde o formu

(8), kd 2 2 2

Mdme tedy toto pravidlo: Mé-11 f(.x ,/y) v okol{ bodu [.xo, %] spojité
parcidlni derivace 3.¥ddu, a je-li f,, = fz =0 v bods¥ [_.vo ’ %'_) s potom
plat{ toto (hodnoty derivac{ ee berou v bod¥ [xo . %] )

Je-1i (¢, - $11 $22<0 , mé ¢ vbodd [%,2] ostrf lokdlnt
extrém (minimum pro f44> 0 , maximum pro ¢, <0 ) . Je-1i

({12 > - $u $2>0 » nemk ¢ v vodd [x,, 1,] lokéln{ extrém.

P¥{kled 1. f(.x vy) = x3d 4 Jeay + 7/3 . Punkoce f nen{ v £, ani
shora ani zdola omezend (stad{ si viimnout hodnot /(.z ,0) s x9 ). Hemd tedy
nejv¥tsi ani nejmen3{ hodnotu v £, . Ptejme se¢ po lekélnich extrémech:

P 2 P, 2
3?-3“! +7/). —agsa(.z-ry ) »

32'£ a‘f )3é
mi % A > "ty

Jediné body, kde by snad mohly bft lokéln{ extrémy, mus{ vyhovovat rovaniocim
.z2'+/y- 0, « +zy‘z = 0 , neboll Yys -z ’ £Y + 280 » t3. budto

180,7/80 nebo .13-4,7/---4.

2 2 2 2
Viras 7:;%/—) - %é—%ﬁ* 9 - Jﬁxy je v bodd [0,0]) Klad-

nf, v vodd (-1, -1] sépornj. Tedy nalie funkce mé jedinj lokdlaf extrém
VbOd‘ [’4, -4Jo

Pogndmka 4. Tato poznédmka nepodévd Eddnd novd fakia, a Stend¥ ji mlZe
vynechat; ale snad md jakfei psychologiok§ vyznam pro posto] Stend¥e k otdsoce
lokélnfch extrémd. Budid L(Ly, ..., ) = f(x) funkoe A’ promdnnfoh, kterd
mé v ndjaké otev¥ené mnoZind Mc F, spojité parcidln{ derivace do 3.¥ddu.
Poton lokdln{ extrémy v bodech mnoZiny M mohou nastat jen v tdch bodech, kde

Je —;—f—: coe 8'—;&' 0 , t3j. ve stacionérnich bodech. Budi¥ ¢ takovy
1

staciondrni bod; nastdvd v ndm skutednd lokéln{ extrém? Budif pFednd& 4+ = 71 ;
jest {'(c/) =0 ., Je-1i f”‘(v) $ 0 , nastdvd v bod¥ ¢ lokdln{ extréam.
P¥{pad (/ (¢) = 0 je moZno povalovat v jistém smyslu za “v§jimedn§". Je te-
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dy mo¥no ¥{oi docela nepfesn¥, ¥e pro funkoe jedné prom¥nné nastdvd v stacio-
ndrnim dod¥ "spravidla” lokéln{ extréa (cok nds oviea negbavuje povinnosti
vySet¥it, sda nenastdvd ten "vyjimednf" pr{ipad). Docela jinak je tomu u funkof
dvou proadnnfch (A= 2 ) . V tomto pF¥ipadd nastévd lokéln{ extrém, kdy¥ vy-
ras {,,, fzz - (fa )z je v bodd ¢ kladnf, ale nenastdvd, kdy¥ je szdporny.
féany =z t¥ohto dvou p¥{padd nelse povaZovat sa "Sast¥j¥i" ne¥ druhy. To sname-
nd: u funkoi dvou proménnfch nikterak nemiieme olekdvat, ¥e by v staociondrnim
b0od¥ "zpravidla®" nastéval lokédlni extrém. Toté¥ by se dalo ¥{oi pro funkoce
véti{iho poZtu promdnnfoh.
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