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D o p l ň k y 

Tyto doplňky obsahají v 5 1 - 4 několik vě^í s toorio posloupností a 
s diferenciálního počtu, které se někdy přednášejí jiS v 1.ročníku, ale ne-
jsou obeaženy ve většině úředních knih. Budu mluvit jen o reálnýoh ěísleoh a 
funkoíoh, proto budu slovo reálný Často vynechávat. 

Odohylný oharakter má $ 5 . 7 něm definuji pojen spojitosti, limity a 
derivaoe funkoe komplexní proměnné a dokasuji, Se věta 52 (0 derivováni moo-
ninné řady) platí i pro komplexní jt • 

§ 1. Llaee superior a llaee inferior posloupnosti. 

Budiš dána poaloupnoat reálných ěíael 

(1) V, . ... 

Tato poaloupnost může a nemusí mít limitu. Zavedeme nyní dva pojmy, které 
jaou jakouai náhražkou limity, kdyS limita neexistujs, a které splývají s li-
mitou, když limita exiatuje. 

1. Heohi především poaloupnoat (1) je shora omesoná, takže existuje číe-

64 * Ml/u {cUf, <k/z , , ... J 

Yyneohávejmo nyní postupně členy ^ , ^ » ••• a definujme 

G^S D/3 , ^ » • • • J t 

63 = ^ ••• } • 
obeoné 

(2) + •••} • 

Zřejmě je 64 » G 2 ž G3 » ... , takže exletuje limita (vlaatní nebo - <0 ) 
AO /K-+CO 

Tuto limitu nazveme limes superior posloupnosti (1)» snak 
(3) JcnnMýi Oj^ • ú^. 

II. Heohi aa druhé poaloupnoat (1) není shora omesoná, takže ani žádná 
s posloupností a^, ^ , Cu ^ » ... není shora omeaená. Potom definu-
jeme (oož je soela přirosené) 
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O/^ = • 

/n, -> ao 
(4) IcnruAufi, 

M, OO ' 

Podobně zavedeno linea inferior posloupnosti (1), znak ¿ný O/̂ x 
M. oo ' 

I. Je-li posloupnost (1) sdola omezená, klademe ^ a ¿^[ay,^, ...J 
a obeoně pro sn,* 4 9 2 % 3 % ... 

(5) » ••• 7 • 

Je zřejmě ^ • ̂  s ... , takže existuje limita (vlaetni nebo ) 

Definujme pak 

(6) ÁnviÁMtycu^m /t/Yn, . 
/iv-+oo 

II. Není-11 posloupnost (1) sdola omezená, definujene (oož je rovněž 
soela přirozené) 

(7) M^n, ¿t£ a/-* - oo . 
oo ' 

Poznámka. Dosud Jsme eymbolů • « , - « užívali jen k stručnému vy-
jádření jistýoh vztahů. Hapř. anak fan, a/^ • +oo byl jen zkráooným zápl-

/n. -*ao 
eem tohoto výrokui Ke každému reálnému ělolu K existuje přirozené číslo /*vQ 
tak» že pro věeehna přirozená sn,*/n,0 je ou^ > K . Abyohom mohli následují-
oí věty vyelovit v jednoduohém tvaru, bude vhodné zavést *o , - oo jako sa-
mostatné objekty naěloh úvah. Rosělříae tedy množinu věeoh reálnýoh čísel 
o dva nové prvky, ktsré označíme • oo , - oo . Množinu, která vznikne přidá-
ním prvků + oo , - oo k množině , označím * • Prvkům • 00 , 
- 00 budu říkat nevlaetní číslaj název "reálné číelo" zaohovám jako dosud 
pro čísla a . Bude pro nás účelné, rozěířit na uspořádáni množiny 

taktot 
Je-li a/ 6 , klademe - «o ̂  <*/ , ^ ^ • « , a konečně - «» < • 00 . 

Základní zákony o uspořádání (věty 11 a 12 z Dl) platí 1 při tomto rozěířeni. 
Je jistě jasné, 00 znamenají znaky > , » , * * Po tomto rozšíření má 
Ej na rozdíl od největší a neJmenší prvek (totiž • 00 a - <*> ). 

Yěta A I. Vždy je 
(8) CU^ • LIM A>UFI/ 

/TV-+00 AL-9 OO 

II. Limita XLSM v (vlastní nebo nevlastní) exietuje tehdy a jen tehdy, trv-foo 

platí-li v (8) znamení rovnosti, načsž je 
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(9) ¿C/m, O^ s Ásrns Mifa cô  - ZCnn. AŠný a/,*, . 
po /n,-* oo m, oo 

Důkaz. I. Neni-li (1) shora omezená, je pravá strana v (8) + a 
tedy (8) jisti platí. Neni-li (1) zdola omezená, je levá strana v (8) - «o v 
a tedy (8} jist! platí. Je-li konečně (1) omezená (shora i zdola), je podle 
(2), (5) fa » G a tedy fa t ¿¿m. , oož podle (3), (6) dává (8). 

° /K,-+00 /K CO 

II. Také důkaz tvrzení II rozdělíme na tři ěásti. Napřed vezměme případ, 
2e (1) je posloupnost omezená. Potom podle definioe je 

- co -c Zůrrv ¿mJ' O í /cnru Muk, ay «<. ^^ % 

Rovněž limita ZLA^O/^ může být jen vlastní. Přsdpokládejme napřed, Ss 
/n- o o 

(10) W a^» jhm, Mofu a/^, a A /n, -»oo - /K oo 

tj. s /íůnvG^- A . Ke každému existuje tak, !e pro /tt-̂ eo * /H.-+ ao 
věeohna m,žm,0 je A - í a ť ^ a = A + £ , speoiálně tedy A í" ^ 
• * ^ • £ • Ale z definioe čísel fao , plyne, že pro věeohna 
m. - /n,0 je f ^ t a f o * , tedy /I - £ É a/^í A • £ , tj. 

(11) Ofa = d . 
/rv oo 

Předpokládejme za druhé, že platí (11)\ je to ověem vlaetní limita. Potom ke 
každému č > 0 existuje <n,0 tak, že pro věeohna /k = sn,0 je 
A - l t o ^ t A + 8 . 

číslo A + i je tedy horním a číslo A - £ dolním odhadem poaloupnoati 
a ^ t ••• » t a k 2 e A " pn-o * A * 1 • 

Ježto pro /h, a je í fa » £ , je A - 8 í fa é A + £ 
pro věeohna swum,0\ to znamená, že platí (10). Pro omezenou posloupnost (1) 
Jsme tedy Již dokásali, že z (10) plyne (11) a že z (11) plyne (10). 

Neohi za druhé posloupnost (1) není shora omezená, takže podle definioe 
je +co ; limita a ^ (existuje-li) nemůže být jiná než /•t, do 
• oo • Stačí tedy dokázat totoi Rovnost 

(12) /¿<>nv Ofo a + oo /H, PC 

platí tehdy a jen tehdy, když 

(13) /o>n, a •»> oo . /n, oo 
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Platí-11 (12), potoa jisti posloupnost (1) je sdola onesená (jinak by platilo 
(7))» tody podle deflnloe a • « . z libovolnému K existuje tedy /n oo ' ^ 
jlatě /«<„ tak, lo ^ S K , načež ovlea (podle definioe je a^ = K 
pro všeohna t tody platí (13). Neohi naopak platí (13). Potoa k li-
bovolnému K exlotuje tak, že a/̂  a K pro všeohna /K i . Číslo K 
je tedy dolním odhadea posloupnosti , , ... , takže = < a 
tedy (monotonie!) pro všeohna . Tedy 
l o ™ fan • » , tj. platí (12). 

Poelodní případ (když (1) není adola omesoná) ee řeší obdobně. 

Poanáakn. Míeto /tvm/Mtft, Asnváný ae někdy píše 

i 2. Podmínka Bolaanova - Oauohyova pro poeloupnoeti. 

Z věty A odvodíme nyní důlešitou nutnou a postačující podmínku pro kon-
vergenci posloupnosti, tsv. podmínku Bolsanovu-Cauohyovu 

Věta B. Posloupnoet 

(1) a/z, a/3 , ... 

(reálnýoh čísel) je konvergentní (tj. má vlastní llnltu) tehdy a jen tehdy, 
je-li splněna tato podmínkai 

(B.C.) Ke každému £ > O exlotuje přirozené nv0 tak, že pro všeohna 
přirozené ^ je ^ w j * £ • 

Důkaz. 1. Seoht exlotuje vlaatní Zvm, a/^ a a/ . Pudíš & •>- O . • /n, co 
Poton exlotuje přirozené sn>0 tak, še pro všeohna přirozená /n. a je 
1o^- a/la y £ . Je-li tedy přirozené číelo, je 

a odtud vakutku / a/ - / • £ • 

2. Seohí podmínka (B.O.) je eplněna. Potom např. k číslu £ *4 
existuje ^ tak, še pro všeohna přirozená jv je /a/^ / -c ̂  , 

pro všeohna /K>m,ň . Tj. poaloupnoet + </ » 2 » ••• » 
tedy i oelá poaloupnoet ... je omezená. Blela ^ n / Auý\,£v/K% ftt -* om 

^ Jini důkaz (přímo pro poeloupnoet e komplexními členy) Je podán v kap. 
III. t 1. 
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£c*m/ ÁmL Ofa, jsou tedy Jistě konečná: - « Jim, jOnfcu^m ¿Om, /»ujv cû ** + oo . -9co a a a 
Označme: J^K^VOU^M OG F fom, Auf* , ft . staěí dokázat, ie * ¿3 , 

nebot potom podle věty A existuje Aj^v a/^ a «/ . Užijeme-li označeni (2)» co 
(5), z $ 1, je sřejmě j3 * ^ 9 oc • pro každé /n, (nebol fi • * /tt "t to 

00 - J š z r ^ f t o - r ^ + l >• ^ pro kaž-
dé /»v • Budiž £ > 0 . Podle podmínky (B.C.) existuje přirozené /n,0 tak, že 
pro věeohna přirozená ^ je 

£ ^ ^ £ 
<3/- - — - a CU . a • . ^ 2 ^o+Z«- o 2 

£ Tedy ělslo O^ > -r- je horním odhadem posloupnosti Oj* , y, ••• a O ^ ^ A r » ^ 

čislo - Y Í® dolním odhadem, tedy ^ - -j • » o C " " " " 

* • x • Odtud - ̂  £ £ f tedy 0 * fi - * í £ . Poslední nerov-
nost platí pro každé kladné £ , tedy nemůže být fi - <*, kladné ělalo, tedy 
— oc a 0 f fina. . Důkaz je hotov. 

Poznámka 1. Podmínka (B.C.) Je důležitá z tohoto důvodu: Chceme-11 doká-
zat přímo z definice limity, že posloupnost ^ , ̂ , ... je konvergentní, 
musíme nějak předem uhodnout hodnotu a> té limity - jinak byohom nemohli ověřo-
vat nerovnost ía^ - cu I < £ . Podmínka (B.C.) je důležitá právě proto, že ob-
sahuje jen ělony dané posloupnosti, takže můžeme pomool této podmínky zjižio-
vat konvergenoi posloupnosti, i když nevíme, jaká by aai mohla být hodnota je-
jí limity. Mimoto Je to podmínka zoela vyčerpávající, totiž nutná a poataěuJí-
cí. Nevýhodou Je, že ae tato podmínka ěaato obtížně ověřuje. Proto saháme ča-
sto k podmínkám speoiálnějllm, které ee snadněji ověřují. Zjietlm-11 např., 
že posloupnost je omezená a monotonnl, vím už, že je konvergentní. Tyto spe-
ciálnější podmínky ovlem leckdy selžou, takže podmínka (B.C.) zůstává podmín-
kou základní důlsžltosti pro teoretické a často 1 pro praktické zkoumání kon-
vergence. 

PoswáiBira 2. Podmínoe (B.C.) lze dát tento ekvivalentní tvar: 

(B.C.)' Ke každému £ > 0 existuje přirozené /Kó tak, že pro věechna 
přirozená - "t0 , "u * je I cu^ - a^l a £ . 

Důkaz. 1. Je-li eplněna (B.C.)', smím do ní dosadit speoiálně m, * /n,0 , 
mi» "i0 + fv ( jij jakékoliv přirozené číslo), a odtud jo patrno, že je splněna 
podmínka (B.C.)« 

2. Neohi je splněna podmínka (B.C.). Budiž £ O . Potom 
existuje přir. /K0 tak, že pro věechna přirozená ^ je I - • "f~ • 
Tedy pro vžeohna přirozená /ní /n,0 platí I a ^ - » -|* (pro ^ = je 
to jaané, a každé nv>/n>0 lze paát ve tvaru ). Je-li tedy m- = » 

/n̂  v je 
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l^/m- ̂ m} * & » 3® splněna podmínka (B.C.)', 

$ 3» Podmínka Bolsanova - CaaohjQTa pro funkoe. 

Omezím oe na rodině funkoe jedné reálné proněnné. Budíš c e ^ . Mohli 
byohom zavéet např. llmee auperlor funkoe ty v bodě c/ zprava (znak 
LÚRN/¿UFX, ty(x) ) takto: Jeetliše neexletuje žádný Interval ( c , <Y + A) 

(A > O ), ve kterém by byla ehora omezená, definujeme Zcnn/ Aty tyix) = +c©. ' ji-* c/+ 
Jeetllše však exletuje A > O tak, še ty je omezená v intervalu (c/9 <y + A), 
definujeme pro x 6 ( t/1 cs • A ) 

6 U ) » ) . 
| eVT-O 7 

Tato funkoe je nekleeajlol v ( c / , c/ + A) a tedy existuje liaita (vlastni ne-
bo - o© ) Júm, 6 (JC) , kterou naavu /¿M/MOV ty(x) . Podobně lim inf a po-

dobně sleva. Daly by ee odvodit obdobné výeledky jako v § 1« lebudu to vSak 
provádět, nýbrš použiji pouae věty B a $ 2, abyoh odvodil obdobnou podmínku 
pro exiatenel vlaetnl limity funkoe* Přitom vyjdu s tvaru (B.C.) . 

Věta C. Budiž c/ 6 B4 , ty reálná funkoe jedné reálné proněnné. Punkoe 
ty má vlaatnl limitu sprava v bodě e/ tehdy a jen tehdy, je-li splněna tato 
podmínka: 

(B.O.) Ke každému c>0 exletuje tak, že pro všechna x , x 
intervalu {c/tc/+ď) je I ty(x') -tyU")\ . 

Důkaz. 1. leohi • oí (vlaatnl). Budíš í >0 . Potom existu-
je ď > O tak, še pro všeohna x'e ( c/% e/ • <f) je íty{x') -cel Ž j- . Jo-li 
tedy také x" e ( c, c/ • </) , je lty{x") -cc I t , a tedy 

-/(Jí" )lí f , podmínka (B.C.)" je eplněna. 

2. Neohi naopak je splněna podmínka (B.C.)" Pološme 
X^ m cs ~ i nezálež! na apeolálnl volbě ělael X ^ , je jen důlešité, aby 
bylo 

(1) Jí, > c/ , /(úm, X^ • c/ . 

Tvrdím, še pooloupneet ělssl 

(2) / ( « * * ) , • • • 
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je konvergentní. K tomu stačí dokázat, že posloupnoet (2) eplnuje podmínka 
(B.C.)' z poznámky 2, § 2. Budiž £ > 0 ; podle podmínky (B.C.) ~ existuje 
ď > O tak, že pro věeohna JC', JÍ" Intervalu ( c/1 es + <T) jo 
//(-*') )l $ £ . Ale a (1) plyne, že k našemu c/V O existuje 
tak, še pro všeohna m,š/*v0 Je x^ 6 (c, fi'•</"). Je-li tedy */n̂ , , 

, Je 

Posloupnost (2) tedy vekutku splňuje podnínku (B.C.)', a tedy exiatuje vlast-
ní 

(3) Ila*, /(•*>*) - <* • 

Stačí nyní, abychom dokásali, še 

(4) stenrutyk*) • cC . 

(Populárně řečenot už jeme dokásali, žs se blíží čielu oc , když x se 
blíží číslu <y sprava hodnotami x4 , xz , x3 , .,,) máme ještě dokáaat, še ee 
^ U ) blíží číslu ct 9 ai se x Jakkoliv blíží sprava čielu t/ .) fiovnost 
(4) dokážeme pomocí (1), (3) a pomocí podmínky (B.C.)". Budiž S > 0 . Exi-
stuje především (podle (B.C.)") číslo ď > O tak, žs pro věeohna x't x 
intervalu ( e/9 <y + ď ) platí 

(5) If(x') - / U " ) / i - f . 

Za druhé exletuje podle (3) "ty tak, že 

(6) -oLÍ' ~r 

pro věeohna /*ts/n,f . Za třetí exletuje podle (1) tak, že 

(7) X 6. i Vf & + ( f ) pro věeohna rrv » m,9. /Hf 
Zvolné Wtcuc('n>it'n>z) . Potom předevěim Je X/^ e { c/9 e/• (f ), tedy 
mohu do (5) doaadit x" * a vidím, že platí 

//(*') -f- pro každé . 
Za druhé J o , a tedy podle (6) je If Ufa ) - « i t . 

Spojením těohto dvou nerovnoeti doetáváme toto» K libovolně danénu £->- O 
exletuje S> O tak, že pro věechna x' 6 (<vf je - c d * £ . 
To věak právě snamená, že platí (4)« 

Posnámka. Podobné podmínky platí pro exletenol vlastní limity v bodě c 
sleva, v bodě C/ (oboustranně), v bodě • oo , v bodě - oo . Postup je věude 
stejný, pouse při limitě sleva ee volí (např.) 
v bodě • <*> ee může volit x ^ - sw, při limitě v bodě - <*> lse volit 
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oc^s - /n, . Voelku to můžeme sepsat do sohsmatu: Funkos fa má vlastni limitu 
(v některém s těohto pěti významů) tehdy a Jen tehdy, kdyS ke každému £ ^ O 
existuje množina M tak, že pro věeohna x \ x~ této množiny Je 
lfa(*') - fa<*" )l » £ . Přitom tvar množiny M Je dán touto tabulkou: 

( c, c/ + ď) ( ̂  > O ) limita v bodě t/ sprava 
limita v bodě c/ sleva 
limita v bodě c/ 
limita v bodě • oo 
limita v bodě - «o 

M 

M s ( c / - ( f , c/) (<f^0) 
M = (c - <f, c/) u ( É/, cf) ( <T> o) 
M -(*<,,+ 0o ) (Jfo 6 fi ) 
M a (-00 ,¿0 ) (X0ě Bi ) 

Vio je tak násorná, že snad nepotřebuje dalěloh výkladů. Obdobné věty by 
ae daly soela obdobně odvodit pro limity funkoí několika proměnnýoh. Např. 
funkoe fa ( h/ proměnných) má vlastní limitu v bodě c/ • [e^ , ..., c^J tehdy 
a jen tehdy, Jeatliže ke každému exiatuje <f > 0 tak, že pro věeohna 
4ř', ji" redukovaného okoli jo I ~ fai*") í i 8 . 

Ježto limita komplexní funkoe se dsfinuje rovnioí 

) » km^x) +/íl(An,MX) , 

dají ae tyto výsledky o existenoi vlastni limity přenéat okamžitě na komplexní 
funkoe (ovSem pojmy lim aup, lim inf, které spoěívajl na uspořádáni reálnýoh 
ělssl, se nedají přenést do oboru komplexnloh ělsel). 

$ 4» Jedna věta o dorlvaol. 

Věta D. Heohi funkoe fa* (reálná funkoe jedné reálné proměnné) je epoji-
tá sprava v bodě t/ a neohi existuje limita (vlaatnl nebo nevlastni) 

(1) Ác*»fa\ JO - c6 . 
x + 

Potom exiatuje derlvaoe zprava v bodě 

(2) fai (v) * <* . 

Důkas. Z (1) plyne, že exiatuje A >-O tak, že fa má vlaatnl dorlvaol 
v Intervalu ( c, c/• A ). Ježto je fa epo jitá zprava v bodě c/ , je spoji-
tá v (c, <y + A) . Budiž xe ( c, e/ • A ). Potom lze na interval (c/ 
ulít věty o přírůstku funkoe. To znamenáš exiatuje | tak, že 

(,) /<*) - j i * m f . 
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Ježto | leží mezi c , x a ježto platí (1), plyne a (3) exiatenoe limity 

(•) ^ - ¿ J í í - i ^ f c i . * , " 
J-» E/+ JÍ - C 

tj. platí (1). 

Podobná věta platí ověem i pro derivaoi sleva a tedy i pro oboostrannou 
derivaoi. Věta je užitečná tehdy, Jestliže bod c je Jakýsi "obtížný" bod ta-
kový, že podle běžných pravidel dovedeme poěitat fa^í-*) např. v jistém reduko-
vaném okolí bodu c/ , ale ne v bodě c/ samotněn. Potom lae někdy existenci 
a hodnotu derivaoe fa'(c) (popříp. derivace sprava nebo sleva) sjietit li-
mitním přeohodem podle věty D. Nezapomeňte na předpoklad spojitosti funkoe fa 
v bodě es ! 

Přiklad 1. Funkoe faix) a x je spojitá v 4, i ) a v otevřeném 

intervalu (- 4, 4 ) Je * • ^ . • Zřejmě Je Jhym, ' * = + oo , 
1 v4 -xz jl-9 -4 + Y 4 - jc* 

a tedy Obdobně se dostane fa'_ (4) a • oo . 

Přiklad 2. Funkoe ^ U ) a ouicUn/ {4 - x2) je definována pro 
1 -xz £ - 4 (nerovnost 4 - a je splněna vždy), tj. pro ** í * , tj. 
v intervalu f z , fz)> . Funkoe 4-x1 Je v ( - VTt *T> apojitá, a je-
jí hodnoty v tomto Intervalu leží, jak jame právě sjiatlll, v Intervalu 

4 t^Y , ve kterém saas "vnějěl" funkoe OÁJCAOTU je spojitá. Z toho plyne 
(vis JI věta 5 nebo v tomto textu věta 69), že nale funkoe fa je apojitá 
v ÝŽ, fž)> . Je-li x uvnitř tohoto intervalu, a přitom Jf # O , je 
O Z , tedy - 4 4 - 4 , a lse derivovat podle běžných pravidel 
o složené funkci: 

4 , „ * ' Zx / U ) = ,. , • (-¿Jí) • - = = = = = r » . , = 3 » 
T l/JTTTTÍ7)7 I/ZXz-X* 1*1 v z 

R R ^ 

Podrobně: Budiž třeba limita v (1) vlaatnl. Budiž t > O . Existuje ď ^ O 9 
ď -c A tak, že pro | { c/ % c/ + <f ) Je ^ ) -<*,/<£ j je-li 
x € (c/t <y + <f) , leží také £ ze vsoroe (3) v ( c, ̂  • a tedy Je 

c6/, -cc/< £ j tedy platí (4). Podobně pro * » • , 

Punkoi ^LJÍ (signum a snsménko) definujeme takto i h^rv x u4 pro 
x >> 0 f x a - 4 pro JÍ O , 0 M 0 . 
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Ze spojitosti funkoe ty plyne, že pro sjifitdnl 
existenoe a výpočet zbývájícíoh hodnot 

tyl (- \Tl)9 tyl ( f l ) , ty'^ (0) , tyl (0) se 

můžeme pokusit užít věty D. Vypočtěme přieluě-
né limity (1)» a dostáváme ihneds 
tyli- ri) = +oo , tyurz) = - o* , 

ty;(0) . . fz , f no) » n . 

Když jeětě uvážíme znaménko první a druhé de-
rivaoe^, dostáváme asi tsnto eohematloký obrá-
ssk (obr. 36)t 

Směrnioe obou "polotečen" v bodě , ̂  J 
jsou ± f l . 

§ 5« Zobeonění věty 52 na komplexní proměnnou. 

Pojmy epojitostl a limity jsme definovali pro funkoe reálné proměnné (ne-
bo několika reálnýoh proměnných). Nyní zavedeme tyto pojmy pro funkoe jedné 
komplexní proměnné. Budiž ty funkoe komplexní proněnnéi t/ ,<*, bucLte komplex-
ní čísla, ¿lkáme, že ty je spojitá v bodě c/ , jestliže ke každému £ ^ 0 
existuje ď>0 tak, že pro věeohna (komplexní) kruhu I /x. - cs I cT je 
\tyiflc) -ty(c)l^ £ i říkáme, že ty W * , když ks každému 0 

exiotuje cí> 0 tak, že pro věeohna fíu ±c/ kruhu //fc - c/1 ^ ď je 
Ityfa) - oo / ̂  £ . Vidíte, že definioe vypadají formálně atejně, Jako u funkci 
reálné proměnné i jde ověem o komplexní Je, , c/ . Stejně jako u funkcí reálné 
proměnné ee dokáže, že daná funkoe ty má v daném bodě c/ nejvýěe jednu llmi-

Budiž dána opět funkoe ty a číelo c/ j zlomek 
je funkoí komplexní proněnné A . Derivaol ty (c/) funkoe ty v bodě c/ de-
finujeme veoroem 

/'(c) ,Áym '¿I") , 
J Ji+o A 

jeetliže limita vpravo exlstujs. Dokážeme toto zobeonění věty 52: 

- 3 ) Snadno ajletito, že ty" U ) -c 0 pro 0 ^ Ul c f l . 
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Věta E. Heohi řada 

(1) 1 ^ ^ 
/ * / = o 

má poloměr konvergenoe O ) $ pro 1/x.í A poloSme 
ao 

(2) /<*) - I a/̂ /fc 

Potom funkoe f má pro všechna komplexní derivaol 

(3) /'(*) - I "oa^ . 
9 4 

Důkaz. Podle věty 31 má řada (3) rovněž poloměr konvergenoe R • Budiž 
C komplexní člelo, R • Máme dokázat, že funkoe 

komplexní proněnně X má v bodě >£a 0 limitu ^ & • /n-a Y 
Zvolme člelo p tak, že tc/l <• f> < ft a omezme ae na X , pro něž 

0 ^ f) - lc/1 , takže M • MLI-z f> . 

Je 

(4) „ 5 ^ y ( {C/+A) -
/»tli /»SÍ ^ 

Člen e *t dává nulu, členy o ¿1 a 2 , J » 4 , ... vypoěteme z binomiokě 
poučky1 

(C U)^ - - S - 2 t"k\ Ř1.«—*' . — - » ^ S ř^v « nv-JL Cs 
' č o ( * ) Á * ' 

5T , ̂ . * /H. — 

Plěi-li /cz/ , /X/ mleto c , X , doetávám 

(id ,1 A i r -id"* . ^ / c ; — ' . f t%)ijii*-4 i c r - * * 
¡AI A u2 

arovnánln obou poalednloh vaoroů dostáváme 

(5) 1 . t ( m+ ///r -/«•/. . „ ^ 
/ ^ ' //M 
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