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dvoD

V daldf{m budu potiebovat ndkteré pojmy a véty s teorie mno-
2in v eukleidovském prostoru, které piipomenu.

V metrickém prostoru P Je definovéna vzddlenost bodd &,
4 , kterou budeme zna¥it dist (. ,%); je-11 & bod, A mno%ina,
znad{me dist («,4) ’}Pf dist (&,y) ; Jsou-11 A,B davs

mno%iny, znalfme dist (A,B )=“i=2r. dist (&,y). My se bu -
¥ 38
deme zabyvat hlawmé& eukleidovskym prostorem En ;s to jJe mno%ina

vdech "bodd" & = (4,,..., ¥,] , kde "soutadnice” &, ,...,¥,
jsou redlnd &fsla. Je-1li Yy = (Y2221 Y] » definujeme

1
2.2 . =
dist (x’y)a(g (7&"{6) )* ; %asto se definuje dist (-L’,y)

= Max n!'yk- lA‘ ; to potom uZ ovdem neni tyZ metricky

.1’.0.,

prostor, ale pro nase ulely bude obyZejn& lhostejno, které z obou
definic uZijeme.

Je-11 A mmo%ina (v metrickém prostoru P , u nds obyejnd
v £,,), nezyvéme uzdvirem A mnoZinu t&ch bodd & € . P , pro kte-
ré je dist (X,A)= 0. VZdy je AcA ; je-11 A = A nazyvd se
A uzavtenou a P - A otevrenou (v P ). Zéxladnf véty o uze-
vitenych a otevienych mnoZindch povaZuji za znédmé.

Okolfm bodu @ nazyvdm kaZdou otevienou mnoZinu, obsahujfct

bod & ., Tnitfnim bodem mnoZiny A nazyvéme takovy bod @/, Jje-
hoZz jisté okol{ je Z4st{ mnoZiny A v . MnoZina je oteviend tehdy
a jen tehdy, kdy% v3echny Jjejf body Jjsou vnitini. MnoZina A

Je vZdy uzaviené.

BudiZ A mnoZina v metrickém prostoru P . Body <4€/?
se rozpadaji na tfi skupiny: 1) wnitfnf body A (tJ.
dist (¢,P-A)> 0); 2) tzv. vn&jsf body A, to znamend wvnitinf bo-
dy P - A (tj. dist («,4) >0 ); 3) body, pro n&
dist (£,2A)=0 = dist (4,4 ); témto bodim se ¥*{kd hraninf body
& tvor{ tzv. hranici mnoziny 4 , znek H (A). Tedy H(A) =
=A. P-A = H(P-A) je uzaviend mno%ina. MnoZina A Je

1/ To lze ffci takto: dist (@, P-A) > O.
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usaviend tehdy a jen tehdy, kdyz H(A)cA ; Je oteviend tehdy
a jJen tehdy, kdyz A . H(4) = 2.

Bod & je hromednym bodem mno%iny A , kdyZ ka?dé okolf bo-
du & obsshuje nekoneZné& mnoho bodd z A . Mno%ina videch hromad-
nych bodd mnoZiny A se n¥kdy znaZt A’ ("derivace mno%iny 4 ).

Plat! toto: (¥ed') <> (existujl L, eAhd, &, & ,
lim ¥,,= &) -
(Yed) <> (existujt <+,€d, lim 4, = x).
Jest J =44UA', mno2ina A Je uzaviend tehdy a jen tehdy, kdy2
A'cA.

Je-11 A mno%ina, nazjvime jej{m primérem &1slc

‘:uf dist (£,y) .

yed Je-1i primér < + ®, nazyvd se mnoZina omezenou (v £,
to znemend, Ze absolutni hodnoty souradnic vSech jejich bodd
Jeou mensf neZ jisté pewné &i{slo).

MnoZina A se nazyvéd kompaktni, kdyZ kaZdd posloupnost ¢, ,
Xy, ¥g95+.. bodd z A mé hromednou hodnotu v 4 , tJj. jJestliZe
s nf lze vybrati posloupnost, kterd mé limitu leZfcf v 4 , Mno-
¥ina A ¢ E,‘ Je kompaktni tehdy a jen tehdy, Jje-1li uzaviend a
omezend. Plat{ Borelova v&ta: Necht 4 Jje kompaktnf a #* Je
systém otevienych mnozin, ktery "pokryvd 4 *, tj. kaZdy bod
g A je obsaZen v nékteré mnoZind se systému Z° . Potom lze
z /° vybrat konelny polet mnoZin, které pokryvajf 4 .

Je-11 A Xkompaktnf, B uzaviend, AB = 9, Jje
dist(A, B )>0 (to se dokdZe tim, e se dokéZe existence bodu

@& €A, pro ndjt aist (@,B) = aiet (A,B)).

UZ%elné je zavedeni tsv. cartézskjch sou¥ind. Jsou-1i 4,
B avé mnoZiny, znadfme znekem .4 x5 mnoZinu vdech uspordde-
nych dvojic [£,%] 1lde r€eA, Y€ B . JestliZe keidému te4
Je prifazen urfity prvek 7&3 , Ftkéme, ¥e Je déno zobrazeni
mno¥iny A do B , které oznalme tFeba symbolem ¢ , naleZ prvek,
ptifaseny prviu £ , se mnadf #(4).

To se 44 fci také takto: Zobrazeni / mnoziny A do mno-
¢iny B Je Jistd mnoZina usporédanych dvojic [£ ,y] , kde
.zeA,yeB ; pM tom pro keazdé 4 €A existuje v § prévé
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Jedna dvojice s prwnim &lenem & ; druhy &len této dvojice se
znedt S(.2).

Mnozina 4 se nazjvd oborem (nebo definiZnim oborem) sobre-
zeni. M{sto "zobrasenf{" se I{kd také "funkce"; f () oe nasy-
vé obrazem bodu . (pfi zobrasen{ /) nebo také hodnotou funkce
4 v bodd . Jestlite (&) jsou vesmés redlnd (komplexnt)
¥{sls, nesyvé se ¢ redlnou (komplexnf) funkef.

Jak jsem Fekl, budeme nejvice pracovat v £, . Je-1i
AcE,,,6K BcE,, CcE,, budeme snakem AxBxC znadit mno#i-
nu viech bodd [, ,..., ¥, Yyrooor Yy 2 ¥y veeerBp] , Kle
[ +---rEm]€EA, ¥ reccrYnleB s [ 1--12p)€ C  apod.

V £, mluvime o intervelech <@,4> , & ,4 ), (- ® ,4)

atd.y ; intervalem v £, n rozumim cartézsky sou&in z',xizx coe
cee X ¥, , kide z" jsou intervaly v £, .

Budte P, Q metrické prostory, Ac2, 4/ zobrazenf z P
do Q@ .% Budiz 4 €A . Rikéme, 2o £ Je spojité v bodd
vzhledem k 4 , kdy% ke ka¥dému & > O existuje O>0 tek, Ze

(L€A, alsti ,&,) <) = (Dist( (&), A(4))< E )

(dist znad{ vzddlenost v P, Dist zna¥f.vzddlenost v Q). Jinak
Feleno: f Je 8poJjité v bod& <&, € A vzhledem k A , kiyi:

(4, €4, linzg, =2,) => (lin £ (&) = £(L)).

Rikéme, Ze / Je spojité v A , kdy? je spoJité v kaZdém bodd
mno%iny A vzhledem k A4 .

Je-11 ¢ zobrazenf, A/ mnoiina, znalf (#) mnoiinu
vBech /(-e), kde e M. |

2/ Pri této interpretaci je / mnozina bodd v A x 8

3/ Vyluuji tzv. zvrhlé intervaly (jednobodové a prdzdné).

4/ Mluvim o zobrazen{ 4 do B , kdy: A je oborem; mluvim o
zobrazenf z 4 do B , kdyZ obor zobrazenf je obsaZen v A4 ;
mluvim o zobrazenf na 8 , kdy¥ ka#dy bod mnoZiny 5B je obrazem
nékterého bodu.



Je-11i sobrazent ¢4 8pojité v kompaktn{ mnoiné A , ple-

t1:
1) #(M) Je kompaktni;

2) sobrazeni -+ Jje "stejnomérn& spojité" v M , tj. ke
kaZdému £> 0 existuje O >0 tak, Ze

(LeM,yeM,atet(L,y)<d) =» (Dist( L), £(§)) <&E).

VSimn&me 81 je3t& zobrazent z £,, do £, . D4ti zobrazent
§ mno¥iny AcCE,,30 £, znemend priredit keidému bodu £ =

= [, ¥m]ed Jisty bod £(&) =y = [¥,,...,¥,] .

To tedy znaZf, %e ka%dému bodu [¥y,...,4,,] €4 Je prifaze-
no 7t redlnych &{sel 7,,...,%‘ y £J.

y,’z/f(‘ef’ooc,lm ),ooo, ynz /ﬂ("‘f ’...,Jm)’

kde f£y,..0y4n JBOU Jisté redlné funkce 77t redlnych pro-
ménnych; d4ti zobrazen! 4 znamend tedy dsti 7z reélnych

funkc{ /, yeses fn 7 Teélnych proménnych.

Je ziejmo, Ze zobrazen{ f je spojité (napf. v bodd @
vzhledem k B ) tehdy a jen tehdy, Jsou-1i funkce /} goeey /;z

spojité (v @ vzhledem x B ).

V 1ibovolném metrickém prostoru P plati: je-11 A% 9,
AcP, Je dist (& ,A4) spojitou funkef bodu & v 2 .

Odtud plyne napf. toto: Je-11 AcP, >0, je mnoZina
A = f (dist(x A )<©) oteviend a mnoZina A,=

= g(dist(z A ) < ¢) uzaviens. Nebot je-11 aist (¢,,4 )< [

platf{ 1 dist(x ,A)< © pro & dosti blizké bodu 4, ; Je-1li
a8t(4,,4) < @ , lim Ly = &, , Jo té2 Alot(4,4) < p .7

Tato dvaha plati pro jakékoliv spojité redlné funkce;
Je-11 f redlnd funkce, spojitd v metrickém prostoru 7 a

Jesou-11 & ,ﬁ redlnd &1sla, jsou mnoZiny
Eifw>a), $f<a), £ +a), pa<fn <)

5/ Specidlnd pro jednobodové A = (@) dostédvéme tzv. otevienou

koull @ (dist(x£, @ )< o ) a uzavienou koull

? (d1st(&, @) g o ) (o stredu 2 & poloméru © ).
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otevitené a mnoZiny
/0 2a), $fw) <), FW(e) =a), Slasd@® <&

uzeviené.

Budiz P metricky prostor. Mnoziny AcP, BcP se nazyva-
J{ odd&lené, jestliZe pro ka?dé «e€Ad Je dist (£,B) > 0 a
pro ka¥dé «€B je dist (4,4) >0 ; Jjinak re¥eno, kdy:

ABuUBA= & . Potom oviem Jsou té% mnoZiny A, ,B, oddélené,
Jestlize A, cA, B,cB8 .,

Oddé&lené mnoZiny jsou ovSem disjunktni.

Mnozina McP se nezyvd souvislou, jestliZe Jje neprédzdnd
a nedd se psati jako sjednocen{ dvou odd&lenych neprédzdnych mno-
2in. Tedy kaZdé jednobodovd mnoZina Je souvisld. V £, jsou Je-
dinymi souvislymi mnoZinami intervaly a jednobodové mnoZiny.

MnoZina M se nazyva uzavienou v mno%ind N , kiyZz je

M = NM , tj. kdys McN e ka?dj hromadn§ bod mnofiny M |,
leZfct v N , leZf v M.

I. Je-1i M souvislé, McAcM, je A souvislé.

Ddkaz: Necht A nent souvislé, tedy 4 = Bu(C
s odd&lenymi B¢ 9, C # 9 . Jesto M = MBUMC je souvisié,
je Jjeden ze s&ftancl prézdny, napt. MC =0 , McB . Existuje
bod celcM . Tedy ce BC - spor s odd&lenost{ mno%in B ,C.

II. Jsou-l1li mnoZiny Ma pro aecA souvislé, OA Ma, * 0,
(> 2

je LU M =M souvislé mnozina,
xeAd <

D& kaz . Nechf to nent pravda, tedy M =Xu Z s oddé&le-
ymi X # §, Z %9 . Zvolme bod .eeaQi M, (to 1ze); budi

napt. £€X . Déle zvolme bod ze Z (to 1lze). BxistuJe M,

o

tak, %e =z € M“o . Jest M = XMa UZM% s odddlenymi s&ftanci
0
neprdzdnymi (nebot prvnf obsahuje & , druhy z ) - spor.

ITI. Budi? M + @ ; necht ke ka%dé dvojici bodd ze M,
yeM existuje souvislé NcM tak, %¢ ek, Y € N . Potom

ﬂ Jje souvisla.
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D8 kaz: Necht naopak M = Au B & o0dddlenymi 4 * 2 ,
B+9 . 2vlne acA , 4€B a sestrojme souvislou Nc M,
aeN, beN. Je N = ANUBN s 0dd8lenyni s¥ftanci, @e AN ,

‘GBN » - 8por.

IV, Je-11.A souvislé,  epojité v A, je S(A) tex
souvislé.

Ddxaz: Bez djmy obecnosti budiz /A oborem zobrazenf
/.. Necht naopek £(4) = MuN s oddElenymi neprdzdnymi M,
N. Potom A= /.,(M)U’C,(N) 6/ & neprézdnymi s&ftanci. Tedy

nejsou oddé&leni (Jjeito A Je souvislé), tekZe napr. existuje bod
L€ /;,(l‘/) JenZ mé nulovou vzddlenost od .f_, (M). Tj. existu-

{ body € lim w,= ¥. Tedy lim S(&,) = A(&).
J1 body ¥, €4 (M) :_:nmx,, eyﬂqu ” £

e f(2,)eM, f(£)eN; tedy bod L&) patrt do, MN
- spor 8 oddé&lenost{.

Tato véta ndm dovoluje sestrojit mnoho souvislych mnoZin.
Nap#. kruZnici (£-a) « (’y-l)z =1 ( v £,) dostaneme pro-
strednictvim spojitého zobrazenf ¥ = @ + cos ¢ , ¥ = £+ sint
z intervalu O < ? g 2 (co% Je souvisléd mnoZina). Ddle:
Jeou-11 ¥,7y dva body v £, a jsou-114 @, 8 &isla, znalime
av + by = ar,+ by, ..., @k, + By, . Mnotim viech bodd
le + (1 - )y (-_t:_,y dané body, ¢ probfthd interval <£0,1> ,
nazyvédme uselkou Ly (£,y Jsou jejf "krajnf body"). To Je
"spojity obraz" <0,1> , tedy souvisld mnoZina.

Mnozinu Ac En nazyvame konvexni, Jjestlize As+p9 e
Jestli¥e pro €A , yeA cold dselka Xy leif v A. Zrejué

prinik libovolného systému konvexnich mnoZin je opé&t konvexnt,
neni-11 prézdny. Nepi. poloprostor, nadrovina, primka, Uselka,
koule (oteviend i uzaviend) v £, Jjsou konvexn{ mnoZiny. Jeito
kterékoliv dva body konvexni mno¥iny A7 1ze spojit souvislou
mnoZinou, totiZ usedkou, lezfcf v A , je podle III. vidét, Ze
ka?déd konvexnf mno%ina v £, je souvislé.

-

N

6/ ﬂ,(M) (tzv. vzor mnoZiny A p#i zobrazent {) Je
mnoZina t&h £ , pro kterd /u)eM .
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BudiZ Mc P (P metricky prostor). M ¢ @ . Zvolme 1libo-
volny bod t, €M a sestrojme vSechny souvislé mnoZiny, obsahu-
jlcf &, a obsaZené v M. 14 Jejich sjednocenf je podle II.
jisté souvisld mnoZina Klo - nejvét3f souvisléd mnoZina, obsaZe-
néd v M a obsahujfct &, ; F{ké se j1 komponenta mnoZiny M .
Dvé komponenty K "X Ky , majic{ spoledny bod = , Jjsou totoZné;

nebof podle II. je K Y K?o souvisld, obsazZenéd v M a obsahu-
]
Je body 4, , 7y, ; tedy KloU Ky.C K » td. K%c K«,a také

K.eo v K s © /\"o, tj. K.e.,c K,o. Tedy se celd mnofina M roz-

padé na disjunktnf{ komponenty. Komponenta je prévé jedna tehdy
a jen tehdy, je-11 A souvisld., Ka2dd souvisld &dst mnoZiny M

Je &dstf nékteré komponenty mno%iny A/ .

V. Komponenta A mnoZiny M je uzaviend v A , tj. vdech-

ny hromadné body mno%iny KA , leZfcf v M, patif do K . Kdy-
by totiZ tomu tak nebylo, mohli bychom mnoZinu A jestd zvst-
81t priddnim jednoho 2 té&chto hromadnych bodi, a tato zvdtdend
mno%iina by zistala souvislé.

Vv £, plat{ jJedt& dals{ véita:

VI. Je-11 McE, , M oteviend (v £,), Jsou jeif komponen-
ty oteviend (v £,,).

Ddkaz: BudiZ &, né&jaky bod komponenty A . Existuje

{0 tak malé, Ze koule & = % (dist(4, £, )< P) lezf v M.

Jetto O jest souvislé a mé 8 A spoleiny bod 4, , je podle II.
také Ku 0 souvisld, tedy (meximélnost mnoZiny K !) Ku Oc K
tedy 7'c K, tedy &, Je wit*nim bodem mno¥iny K .

VII. Budte M, ’ Mz > M, , e+e (kone&néd nebo nekoneZnéd po-
sloupnost) souvislé mnoZiny, % M‘- , ¥ 9 . Potom mno¥ins
UM_ e souvisld,
n N

D8 kaz : Podle II. dostaneme ihned indukcf, %e M, UM, ,

MuMUM,,... Jeou souvislé. Jde jeSté o to, Ze v pfipadé ne-
kone&né posloupnosti je A = nU’ M, souvisld. Budte @ ,.4

7/ Takové mnoizzy existujf:nap¥. jednobodovéd amnoZina (¥,).
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dva body z M ; je tedy @ €M, ,4¢eh, pro nékteré 4 ,L.
PoloZme 771 = max (,&,l). Potom oba body Q,4 1leif v souvis-

16 mno2iné¢ Mu...UM, a tedy M je souvisld podle III.

M&jme uselky X, &, , Loy, ¥sty yoooy by &, v Ly ;

Jejich sjednoceni se nazyvd lomenou &arou. Podle VII. Je tedy
lomené &4ra souvislé.

Otevitenou souvislou mno%inu v £, nazveme krétce oblast{,

VIII. Neprézdnd oteviend mno%ina McE, je oblastf tehdy
a jen tehdy, lze-1i libovolné jejf dva body spojiti Jomenou Za-
rou leifcf v M.

DO kaz: 1) Je-1i takové spojen{ moZné, je M sou-
visléd podle III.

| 2) Naopek, budiz M souvisld oteviend. Zvolme
bod £, € M a budiz N mnoZina on&ch +€ M , které lze spojit
8 Xo lomenou &arou, probthajfc{ v M . Zrejm& je N souvisld
(viz II) a sta®f dokdzat, 2¢ M = N . Predpoklddejme M-N#% 2.

Je-11 @€ M, existuje koule A = “é (dist (@ ,4)< ) , obsa-

Yend v M. Je nynt vid&t: je-11 Q€N , je Kc/N ; kaZdy bod
£ € H1ze toti% spojit s ., lomenou Zarou, probthajict v M
- stadf spojit napred ¥, & Q 8 potom pripojit usedku Q¥ .

Tedy kazdy bod z N je wnitinfm bodem N, tedy N M-N=9
Za druhé: Je-1i aeM - N , je KcM-N . To plyne takto:
kdyby v K byl n&jaky bod £ €N , spojili bychom «+o 8 £ 1lo-
menou &arou v M a Jesdté& bychom pripojili uselku £a , takie
by @ pat¥ilo k N - spor. Tedy kazdy bod z M - N  je vniti-
nim bodem mno2iny M - N , tedy (M- N ). N = P . MnoZiny

N ’ M- N Jsou tedy neprdzdné a odddlené, coZ Jje ve sporu

8 tim, 2e M Je souvisld. Tim je ddkaz hotov.

IX. Budiz AcP (P je Jakykoliv metricky prostor).
Budiz ScP souvislé. AS + p, S-A + 9 . Potom je

S.HA)+ 9.
-l4-



Daokaz: Joe S = ASuU(S-4) a oba siftanci jsou ne-
prézdné. Necht & . H(A) = P . Potom ka%dy bod z A4S Je
vnitfnim bodem A , tedy AS .P -4 = P a tim spile
AS.S-A = 9. Podobn& ka?dj bod z & -A  je vnitfnim
bodem P - A (nebot (S -A). H(P-A) = (§-A) . H(A) =
- P), tedy (S-A).A = @ a tim spie (S-A).JA= 9.
Tedy SA, § -A Jjsou odi&lené mnoZiny - spor 8se souvislost{
mnoZiny 45 .
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