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Df1 1. Diferencidlni rowvnice v redlném oboru

KAPITOLA 1I.
Rovwnice 1. Fédu

§ 1. Existen®n{ theorém

Zatim bude v3e redlné. Budeme probirat rovnice re3end podle
7'. Déna je funkce ,{( 4 ,¥). NapiSeme rownici

(1) 7’--/(.!,’) .

Ri{kéme, Ze funkce [ 4 (&) Je v intervalu (Q,J) reSeni{m rov-
nice (1), jestliZe pro kezdé k€ (@ ,#) plati @'(&) =
= £(&,P(k)). Jestlile mimo to Je také derivace funkce @

v bodé a zprava roma £(@,9(&@)), budeme Fikati, Ze P Jo
feSenfm rovnice (1) v intervalu <2,.4) , podobnd& pro inter-
valy (a,8> , <a,$> (v bodé & jde nynf o derivaci zle-
va).

Poznemenejme hned toto: Jestlize @(&) Jje redenim rovni-
ce (1) v intervalu (@,4> = w(&) Je redenim rovnice (1)
v intervalu <& ,c ) a je-1i ~99(,5) = Y (4) , potom ihned
dovedeme nalézt redSeni v intervalu (@ ,C ). PoloZme totiZ
Y(&) =~ o) pro a<k < 4, Y (¥) =Y(&) pro
b <« £<C . 2rejmé toti% splnuje Y} (&) rovnici }'(¥&) =

= /(..t:,)_’(-()) v (@,6) 1v (&4,c) ; ale splnuje ji téz

v bodé & ; nebot v bodd £ mé funkce Y (&) derivaci zleva
/( 4, P(8)) = £ (£, ¥ (4)) a deriveci zprave rovnéz

Flbp(8) = L6,y (B)).
Poznamenejme ddle: Nejjednodud3f rownice 7’= /(l), kde

{ Je spojité funkce, mé feSenf U = ff(l )y + konst.;

proto se i obecné misto "rFeden{ diferencidlni rownice” rikdvé
“integrdl diferencidln{ rovnice”. Nebudeme tohoto vyrazu uiivat.

Mysleme si, ze kazdym bodem (¥, % ), vndm: (£, y)
Je definovéna, vedeme piimku P[,’ y] °© snérnici (4 ,%) (na

obrdzku je nakreslena jen krédtkd uselka). Funkce y(.z) Je pak
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re3enim tehdy a jen tehdy, jest-
112e ki*ivka Y = P(E) se

v kafdém svém bodd [4,¥y] (f
dotyké prisladné primky P, y] - Ao

. \\
Z ndzoru se zd4 toto: 7 \_‘\)\
zvolime-1i si libovolny bod
[.l, ’701 , potom j{m pro- 7’7“)

chdz{ jedna a jen jedna in- //E&J\/
tegrélnt ki*ivka, tj. existu-

Je Jedno a jen jedno redentg
% rownice (1), které vyho- 0 Ox
vu je podmince _? (-,o ) = ?o .

To je vskutku pravda za jistych omezujicich pfedpokladld o funkci
,f (£ ,% ). Dikaz nyn{ provedeme; zékledn{ roli v ném hraje tzv.
Lipschitzova podminka, o nfZ nyn{ promluvime.

Budi% dédna funkce f (&£ ,%Yy) , definovend ve viech bodech

mnotiny A . Rikdme, Ze / splnuje v A Lipschitzowu podmfnku
vzhledem k % ( a to Lipschitzovu podmfnku s konstantou N ),

JestlizZe

(2) ([1,3,]5,4 » [4 %]eA) =#(V(.e,yz)-/u,y,)]sN[yz-'y,] ).

8/

Potom ov3em f splnuje Lipschitzovu podminku i v ka%dé mnozi-

né¢ Bcd.

Pr{klad 1. JestliZe ka’dé rovnob&zka s osou % protiné 4
budto v prézdné mnozin& nebo v bod&, uUse&ce, polopfimce ¥i pifmce

a jJe=1ll v A! g—f

[£7,] €A je £, y,) - £,y = |%-%|.]/;(x,7z)|

kde bod [£ ,%7] rowndz lexf v A.

< N, Je splntno (2). Nebot pro [¥,%,] €4,

8/ Minéna Je stéle Lipschitzova podminka vzhledem k ¥ .
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Budi% opét ddéna funkce ,f (& ,Y) definovand v A . Budenme
Fiketi, Ze { splnuje v A lokdélnd Lipschitzowvu podminku, Jjest-
1ike ke kafdému bodu [&,y]€ A existuje okoll ¢ tak, Ze £
splnuje Lipschitzowu podmfnku v mno%ind CA ., (Ovdem pro rizné
body [.z.y] mohou vyjit rizné "Lipschitzovy konstenty" N .)

Priklad 2. Je-11 A oteviend a je-1i /; spojitd v A ,
splnuje { v A 1lokéln& Lipschitzowu podminku’

DA kaz : Budil [.(. ,y,] GA; sestrojme otevieny omeze-
ny interval JCA obsshujfet [L, ,%,] & tak maly, Ze /’3’,
je omezend v J ; podle pffkl. 1 splnuje 7{’ Lipschitzowvu pod-
minku v J .

Priidad 3, Buaix A = (0,1) X (0,1), £(&,y) = L

Yy -
Potom / nesplnuje vA Lipschitzovu podminku, ale splnuje Jji
lokdlnd v A . Ted si ukdZeme, 2e takovyto pripad nemiZe nastat

u kompaktnfho A .

V&ta 1 (pomocné). Necht omezend funkce / (r,y) splnuje
v kompaktn{ mnoZiné A 1okélne Lipschitzovu podminku. Potom /
splnuje v A Lipschitzowu podminku.

Ddkaz: Necht / nesplnuje v A Lipschitzovu podmin-
ku. Potom ke kaZdému prirozenému 7z existujf v A body
(4 15] » [fn12n] tak, Ze | £, Y, )~ L4, 2, )]>
>nly, -% | . Budlz |[A(t,y)| <N v A, takie

|7n‘i'n| < 2—,,{! , 1im (yﬂ-z,,) = 0 . Existuje vybranéd

> O

posloupnost [.tj&n , ?ﬁnj , majfci limitu [S y7]€eA .

Potom je té% nl-i:oc!:lé" 1 2g ] = [§.7] apritom

|/({€n e ) - fley 2%y ) | >4€'n'26,, - % |

takZe f nevyhovuje Lipschitzové& podmince v 24dné mnoZiné A ’
kde O Je okolf bodu [§,%7] .



Poznémka: BudiZ nynf déna n¥jakd mnozina & c E, a funkce
£(&,Yy), spojitd v & . Budeme vy3etrovat redeni rovnice (1)
"lezfci v & ", tj. takovd redenf ¢ , jejichZ cely graf leif
v 9 . Zvolme bod [& ,%] € ¥ . Budi? ¢ funkce, pro kterou
[£,p(k£)]€ & pro viechna k€ J, kde J Je interval obsahu-
jict bod 4 . Potom tvrd{m: Vztahy

iy 4 9/

(3) Pi(x) = »/(1.9’(#)) pro v3echna k€ P (&)= 7,

plat{ tehdy a jen tehdy, plat{-1i vztah

N 4
W) P&y = [L(t, @t +y, pro viechna veJ .
.lo

Ddkaz: Platf-1i (3), Je @ spojitd v J (majic de-
rivaci), tedy je /u,_?(-t)) - tj. funkce P (&) - spojité

v J, takie primitivni funkce je ddna integrélem P(.k) =

¥
=f{(t,}9(t))dt +C a dosazentm & =.4, dostanu ( = Yo o
la

Neopak, platf-1i (4), je predné @ (¥) = %, , za druhé

Je @ (&) déno integrélem v (4) jako funkce horn{ meze, :edy Je
@ spojitd, tedy 1 /( t,y( t)) Je spojitd a tedy derivace
integrdlu v (4) podle horni meze jeo f(.t » p(L£)), tj. platt (3).

Tim je reSeni diferencidlnf rovnice (1) s "poldteini podmin-
kou" P (&) = %, prevedeno na fedeni "integrdlni rovnice"”
(4). To je vhodné - s integrély se lehZeji zachézi ne% s derive-
cemi (pokud se tyfe jejich obecnjych vlastnosti).

V&ta 2. Necht 7"(..8 ’7) je v intervalu

T: k-4 <a, |¥-y| <4, (@a>0, 6>0)

spojitd (s tedy omezend : l/(-e,y)l <M,M>0 ) a splnuje
v J Lipschitzovu podminku ( s konstantou N> 0) vzhledem

k Yy . PoloZme 4 = min (@, 7{’-& ). Potom plati:

9/ Pat®1{-11 k J jeho pol4tednf (koncovy) bod, minim derivaci
v tom bod& zprava (zleva).
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1) Existuje felenf % (&£ ) rovnice (1) v intervalu

<t~ A, ,+./£> , pro které je p(L£,) =%, . Toto Fedent
le#f v J.

2) Toto redenf je jediné v tomto smyslu: Je-1i ¥ (&) Fedenim
rovnice (1) v intervalu

<, /3> (%-/&5&5:,f/35¥,+»&) a Je-1i y(&,) =
= Yoy Jo Y (&) =@(h) v ,B>

Ddkaz: 1. Je pou¥né, nakreslit si, co znamend .4 .

Vedte bodem [.t,,y,] pfimky o smérnicfch A7, =AM . Vidite
dvé moZnosti:

Zde jJe A = a Zdede,ﬁ-.-—’g_

Oznafme znakem A interval & - &#,] < 'y | Y-%|< 4 .

Pro «4,-h<&< &+ £ definujme postupné funkce Y, (&)
(72= 0, 1, 2, ... ) indukecf takto:

£
(5) y,(-&) = Yo yn,,(-l) = ff(t,yﬂ(t))dt+ Yo
o pro 7z 2 O,

Dokd¥i, e to Je moZno. K tomu cf1i dokd%i toto: funkce Z" Jsou

epojité v <t,- A, Lo + > a Je | Y (&) - %,| <. (splnu-

Je-11 totiZ ¢, tuto podminku, Je f(t,yn(l' )) spojité

=20~



v Q,-IL, o 4&) a jJe moZno sestrojit Ynes ). Podtriend

véta je splnéna pro 72 = 0 ; Je-11 splné&na pro 72 , Je
/( ?,Y, (T)) spojité a v absolutnf hodnotd g A7

v bo-A , X+ A . Lze tedy podle (5) sestrojit ¥, (&),
coZ jJe spojita funkce, a Jje

1Yo L) - %] = l%f/(t Ynl N | < MAs 4

(zde vidime, pro jsme se omezili na interval <t, -4, L+ £> ).
Ti{m je tvrzen{ dokdzédno (indukct).

V intervalu <¥o-.4 , & + /> d4le platf
&
7,(-&) - Yo( L) =,f/(t.y,)dt| 5H|z-1,,|
£,

Tvrd{m, Ze plat{ obecné (72 =1, 2, ...)

n!

(6) ‘%w) - 7,,_,(.5)' < MN

( N je Lipschitzova konstanta). Dikaz indukcf: pro 72 =1
to pletf{; platf-1li (6) pro jisté 7z , Je

4
sy B)- 9, B) = 'lf[/(z‘, y (8- Lty (t)]at]| <

<N. lf|y,n(t)- %”(t)la/l‘l |J|t'-¥|"dt|
= MN” [l-llﬂ*f
(me+ 1) € ’
PoloZme
(1) @(&) = 1n g,(£) =7, + ¢ 2 (gt - g ()

Podle (6) je majorantni Fadou k *ad& v (7) konvergentn{ fada

MOST ONA M N
’ ng = o (2" .




Tedy je Fada (7) stejnomErn& konvergentnf a tedy P (&) spo-
Jitd v <u,-.4, Lo+ L > ; je oviem

|%:,(€) - % < lfMdt, <M. |le-u

a tedy 1

8) |P()-% | sM.|lk-y)|< AM< B

. Kone¥né& Je

(9) lim (C,y,(L)) = L(C,p(L))

Hm ALt - il
stejnomérn& v intervalu | -4 | < 4; nebot f(-&,y) je
stejnomérné spojitéd v J(Lt’-—l,l sa.ly-yol Sj,) ’

tedy ke kazdému € > 0 existuje O > O tak, Ze

(L, y, (tN - £, ptN] < &

pro viechna [ €<t -4, ¥, + £> , Jaimile | ¥, () -

- y(t)l < 6, ale poslednf nerovnost je splnéna pro v8echna
n>n, (é) a v3echna jmenovand I , jeZto konvergence v (7)
Jje stejnom&rnd. Plat{ (5) ; Jjeito konvergence v (9) Je stejno-
mérnd a jeZto plat{ (7), lze provést v (5) limitni piechod za
integratnim znamenfm a dostdvdme (4). Tim jJe prvni tvrzen{ do-
kdzéno.

2. Nyni dokéZeme jednozna&nost. BudiZ % re3eni v interva-
lu <a¢,ﬁ> - takové, jak je to releno v tvrzen{ 2 na3f véty.
Tedy specidlné @ (¥,) = Y(k,) = y, . Predpoklddejme, Ze
v ndkterém bodé £, € <«x ,ﬂ> Je (&) -yw(k, )+ 0;

z toho odvodime spor. Budi% treba «¥,> &, ( pro ¥4, < ¥, Je
dikaz obdobny). Budi% ¥, supremum onéch &isel £ intervalu

<ty ¥y> , pro nd% Je P(&) - (k) =0 ; Jeito funkce
P, W Jsou spojité (majice derivaci), je nutné P(&, ) =y (&;)
a tedy o < ¥,< ¥, gﬂ < &4+ 4 . Podle (8) lezf bod

[.82 ' _?(.22)] = &, ';ﬂ(l,)] uwnitf intervalu J& . Lze te-
dy volitil (S > O tak melé, %e platf:
-22-



1) Iz+5<‘yl

2) pro |-l--l'2|<é Je
[, y(¥)] €X
3) 4 < =~

Pro 4, <&k< ¥ je
y(l)-gﬂu’) $ 0,
takZe &18lo

A = mex lew)-;ﬂ(l)l

L ¥ S+

N

Jje kKladné.

D4le Jje pro
L<kg K, +0 1V

X £
@ (&) =ff(t,_9)(t)a/f+ P(Ly); w(£) =ff( ¢, p))ade+
£ ‘2
+ @(¥y) a tedy (Lipschitzova podminka)
Y.
| (&) - w(E)] < jﬂ/ |p(L) - w(t)lat< ONA .
4

To pletf i1 pro & , pro né&Z levd strana nabyvéd svého maxims, tedy
A < é/VA ’ 7 < 5/V , ¢oZ neni pravda., Tim je veta 2 do -
kdzéne.

§ 2. Existenénf véta “"ve velkén", Charakteristiky.

Ve vétd 2 Jsme Cokézall existenci a jednoznalnost resent
rovaice (1) pouze "lokdiné", pro jisty dostateZné maly interval
<Wp - Ao, 4,+ A . Nyni vySeit{me existenci a prib&h Fesent
"ve velkém™, tj. v celdm oboru, ve ktaréx Funkce 7?(44,51) m4

dostatedn® rozumné vlastnosti.

1C/ Jezto (3), (4) jsou ekvivalentni a jeito @(¥y) = P (&),
-23=



Budi% nynt dck 2 Jakékoliv oteviend mnoZina a necht
{ (&, ‘y) Je v & spojitd a splnuje v & 1lokélné Lipschitzowu
podminku (k tomu stalf, podle pffkladu 2, kiy¥ / je spojita
vZ). Zvolme bod [¥, » Yol € J ; k tomu se 44 sostro,jit inter-

val X = a.-),,.y,+,&>x<%- » Y%+ £>cT tak, jak byl

popsdn ve vét& 2, naleZ existuje pro rovnici (1) relenf (&),
le2fcf v KX, definované v <L, - .4, 4 + A> 8 prochézejfct

bodem [&,%,] (tj. P(¥o) =7%,). Bod [4 +4, P(L +4)]
(oznatme jeJ [4,%] ) leif jest: v I a lze jim tedy - opdt
podle vEty 2 - vést jisté redenf Y (&) (y(4,) = %,), defino-
vané v jistém intervelu <t, - .4, & + 4A> . PoloZfme-11

Yy (&) = (&) pro L-hstgb+rh=4 , yl&) =YW
pro &, < ¥ < ¥, + & (uvelme, 2e P(¥,) =%y, =p(L) ),
vyhovuje funkce 7 rovnici (1) nejenom pro 4, - 4 < ¥< ¥, a
pro £, <¥< ¥ +#&, nybrz 1 pro £ =.4 tedy v celém inter-
valu <t - A, ¥ + £>; nebot v bod® 4 mé @ derivaci zle-
va /(l,,y(l,)) = f(-t‘, ' Y, ) 8 Y tem mé deriveci zprava
(dokonce oboustrannou) rowvné&Z rownou f (&, , ¥ (€y)) =/,, Yy ).
Podobn® miZeme reden{ y(-—l) "prodlouzit” jest® dédle od bodu

£, + & doprave a podobn& je miZeme prodluZovat od bodu &, - .4z
doleva. ProdlouZfme nyn{ toto red3enf na ob& strany od bodu &,

"co nejvice" - jak je tomu piesné rozuméti, to nyn{ popiseme.

Dén Je bod [£ ,%,] € & ; budiz B supremun onéch &fsel

/3> , pro né% existuje reSenf rovnice (1) v iantervalu

<&, /3 ) , le?fcd v & =& nebyveifc! pro ¥ = 4o hodnoty ¥, ;
podobné budiz A infimum ondch %f{sel &< Yo , pro ndi existu-
je reSenf rovwnice (1) v intervalu (@ ,«&,> , leifc{i v & &
nabyvajicf pro & = &  hodnoty Yo - Tvrdim predeviim:
v <t,,B) existuje redeni rovnice (1), leticf v & & naby-
vajicf pro £ = &, hodnoty Yo

k a z : Existuje posioupnost Cisel

oA
/3, <‘,..:, </33 <...., ii=m tBn =B pcsloupnosat fadent

2V e YN
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y4 972’ ceo leZicich v 5 tak, Ze

%(J) Je FeSenim v <&,, ﬂn )y Yn(ko) =Y, ,

Tvrdim, %e pro n<m, Lk <3, Je Yy,(£) = ¥, (L) .
Jinak by existovelo f (¥ <§<f3,) tak, Ze 3, (§) # %, ()
(ale %,()) = 9%,(&¥) ). Budi ¥, supremum ondch Efsel
tE,,§ ), prondt Y, (&) =Y, (LF). Potom Je 4 < 4<§,
Yn(Lr) = Yy, (£), ale pro viechna L€ (L, §) Jo Um(t) #
t Yn (&) - ale to je nemoiné podle tvrzeni 2 véty 2. (op1si
nyni{ interval X s vity 2. okolo bodu [:.l, ’ 77:("1)] ) .
Definuji nyn{t y(.e) v <¥¢,,8) takto: Je-11 £,< 4’(/3n
poloffme % (&) = %, (£). Tim je ¥ Jednoznain& urZeno, nebot

Je-11 eouZasnd téf <k <f3,, , Je, Jak jeme prévé dokdzali,
yn(x) = Y, (£). Ztejm& vyhovuje 7(!) rovnici (1) v inter-

valu <&, 8) ; nebot kazdy bod tchoto intervalu leZf v nékte-
rém intervelu <&,, ﬂn) y Ve kterém % splyvé s refenfm 7 .

Podobn& definuji Fedent X (&) v (A, .«> . Poloifm-11i
nynf Y(&) = () v (A,&> , Y(¥) = y(x) v<L, B)
Jest =(«&,) = ¥(&) =%,) , dostdvém Feden{ rovnice (1)

v intervelu (A, B ), lesfct v& & prochézejicd bodew {.zo,yo] .

Toto Fedeni nezvu chrarakteristikou rovnice (..) pro otevienou mno-
2inu F (a to charakteristikou urlenou bodem [ .%,] J.

(Uvadir explicitnd otevPenou wnoZinu 2¥ , protoZe funkce
# miZe byt definovéne tredba 1 mimc otevFenou anoiinu & e né-
kterd redeni rownice (1) mohou vybshnout z oteviend mnoZiny
& - ale my 3Je stardme jen o ty “d4sti" redenf, kieré leif v 7).

Uvédomme 51 toto: Obor, v ném% jJje definovédne charakteristi-
ka Y , Je interval (A,B) ; neexistuje %4dné PreSenf le3fc{

v & a prochizejfc!{ bodem [« ,%] , které by bylo Fe3enim

v néjakém intervalu <«¥,,58°), B >B nebo intervalu (A',.lo>
A <A¢ & . Tvrdim nyn{: JestliZe n&jaké redenf % (&)
(le2ict v J) Je definovéno v intervalu (Oc,p) amés Y né

- 25~



Jaky spoleZny bod [§,7] (7 = y(§) ‘-‘-Y(f), ax<§<fB ),
potom Je (@,B) C (A,B) av (a,B) je y(&) =Y(x).

D4 kaz: Budiz (9’,5 ) prinik intervali (Q,ﬂ),
(A,B); tedy y<§<3 a v intervalu (9’,5 ) mdme dvé& Fe3enft

'g, Y » prochdzejfici tymZ bodem [§ »77] . Odtud stejn& Jako
df{ve plyne, Ze

(10) y(£) = Y(&) v (p,9) .

Predpoklddejme, Ze napt. /3>B (tedy 8 koneZné) a tedy o=58 ;
z toho odvodime spor. Je £, <& ; §<B. Budto je &, = § ;
potom 77 =Y, a Y(L) Je Fedenf, prochdzejict bodem (4, %,]
e definované jedt& vpravo od B - ale to je nemofné. Nebo je

-l;,,>f 1/ & potom Fedenf % () je definovdno v intervalu
<t , ) (p>3) a prochézf bodem [«£,,9 (£)] =[&,Y(&)] =
= [4,Y%] - to je rovn&% nemoZné. Zbyvé pripad o <§ . Potom
definujme funkei X (&) takto: X (&) = Y(&) pro -t,slsf-,
(L) = Y(&) pro §5£</3. (Pamatu jme, Ze y(f) =

= Y( f) .) Potom ¥ je re3enim, které prochdzf{ bodenm [.lo,'yo]
a definovéno v Qo,ﬂ) (I@>B) - ale to je op&t nemoZno.

Tedy Jje nutné /35 B & podobn& se dokdze a > A ; v interve-
 (a,B) = (2,0) je pak y (&) = Y(&) podle (10) o
tvrzen{ Jje dokézéno.

Specidlné: jestliZe dv& charakteristiky majf spole&ny bod,
jsou totozné. Nebot jestliZ?e prvni mé ze obor interval (4 ,8),
aruhéd (A',8’) , je podle toho, co bylo dokdzino (A ,B)c U, 8"
a soutasnd (A, B)C(A,8) a v intervalu (A,B) obé funkce
splyvajit.

Situace je tedy tsto: KeZdym bodem oblasti QT prochédzi
Jedna a Jen Jjedna charexteristiku.

Za druhé: Jestlize funkce y(.z ), jejimZ oborem je néjaky
interval J , je v J re8enix rovnice (1), leZfcim v J . ie to-
to redeni &dsti nejaké charakteristiky. To jsme pifed chviii goro
otevienéd intervaely J dokszali. Je-11 v3ak neapf. J = (a:,ﬁ}

11/Tedy xoe(y,é) a proto '},’(4’0) = Y(¥,) = Y, podle (10).
-26-



potom bod [ 3, ¥ (B)] 1leif v &, tedy existuje reSent = (&)
v jistém intervalu <ﬂ,ﬁ+6) tak, Ze z(ﬁ) = ’(/3) ’
polozim-11 Jestd ¥ () = ¥ (&) pro a<x <B3, je redenf ¥
gast1 reSenf % (JemuZ odpovidd jiZ otevieny interval

(x, ﬁ +¢)) a podle toho, co bylo d¥fve dokdzéno, je = (a te-
dy 1 %) &éstf jisté charekteristiky. Podobnd v pripadd J =

= <a,ﬂ) nebo <a¢,,6>.

Zavedme Jedté& toto oznalenf: Charakteristika, prochézejfct
bodem [.(,,70_‘] € & mé za defininf obor jisty otevieny inter-

val "74:,,7, 5 Vv Jejf rownicl ¥ = Y (¥) (#G.Zko”o) zdvist
oviem ¥ na &, Yo i pisdme proto

(11) ¥y = P 4,9,) .

P Je tedy funkef tiff proménnych, kterd je definovédna prévé

tehdy, kdy: [¥o, Yo]e I , xe *7.2,, 5. a kterd mé tento vyznam:
rovnice (11) platf tehdy a jen tehdy, kdy% bod [« Y] ezt

na charakteristice, prochdzejfc{ bodem [, , 7,] . Specidlné
tedy

(12) ?g = ?(103 £, , o )

Funkci ¢ nazveme charakteristickou funkc{ rovnice (1) v 7,

Funkce @ mé tuto vlastnost: Vezmémé bod [4,%, ] € I
a bod [£,%y] . Jestli%e bod [« ,%] 1leZ{ na charakteristice,
prochdzejic{ bodem [.e,,yo] , potom boad [“ea’}/oj leZ{ na
jistém resenf X (&), prochdzejfcim bodem [«&,%] o tedy na
charekteristice prochézejfc{ bodem [£,%] (nebot redenf ¥
je &4st{ této charakteristiky). To znamend: platf-1i (11),
plat{

(13) yo':y(.lo;.t’,y).

A ov&em té% naopak, z (13) plyne (11), tj.

(14) (g=y>(4¢;1¢,,%)) < (%:y(%;.e,y)).

Pozndmka 1., 3udte 7/‘( & ’?) ; y( £, ?) dvé& funkce,
spojité v oteviené mno2in& &, které splnujf v & 1lokélné Lip-
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schitsovu podafnku vshledem k ¥. Necht majf ob& rownice
Y= £(£,¥9), ¥'= g(&,¥y) tyté: charakteristiky, tj.toud
charakteristickou funkci pro otevienou mno¥inu & . Tvrdfm, Ze

(£, Y) = 9(&£,Yy) v &.

D&kagz: Zvolme pevnd bod [([&,,% Je& , na¥eZ funkce
P(L; Ko, Yo) Je funke! X , kterd v jistém okolf bodu .,
vyhovuje romici ¥'= £(&,y) (a také rowmici ¥'=g(+,¥))
a v bodé ¥y nedbyvd hodnoty Yo » takZe

)
3% (£ 3‘(0970) = f(lv_?(‘li l’»’o)) .

Tato rownice plat{ té% specidln® pro & = £, , tedy (podle
(12))

/(_g” 'yo) = [% (X; &,, y")].zuf, a oviem té2

g (Lo Y, ) = [% "“"0'70’]u.«,

Pozndmka 2. Rovnice (1l1) se zd4 ukazovat, Z%e “obecny in-
tegrdl zdvis{ na dvou libovolnych konstantéch” (mluvim zatim
hodné neurlitd - totiZ na Lor Yo Oby&ejné se F{ikd, Ze "obec-
ny integrél zdvis{ ne jedné 1ibovolné konstanté&" a rozumf se tim
toto: Dosadf se za ¥, pevné &islo € , potom jednotlivd re-
Senf rowvnice se 113f hodnotou 74, , které nabyvajfl pro £ =C;
viechna Pre3en{ tedy dostanu rovnict

(15) y=}9(.z;c,%) ;

jestliZe za %, dosazuji v3echny pripustné hodnoty (takové, aby
bylo '[C, %] € & ). Ale to nen{ tak dccela pravda: Je to prav-
da pouze pro ty charskteristiky, které jsou Sefinovany pro

L =C; ostatnf charakteristiky, Jlejich2 definifni interval
neobsshuje bod ¢, nejsou formuli{ (15) zachyceny. Viz obrézck

(ne str. 29): Ovél znal{ obor & , K'ivky v ném nakreslené -
charakteristiky. Vidite, Z2e charskteristiky, probihajici ve
Srafovanych oborech, nejsou zachyceny fcrmul{ (15), kdeZto che-
rakteristiky, probfthejfci v nedrafovaném oboru, zachyceny Jjsou.




0

| Abychom se orientovali o moZnostech, které zde nastédvaji,
probereme dva prajednoduché prikledy.
Pr{kled 4. ’y'= 24 ; za J vezmeme celou rovinu. Rov-

nici vyhovujf redent ¥ = &°+.4
(4 1ibovolné konstanta) s de-

finién{m intervalem (- o ,+ 00) ‘\\\‘jgzy
tedy to jsou charakteristiky.i?’
A kaidym bodem [4,,%o]  pro-
chéz{ jedna z téchto kFivek
:\\\\\

‘stalf{ poloiit K = Yo - ..(oz ).
Tedy to uz jsou v3echny charak-
teristiky. (Charakteristicka

funkze Jje tedy _9?(-5 ; Lo ,y,f* = \ J [ #’x
ar Y, - &7 ). Vidime, ze \\ w///
£ a2 iA4 charakteriatike |« \\~

Jdefincvédna v celém intei valu
(- a0 , + ®). Zvoliae-li pev-

né ¥,, treba &, = C , potom kaidd <rarekt-ristika prochédzi
nékterym bodem [0 ,y,] a jejf rownice je potom ¥ = &%+ Y -

Tute formule (ménfme-1i Y, ) dévé tedy vdechny charakteristiky.

12/ Jejich definiin{ interval se¢ neds dale prodiculit,
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Pr{klad 5, %'= > 1 ; za & vezmeme polorovinu
v
y) O . Thned vidime, Ze funkce Y = V-u-c v intervalu

(c, + ®) (c Jjakdkoliv konstanta) vyhowvujf diferencidlnf rov-
nici. Toto Fedenf nelze prodlouZit do bodu ¢ a nalevo od

od n&ho (nebot pro &£ —>C+ Jje ¥ — 0).

Ty

-

Tedy to jsou charakteristiky, a to vS3echny charakteristiky:
Je-11 &, Jjekékoliv, %, je kladné, prochdz{ bodem [.e,,yo]

krivka Y = Nk - ¢ , kde C = 4, - yf . Charskteristicka funk-

ce je P(£; L, Yo ) = -V-K- Lo+ 7,2 , 8 definiénim intervalem

(J!a-y:, + 00 ). Charakteristiky jsou poloviny parabol. Zvolime-
11 &jak 8 ¥, = & tom f -

neéjak pewvn 0 , potom formule Yy _,:’V#_a +%2
ddva pcuze ‘Ey charaskteristiky Yy = V.L’ - ¢ , pro néZ je
C = «@ -"z/o"-<oc s, tJ. poloviny téch perabel, Jjejichz vrchel
le2f vlevo od bodu [a, 0] ; touto formulf tedy nejsou vy-

Jjédreny ty charakterietiky, které na obrizku lezl v 3Srafovaném
oboru.

Vidite, Ze charakteristickd funkce v prfklad® 4. prc kxon-
stantni &, {(nepf. ¥, = 0) d4vé v3echny charakteristiky v z4&-
vislosti na jediné konstant® %, : % = «%+ %, . V prikladé 5.
charakteristickd funkce dJd4véd pfi pevném &, = Q  také cherak-
teristiky z4vislé ns jediné konstanté Y, Y = Vo -+ %,0‘-’

(4,> 0) - ele nejsou te vdechny cherakteristiky. ¥3echny
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charskteristiky lze v3ak vyjadrit jinou jednoduchou formulf,
obsahujicf{ jedinou konstantu: Y ='\Q-c . Vrétime se k tém-
to vécem Je3té& pozdé&ji.

Vezméme Jje3té& prfklad, v némZ neni splnéna Lipschitzova
podminka:

s
P¥{klad 6, ¥ =3 vyz ; v polorovingé % >0 v i poloro-

viné %Y < O Je splnéna Lipachitzova podminka. VSechny charak-
teristiky v hornf poloroviné& jsou dény vzorcem (¢ libovolné)

7:(1-0)3 (c< & < + )

a v3echny charakteristiky v dolnf poloroviné jsou dény vzorcem
(¢ 1libovolné)

7=(x-c)" (-o<e< ¢) .

Ale tyto funkce vyhovujf{ rovnici i pro ¥ =~¢ (y(c) =0,
Y¥’(C) =0 ). Tedy: Y= (£-c)’ je Fedenim v celém interve-
lu (- 0 , + ®). Mimo to je red3enim "osa £ ", ¥ = 0.

Snadno zjist{te, Ze v3echna
redent jsou dédna témito vzor-

ci (vesm&s v intervalu %/ F
(- o0 , + © )13/
1) Y= (t-c )
2) %= 0
3) y=(r-C) pro £ 2C,
y=0 pro & > C 0 Ox
4) Y=0 pro ¥ <€
Y= (£-¢)° pro « >C
5) ¥=(k-c) pro ¥ <€
Y= 0 pro C € £< &
Y = (£-dYpro w > d (¢ <a) .

15/ V tom smyslu, %e ka%dé reSeni je &4sti né&kterého z uvede-
nych redenft.

-3]1=-



Ze toto jsou redenf, je jasné; Ze to jsou viechna Ffe3enf, snad-
no zjistite (ovlédddte totiZ vSechna resenf v poloroviné ¥>0

i v poloroviné Y < 0 a stalf zjistit, co se miZe dft, kdyZ
nékteré fredenf nabude hodnoty y=0 ).

Jednozna&nost je porudena "v bl{zkosti” osy Y=0- tam-

téZ Jje tedy jisté& porudena Lipschitzova podminka - presvé&d&te
se o tom!

Pfipomenme, %e Peano dokdzal tuto vdtu: JestliZe
f£(&,%y) Je spojitd v oteviené mno%iné Jc £, , potom kaidym
bodem otevirené mnoZiny /8 prochédz{ a_a_goﬁ Jedno re3en{i rowvnice
(1).

OvSem netvrdi se zde nic o jednoznafnosti; pftklad 8 (kde
- Ez ) ukazuje, %e zde jednoznaZnost miZe byt porusena.

V8imneme 8i nyni celkového pribdhu charakteristik v otevie-
né mnozind F , ve které £ (.£,%) Je spojité a lokdlné splnu-
Je Lipschitzovu podmfnku vzhledem k % . Je-1i % (£) charak-
teristika s oborem (A4 ,8) , potom dokédZeme, Ze y(£) 8se pro
¥ - A+ apro X —» B- "neomezend bliZf hranici otevie-
né mnoziny & ". Co tf{m pfesnd rozumime, Fekneme 81 ve vété 3.
V této v&t& kromé& toho také shrneme hlavni vysledky tohoto
paragrafu.

Véta 3. Nech® funkce /(J: ,y) v oteviené mnoziné I Je
spojitd a lokdln& splnuje Lipschitzovu podminku vzhledem k Y .

1) Potom ka2dym bodem [-.L’,,y‘,]efprochézi prévé jedno redent

Y (&) rowice (1), které mé tyto vlastnosti: lezf v I a kai-
dé reSent = (&) , prochézejfcf bodem [4,,%,] & leifcf v J
Je Zést{ reden{ Y(&) . Toto redSenf nazyvéme charakteristikou
rovnice (1) pro otevienou mnoZinu & (ur&enou bodem (o, ’y,] ).
Oborem této charakteristiky je jisty otevieny interval .7_,“7.
(obsahujfci ovdem bod ¥,).

2) Ka2dé re3eni rownice (1), lezfcf v & , je &4stl nékteré
charakteristiky.

3) Dvé& charakteristiky, které maj{ spolelny bod, Jjsou totoZné.

4) Definujme funkei @(X; &,, %, ) takto: Rovnice
Y= (£; 4o, Yo ) znal{, %e bod [k, ¥) le2{ na charakte-
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ristice prochézejict bodem [, , y.] . Funkce ¢ Je tedy de-
finovéna pro [&,, ¥,]Je & , L€ .7.,”,. (a nikde jinde).

Funkci @ neazvu charakteristickou funkef rovnice (1) pro
otevi‘enou mnoZinu & .

5) Plat{ ekvivalence
(7 =,9(-xilo.ya)) <5 (y0=?(10;‘(’7 ))o
Déle je Y, = P(¥,; &,,Y,) pro [Le,Yo] e I,
14/

6) BudiZ %(£) jisté charakteristika s oborem (@,4) .
Potom plat{:

a) Jestli%e &, <4, lim &, =.4, potom posloupnost
7L —%» 00

bodd [4y, %(&£y)] nemé 24dny hromadny bod v I (po-

dobné& pro ¥, >a@, lim k,= Q).
n —

b) Ke ka%dému &> 0 existuje .&'<.# tak, e pro kazdé
ke (£,4) je bulto atst ([&,y(£)] , H(F))<e¢

nebo max (I}, |y (£)l) > -31 . Podobn& pro bod @ .1%

Ddkaz:Bodyl, 2, 3 uZ byly dokézdny; 4 je definice,
5 bylo u® dokdzéno. DokaZme ted 6a). Dikaz zjednodulen podle
posl. J. Jelinka,)

Necht naopak posloupnost bodd [¥,,,% (¥,)] mé hromadny
bod v & ; mohu tedy (prechodem k vybrané posloupnosti) piled-
poklddat, Ze existuje limita této posloupnosti, tj.

lim y(dz,,,) =Y aoviem lim 4,= ;[ 4 ,y]e@'ls/.

Jezto [#,fy‘]éf , existujf A >0, 8> 0 tak, Ze inter-
val J ; ll-.@!gA, |?'?| <B lezt v D . Tedy /,je
omezend v ./, tj. I/(Jt ,y)' <M (M>0) a { splnuje

14/ To tedy zna¥f: Existuje jisty bod [&,, y,]e.z' tak, Ze
(a,#) =-7¢°,% a (&) = PlL; L,7,) pro Le(a,d).

15/ 6b) znamend totéZ jako 6a).
16/ Tedy &fslo & je nutn& kone&né .
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v J Lipschitzovu podminku vzhledem k Y - Zmen3enim ¥fsla A
nebo B mohu dosshnout toho, 2¢ B = MA . JeZto body

[¥n, Y(£n)] majt za limitu bod [4,7], existuje zrejud 7
tak, Ze

a) Interval

K il -dy] < —‘%—. |y - ¥ (£ < __B_§_

le?f v J
b) bod [I,y] le2{ uvnit®é X .

JeZto -g- = M—é— . |f(.e,y)| < M v X, mi%eme na
interval X uzfti véty 2 (misto o5 Yo pi3eme .I,,,'yn misto

4
Q,,& pi8eme -Aé— ’ -?— ; Jezto -’7?- = —é‘- , pi8eme

—‘%— misto £ ). Tedy existuje Fedenf ¥ (.£) rovnice (1)

v intervalu «,, - -é— <X< g, + ‘é‘ takové, Ze Z («4,) =
= Y(Ly).
PoloZ{me-11 2(¥) = Y(&£) pro @ < ¥g &, ,

(k) = (&) pro dy € £ < Ly + -%— ’ dostaneme re3enit
rovnice (1) v intervalu (@, ¥, + %—) ; toto redeni je tedy
&4st{ charakteristiky, prochézejic{ bodem [, < (£,)] , tJ.
charakteristiky ¢ (£ ). Ale tato charakteristike mé definilnf
interval (Q,4), kde b<ux, + —‘%— coZ je spor.

DokéZeme 6b). Nechl tvrzenf 6b nenf pravdivé, tj. exi-

stuje & > 0, k n&muZ neexistuje prislusdné 4'. Zvolme posloup-
nost 4, <.4,<... tek, e 1lim 4, = 6. Ke kazdému 7z exi-

stuje potom &, € (4 ,4) tak, ze aist([4,, ¥(4)],/ (L)) 2
1

> €&, a soulasnd max (I.ln|,|y(l,, ) < < -

Posloupnost bodd [4,, % (£, )] Je tedy omezend a tedy mé

hromadny bod: ten neleif na// (J7), tedy nutn& lez{ v J . Mimo

to Je 4,< £, lim &,, = 4. Ale to Je ve sporu s dokédzanym

tvrzenim 6a).

Pr{klad 7. U rowvnice y' = y’ ’ & = [2 zjistime ihned

charakteristiky:
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Y = 0, intervel (- 00 , + 00 )

7=cix , interval (-o00 , €) ;

’y=¢1'“c , interval (¢, + @ ) .

Vidime, %e t4% formule (pfi deném ¢ ), ddvéd dvé charakteristiky.
Pri tom bod ([&,%] se vzdaluje do nekoneZna pro & —» - @
i pro £ —c a podobn& pro & — + 00 1 pro ¥ —»C + (Nadrt-
ndte!) AlZkoliv zde & je celd rovina, nejsou charakteristiky
definovény v intervalu (- oo, + o0) (8 vyjimkou charakteristiky
Yy =0).

§ 3. Zdvislost Fedeni na poZ4dteZnich hodnotéch,

Predstavme si, Z%e rowvnice y'= /(J!, y) popisuje né&jaky
fysikdlni d&j; prib&h tohoto d&je (t.j. zévislost veliliny ¥
na k) je dén rovnic{ (@ Jje charekteristickd funkce)

(16) Y = P L, Yo)

a gédvisf tedy na "poldtednich podminkach" & ,%, . Znaif-1i
napt. £ Cas, znamenéd to, Ze musime v urdity okamiik £, stano-
vit (feknéme: zméfit) prislusnou hodnotu Yy s abychom mohli row-
nict (16) ur&iti prib&h dé&je. Ale «,, Y, dovedeme m&rit jen
pribliZné&,; jeproto zdsadn& dilezité zjistit, Ze malym
chybém v urlen{ Zfsel ¥,,%, odpovidd také malé chyba v urde-
nf{ funkce @ (¥; L ,Y ); jinak by nade reden{ nemélo pro fy-
siku cenu. Jde tedy o to, zda @ zévisf spojité na &,, y, .

To sl dokdZeme.

V&ta 4, Necht funkce r" (£, %) Je spojité a splnuje lo-
kélné Lipschitzovu podminku v oteviené mno%in& Jc £,. Budiz
P(L; £ ,7%,) charakteristické funkce rovnice (1) pro mno%inu
J . Potom defini¥nim oborem funkce ¢ (t¥f proménnych) je jisté
otevirfenéd mnoZina Q;C é; a funkce ¢ je spojitd v 9; .

D3 kaz: Vezméme libovolny bod [§,,7,]eZ a libovolné
dtsle § € .:750,70 ; poloZme ‘7§§,’Zo= (a,4). Méme dokézati:

Ke kazdému € >0 existujeé>0 tak, %Ze pro |& - §| <5,
| & - §,I <5, | % -'70|<5 Je p(£; %o,%Y,) definovéno a
splnuje nerovnost |@(& ; Yo,% ) - P(§; go,?zo)l <E.
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Zvolme predevdim § , , § tek, 2e @ <§ <§ <4,

5., <5,<§, v §.,<§<§, - Funkel Q(L; §,7,) (pri de-
nych fo R, ) oznalme Y (k). "Béra"”

(17) ?ay(l) §_’5.¢$§4

je kompaktn{ mno2ina leffc{ v & ; zvolme P > 0 men3{ neZ

vzdélenost mno%iny (17) od uzavrené mno¥iny £, - & . Oznad-
me znakem 4 mno%inu vSech bodd v £, , které majf od mnoZiny
(17) vzddlenost <« e - Zrejmé je AcP a A je kompaktnf

(omezend a uzaviend). Tedy je Spojité funkce f omezend v A
a splnuje (viz v&tu 1.) v 4 Lipschitzowu podmfnku. TJ. existu-
jt ¢tsla M > 0 ,N> 0 tak, Ze platf

18) ([r,yJe A ) = (lgr,y)| < M)

(19) ([£, %] e A, [6%kD = (£&,9,)- Ly <Mp-Y%]| -

Podotknéme, Z2e

(20) (§ << f1,y(l)-§> <Y< y+E) F([£,y]ed )

ﬁf 7 =@(x)

|
|
|
| A
0 X
A -1 70 Je

Ay §1 Ox

BudiZ nyn{ £, zvoleno tak, Ze
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(21) §~1< .Z°< f4

Oznatme %, = Y¥W(&) = @(&; §,7,) ,

Lo
takfe |4, -7,| = Iff{(t,y/(t))dtl le.e,-f'al .

Zvolime-11 Je3t& jakkoliv Y, » bude

22) |Z-%| S| -7,1% |- Yo| SMIL-5ol * | %~ 7,1 -
Polome AM|¥, -§ | + |Y-%,|] =T -

Bude-11 £, , yo zvoleno tak, Ze

(23) T <p,

bude podle (22) bod [4 ,%] 1leZeti uvnit} A . Zvolme tedy
¥, %Y, tak, aby platilo (21), (23). Bodem [.l,,y,] prochéz{
chdzf{ urlitd charakteristika

(24) Y=z O(k) = P;4,%) .

Budiz (C,d) defini&nf interval funkce O ; Je C<.!o<d
Podle véty 3 existuje uréité &fslo &’ (4, <ad’<d) a &tslo ¢’

(c<e’<x, ) tak, ze body (&) B ()], [, 6 ("]

le3f v & - A . 17 Mnozina bods [, O] , < £<d né

bod (totiz [4, O(&,)] , umittr A a né téz bod mimo A . Bu-
di? A, supremum oné&ch € (4,,&), pro né% cely oblouk

Yy =60(=), Lz

lez{ uvnitd A ; zrejné £,< A, < d'<a .

17/ Kdyby takové a’ neexistovalo, volme posloupnost ¥,<f<...,
lim 4,,= & ; bylo by [-l;l, e u',,)]eA , tedy by posloupnost
bodd [&,, & (¥, )] byla omezens, tedy by mé&la hromadny bod,
lez{c{ oviem v A , tedy v & - proti v&te 3,
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Bod [A,, ©(A,)] 1le2f tedy v A (uzavrenost mnoZiny
A ), ale nemiZe leZet uwnit® A , tedy lez1 v H(A), a ovien
oblouk

Y = 0(x), L< <A,

le3f uwnits A.
Obdobné na,jdeme'bod ALE (C,4) tak, Ze

[A,, 6(A,)] € H(A) ele oblouk y= O(x) , A, <Z* Sk
lez{ uvnitr A. Tedy celkem:

(25) C< A, < ¥<A, LA

body [A,, @(A_)] ,[A,, O(A,)] 1lezt v H(A), oblouk

(26) y=0(&), A, <&<A,
lezf uwnitf A .

Budi? A primé&r mnoZiny A . Pro

(27) max(f_,,?t_,)szs min(f,,)\,)
Je l';u(z) - 6(x)| <€ A ; podle vzorce

z
(28) O(x) - w(%) =J [{( t, 0))- /(t,'y(t))]a‘c‘ +Y, - Y,

potom plyne (T bylo definovédno v (22))
x
IO(z)-'y(z)l < ‘fN 18 ()-p)ldt| +T <Nz - 4,1+ T;
Yo
odtud a z (28) d4le (stdle pro Z z intervalu (27))

Y -
10cx) - )] ¢ | [NIO@ - vl + 7«
Lo

2| x-y)?

s+ No iz -,y +T .
2!

SAN

Tvrdim, Z%e pro ka%dé pirirozené 7z je



ned
(29) |0 (»)- y(Z)l <Z'12m N‘Iz J" + A N_1z-x177
(72 + 1)!

Vskutku, platf-1i (29) pro jisté 7z , plyne z (28)

x
18(x)-y (2] < lf N 16 @) -y(t)ldtlwc =
¥,

46+f A +
'z-xo' +f 0
=T+ T + A
1 =0 (A+ 1)! (72+ 2)!

tj. td%2 formule pro 72 + 1.

Posledn{ &len ve (29) 18/ m4d pro 2t —» o0 z& limitu nu-
lu, a tedy pro 722 —» o0 dostdvéme z (29)

AL Niz-£, | NIE. -6, I
(30) 18-y <7:Z NA2-so1 B o Wiral o WIS,
A=0 y X

To plat{ v intervalu (27).

BudiZ nynt &fslo T = |9, -7,| + Ml L-§,| tak mald, ze
(31) e N6 o © (t{m spiSe tedy T< © )

Tvrdfm, %e potom Je A< §, , A, >§, . Kdyby toti? bylo napt.
A, < §,, platila by pro  4,<& < A, podle (30), (31) nerov-
nost |@Q (&)- y(l )| <, tedy specidlnd

16A) - »(API<p;

potom by vsak bod [A,, ©(A,)] 1lezel uwnity A - a on leif
na hranici.

Tedy vskutku A_,<§_, < f, <A, a tedy 6(&) je defino-

véno v celém intervalu ( f_, ' f1) a plat{ tam (30), pokud je
splnéno (31).

18/ Ten je nep#fjemny, je%to neobsahuje &initele T , ktery lze
zvolit "libovolné& maly".



Budi% nyn{ zvoleno x€( § ,, §,) ;i potom Je

10@-p ()l ¢ 18(X)- (&) +|ypx)- $(§)] s

&
< T-eN(f'-i) + Iff(t ’V(t))dtlt
§
tedy (vlevo ted obd{rn& vypisuji)
(32) |y(li~!o vyo) - ?(f; fo’ 70)' <
<e¥ S50 (g 1+ Mik- 5,1 1o M-

BudiZ nynf ddno &€ >0 .

Je-11 |¥,- §,1 , | Yo~ 7ol » |& - §1 tek malé, Ze

. f_'<.lo<§1 . f_f(.z(g,

(33) < (lf%-ﬁol + M Il&,- §°l )lﬂ( §4- §-1)<§>,

~ tN(f’- ) (lyo""zal + Mle-%,1) + Ml - fl <&
potom podle (32) jJe @ P(L; X, Yo) definovdno a je

1Pt ¥e,Yo) - PC§ 5§, 7,00 <&

Tim je ddkaz hotov.

Poznémka. Levd strane predposlednf nerovnosti v (33) je
nejvy8e rovna levé strané posledn{ nerovnosti, tj. pro ‘5<.P
plyne ptedposledn{ nerovnost z posledni, Jjinymi slovy : Je-1i

O<e<e, §.s <t <§, 5., <2<, »
€~( fy- f.f) (|70° 7.1 * M|, - fol) +/\1|z-§| < €

Je
P (& ;20,%,) - POF; §.,7,)1<E

Pro praxi nen{ ov3em dlle2ité jen to, 2e funkce 'Z Je
spojitd, tj. %e pribédh dé&je, popsaného rownict
-40-



7"?('& 5'”01‘70)

bychom dovedli stenovit s libovolnou piesnostf, kdybychom ¥ Yo
dovedli stanovit (nep¥. zm&Fit) s libovolnou pfesnoeti,lg/ nybrz
Je dulezity téZ kvantitstivn{ odhad. Jakou presnost dostaneme, jest
liZe ¥o,%Yo dovedeme zm&rit s urditou presnostf{ (tj. zndme-1i
"horn{ mez" rozdfld |L- §_ I, % - 7.1) - odpov&d na tuto ot4:

ku ném ddvaj{ nerowvnosti (33), nebo jest& lépe nerovnosti, uvedené
v této poznédmce.

§ 4. Formdln{ pozndmky o diferencidlnich rovnicich vys3ftho
f4du a o systémech diferencidlnich rowvnic.

Tyto poznémky uvddim jen proto na tomto mist&, abych je pozdé&
Ji neausil p#i1 rdznych prfle2itostech opakovat.

Rovnice 1. F4du o jedné "nezndmé funkci"” Y ve tvaru "rozre-
3eném podle y"' mé tvar

(1) y'= f(L,y) .

Rovnicf 7z-tého #4du (o0 jedné nezndmé funkci) ve tvaru rozie-

3eném podle ’y(n) rozumime rovnici tvaru

(34) y(") = /(.z,y,y',y", ces s Y

kde vpravo je jistéd funkce 72+ 1 proménnych; o funkel % (&) Ffk
me, %Ze Jje v intervalu (a,,/3) FeSenim této rovnice, jestliZe rov

nice (34) Jje splné&na pro v3echna ¢ € (Q, ﬂ), ldy%2 do nf za
Y, 'y', ceooy ,y(n) dosadfme funkci y(-&) a jej{ derivace.

Casto musime té% vySetitovat systémy diferencidlnich rovnic
pro nékolik neznémych funkci. Poznamendvém, Ze se budeme zabyvat
pouze takovymi systémy, kde polet rovnic se rovné po&tu neznémych
funkec1.

(’z") )
’

SO

19/ Ve vé&t& 4 Je obsaZeno trochu vice: je dokdzédna nejenom spc -
Jitost podle .c,,y, , nybr% spojitost podle wvdech t¥{ proménnych

£ ’ lo: yo'



Abych nemusil psét dvojité indexy, nap1di{ jenom obecny

tvar systému tf{ rownic pro t¥i neznédmé funkce ve tvaru rozfele-
ném podle nejvy3sich derivac{ neznédmych funke{f.

2™ - fe,2,7, ..., 2 1) ity d ™ o p, . T

4™ g(t,z,x;..., z(m"),u,,a},. ety v Lol

) - Me,zz ..., z("'"),u,u’, .o .,»w(""),v, v',.. .,er("’"))

Rikéme, %e jde o systém t¥*{ rovnic, ktery je #4du 772z v % ,
Fédu 7t v 4, r4du p ve V.

Tento systém lze snadno pirevést ne systém rovnic, které jsou
v8echny prvniho Fédu. Nepi3me toti% tento systém:

rry;?L = f('-z) ’yq 9eeey %n’?mq"-" 7””,”, 777!*”41"“’ "”’l"ﬂ)
(368) 4Y = G LYy oeeeee oo

' "ymnup)
()
k7m+n+p=/‘(""%:--- e Y )
(36)
' ) ’
Y, Y, ?2‘ Yz oo Ym-1 = Ym
’
(36B) < ym-n = qug’ %:m = 7m+3 3°°9 ’y;run-f =dmen
L L%n+n+1* ymnuv yo’m«nu = 7m+n+3 "”’?f;t*n+p-f'?m+rz+f

Je to celkem 27z +7¢+ 4 rovnic l.#d4du (jask rikéme, protoze

tam jsou prvni derivace) a je jasno toto: Je-1i Ygr Yg veos

ceos ?mnwp fedenf systému (36) v intervalu (« ,/3 ), dévajt
funkce

(37) 22?4’ “=,ymf4’ v = y"naf'nfwi

redenf systému (35) v (a,/:') , nebot z rovnic (36 b) plyne
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=%y, ¥=9 ..., ¥,
Ju'- '- (”‘1)
(38) -?m‘_z ’ '“ ‘?”E#.Sv"‘o AL ym+n
’ . 4 -/
- V= ?m+n+2 , ¥ = ?m+n+.$ ey v(f’ ) =%n+n4p

a dosazenim do (36 a) za Yproeos y””m” plyne (35). Naopak,

JestliZe funkce =, «w , ¥ ddvaji v (& ,ﬁ) redeni systému (35)
a definuji-1i %, ,..., Ymen +p0 rovnicemi (37), (38), platt

zfejm& (36). Redenf systému (35) a reSenf systému (36) jsou tedy
dvé dlohy ekvivalentnf. A je3t& vice: Mysleme 8i, Ze méme né&jaké
feSent ¥ , &,V  systému (35), kterému rovnicemi (37), (38)

Je prirazeno Yprooos 9m+n+7o : je=11 pak pro Jjistou hodnotu
J = K,

(39) ?’l (Fp) =y, %(-(o) =gy ey yﬂu-ni-p (&) =Qm+n+p

’

Je podle (37), (38) zfejmé

¥ (&) =a"v 2’(-”0) =a2$°°'az(m-f)(‘lo) =Qm ’

(40) < “(‘lo) =am+’ ,u’(lo) =a”a,2 D"’la(”—")(“lo) =am+7l’
- "0y = (o, | _
\'zr(lo) =Q, g v (&,) "am+n+2 yeeey U (&) =
=am+ﬂ#ﬁ

Tedy dloha "nalézti reSenf systému (36) 8 danymi hodnotami

L 1ket Y1y <+ s Ymen vp Y bodé £, "Je ekvivalentn{ s udlohou

"nalézti redeni systému (35) s danymi hodnotemi funkecf 2 , 2/,...

x (?-7) (2-1) »®7) § boas

s Ll ALy e, AL , v, v, ...,

...,
lon.

Specidln&: kedenf rowvnice (34) s podmfnkemi (posunuji trochu
indexy)

(n-7)

(42) (&) = X, Y(L) =%4,..., ¥ (&) = Xy,
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je ekvivalentn{ s FeSen{m systému

(42) y,;J:%(-l,y,y,,..o,y”“, ),?'374 .71'='92 9°°'990:-2= y‘)z»f
a podminkami y(lo) =ao, yf(lo) = a' goeey y”_,(‘eo) =a',z_1 .

MiZeme se tedy v dal31im orezit na systémy rovnic 1. Fédu
(roztesené podle derivacf)

(43) Yi= fL,y,c0,Yn ) (7 =1,2,...,7 ). 20/

Bude néds také specidlné& zajimat pr{ped jedné rovnice 72-téhc
#4du (34), a proto budeme ne ni Zasto prendSet vysledky, ziskané
pro systém (43).

BudiZ nyn{ predloZen systém (43). Budeme rikat, Z2e funkce
Y, (%), ..., ¥,(£) jsou Fedenfm systému (43) v intervaln

J, JjestliZe rovnice (43) jsou splneny pro vdechna . € :7
kdyz do nich za %, dosadfme funkce Yy (£) a za y/ derivace
’9(45) ; pritom derivact v koncovém (poldte&nim)bodé& intervalu

J - patf1-11i tento bod k J - rozumim derivaci zleva (zprava).

Budi2 nyntf F n&jaké mno?ina v é:n,1

te £; (X ,Y,,Y,, ... ,Y,) Jjsou funkce spojité v &, Budiz
déle dén bod [.zo,%o,...,y,fjeﬁ a 7 funkcl %, (£). ...

a predpoklidejme,

ceoy 7,' (# ) takovych, 2e pro £ € J (kde J je né&jaky interval,
obsahujicf bod X, ) je [, %(4’), cer yﬂ(l):]eﬁ. Tvrdim:

Jeat

(44) %'(x) =/,_’(~Z, %(J)v---»yn‘l))' yz'(‘lo) = ’yzo

pro vechna reJ a pro t =1, 2, ...,

tehdy a jen tehdy, jestlize

£
45) Y () = [L (g (8, ces Y (EN Y+ 2y
1‘

pro viechna x€J a pro 2=1,2, ... , % .

20/ Systém (36) je jen specislnim pripadem typu (43).
-44-



Dakaz: Platf-11 (45) , Je %,;(4) =% a déle
g;(-l) jsou spojité v J, takie také integreand vpravo je spo-
jity v J , takZe derivace integrélu podle horn{ meze Se rovné
fi(l, Yy (&)yeeey Yp(k) ) a tedy platf (44). Plati-1i ne-

opek (44), jsou funkce 4 (&) spojité v J, Jeito tam maj{
derivace, a pifechodem k primitiwmim funkcim dostévime

o £
y'lu) =f?l’(t)d+cl — j/}(t,?,(t),o.o, y’l(t))& +CZ;
Lo Lo

dosazenim ¥ = ¥, plyne pak C,-= 'y; , tj. platt (45). Tohoto
ptechodu Jsme jiz uZili v § 1 pri jedné rovnict

(1) y'= AL,y .
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