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KAPITOLA III* 
Systémy diferenciálních rovnic 

S 1* ExlstenCni teorémě 

Budeme ae zabývat rovnicemi a systémy rovnic "rozře&enými 
podle nejvyěšlch derivaci99; podle kap* I 5 4 víme, že ae při 
tom můžame omezit na ayatémy tvaru 

" á r = 9n > < / s i ** > 
Budeme potřebovat opět tzv. Llpschltzovu podmínku, ala ten-

tokráte pro funkce větáího počtu proměnných. Definujme tedy : 
Funkce f ( ,..., * budiž definována ve 
vdech bodech Jlatá množiny A c £7n^.rt . Říkáme potom, že funk-
ce aplňuje v A Llpschltzovu podmínku vzhledem k proměnným 

( a to Llpschltzovu podmínku s konstantou N), 
Jeatliže 

(2) ( [ » 

i (/(•*, , ar* *«>-

Přiklad 1. Jestliže každá "rovina Jfm = 
= & m protíná A v prázdné nebo v konvexní otevřené množině 9 

jestliže ^ má v A parciální diferenciál vzhledem k 

a jestliže v A platí < N ( / = ), potom platí vyj " " 

(2). Nebot z premisy této implikace plyne podle Taylorovy formule 
pro ftinkce několika proměnných (viznapř. můj Diferenciální po-
čet II, věta 203 a hlavně poznámka 1 k ní) 

1/ Až do konce bude nyní opět vše reálné. 
2/ Míním ovšem otevřenost v té rovině Uíf = ̂  , = ̂rn, 
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přitom ovšem 4ř, y , ar značí zkratky pro , , 

[^•••••IW » C*f ar̂ l » » 
a bod leží na úsečce spojující body [iř , C^i^D » 
takže té2 

N3»cht opét , y,,...,^ ) Je definována 
všude v X c ^ q . Budeme říkat, že ̂  splňuje v i4 lokálně 
Lipschltzovu podmínku vzhledem k tyf-t^n » Jestliže ke 
každému existuje okolí O* tak, že -f splňuje 
v CA Lipschltzovu podmínku vzhledem k ty f • (pr° různé 
body mohou ováem vyjít různé hodnoty "Lipschitzovy konstan-
ty" N ) . 

Přiklad 2. Nechť ý má v otevřené množině A spojité 

derivace Jy • Potom J splňuje v A lokálně 
Lipschltzovu podmínku vzhledem k yi f. .. fyn . 

Důkaz: Plyne téměř okamžitě z přikl.l. 
Věta 24 (pomocné: zobecněni věty 1.). Necht omezená fUnkce 

) = y jrm , y f f » » y n ) splňuje v kompaktní mno-
žině A lokálně Lipschltzovu podmínku vzhledem k yi f % y K . Po-
tom f splňuje v A Lipschltzovu podmínku vzhledem k 

Důkaz: Jestliže to není pravda, existuje ke každému přiro-
zenému Cý dvojice bodů 
tak, že 

!/<*<•>, *«*>> -/<*<»>, 2<?>)|>? J^*/?' 
Ježto levá strana zde zůstává omezená, je 

i * ; * ' - * c " i - ° 
00 

Existuje vybraná posloupnost konvergentní: 

i l moo • - f J - 7 ] • 
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Jest ovšem také 

li. , , [J . 
4 + oo 

Přitom Ja 

/ « « • > , « W j | > % < £ > / * > _ *<««>|, 

takže ^ nesplňuje Llpschltzovu podmínku v žádné množině tvaru 
QA , kde ^ Je okolí bodu [Jt^] • spor. 

Vraime se nyní k systému (1)* Je-li Cf nějaký (jednorozměr-
ný) interval, říkáme, že fUnkce fj^x ) tvoři v J ře-
Sení systému (1), jeatliže rovnice (1) jaou aplněny pro každé 
Jte D , když do nich za y^ dosadím funkce y^ Uf) a za 

derivace těchto fUnkcí. Přitom v počátečním bodě Q, inter-
valu 3 - patřl-li tento bod k J - rozumím derivaci derivaci 
zprava, tj. požaduji splněni rovnosti 

podobně • koncovém bodě. ftíkáme, že řešeni 

"leží v množině & c E M " , Jestliže pro každé Jí e 7 je 
U ) I ^ U Q c ď T . A nyní vyalovíme "lokální" větu 

0 existenci a Jednoznačnosti. 
Věta 25. Nechl , ,..., y n > 

Jaou v Intervalu 
7*. \y-y<{0)\ <41*- <£r 

< & 
1 a > o , o %JtCt yý{0) y^0) d a n é fileia) apojité 

(a tedy omezené: * ^ > 0 8 •Plňujl 
v «7 Lipachitzovu podmínku (s konstantou 0 ) vzhledám k 
t/. •.... t̂ e # Položme min (A 9 -ĵ r). Potom platí: 



1) Existuje řeSení y,U) y^U) systému (1) v Intervalu 
< J í e + které -prochází bodem L*0, y}°},..., y£0) 3 -, 
tj. s fn uc) s • Toto řešeni leži v 7. 

2) Toto řeSení je jediné v tomto smyslu: Je-li 
...» řešením v Intervalu <a ,p> (Jr,-Jl<ci<Jb • A ) 
s je-li = « j« *,<*) = 
* yfiX) = pro všechna * € <Oi,j3> 

Důkaz* Připomeňme, Že eystém (1) spolu s "počátečními podmín-
ko1" % > Je ekvivalentní se systémem integrál-
ních rovnic 

JL 
«» 'Si$<'.%<« *«<»<*• 
(pro <JLC-Jt % Jtc + i / = ) . 

1) Existence. Užiji opět metody postupných aproximací. Kladu 
«> <* > • 

a pro celé ^ > 0 definuji 

<5> % ( * " > U > 

Dokáži, že je to možné; k tomu cíli dokáži indukci, že 
funkce y } 9 ) U ) jsou spojité pro \X - < h a že pro tato M 

je | y W - y S 0 ) | < A (nebol splňují-li tuto podmínku, 

lze z (5) definovat **. Podtržená véta platí pro ? » 0 
a platí-li pro jiaté q, , jsou podle (5) funkce y / * * f P™ 
imínéná X spojitá a aplňují nerovnosti 

+1) - y/0)\ 6 \x-xc\.M<A.M • 
Nyní dokážeme pro nerovnost 
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(6) l y ^ U ) - < H N * 1 

9 ! 

Vskutku tato nerovnost platí pro (fy = 1 : 

l# ( f )<*> - s .A/ . 
Platí-li pak (6) pro jisté (fy , plyne z (5) a z Lipschiztovy pod-
mínky 

x0 

Tím je (6) dokázáno. 

Položme pro ý = lf... f n f - Jř<>| < Jt 

y-(x) = um y^w = + ( y ^ (*) 

tato řada Je stejnoměrně konvergentní v intervalu 
nebot tam má podle (6) konvergentní majorantu 

M y (NnA) _ _M 1 } 

Odtud a za spojitosti funkci plyne, že v (5) můžeme přejit 
k limitě 4 cd za integračním znamením a dostaneme (3)* 

2) Jednoznačnost. Budiž %,(.£),..., řeáení v inter-
valu <octff> taková, o jakém se mluví v tvrzení 2) nsšl věty. 
Necht není y^Uc) - ynU) " Zn (Jt) pro všechna 
J(€ <0C ,/3> , takže funkce 

*<*> s V ^ l ' 
má v Jlatám bodě -tr,é<o:,/3> hodnotu 0 . Z toho od-
vodíme spor. Budiž třeba > (pro Jí^Jtc Je důkaz obdobný; 
v bodě JC0 Je ovšem \ (Jío ) = 0). Budiž Jí2 supremem oněch 
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eísel Jí intervalu , pro něž £(-*)=(> a tedy 

Podle (3) Je 

l y / W - < . M<M .A < j- , 

takže bod y4 U 2 ) t y n U s ) ] »*(•*,)] 
leží uvnitř našeho Intervalu . Lze tedy zvolit O > 0 tak 
malé, že platí: 

a) h < 
b) pro \JC je 

Pro Jta<X<Jt1 je * 0 (tedy >0), takže Cíelo 

A = max , V U ) je kladné. x <x2 + b * 

Déle máme pro Jt2 < Jí < * (ježto ay (Jf2) = % (*«*)) 

x 
* 2nlt))cte+fylMg> 

a tedy podle Lipechitzovy podmínky 
n -f 

£(*) = < n. \ )N i\yftf)- *<(t)\ 
3mi * x 

- *+lt)\)y&*n\ Ja/ %U)\dt< <nNA& 

Teto nerovnoet pletí i pro tu hodnotu JC , pro kterou % U ) 
= A i tedy 

A < riMAS , 1 , 

což je ve aporu a volbou Síala s . 
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5 2. Existenční věta " re velkém". Charakteristiky. 

Podotkněme jednu aamozřeJmost: Jeatliže funkce fy(•*),... 
..., dávají řeáení systému (1) např. v intervalu 
a funkce U),... Ur) dávají řešaní ayatému (1) v intervalu 
<4,C) a Je-li . 

potom 8nadno najdeme řeáení Y1(Jf ),...» 7n(, Je ) v Intervalu 
: stačí položit TJ (4ř) * yj Ur) pro « <Je $ & % = 

= pro <&<JÍ<C . Jde totiž jen o to, zda ftankce Ij spl-
ňují ayatém (1) v bodě <&- ,a to zde Je zřejmé, nebol 

« y^U) t*))=£ c*, Y, ca,...,YjJ)) 

a rovněž 

y +C JjUtYjiS'),..., YnC*)) . 

Necht nyní fUnkce / v (1) splňuji lokálně Llpschltzovu 
podmínku v Jisté otevřené množině DcEnH (vzhledem k 

). Zvolme libovolný bod y>„ 

k tomu se dá sestrojit Interval 

X » X <y}0)-y^h 
- + , JřcáT tak, Jak bylo popaáno ve 

větě 25, načež exlatuje řešení Ur),..., ^tl)* definované 
pro ir,- Ji < JI <Jtc * Jt ležící v a procházející bodem 

V * ^ ••••• • T o t o ae * vpravo " konči 
v bodě \Jtc+ A f yf (Jt* fyUo +AY\ a dá se -prodloužit 
z tohoto bodu doprava (a podobně doleva od bodu fy -4)». • • 
• e a i 3 ) • tak jak Jame popsali v kapitole I S 2, 
Zrovna tak jako v kapitole I, 5 2 "prodloužíme*9 nyní toto řešení 
doprava 1 doleva tak dalekot jak Je to možno. Přesně řečeno: 
vyjdu i bodu P. lA.y/" ynl0)]•* ; b u d l í B 

mum oněch hodnot J-> J^, pro něž exlatuje řešení v intervalu 
<J'#,^), procházející bodem a ležící v ^ . Potom exlatuje 

3/DAkazy náaledujících tvrzení jaou úplně stejné Jako v kap.I 
8 2. * -n?-



řeSení v intervalu <CrctB), ležící v $ a procházející bodem 
P. Podobná budiž A in finům oněch hodnot d<Jí0 , pro něž 
existuje řeSení v intervalu , procházející bodem V 
a ležící v áT. Potom exiatuje řeSení v Intervalu (A,B ) f pro-
cházející bodán P a ležící v & . Toto řeSení nazvu charakte-
ristikou systému (1) pro otevřenou množinu & (určenou bodem 
r ). Každým bodem otevřené množiny ď prochází nějaká charakte-
ristika; dvě charakteri8tikyf mající 8polefiný bod, jsou totožné; 
a konečně každé řešení systému (1)9 které leží v & 9 Je Části 
některé charakter!atiky. Toto všechno nebudu znova do kasovat -
důkazy jaou doslova tytéž Jako pro n* = l# Dále 8e dá dokázat 
(podobně jako v kap, I § 2 pro n s l)ř že ae každá charakteria-
tika na obou koncích "neomezeně blíží hranici oboru Sf " • 

Celý výsledek tohoto paragrafu je dán náaledující větou 
(jež je zobecněním věty 3). 

Věta 26 e Nechi v otevřené množině & c funkce 
9 Ví 9 Vn^^ 4 * ) jaou apojité a 8plňují lo-

kálně Lipschitzovu podmínku. 
1) Potom každým bodem f 

prochází právě jedno řeSení 

(7) y f (Jr) j ^ U f ) 

systému 

leteré má tyto vlaatnosti : leží v áf a každé řeSení 2rf (£),... 
> procházející bodem P a ležící v áT f je Cáatí ře-

Sení (7)e Toto řeSení nazýváme charakteristikou systému (1) pro 
otevřenou množinu 

£ (určenou bodem " ). Oborem této charakte-
ristiky Je Jistý otevřený interval JP = ÍQ MJL 
(obeahující ovšem bod X9 ). * 

2) Každé řešení systému (1), ležící v £ , je části někte-
ré charakteristiky. 

3) Dvě charakter!8tiky, které mají společný bod, jsou to-
tožné 4/. 
ÍTíato tři tvrzení nebudu dokazovat; důkaz Je týž Jako v kap.I 
§ 2 pro apeciální případ 1. 
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4/ Definujme systém funkci 

(8) tt-Ui*,, y,ic:.... ) </«l,...,*> 

takto: Systém rovnic 

(9) yě = ) ( / - i ) 

značí , že bod fct n a charakteristice, pro-
cházející bodem ] . 

Systém funkci (6) je tedy definován pro 

LU* »• • •. 1 € ^ , * £ ..,^3 

a nikde Jinde. Systém fUnkcl (8) nazvu charakteristiclqým systé-
mem systému (1) pro oblast & . 

5) Platí ekvivalence 

( y pro / = 1 )<*> 
(10) < " ' 

i s frl^o i > Vf-^yJ 

v { 0 ) = a > U - j K v { 0 ) y ( 0 ) ) 

pro /-l, [>0, yfi0)t...., . 
6) Budiž J^(-t) jistá charakteristika s obo 

rem(a,^-).5/ 

Potom platí: 
a) Jestliže JCp<.£ , lim « ^ , potom posloupnost ' ff + CD 

bodů 
_ r/?*. (£)., . 5/ To znamená: Existuje Jistý bod > • • • i J £ o? tak, že „ ' * 

' L̂ c»yi »—»y» J 

^ ^ y*m y*0)) 

pro j = 1,..., n , JL £ {Q, . 
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nemá žádný hromadný bod v (podobně pro 4tp ><2f lim s <2 ) * oo 
b) 6 / Ke každému £ > O exlatuje tak, že pro kaž-

dé (Jť9£) je budto 

dist ( O , p H(&))<£ 
nebo 

*a* (Ulf I^U) | ly^U) | ) . 

Podobně pro bod CL • 
Důkaz: Řekl jsem Již, že důkazy bodů 1)9 2), 3) je zbytečno 

provádět - viz kap. I § 2. 
Bod 4) Je prostě definice charakteristického systému* Co se 

týče bodu 5)$ Je věc velmi snadná* Jestliže 

9fiů).—. Vn0)) </-i ** >. 
značí to, že charakteristika, určená bodem .. •, jfo^l 
obsahuje též bod [JCf ̂  » Je to te(Jy sousčasně charakte-
ristika, určená bodem [JC, ̂  - a na ní leží bod 
i>„. , tj. 

y / 0 ) "'i* * Vf 
Tím 

je dokázáno (10)* Formule (11) je samozřejmá: říká, že bod 
y / ^ f . , leží na charakteristice, určené právě 

tímto bodem* Bod 6) se dokáže podobně Jako ve větě 3. 

§ 3a Závislost řešeni na počátečních hodnotách a na para-
metrech * 

Zobecníme napřed větu 4 na systém (1)* Mějme charakteristický 
systém 

(12) 
• • • 9 > 

^ i * ^ • • • • t ^ ) 
6/ 6)b) znamená opět totéž jako 6)a/* 
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pro obor • Definičním oborem tohoto systému fúnkcí 
(n + 2 proměnných) je tato množina c 

Přitom při daných jr09 % přecházejí funk-
ce ýg , ..• %<P ve funkce Jediné proměnné JC : 

které tvoři řešení eyetéau (1) (a to "největší řešeni" neboli 
charakteriatiku), procházející bodem C-ři,^ 
Zase náa zajímá, zda toto řeienl zévieí spojitě na "poCáteCnlch 
podmínkách- * 0 r * Platí toto přímé zobecnění 
věty 4. 

Věta 27. Nechi funkce 
Jaou spojité a splňující lokálně Lipschltzovu podmínku vzhledem 
k Vf>***>yn • otevřené množině S c . Budiž (12) 
charakteristický systém systému (1) (pro obor St )• Potom defi-
ničním oborem funkcí Je jistá otevřená množina 

c E n . 2 a funkce J®°u epojité v . 

Důkaz: nebudu provádět, Je analogický jako u věty 4. Nazna-
čím Jenom malé změny. Bude vhodné definovat 

dlet([.t(y,,...,&] *U*7f " ^-Jl' 
— • \fn-VnV 

Přirozeně: místo o Jednu nerovnost 

Jde o ti takových nerovnoatl (pro všechny funkce & ) a podobni 
dále. 

V (22) (z kap. 1) Je vhodno definovat nyní 

r * - V 1 • 
naCei máme 
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Jako v® (23) (z kap.I.). Místo fUnkcí y U) (v (17) viz kap.I), 
OUí) v (24) % kap.I) máma opět vždy n takových funkcí. V od-
hadech (29) - (30) muaime ovSem index *t nahradit nějakým Ji-
ným písmenem, třeba F> ( TI Je zadáno) a místo (29) dostanama 

•É M (£«• i)i 
(To n aa tam doatane s Lipechitzovy podmínky 

| Zytf, £,<*),..., 6»U))~/j(t,yf (*),..., ynU)) I < 

Podobně • (30) míato N bude 
N . ti a konefiná kvantitativní 

formulace • (33) bude tato: 
Ja-11 

(13) < 

r i , > S y ^ S , 

(17) (0) pro l,.. Mn f potom Jsou hodnoty y>AX \JCc 9 ̂  • •••t^* 
definovány a Je 

a pro ̂  a 1, • • , , 

(0) 
. — • V ) l < £ 

* nyní větu 27 Ještě o něco zobecníme* Předatavme si, ia 
systém 

-ař- y* } (i) 

popisuje průběh nějakého fyalkálního děje: nechi třeba Jt značí 
fiaa a ,... t nějaké další fyeikální veličiny, takže rov^ 
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nice (1) udávají zákonitost, podle které tyto veličiny závieí 
>oč 
\o) 

na čase. Aby průběh fysikálního děje byl určen, musíme podle exi 
T< * 

e • e 8tenční věty určit (řekněme třeba: změřit hodnoty y4 
eeei > kterých nabývají veličiny v jistém 
okamžiku JV0 . Ježto okamžik i, hodno ty 
dovedeme v praxi stanovit jen přibližně. Je důležité ee přesvěd-
čit, že zatížíme-li Jfó% y< Vn malými chybami, bude 
také příalušné řešení, dané charakter!8tickým systémem 

(12) JJ-U; y f
i 0 ) y £ 0 ) ) = 1 , , 

zatíženo malou chybou; že tomu tak vskutku jesty ukázali jsme 
ve větě 27. 

Ale v praxi bývá věc ještě trochu eložltější. Pravé strany 
rovnice (1) závisí často ještě na určitých veličinách (např. ně-
jakých hmotách, koeficientech tření, odporech,aamoindukcích atd.)t 
takže rovnice (1) mají vla8tně tvar 

(14) 

a pro každý speciální systém hodnot M parametrů 11 .. • 
dostáváme vlastně jiný systém diferenciálních rovnic. Parametry, 
pokud je 8tanovíme měřením, dovedeme ovšem také stanovit pouze 
přibližně a je tedy pro náa také ještě důležité zjiatit9 že cha-7/ rakteristický systém systému (14) 

(15) iJtc9 ) > 

se málo změní, jestliže změníme dostatečně málo parametry 
. To nyní za jiatých předpokladů vskutku dokážeme, 

a to velmi lehce: převedeme totiž jednoduchým obratem otázku zá-
vislosti řešení na parametrech na otázku závislosti na počátečních 
podmínkách. 

Nechi funkce (rn + ti • i proměnných ) 

(16) ,yf ( / 

7/ Tento charakterietický systém ovšem nyní závisí též na para 
metrech ,..., ̂ u m • 
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jsou definovány v nějaké množině ď c 
E-m+n+i • Jestliže zvolí-

me nějak čísla stanou se funkce (16) funkcemi pou 
ze 1 proměnných, které jsou definovány pro ta «t , 
• • •» v<n > p«> něž 

Množinu těchto bodů označme » tj. 

Jt- t 

2)* 2)^ 

Zde se ^ skládá ze dvou úseček* 

Probereme to obecně. Mějme množinu & c P x Q . Zvolím -li libo-
volné e Q . bude znakem značit množinu oněch , pro 
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nit D*,?] patři do £ : £**n « g <[M^eď ). 
Oodobně: zvolím-li libovolně $ € P , budu znakem značit 
množinu oněch y , pro něž 

£5'* . |( [J.ylcJT ) . 

Viz obr.; na pbr. je těž zakreslen případ, kdy 9 - " . 

Mluvíme o "řezech" množiny £ - Je to velmi názorné. Hvěz-
dičkou tam píši tehdy, kdy je nutno zdůraznit, na které místo 
dévém znak J nebo ^ . Na předešlé stránce Jsme tedy snad měli 
paát s ť K ť o - M ^ l nebo & č ' č + i . Ale budeme 

AobdJkk 
al jiatě vždy rozumět. 

Myaleme al nyní, že budu mluvit o řezech 
£ , kde f « Er (takže £*'*c > « ^^.(takže Er), 
Jeetliže £ je otevřená (vi^ -), jaou otevřené také řezy 

(vEp) a ( v £ p ) . 
Důkaz: Je-li [%>•••> y j £ f > znamená to, že 

% # . Ale ̂  je otevřená; tedy také 
pro všechny body Cyý » doati blízké bodu »•••»&]» 

*>ud« CS, . tj. . 
Tady bod Q ^ > • • •» y^J ja vnitřním bodem množiny 

Vratme ae nyní k ayatému (14), kde funkce Jaou definová-
ny v Jisté množině 

£ c £ e Zvolme předně urfiité hodnoty 
parametrů ^ f M ^ i takže fUnkce Jj ae stanou funkcemi 1 
proměnných ^ f ̂  f.. • f a definičním oborem t1**. Zvolme dále bod 
(17) U . . 6 

neboli 

(16) l>o. í ó 4 " ^ ^ -

Hledám® nyní řešení fy (•£),..., soustavy n rovnic 
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( 1 9 ) "rfř č<i ( / * * } » 
které prochází bodem (17) a leží • jf*499'"9**— tj. 

(2Q) [>, y,U) y n U ) ] e & 

neboli 

(21) C*,y fU) 

Soufiaaně hledejme řaěení yfU),..., y nU), t̂ (-t),..., «&,(*) 
8oustavy rovnic ri rovnic 

(22) dvÁ 

* /j fft >*"t JW* P ^ ) < / • 

* o (-4® i , . . . , * * ) , 

které leží v $F t tj. 

[«*tJ&W>,...t v4U) 

a prochází bodám (18). Je vidět, že rovnice -rjr5 = O apolefině 
a podmínkou (16) (Jež říká, že v (-*<>) ) jsou splněny 
tehdy a Jen tehdy, Je-li rovno konatantě , naCaž (29) 
znamená totéž Jako (21) neboli (20), prvních n rovnic aa redu-
kuje na rovnice (19) a podmínka (18) říká totéž jako (17). 

Tedy: Úloha I.: " Nalézti řaěení rovnic (19) v intervalu J, 

které leží v 3 a prochází bodem 

y ^ l e f znamená totéž Jako úloha II: 

"Nalézti řaěení rovnic (22) v intervalu <7, které leží v 
/ a 

prochází bodem C4íc% \...» ^ , , . . . ; proatě 
z řaěení yfUr) V n ^ * úlohy II (kde t/j» (*) =Mj> ) aa vezme prvních *i> fUnkcí a ty dávají řeěaní 
úlohy I; naopak, mém-11 řaěení ^ («*),..., &(•£) úlohy I, přidám 
k nim konatantní funkce V^ U ) • • • » ~ a d o s t® n u 

řeáení úlohy II. -141-



Předpokládejme nyní, Se je otevřená a že 
funkce^ ^ J 8 ™ • spojitá a 
že splňují v ď lokálně Lipschltzovu podmínku vzhledem k 

»•••» J W » • Zvolíme-11 libovolné 
potom každým bodem 

(24) ..... (0) 
prochází právě jedna charakterl8tlka systému (19) 

r %s * 
(25) 

e e e » y» t ... ) 
(tf) 

e e e • e e 

definována v jistém otevřeném intervalu 

(26) 91 »• • •»/'» »rV • • • 

funkce ^ (při pevném Z^,...,/^) tvoři charakte-
ristický systém systému (19). Přidáme-li k rovnicím (25) ještě 
rovnice 

(27) = . • • •. ^ 

dostaneme charakteri8tiku systému (22), procházející bodem 

(28) O , y<(0\..., yn(0) i fr 

(je to vskutku charakteristika: nebot kdyby se řešení (25), (27) 
dalo ještě prodloužit za interval (26) 9 dalo by ae také řešeni 
(25) systému (19) prodloužit za tento interval - ale to je ne-

v 

možno, nebot (25) je charakteristikou systému (19)). 
Tedy funkce JC ; Jt09 ty {0),..., ; ,... 

y} 0 ) spolu s funkcemi 

8/ Funkce "0\ v posledních rovnic systému (22) ovšem Jeou 
spojité a splňují Lipschltzovu podmínku. 
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ft-it tvoří charakteristický systém pro systém (22). 
USijama-li nyní na ayatém (22) věty 27, doataneme, že definiční 
obor těchto funkcí je otevřená množina a že tyto fUnkce Jaou 
v tomto oboru apojitá (triviální fUnkce n* 8 ověem 
nezajímají). 

Shrňmet 
Věta 28. Nechí v otevřené množině S c F ^ . funkce 

(29) *--->fn i P-lf-t^+n) </* 1. 

jsou spojité a aplňují lokálně Llpschltzovu podmínku vzhledem 
k Vn * / V P ř i P e v n ě soleném 
budiž 

charakteristický systém systému rovnic 

(31) cU = t4""^ 
systém fUnkcí ý% Je definován v oboru W^c E vyjadřo-
vaném podmínkami 

(32> y<0) yi0); ^.....^jeS,*e 

kde ; značí definiční (otevřený) 
interval charakteristiky systému (31), procházející bodem 

» jV^^f-t Vn,0^• Potom platí: množina ^ je otevřená a 
funkce (30) jsou spojité v # 

Poznámka 1* Kvantitativní odhad pro rozdíl 

y<{0) W V 
1ostaneme ověem z nerovností (13), kde místo n. nutno psát 
m.+ n a vedle rozdílů vystupují Jeětě roz-

d í l y l / V / ú ' ' 
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Poznámka 2. Vátu 28 jame převedli na větu 27 tlm, Se Jane 
systém 

) 

převedli na systém 

dfc = ) i j-1,...,**) 
GÍWa Ď » o 

To bylo velmi pohodlné; nevýhoda je v tom, že splněni Lipschitzo-
vy podmínky bylo nutno předpokládat 1 vzhledem k parametrům 

9 Jiným způaobem důkazu bylo by možno 8e tomuto 
předpokladu vyhnout e 

Jažto tuto věc budeme v následujícím paragrafu potřebovat, 
provedeme ji aapon pro neJjednodušší případ - pro lineární sys-i-
témy (to je právě případ, který budeme potřebovat). 

Věta 29 (pomocná). Budiž funkce 
A C*,^,A^..., A* ) 

spojitá v oboru U : 

Jí€ J 3 .....A^c JJ , 

kde 2í , Jf jsou kompaktní intervaly. Potom fUnkce 
JÍ 

B(-*t-x* = )A(tt4!CfX1A* )dt 
xc 

je též spojitá v R . 

Důkaz: Funkce A je v 
ťt omezená: \A \*M a stejnoměrně 

spojitá. Budiž L délka intervalu J . Jest 
IB ( X A f , . . . ) - B tJÍ0 , \f ,..A^ )| * 

jr 
» I ((A(ttx0t\f Ait x, A'f -

r 
- ( A(tt*;,X1t...tX*)c£t - J >oář I 
x < 
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Budiž é > O j existuje ó > o tak, ža pro 

(33) |A t -A ' ť | <á IA 

Je 
, , X* ,..., A^) - A (í , > f • •» ) I < 6 

(pokud oba body lažl • Je-li Jeětě eoučaaně 

Js tedy 

čímž Je apojltoat dokázána. 

Váta 30. Budiž předložen lineární ay8tám 

(34 > 

(j - , kde «J80U v množině : 

J^ , ... . 

(J ,C7f , intervaly). Potom víme z věty $ toto: Ke každému 
systému čísel 

Z 1i0) * E < » 

existuje právě jedno řešení systému (34) v Intervalu y , které 
prochází bodem , ; označme toto řeěení 

(35) , y n 0 ) , J * f 1, 

) (je to nám známý charakteristický systém). Tvrdím: 
ftnkce (33) Jaou 8pojité fUnkce (svých m. + ix + 2 proměnných) 
• množině : 

(36) jteJ, Jt0t7 t y / ^ ^ , 
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Důkaz: Zřejmě stafií dokázat spojitost v každé kompaktní 
H0Bti množiny tvaru: 

4 , | 
kde X je kladné, je kompaktní interval JďcJ, CXíx je kompakt-
ní Interval c J^ . v důkazu věty 5 Jame postupovali takto: 
Volili Jsme 

i<*0tf,{O),...9 V y / ^ </-lt.-.t«) 

a dále indukcí 

• Aj (* , . . . ) o t t + y j . (/?= 1,2,...). 

Funkce Sfjj J80u spoJ1^ • i Jeetliže pak cpj (^ f) jaou spo-
jité Jsou podle (37) a podle pomocné věty 29 i funkce epo-
jitá v . Tedy indukci plyne: všechny fUnkce jcy jeou spo-
jité v . Dáls: v ož̂  jsou > ̂  omezené: 

SM>\4\ • > |» W > I i 

má koneSnou délku L a následkem toho plsti pro fUnkce 

3 J - t y t é ž odhady Jako v kap. II. § 1 (7). Proto po-
eloupno8t JPq^ í ̂  s !>••• ) konverguje stejnoměrně v JŽ̂  . 
A víme, že limitou této posloupnosti Je právě řešení (35) systému 
(34) (to Je ostatně ihned vidět z (37) limitním přechodem 

—* oo )• Tedy ÍUnkce ( / - 1,...,** ) Jakožto limita stajno-
měrně konvergentní posloupnosti spojitých fíinkcí , je roz-
než spojitá v . 
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§ A. Derivace charakteristických funkci podle parametru. 
Variační rovnice. 

V tomto paragrafu půjdeme o krok dále než v předešlém. Před-
stavme si, že rovnice 
(58) ^ = S > 

popisuje nějaký fysikální děj, např. pohyb, přičemž parametr 
znsmená např. koeficient tření. Ta rovnice bývá obyčejně jedno-
dušší pro = 0 (pohyb bez tření) ne pro jU + 0 . Charakte-
ristická fUnkce 
(39) r* f 

je za jistých předpokladů spojitou fUnkcí svých čtyř proměnných 
(viz předeělý paragraf). Představme si, že dovedeme řešit rovnici 
(38) pro 0 f tj. že máme 

(40) U i JC0 , y c i 0 ) . 
9/ 

Představme si nyní, že jU- je různé od nuly, ale blízko nuly. 
Podle věty 28 Je potom také rozdíl 
(41) y 0 if<>) - y * 0 

malý a podle poznámky 1. na konci předešlého paragrafu dovedeme 
velikost rozdílu (41) dokonce odhadnout. Jestliže rozdíl (41) ne-
přesahuje meze přesnosti, se kterou potřebujeme počítat, můžeme 
funkci (39)(kterou nezmáme) nahradit fUnkcí (40). Jestliže tato 
podmínka není splněna, připomeňme, že podle definice derivace Je 

Ti*) + % 

kde r£(Á) konverguje k nule pro A - + o • Můžeme tedy paát 

(42) 
Pf< 10/ 

^ H f c . j t s ^ J - y í * J 

V 
"počáteční podmínky" nechávám beze zmény. 

10/ poznámka na přídtí atránce 
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a může aa stát i, že Slaň fic. (/*) je ui tak malý, že jej 
můžeme v mezích požadované přesnosti zanedbat. Ovšem, abychom 
aměli napaat vzorec (42), musíme napřed dokázat , že 
existuje9 a abychom z tohoto vzorce něco měli, muaíme mít pro-
středky k výpočtu této derivace. Tímto problémem ae budeme nyní 
zabývat* 

Stejně důležitý je problém derivování funkce y U i ^ i ^ i ^ i ) 
podle počátečních hodnot Jtó , yo • Mějme rovnici 

(45) -gj- * /<•*.?> 

(parametry náe nyní nezajímají). Charakteristická ftmkce je 

(44) i 

Je to ono řeSení, které pro Jí * Jí0 nabývá hodnoty y c . Může se 
nyní stát, že pro nékterou hodnotu y Q toto řešení nalezneme snad 
noj Je-li např. /(X %CL ) = 0 pro všechna JC , Je kon8tanta Q, 

11/ 
řešením (tj. g> (-* ; Jto , <%>) = « ) ; ptáme se nyní, Jak vypsdá 
charakteristická fUnkce (44) pro hodnoty y 0 , blízké CL. Je při-
rozeno, použití opdt vzorce 

[dfUi*o,yc ) 1 

L *y* J^.a 
kde lim ^ ( £ ) - 0 . 

£ ->0 4 

Neskýtá se zde tedy otázka po ezietenci a výpočtu derivace 
a podobné otázka, týkající ae - s ř 

• Pokud se týče deri-
vace f je věc triviální, nebot funkce <p (při pevných , 
Jfc), je řešením rovnice (43), tedy 
10/ (pozn.ze etr. 147) 
Exiatuje-11 napsaná derivace, Je s 0 Při pevných JC f 

Xo%y0 ; nemluvím zatím o tom, Je-li tato konvergace stejnoměrná 
vzhledem k Jí , x0 , yo . 
11/ Fysikálně (popiauJe-li rovnice (43) nějaký pohyb), to zname-
ná: Je-li v některém okamžiku y * Q, 9 je stále y = a -
Blána sde klid. 
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— 2 • fo ) ) • 

Tyto otázky nyní budeme řešit - ovšem hned pro systémy rov-
nic a pro libovolný počet parametrů. 

Předpokládejme 9 Se fUnkce 

(45) fj (4 % i ( / " 1 ** ) 

jsou v jisté otevřené množině ďcE spojité a maji tam 
spojité derivace l.řádu podle ^ > • • •, ̂  i /U4, • • • i 

sledkem toho splňuji v lokálně Llpachltzovu podmínku vzhledem 
k > t •••tflífn9 P o d l e vé^y 2 8 můžeme nyní tvrdit, 
Se systém rovnic 

(46) m fi u f4* ( / s i f . f n ) 

má charakteristický systém funkcí 

(47) i / í , , . . . ^ ) (/» 1, 

definovaný v jisté otevřené množině á^ +2 ' přitom 
Jfy • ••••^r Jsou spojité v áJJ a množina je množina těch 
bodů O , f - i / v ] t Pto J* 

U 8 > 

poslední interval je otevřený interval, obaahujíeí bod ; je 
to "nejdelěí" interval, v němž exiatuje řeSení systému (46), le-

r (0) (0)-. žící v JT a procházející bodem [Oř*, y / ' Jf 
toto řaěení (tzv. charakterlatika) ja právě dáno ayatémem funkcí 

, pojímaných jako ÍUnkce jediné proměnné JC (při 
daných JC0% 

Věta 31. Funkce 
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a jejich derivace 

ifc ijt' t/-i.....n) 
buáte spojité v otevřené množině $ 9 takže charakteri8tický 
ay8tém 

é*< F-trt) < / = 1 * > 
systému rovnic 

mé otevřený existenční obor • Potom funkce 

fjy fov , J g L 
' "2uT ' <9y/« » ^ p ® ' o ^ T ^ ^ 

existuji a jsou spojité v . 
Důkaz: I. Napřed dokážeme tvrzení pro derivace g , 

dy, 
např. pro Jj* - ). 

Zvolme určitý bod 
(49) / s j e ^ 

a zvolme uzavřený omezený interval 

f <3 - , ' J«> c ^ ' 

< 5 0 ) ^ 

Zjednodušme označení funkcí charakteristického systému: 

(51) ••• 

(budeme totiž vyšetřovat charakteristický systém v závislosti 
na prvním parametru 

při pevně daných JtQ% ty f •.., ty^ f 

f...f/Um), Množina všech bodů 
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je spojitý obraa úaefiky < x < J, , který leži v 
á> > tj. množina věech bodů 

(52) P * ^ /*<>» —»!*»<-* — } 

je kompaktní množina, ležící v Tato množina má kladnou vzdá-12/ lenost od množiny £" ^ w - 3T; zvolme kladné v fl̂ T̂ l T T * 
# Označme A množinu těch bodů i 

••• t ••• i 

jež mají od vzdálenost < ̂  • To je kompaktní množina, 
k niž patři spec. všechny body, pro něž platí 

(53) £ * <S f > I £ - ^ vt* I< A * * * 

tedy 

A je kompaktní, A c ST j funkce f j , ^ , jsou 

spojité v áT 
a tedy omezené v A ; v důsledku kompaktnosti (viz 

větu 24) splňují fUnkce J v A Lip3chitzovu podmínku vzhle-
dem k ^ , ..., y n , A/^ # Všimněme si nyní charakteris-
tického systému © -X Yi0) Y{0) • M M ) 

Víme, že definiční obor těchto funkcí je jistá otevřená mno-
žina S1 . Speciálně si vši.nněme funkcí (X , M 1 ). Ježto Je 
definováno y^ ( % ( » existuje 
( 0<zl2<zlf) tak, že pro < ̂  Jsou definovány 

též 

Ježto však definiční obor funkcí ) při daném Mi 

je jistý otevřený interval ^ % platí: 
li/ Definuji dist(a,.#) = max laj-^l . 
13/ Totiž , M ^ f r f . f ^ T n • 
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Je-li i , jsou ftankee 

(54) < / « l n > 

definovány v celém intervalu , ff> . Dále: funkce charak-
teristického systému Jaou spojité v celém evém definičním oboru; 
tady f̂ inkce ($4) Jaou spojité v kompaktním Intervalu 

<55) $_ < X < j , , |M< z A 2 

a tady Jaou v něm stejnoměrně spojité. Odtud plyne: Existuje 
A s > 0 , A 3 < ^ tak, Se pro §_, < X < f# , M < 
Ja 

Ježto t Plyna z (57): 
Je-li 

(56) f, , < , 

leží bod 
(57) [ ) , . . . , % . ( - * 

v A i a také celá tiseSka, spojující (57) s bodem ( 5 2 ) , tj. každý 
bod 

(58 4 

fct * * (yy Ur A ) - ^ U,/^)),... 

letí v «á . 
Omezíme ae nyní ne * € <f.f, , M ř s ^ - ^ V ^ + ^ P 

Potom y*(X A)(/« 1» •••» 1 ) 
£ - vyhovuji ayatému rov 

- co2 Je funkce dvou proměnných 
rovnic 

(«* U, A/f),... . JfcUT, A() ) . 

Tento syetém je splněn speciálně též pro hodnotu , odečteme-
11, dostáváme 152-



a - ni* »é*»> 
** M, 

(135) 

pro < Žij . 

Rozdíl vpravo nyní vyjádříme vhodným způsobem. Jde o rozdíl 
tvaru 

(60) 

jí, x*• • • • • • • • • 

kde (podle ( 5 8 ) ) každý bod 
(61) 
C*. ystiY-y,),..., * wtiH-ft) t/už,... ,/v] 

leží v • Položme (myslíce ei na chvíli ,Ylt...tYn , 
ty % » M4 dané) 

(62) 

Titufiícx^ ifr+tW-fr) . •. 

takže (60) Je rovno 

(65) T(l) -TU» *$?\t)dt f o 
existuje-li epojitá ťit) v <0,1> . Avftak každý bod (61) leží 
pro 0 < í < 1 v A • tedy v ď a tedy podle definice (62) 
&á ¥{t) ve kut ku spojitou derivaci, kterou dovedeme snadno vypo-
čisti: 

Fit)-* . 

d ů l * ) 
• * 1 1 41, • • 

Doeaáme sem nyní - což Je dovoleno -

-153-



a dostaneme (pro f_f < Jř < | A | < ) 14/ 

m 

kde 

(64) = 

V dn 
u a-fá 

a "i vypadá podobně, až na to, že je tam V y• . 

Integrand je v oboru 

spojitou funkcí t f JC , A/f a tedy 
^ Jfe1 ty J80U spojité funkce proměnných , A/y v intervalu 

?f t - + • Speciálně: pro = ^ 
odpadne v integrandu v (64) koeficient při t , integrand tedy ne-
závisí na t , a máme 

/ W 

(65) 
= Pní • 

Dosacime nyní do (59) a máme tento výsledek : Pro < J* » 
0 <|A/f-^uJ < /±3 Je 

14/ Hodnota A n e n í vyloučena! 
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a Y j U ,Mf) -y á'U ,/tf ) 
^ - __ « 

(66) ' 

. tH Mý) „ 
Mimoto máme pro věechna nade 

a tedy 
(67) s 

Podívejme se nyní (pro jakékoliv M^ € - A 3 , + ) na 
systém lineárních rovnic 

(68) = J j 6 ^ * * H Í U 1 * } 

a hledejme ono řeSení 
• • • 9 ^ 

v intervalu 9 , které pro X = J£o má hodnoty nulové 

(69) X, <4T,) = = = 0 . 

Takové řeáení existuje podle věty 5 (o systémech lineárních rovnic) 
a je jen jedno; označme je (ježto závisí též na Mi ) 
(70) ZfUtMf) . 

Podle věty 30 Je toto řeáení spojitou funkcí v oboru j;f » 
A/jCC^-ZL , ̂  + , takže speciálně 

(71) lim Jt; (4 tM,) = 

Dále vidíme z (66), (67), že rovnicím (68) i podmínkám (69) vyho-
vují pro f A/f funkce 

Mi -p-1 
2 jednoznačnosti plyne pak pro < , < Jí < f^ 
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Mi - ' 
a tady podia (71) existuje limita tohoto výrazu pro A/f , 
tj. 

Zároveň je vidět, že tyto funkce d i ^^ovuji podmínkám 
(69) a rovnicím (68) pro M, » tj. 1 5 / (podle (65) ) 

afc ty, 
= 2. U tjuf) 

(72) S 
A dli . 

"V** — / < J • 

• Y^^Wo—hl V-1--.' 

(73) 4 * • 0 • 1 « > 
L J JKsJT* 

To platí pro * € » což byl libovolný kompaktní inter-
val, obeahující uvnitř bod «*« a obsažený v definičním intervalu 

(74) ~ 

fúnkcí 

(75) Jfr*®...., i 

tedy platí (72), (73) v celém intervalu (74). 

15/ Divám se nyní na JLL4 jako na dané Číslo; proto pídi 
( a ne — — ) . 

3jc 
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Zbývá Ještě dokázat spojitost funkcí 

y* »•••• y«0) i »...t 

pro úsporu psaní jame totlS tyto fUnkce vyšetřovali pouza jako 
funkce dvou proměnných Jt, aâ  . Ale to plyne snadno takto: 
Vlas (věta 30), že fUnkce 
jsou spojitá v otevřené množině ^ : 

Dále víme, že pro každé [*„, yf(ť>),.,., j£ 0 )i•••»/<*«] 

vyhovuji fUnkce v Intervalu U n 

rovnicím (68) pro hodnotu s e počátečními podmínkami (69)* 
Chci dokázat, že v každém bodě 

(76) y/ 0 ) y n
( 0 ) , /T4f...,/4m] 

Jeou funkce Jr^ spojité. Zvolme tedy bod (76) a zvolme 

tek, že <ct ,/3> C JE? "75) — — 

a oc,<x0< Q , c*< . Ježto Je otevřená, existu-
jí Zl > 0 tak, že pro 

(77) . [»(<?) 

iO) (O) Jsou definovány fVinkce & {Jt; 
pro j: = a i pro Jr = /3 a tedy i pro 

'•78) Oř < -e s fi • 

/ kompaktní množině & , dané nerovnoetmi (77), 78), j8ou tedy 
funkce 

(79) i ftiP\.— 1ni0) i čx< 

definovány e spojité. Napišme nyní rovnice (68) pro hodnotu 
Mt = kam se tedy do Gjj^ , Hy (viz 65)) dosadí za 
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%•(«* ,M<) fUnkce (79); to Jsou lineární rovnice, jejichž 
9 ti koeficienty gf* , ^ ^ jsou spojitá fUnkce "parametrů" 

J£9t > v množině & . Oznafime 

Y i f ^ V n o n o rovnic (68) v intervalu <c& ,pro 
která Je 

- 7, > 2 7 n • 

kde | € <Oř ,/3> a »• • •» J80U l**>°volně d a n á čiala. 

Yj závisí vedle 4 jeátě na "počátečních hodnotách" J , ?,»•> 
»*Zn a na-paramatrech- ..., y * ( ť > \ » • • a 

jež ae vyalcytují v koeficientech rovnic (68). Podle věty 30 jeou 
tyto fUnkce 

Vj U i í » 7f » l f n 0 ) • - -'éOi 

apojitá v množině éu , dané nerovnostmi (77), (78) a 

(80) « S f £ e £ n 

Ale funkce -SL. (jr 5 jr̂ , 

tvoři ono řeSení 3T,,..., rovnic (68), pro které je jfA-£0) = O, 
tj. 

j^/i .v yW * ^ ) = i ~ v** , » yí i • • • » ̂fa t i • • • »ĉ tn ' 

= % ; ̂  > i°» •••>°, i . fii0)>--> Vn° i ]' <7 V 
n nul 

To je tedy fUnkce spojité v množině , dané nerovnostmi (77)« 
(78), tedy speciálně v bodě (76), což bylo doKázati. 

II. Jde nyní ještě o derivace funkcí 

jj u ; y}0) yj0) i /uft...%/um) 

podle počátečních hodnot yn (zde může být 
i TO s O). Začneme s hodnotami y}0>> (např. ff ) a převe-
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deme tento problém na předešlý tím, že z veličiny % 
láme "parametr". Vedle rovnic 

(81) cU 

vyšetřujme rovnice 

= £ * » — » % * Pii""?'* > 

í 8 2 ) , 

ve kterých ee vyakytuje o Jeden paremetr - označený Vt * 
více. To lze psát též 

(83) "iF 
Pišme explicitně: 

(84) £ y}0))' 

= + . • 
Je-li íT definiční obor íUnkcí ^ , Je definiční obor funkcí 
£ dán zřejmě podmínkou 

(85) 0 , 7 , • % { 0 \ Y « Y m 1 

což Je otevřená množina v + 2 a v ní ovšem je £ spo-
jitá a má spojité psrciální derivece podle Y1t ty , Y2 ,... 
•••» » n ' Jestliže nějaké řešeni l^U),..., Y n U ) 
systému (85) (při parametrech ju^ ) prochází bo-
dem O , Vn ] » P o t o m zřejmě systém funkcí 

%(*) = Yf(*)+y,(ť7), jfcte) = ^U) = YnU) 

prochází bodem \jC0% jfn 3 a vyhovuje rov-
nicím (viz (4)) 
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- a naopak (Ja vidět také, Sa obě řeienl exiatujl v témž Inter-
valu) . Osnačlm-11 tady charakterietický ayatém eyetéoa (81) zna-
kam % t • • • tj^ a charaktarlatleký ayetému ayatém (83) zna-
kem ^ »... Ja 

(86) 

o m } 0 ) y { 0 ) - u ju n. i 0 ) ) + v { c ) , 

i**>y,{0\%{0) SW(*\ — ,/<m> 
(87) 

Při daných •••» W * * P m ' V ^ ] <« POdmln-

kou-viz (85) - O „ o • 
maji podle bodu I. funkce 

0 , y2i0),...t y n ( 0 ) , ) 
spojité derivace podle y}° a podle (86), (87) Je tedy 

d ^ dq>i 16/ 
(88) tó) = fyjfl + 1, = - 5 ^ 7 (pro^= 

tedy též ,... , d J h j 8 0 U ^oJ 1^* 

III. Ještě máme vyšetřit derivace podle Je0 . Mohli bychom 
obdobně zaváet novou nezáviale proměnnou t rovnici JC - t + *tc, 
nafiež mláto "proměnné" počáteční hodnoty je * Jtc t bychom měli 
"konatantnl" počáteční hodnotu t = 0 a Je0 by se nám objevilo 
jako "parametr" : 

ctu-
s 

Ale abychom mohli užit bodu I, musili bychom navíc předpokládat 
exlatenci apojitá derivace ffi* ; proto volíme Jinou caatu, 
kde tento předpoklad není nutný. 
16/Wíním stále pro hodnoty napaaná v (86),(87). 
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Buit. splněny předpoklady naáí víty, ZTOlaa bod 

(88) [>,. yni<>)i ^ 

17/ a sestrojme řeSení Jež prochází bodem 
tj. fUnkce 

(89) ^ . 

Zvolím-11 Jtc v Intervalu 
í 9 0 ) ^ „ 

budou definována Slala 

(91) 55 = 

s víme z věty 26, že 

to znsmená však, že charakteristika 

jg-Uí*, yw
(0)í < / - l t . . . . w ) 

18/ prochází bodem (88)f a tedy splývá 8 charakteristikou (89): 

(92)ý> ^iJcoty1
{0\...t ^ - j y t t r i J R ^ fcP7) 

a tedy 

(93) ̂ 
ir ..(o) ~ (*) ) # [ - JJ- « * . ' # ~ ' > « * • i r tw 

Bod (88) byl již zvolen; zvolme v Intervalu (90) • Pro 

17/ Pří daných , . . . , - těch 8i nebudeme příliň všímat, 
protože během úvahy budou konstantní, 
18/ Parametry ftj, už nevypisuji. 
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v intervalu (90) plati potom (92), kde % j80u definována 
rovnicemi (91); ježto 

je spojitou funkci Jí v intervalu (90), je 

_lim 

• V,™.-.*!" ) = y/> . 

Ježto ̂  má v okolí bodu ; JC* , yn ] spojité 
parciální derivace podle j } ^ » můžeme výraz (93) 
vpravo psát ve tvaru 

& - i f f i %,i < sa(ť" - > • 

kde yt-j leži mezi » ~Yi (inklusive těchto hranic). 
Dělme výraz rozdílem X a přejděme k limitě . 
Jest 

i ť - l f f W " ' - * ^ . * * ' *W(0,> 
<c ~ Jí O ~ Ji, o 

Ale funkce ; , ,..., y n ^ ) má (jakožto fUnkce X ) 
v bodě Jí o derivaci 

'fj^ *o » Hi »• • •» ^71 ^ ^ » 

takže 
*,«» _ JO) 

f , „ (O) (0 
r i l j > = >• ^q^JCQ JLq — 

a tedy z (93), (93') plyne: 

g w 

• >*°>*(0) * . w > > • 
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Podle bodu II. derivace vpravo vskutku existují a Jaou apojité 
- totéž tedy platí o derivaci vlevo. 

IV. Pokud ae týSe derivace 

ai 

(kde vpravo za nj. Je8t dosaditi spojitou funkci 

je její spojitost zřejmá. 
V důkaze věty 31 Jsme ukázali toto: 
Dodatek 1. Jestliže vyšetřuji, při pevných 4íů% ,... 

(.O) . fn tjUif. > funkce 
(0) „(o) 

(95) = 

• • • 

% Uj^.y, ^ > 
K " v 

jakožto funkce Jediné proměnné Jí , potom podle (72), (73) 
vyhovují v intervalu (74) systému lineárních rovnic 

d?* U) A dJ* 
dT . ML FY* $ ( * » ty » 

a počátečním podmínkám = 0 j přitom za jest dosadit 
fy^i^o* Ji,..., y„ 0 ) i >• Tyt0 rovnice, zapome-
neme-li Je, můžeme okamžitě odvodit z věty 31 takto: Je 

(97) f j U>?f >~"f>n i /"f = -Ir1- • 
êvá strana má podle věty 31 a podle pravidla o derivováni elože-
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ných funkci spojitou derivaci podle yuf a totéž tedy platí o pra. 
vé atraně: 

fa d/u, tedn 

J e ž t 0 S i ' d/Uf * ótirfo, J S O U ®P°Jité» P l a t l P o d l e 

věty 192 Jarnlkova Diferenciálního počtu II, že exlatuje též 

a (ižA , . **M . * 
3jT \ J djUfd* &*9/uf 9/U-1 \a*l 
Při osnačenl (95) jaou tedy podle (98) aplnftny rovnice (96) 
Z rovnic 

(99) jJ-Un*, f,i0\...,l£0)i t*i é4"*} - y/ú) 

plynou pak počáteční podmínky derivováním podle juf 

(O) 

2T (*<,) * 
_ j X =Jtt 

Dodatek 2• Podobně funkce 

ni 
(při pevném ^ ) vyhovují v (74) diferenciálním rovnicím 

( 1 0 0 ) aí™ " y s l } 

(101) 
d<uAJt) 

ifir u & / W íir) 
Je 

a počátečními podmínkami. 

(102) = 1 , = 0 pro ý * Jk . 

A jeltě : Pro každé X z Intervalu (74) je (exp t - 4* ) : 



(110) 

(kde vlevo i vpravo je ^ Ca) s C^; í 
Te<Jy speciálně: determinant (103) je všude v 

(0) 
různý od nuly. Důkaz: (101) plyne z (97) derivováním podle ^ 
a záměnou pořadí derivováni. Počáteční podmínky plynou z (99) de-
rovovánlm podle • (103) plyne ihned z věty 24, všimneme-11 
si, že funkce (100) dávají pro každé A řešení rovnic (101) a 
Se pro Jí - Jío má determinant (103) podle (102) hodnotu 1. 

Dodatek 3. Podobně vyšetřeme 

• í ř * v 
Tyto fUnkce vyhovují systému diferenciálních rovnic 

chmU) 
(104) cU ¥<» /*nt>-
a počátečními podmínkami 

. (0) 
' ž * ' = 1 » - " » n ) 

Rovnice (104) dostaneme podobně jako jsme dostali rovnice (101) 
pro derivaci podle v dodetku 2. Počáteční podmínky ply-
nou takto: Pro větší zřetelnost označme 

^ = 

a SPf^^-tiJto, i fa* ) 

(2) 
• 3 * 

(o) (0) 
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Z rovnice (99) plýne derivováním podle 

(105) ^{1)U4>i^ty1i0\...tyni0) * 

Ale 

y* # 

a tedy (pro J< * Jfc je y)0) ^ ml£ú)) 

y£0)is*f—/il = 
afj<4nffi0),»., a tedy ze (105) 

plyne 

Vn0) i = 

Diferenciálním rovnicím (96), (101), (104) se také říkává 
variační rovnice (název, tuším, pochází od Poincaré - équations 
aux variations). Vyskytují se na přiklad v analytické mechanice. 

Poznámka 1. Znám-li řešení systému (46), procházející urči-
tým bodem HiT*, ..., fa při určitých hodnotách para-

(0) metru tj. znám-li funkce (47) při daném 4e,yf 

(0) d/j •••»%! » i dovedu sestrojit koeficienty *a • , 

q v soustavě (96) a znám tedy pro určení derivací 

*<>> yí0)»• • •« y(°Ji^i'--'^ 

systém lineárních rovnic, tedy systém, obecně ře?eno ječncí-f<5í, 
než byl systém původní 

= 1] { * ' Ví ' ' ' ' ' * ' ' ' * ' } * 
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Speciálně, Jestliže byle dáns Jedna rovnice 

máme v (96) lineární rovnici l.řádu, kterou dovedeme řešit kva-
draturami. Naznačím Ještě náčrtkem smysl naši věty pro Jednu 
rovnici 

s Jedním parametrem. Představme si, že známe řešení procházející 
bodem při jisté hodnotě^, parametru, tj. funkci 

i Jc0, ; ýto ) . Z rovnice (96) (teď Je to jedna rovnice) 
určíme 

C ByU y.ifii ) 
L * 

(pro všechna Jí definičního intervalu 9>(* i40t V i M0 >) 
a obrázek vypadá asi takto: * 

7 

7° 

o 

y =?(*]*<,,foiťo+X) 

y = <ff*; to.yoiPo) 

ff* 

Pro malá A dovedu přibližně vyjádřit délku a smysl vektoru AB: 

) - SpiJC\J£„ yoi<U0) -
BykJí i Jío, y0 i & ) 

k<*e lim 77(A) = 0 . 

.A +A. tj (X) , 

Poznámka 2. Načrtneme obdobně smysl dodstku 2. pro jednu 
rovnici bez psrsmetru: 
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= • * } 

Smysl a velikost vektoru AB jsou přibližné dány rovnici 

i » -v 

kde lim ( A) = 0 . 

Zároveň je z obrázku jasné, proC je [fe] = 1 : 

nebot (4oi -*«tY0) =Yc a tedy derlvece podle Y c , Je 1. Po-
dobně, kdyby šlo např. o dvě rovnice: 

(-toi ^t \ 

a z toho pro = ihned 

r-Tgř = l* = 2ST s 0 » 237 = 0 » 

Poznámka **>. Načrtneme konečně smysl dodatku % u Jedné rov-
nice (bez parametru) 
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H 

* 

o x0 x̂ +A 

f=f(*,*oJo) 

0x 

Vektor A 5 je co do emyelu 1 velikosti urCen rovnicí 
Ba>Unx01 y #) 

kde lim ^ ( A ) s 0 . 

§ 5. První integrály, vuecqý integrál. 

Budiž předložen systém 

(106) = 

kde ̂  , = <4*1,..., i ) Jsou spojité 

v jisté otevřené množině & C E ^ . 

Víme, že množina ^ .la pokryta charakteristikami: každým 
booem ^ prochází jedna a jen jedna charakteristika. Tyto cha -
rakteristiky Jsou právě vSechna možná řeSení systému (106)9 ležící 
v S % přičemž definiční Interval každé charakteristiky je "co nej-
větáí" - pamatujeme si, cc t přesně znamená* Pro řešení systému 
(106) je důležité znát funKC€. 

19/ To budu stále předpokládat v celém tomto paragrafu 
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(107) — •Vn > > 

které jsou "konstantní podél každé charakteri8tiky"e Takové 
fUnkce nazývám "prvními integrály 8yatému (106)" - ale jeáté 
k tomu přidám jednu podmínku o derivabilitfi: 

Definice« Nechi funkce G (%& 9 ̂  > • • • * ^rt) v spojité 
parciální derivace l.řádu podle všech • 1 proměnných. Jeatli« 
že funkce G je konetantní podél každé charakter!atiky, ležící 
v ď t říkáme| že G je prvním integrálem ayatému (106) v . 

Ta "kon8tantnoat" znafií ovšem toto: je-li yf(^)> 
jakákoliv charakteri8tika (pro obor a definičním Intervalem 
3 , potom fUnkce 

(108) H U ) = ,..., y U ) ) 

je konstantní v J . 

Odtud ovšem plyne, že v D jeat H iJt) - 0 , tj. 

3GU , y4 ,...9yn ) afr, 
35 * Vy, • uT + 

+ SÍĚJL. - o 

Zde však chAJt ) 

e • e 

takže 

(109) i 

r ^ ^ . K *«> 
35 + -fC^-SV 

<9£ do , jest za ovšem dosaditi 

Oř) , . . . , yn U). Ale k a ž d ý m bodem [i , ̂  ynJ e / 
prochází některá charakteristiks, tj. (109) plstí pro všechna 

€ ̂  . To tedy pletí pro každý první integrál^ 
Budiž naopak G(JC ,*.«, ) fUnkce, mající v s spojité 
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derivace 1. řádu a vyhovující všude v áT rovnici (109). Vezměme 
jakoukoliv charakteristiku yf(Jt)t,..t %ÍJt) 8yatámu (106), leží-
cí v & , s definiCním intervalem U a definujme // (Jt) rovnicí 
(108). Jeat 

takže pro Oř € J je 

dHUí) fW«)> agUř^Ur),...,^)) dkfr  + ^ • ^ 
86u9f,lK) * , ( # > ) ^ 

• oT 3 

& u ) > agu.ftu),..,^)) 
* ^ — 

SG (4ř), ...tyJ*)) • 

Ježto však je (4),..., ja podle 

(109) J f ^ = 0 , tj. //U) konstantní v J , tady ď Ja 

prvním integrálem v 3f. Tedy: 

Věta 32. BUdiž £ U , y n ) funkce, mající v & 
spojité parciální derivace l.řádu podle všech proměnných. Potom 
6 je prvním integrálem systému (106) v & tehdy a jen tehdy, 
jastliže všude v & plstí (109). Prvním integrálem každého systá-
0 a je libovolná konstanta - to Je ovšem triviální případ, který 
n.,8 nezajímá. 

Všimněme si, co můžeme získat ze znaloatí 
A prvních inte-

grálů ( 0 < A < ri ) v oboru & : 

Předpokládejme, že v jistém bodě P ~ »• • • 
má matice 
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(110) 

hodnost Ji ? na př. 

(112) 

• bodě P . Definujme 

(113) 

SG< ae^ 
a * 

dG4 SGA 

a 

9Gi 

V 

dG1 dG* 
dy* *u 

e e e Vn (0) 

4 0 

) = C/0) <y. ) 

Potom podle věty o Implicitních funkcích (věta 210 Jarníkova 
Diferenciálního počtu 11) platí: 

Exlatují čí ala 6 > 0 , A > 0 tak9 že ke každému systému 
číael JC , Cf f...f C^ e • % 21/ n , vyhovujícímu nerovnostem 

20/ Uvažme, že mstíce 

(111) 

BG, 

9G., OGj, 

SGf BGÁ 

By* • — 

má touž hodnost Jako matice (110), nebot první řádek matice (111) 
Je podle (109) lineární kombinací ostatních řádků. Kdyby matice 
(110) a tedy i matice (111) měla věude v hodnost menší než Az « 
byly by funkce Gi v Jistém smyslu "závislé" - v jakém 
amyalu9 je řečeno podrobně např. v mém Diferenciálním počtu II, 
věta 213. 
21/ Pro Jk = n ovšem číala odpadají. 
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(114) 
Icé -C,«>|<i (/'= 1 , ... * n ) 

existuje v J> •rozměrném intervalu 

(115) </ • 1 ^ ) 

právě Jeden ayatém čiaal ^f aplňující rovnice 

(116) $ u . y , > - ci (y * i i • • • ) 

Tato * !>•••» A ) J80U tedy v oboru (114) funkcemi 

(117) (/»l,...t^)t 

které tem maji apojitá parciální derivace 1. řádu podle všech 
proměnných. (Jeatliže Á » t i , mají tyto rovnice ovdem tvar 

= 1,..., ** ). ) (118) y, > 

Přitom o , ̂  volme hned tak malá, aby interval 2fC : 

r\* . I v . I v y / V * 
(119) (^ * 1 , ; « • 1,..., ) 

ležel v 3! a aby nerovnoet (112) platila váude v 
Ptejma aa nyní: jak nalézti věechna řaěení ty U),... »&<<*> 

eyatému (106), lažicí v intervalu X a procházející aapoň jedním 
bodem X , ty,takovým, že 

(120) 1 < 0 ) fc^K* 1 

Budiž předně ty*,tf> takové řešení v intervalu 
(Oi- <5 , +Z) . Funkce ^ jaou podél tohoto řešení 

konat antní : 
(121) y n u ) ) " cé 
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p r o d e j ( j = 1,...,^ ) a podle (120), (121), (114), Je 

(122) - Cé{0)\<b ( / . l9...,Jk) . 

Odtud a z toho, že řeSení leží v plyne, že v J splňuji fUnk-
ce rovnice (viz (117)) 

(123) Jí|+f ' — > 

. ^ x i ^ ) a přitom Je 

(124) p r o / S <1* ) . 

V případě ^ « dostáváme přímo 

(125) ^ U) * fy (4 , Cm ) </• l,...,n ) . 

Je-li věak Á < n , pokračujeme takto: 

Následkem rovnic 

-ígÉ- = ^ 1,..., f* ) 

platí rovnice 
dft, U ) 

<126) " ^ T " £ — 

(^ré .7, = ̂  + i,*»*,?2 ). 

Tedy: Každé takové řeSení ( v intervalu 
) má tyto vlaatno8tl: 

Definuji-li konstanty ,. rovnicemi (121), platí 
(122)j dále funkce + i (4T),*„(•*) vyhovuji v ^ systému 

-Jk diferenciálních rovnic (126) ^ a nerovnostem 
2 2 / (124) e funkce (>*),..., Jsou dány rovnicemi (123). 

22/ Tyto podmínky odpadají pro Á. -
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a za 

Zvolné naopak C, tak, aby platilo (122), aeatrojma 
řešeni y ^ , W J ^ U ) ayatému (126)23/ v intervalu 
J c , ), takové, aby platilo (124) 2 V a defi-
nujme yf(4ř) v 7 rovnicemi (123). Podle definice 
fUnkci ,..., Ja předně 

druhé (podle definice funkci 0 ) platí v J rovnice (121) 
Tedy: Syatém funkcí ^U),..., y n U ) vyhovuje především pro 
x € J podmínce 

(127) I> , y, U ) ,..., e # 

a za druhé nerovnoatem 

(128) \Gj cirfyfU) jfeur)) 

(^ = 1, • • • ) • 
Zbývá dokázat, že funkce y n M splňují v 7 rovni-
ce 

í l 2 9 ) o ř = > 

Pro «m = 1, ^-f 2 t y t o rovnice Jsou splněny podle 
(126) a Jde Jen o tyto rovnice pro TO = . 

Podle rovnic (121) Jsou v J splněny rovnice 

(jr) ĵ (ir)) dGjUfy (•*),..., U)) ^ U ) 

JfrUrg U r ) , . . . , d j ^ w . ^ - 0 . (/-l,...,^) 

Podle rovnic (126) platí tedy 

To opět odpadá pro . 
24/ Pro Jk = n. Jde ovšem o splnění všech rovnic (129) 

(pro vrt = 1 n ). 
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^Uty4(x) ynu)) yn(jt)) ciy^X) 

(130) 
TI 

^ 0 

). Ale podle identity (109), platné vSude v 
platí 

9GjOtty4U) *t(Jř)> 
^ ^ ' / J * ' ^ ' -

(131) •••» * 

Ž , ' * . « » " 0 ' 
tedy Je odečtu 

(132) 

Ježto však determinant (112) je v Jf různý 
od nuly, plyne ze (132) vskutku 

cóy (4í) 

(133) (•«)•..., (^=1,...,^). 

Tato úvaha platí i pro = : zde odpadá součet / ̂  a (132) nabývá tvaru 
z ; ' ** *<«») -o 
ntx f \ / 
a rovnice (133) platí vskutku pro = 1,. •., ** • 

Tedy právě vSechna hledaná řeSení ^ (<*),•.., -^eta-
neme takto: 

Zvolíme Jakkoliv Cf tak, aby platilo (122), 
dále najdu nějaké řeSení • J W ^ systému (126) (což 
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je *n, - Ji rovnic - komplikovaných ovšem tim, že závisí na Jk 
parametrech) v nějakém intervalu 7c (4c-ó • 6 ) tak, 
aby platilo (124) a aeatrojlm funkce (£),..., Ja U ) podia 
rovnic (123). i 

Je vidět, že se problém redukuje na: 
1/ řešení rovnic (116) podle (117)), 
2/ řeSení systému rovnic (126) řádu n - (a Jí parametry 

Oj 9 • • • | ) • 

Jeatliže známe ^ prvních integrálů £*,*•»» vyho-
vujících v bodě P = [>*f nerovnosti (112), 
odpadá bod 2/ a řešení našeho systému n% diferenciálních rov* 
nic ae redukuje na úlohu z teorie implicitních fUnkcí: řešit n 
rovnic (116) podle * Proto se v tomto případě fi-
ká systému fUnkcí Gň ,*.a,£W "obecný Integrál systému (106)": 
nebot řešením rovnic 

Jfíi — t }W) 1 ( / » > 

podle JW 8 e dostanou všechna řešení našeho systému -
ovšem jen lokálně, pokud leží "dostatečně blízko" výchozího bodu 
IV y(0) (Oh L »• • •» y-n. J • 

Abychom měli určitou definici, definujme obecný Integrál 
takto: 

Definice. Nechl fUnkce & (4 , f4 ,..., y n ) , 

sou 

V Jistém okolí bodu y n °J spojité. Mechí 

§ ¥ f f ' , y n ) ( / * 1,..., ** ) Jaet n prvních inte-
grálů ayatému 

< 1 3 4 > m f $ ( / - ! • . - . . « ) 

pro obor a nechí 
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(135) 

dG 1 *** T T ™ 1 - " , a a a , 0y< 

SG, n 

v bodě ty^0' ,..., y j ^ ] . Potom říkáme, že systém funkci 
Gyj ,..., G<n tvoři obecný integrál v bodě |Je0%¥i (o) 

V praxi, při konkrétních systémech se leckdy mnoho nestará-
me o explicitní vyjádřeni podmínek (122), (124), při jejichž 
splnéní je správnost našeho postupu zaručena; vždyt výsledek může 
po případé platit i v oboru mnohem širším. Můžeme prostě použít 
našeho postupu, načež obdržíme fUnkce yf(4)f...f i dosa-
zením můžeme zjistit, zda vyhovují našemu systému rovnic v ar. 
nebo aspoň v nějaké jeho otevřené části C ; jestliže mimoto zjis-
tíme, že každým bodem oboru C prochází některé z těchto ředění 
a že tato řešení se nedejí v C "prodloužit", tj. že každé z nich 
"probíhá od hranice do hranice", potom Je zaručeno, že jsme dosta-
li charakteristiky, a to všechny charakteristiky pro obor C . 

Probereme (ale ne do detailů) jeden příklad, vypůjčený z me-
chaniky tuhého těleaa. 

Přiklad. Máme řešit systém rovnic 
dfj 

(136) 

A -4— = (5- c) . 

^ = (C- A) .f> B 

C 

dt 
cil 
dt 

(A - B ) .p.y 

kde A>B>C> 0 Jsou konstanty. 

Oborem Je zde celý prostor , 
t » fi » » * • Jestliže q,U) 

ní, násobme první rovnici yt/ , druhou cp 

tj« množina váech bodů 
ytit) je nějaké řeše-
třetí 4 a sečtěme: 

cit 
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tj. podél každého řešeni má funkce AP + BCF,2* CA,2 derivaci 
podle t rovnou nule a je tedy konstantní - je to tedy první 
integrál a máme 

(137) Ap*+ BQ,2* Ca,2 s vn* o konstanta) 

podél každého řešení. 
Podobně náaobíme rovnice po řadě čísly APF CA, a 

sečteme; dostaneme 

takže dostáváme další první integrál: 

(138) A?f*+ d % 2 + C2yt2 = n 2 ( n > 0 konstanta) 

podál každého řešení. 
Z rovnic (137), (138) vypočteme ^ a Cp pomocí A> : 

(139) f 2 = OL/Lz * a t 9, = + & • 
kde 

Oc s CjB-C) >0 C{A-C) >0 B(A-S) 

-Bm' + n> fí Am*-n* a = , J = 
BiA-B) 

jsou - právě tak jako i7itrt - "libovolná" konstanty (ne docela 
libobolná, ježto m 2, n* nejsou libovolná, nýbrž pouze libovol-
ná nezáporná čísla). 

Dossdlme nyní za , ̂  do třetí rovnice a dostaneme 

í&Ý = iMM-ř >> . 
at ° 

Odmocníin-li, dostanu rovnici tvaru 

w- * / < * > • 

která se řeěi známým způsobem; t bude vyjádřeno pomocí X 
eliptickým integrálem, tj. Jt pomoci t tzv. eliptickou fUnkcí 
ê (139) potom dostaneme jD , cp . 
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Bylo by ovšem Ještě nutno prodiskutovat otázku znamaní při 
odmocninách a zjistit rozaah platnosti řeáaní. 

Zároveň je vidět, jakým způsobem jame hledali první integrá-
ly: Hledali jame takové kombinace rovnic (106), aby napravo vyftla 
nula a nalevo derivace nějaké funkce G ( t , p , <2, 'i-) podia t 

i- * 9G ^ dG dp QG dg, , 96 dt . 
tj. výra* tvaru ) 
• našem případě Jame našli dvě takové funkce, totiž 

- v našem případě tyto fUnkce neobsahovaly nezáviale proměnnou t. 

Poznámka. Na Jdu-li "obecný integrál99 ayatému (106), Jame rá-
di; dovedeme potom řešení systému (106) převést - aspoň lokálně -
na řešení úlohy o implicitních funkcích. 

Ale exlatuje vždy "obecný Integrál" ? 

A?1* Bý* CA29 AŘp*+ B*<ý+ C2A 
2 ^2 

Budiž předložen ayatém 
= 1 , n ) Jaou apojité 

Víme, že potom existuje charakteristický systém 

funkce jy mají v spojité parciální derivace 1. řádu. Víme, 
Že ayatém rovnic 

% m s > j u ^ * y* } ; %{0) y£ 0 ) > </' = i , ) 9 • • • 9 » • • • 9 

Je ekvivalentní se systémem 

I • • • 9 -n ) . 

Zvolme číalo CL ; potom pro ka2dý bod 

(to je otevřená množina) značí 
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(140) ^ ( 0 ) ) < / « i 

právě rovnice oné charakteristiky, Jež prochází bodem 

» & »• • • » 3 • tyto rosice J®0" ekvivalentní 
s rovnicemi 
(141) ^ («;•*. * V * </ * i.....**). 

tj. fUnkce 1 proměnných ^ » »•••» ^ 
(142) y^) (/-l,...,**) 

jsou prvními integrály a řešení soustevy rovnic 
- ( / = 1 * > 

dává právě rovnice (140)f tj. všechna řešení systému (106), pro-
cházející nějakým bodem o první aouřadnlcl rovné CL ; tj. doetá-
váme všechna řešení, jejichž definiční interval obaahuje bod 4- » 
(Jlohu konatant Cf hrají zde konatanty 
Vidíte, Že ani v tomto případě nemuaíme doatat všechna řešení le 
žícl v <2T 

• Na obrázku je znázorněn případ jedné rovnice y * 
3 plně j8ou vytaženy charakter!8tiky, jež j8ou dány 
rovnici 
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(neboli C s <p (<£ ; , y ) , 

ostatní Jsou vytaženy tečkované. Konstanta C zde může nabý-
vat právě všech hodnot 

/3 < C < f 

Podotkněme, že determinant čísel 

<9% (A; JC , y, ) / 
^ ^ — — 1,...,** l,..n) 

(což Jsou spojité funkce) Je v celém definičním oboru funkcí (142) 
různý od nuly; to plyne ihned z dodatku 2t k větě 31. Tedy podle 
naší definice vskutku fUnkce (142) tvoří obecný integrál v každém 
bodě 

[*> t y,»• • • i y ^ ] 

definičního oboru fUnkcí (142) (tento definiční obor Je otevřené 
množině podle věty 26). Rovnice (121) (pro Jz = ri ) nebo (125) 
nebo (141) nebo (140) ukazují, proč se říká, že "obecné řešení 
systému (106) závisí na n konstantách. Obecně to platí ovšem 
jen lokálně. V plném rozsahu to platí jen v jednoduchých případech, 
např. u lineárních systémů, kde vskutku dostaneme každé řešení ja-
ko funkci rt konstant. 
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