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KAPITOLA III,
Systémy diferencidlnich rovnic

§ 1. Existen®n{ teo;'_gg.l/

Budeme se zabyvat rovnicemi a systémy rovnic "rozieSenymi
podle nejvyssich derivact”; podle kap. I § 4 vime, Ze se pii
tom miZeme omezit ne systémy tvaru

(1) %- = f;-(.z,y,,yz,....y,,) (/=1,...,n)

Budeme potfebovat op&t tzv. Lipschitzovu podminiku, ale ten-
tokrdte pro funkce vét3{ho podtu prom&énnych. Definujme tedy :
Funkce /(.!,,...,J,'m Yyre+orYn ) budiZ definovédna ve
viech bodech jisté mnoZiny Acé&,,,,, . Rikéme potom, %e funk-
ce —{ splnuje v A Lipschitzovu podminku vzhledem k promé&nnym

YgreoesYnm ( a to Lipschitzovu podminku s konstantou N),
JestliZe

(2) ([J.,,...,-l,n,'y,,...,yn]eA s [€11eeerdyys z,,...,zﬂ‘]eA)a

= ( lf(-l’ sooey Hopp s Zgyeeey Xyp)d- /(1,.---,1,,,»7,:---»},,)'5
SN (z-9y] +.. 04 | 2= %0 D).

Priklad 1, JestliZe ka2d4 "rovina ", £ =@, ,..., 4, =

= Q,, protind A v prézdné nebo v konvexni oteviené mnoZiné e/,
Jjestlize % mé v A parcidlni diferencidl vzhledem k %'”"?n

a jestlize vA platf l -g-f-
Y

< /V(]. = 1,..0,7 ), potom platt

(2). Nebot z premisy této implikace plyne podle Taylorovy formule
pro funkce nékolika proménnych (viznapi. mij Diferencidln{ po-
et II, véta 203 a hlavné& poznédmka 1 k nf)

‘/(.&:,Z)- /(l,y)l =la§8€(;‘-@ (%._%.)l < 'VZI?-;' Syl
d

1/ A% do konce bude nyni op&t v3e reslné.

2/ M{nim oviem otevienost v té roving Ky = Q, ,..., ¥,,= Q,py.
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pritom ovéem &, % , * ,7  zna¥f zkratky pro (&, ..., ¥m] ,

[7”""7”] ’ Ezft'ﬂozn] ) ["quﬂnq‘n,] ’
e bod [¥,72] 1le%f na use¥ce spojujfct body ¢,y] ,» *,2],
takle té2 [¥,72]6 A.

Necht opdt £(4y,..., 4y , Yy reeorYr ) Je definovéna
vdude v Ac £,,,, . Budeme Fikat, 2e 4 splnuje v 4 lokélnd
Lipschitzovu podminku vzhledem k Ypreeor Yoy JestliZe ke
ke2dému [¥,yJe A existuje okolf & tak, Ze -/ splnu je
v JA Lipschitzovu podminku vzhledem k Y, yooe1Yn (pro rizné
body [#,y] mohou ov3em vyjit rdzné hodnoty "Lipschitzovy konstan-
ty" N).

PP{klad 2, Necht 4 mé v oteviené mnoZind A  spojité

derivace -gy!; ooy %- . Potom ./ splnuje v A lokdlnd
s n

Lipschitzovu podminku vzhledem k Yproeor Y o

Dikaz: Plyne témér okam2ité& z prikl.l.
Vita 24 (pomocné: zobecn®n{ véty 1.). Necht omezend funkce

/(«t ,y) = /(J,,...,.(m R y,,,....yn ) splt'mje v kompaktnf mno-

3in8 A 1oké1né Lipschitzovu podminku vzhledem k YiveeorYn- Po-
tom / splﬁu,je v A Lipschitzovu podminku vzhledem k Y ceer iy

Dlkaz: Jestli%e to nenf pravda, existuje ke ka2dému piriro-

Zenému @ dvojice bodu [-Z (7'), 7(¢)]€A ’ [-&(¢) ’ z(q')] €A
tak, 2e

If“‘“”-?(?)) -;u‘”, 2<¢>,|>¢§|,/(9> _7’@)'.

Je2to levd strana zde zistdv4 omezend, je

1lim |1‘;9) - ?;q)l = 0

9 -+ 0

Existuje vybranéd posloupnost konvergentni:

n  [£9) |, y W] - [§,7]€4 .

A& - 00
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Jest oviem také

lim (.t(%) , 2(%)] = [§,7] .

&> ®
Piitom Je

n -
'{’u(?z) ’ .,(9'4))- 20y P4, =% > 9, /2{," | 2j (%) _ %(ql)l '

takZe / nesplnuje Lipschitzovu podmfnku v %24dné mno%ind tvaru
0A , xde O je okolf bodu [§.%7] - spor.

Vratme se nynf k systému (1). Je-1i J néjaky (Jjednorozmér-
ny) interval, Ffkéme, Ze funkce Y, (& ),..., H(&) tvort v J fe-
Sen{ systému (1), jestliZe rovnice (1) jsou splnény pro kadé
re J , kdyZ do nich za 7;' dosadim funkce 7” (¥) a zs

%— derivace té&chto funkci. Pritom v poldteinin bodé & inter-

valu J - patii-11 tento bod k J - rozumim derivacf derivact
zprave, tj. po2adnji splnén{ rowvnost{

’

71.‘(0,) = é.(a,y,(a) veeer Ypl@))

podotn& v koncovém bodé. Rikdme, %e reden{

Y (&) ,euey Yul k) (LeJ)

"le2f v mno2in& I c Em, " , JestliZe pro ka2dé ¥ € J Je

[«, Y, &) ,..., gn(.l)]eﬁ' . A nynt{ vyslovime "lokdln{" wé&tu
0 existenci a jednocznaZnosti.

Veta 25. Necht £ (&, 7% ,....¥n) (7 =1,000y72)

Jeou v intervalu
o 0) 0)
T:je-kl<a,|y-4'"1 <b19- 4 <b,...| %%
< 4
o
(a >0 ,.3'>0 s Yo, %(0) peecy y,,( ) dend 2{sla) 8pojité

(a tedy omezené: w-(-e, 74'“"%)' <M, M >0 a splnujt

v J Lipschitzovu podminku (s konstantou N > 0 ) vzhledem k
74 ’""71: . Poloime 4= min (@, —ﬁ-). Potom plat{:
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1) Existuje Fedent ¢,(4),..., %,(2) systému (1) v intervalu
{4, - IL, -t.+£> které "prochéz{ bodenm [.l,, y‘o), ooy ”(0) ] -

tj. % (&) = %(0) seeer Ypldy) = (0) . Toto redent le2f{ v J,

2) Toto redenf je jediné v tomto sayslu: Je-1i =z,(¥),...,
rees Zp(¥) Fedenfn v intervalu <a, (L-Acag &, B+ 4)

o ge-11 % (£) =7, D 2 ) = 49 go ¥ (2) -
= %u) peoey Z, (¥) = Y,&) pro vdechna ¥ € <O¢.ﬂ>

Ddkez, Pi’*ipomenme, 2e systém (1) spolu s "polstednimi podmin-
kemi " 71 (£, ) ’ya Je ekvivalentn{ se systémem integrdl-
nich rovnic

£
- | (0)
(3) %-(x) -jf{;(l‘. Y, (£),..., %(tndn%.
o

(pl‘O ‘te <£¢°»&, Jo*’b ‘ /'21,...,7! ) ®
1) Existence. UZiji op&t metody postupnych aproximaci. Kladu

o
(4) y,(O) (£) = ?,(0 KR ?,1(0) (&) = y?z( )

8 pro celé g > O definuji
y-
( 4) (¢) (¥ (0)
(5) % ?- lf/(z‘ ,y,?’ () ,uee, (£))dt + Yy
(F=1,...,m2).

Cokd%i, Ze je to moZné; k tomu cfli dokdZi indukct, Ze

funkce yz(% (£) Jsou spojité prc [«& - &| < # a %e pro tato «&

Je l‘yj - %_(0” < 4 (nebot splnuji-1i %"9’) tuto podminku,

1ze z (5) definovat 71 (2 ”). PodtrzZend véta plat{ pro q,: o

8 plat{-1i pro jisté @ , jsou podle (5) funkce y;(9f+f)

2ninéné £ spojitd a splnujf nerownosti
!7’(”*1)-%(0)' 5'1-10l°M-<.A°MS‘ )

Nynf dokdZeme pro & € <i,-.A, ¥, +4#> nerovnost
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$-"l.l-.l¢lq'

9!

-7 7

© |lyPw - 4% w| <y’

Vskutku tato nerovnost plat{ pro 9 = 1l:

|’1.(”u) - )| < ju-gy) oM

Plat{i-11 pak (6) pro jisté g , plyne z (5) a z Lipschiztovy pod-
minky

L
Phe - y P | ((f(t,9,P),...,3P00) 4t )y U0t
X,

£
-1 ¥+t . °|9' *
< u/v.n./v./v nt el | pn? g —

Tim je (6) dokdzéno.

POlome pI‘O 7.= l.ooo’n ] l't"-lo‘s/&

(0)

yw = un o P - 40 +¢§(yj“” @ -7 '),

J q,-»+oo

tato rada Je stejnonérné konvergentni v intervalu & - 4] S A ,
nebot tam md4 podle (6) konvergentn{ majorantu

_M_j’(”nﬁ) M M
N‘nq‘, 9'

Nn
Odtud a ze spojitosti funkect é plyne, 2e v (5) miZeme prejit
k 1imité @ >+ ® za integralnim znamenim a dostaneme (3).

2) Jednoznalnost. Budi: ¥,(¥),..., 2,(¥) redeni v inter-
valu <x,3> takové, o jakém se mluvi v tvrzeni 2) nadf véty.
Necht nent %, W) = #,W@),..., Yy (£) = Zp (£) pro viechna

YE < ,ﬁ) , tak¥e funkce
X = |70 - 2@ +...v |y, @) - 20|

mé v jistém bods &, € <x, p> hodnotu ¥ (&) # O . Z toho od-
vodime spor. BudiZ treba «, > 4 (pro ¥,< .¥, Jje ddkaz obdobny;
v bodé ¥, Je ovem )Y (¥,) = 0). BudiZ ¥, supremem oné&ch
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d{sel & intervalu <, «¥,> , pro né&% X(£) =0 a tedy
Y, < <SP b+ h .

Podle (3) Je

takze bod [4, ¥, (&,),..., %, ()] = [b, %, (L),..., 2, (&)]

lez{ uvnitf nedeho intervalu J . Lze tedy zvolit O > O tak
malé, Ze plati:

a) ¥+ (S( £,

<l -L|l.M<M. A < & ,

b) pro |« --22|<(S Je [ut, y()yeon, 2'.,,(.!)]6.7

< 1
c) 6 "W
Pro £ < x< 4 Je Y () £ 0 (tedy > 0), takZe Zfslo

A zz,msafsxz .5 X (£) je kladné.

Déle méme pro 4, < £ < -t2+5 (jeZto 2, (&) = 7, (&5))

§ A
y ) = !ff;.(t, Y, ()., YNAL + Y (L),
2

X
2 (&) = )79“ L2 (B), ey 2, (0O 3 ()
2

a tedy podle Lipschitzovy podminky
” £
() = (W -z, <. )Ny @t)- 2 )] +...
¥ A
coot |gn(z‘) - z,,,(t)l)ldt=n| fN X (Z) ldts nNAJ
)

Tato nerovnost platf i pro tu hodnotu & , pro kterou ¥ (&) =
= A ; tedy
A SnMACS y 7 S%N‘s ’

coZ je ve sporu s volbou &{sla ) .
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§ 2. Existeninf wita " ve velkém". Charakteristiky,

Podotknéme jednu samozirejmost: JestliZe funkce ¥,(&),...

cooy %(l) dévaj{ resSenf systému (1) nap¥. v intervalu (@,4>
a funkce Z,(¥),...,%,(¥) ddvajt !‘ehni systému (1) v intervalu

<4,c) a je-1i

Yy (5) = 2(8),..., 4.(8) = 2,08 ,

potom snadno najdeme redenf Y (¥),..., Y, (&) v intervalu
(a,c) : sta¥{ poloiit Y‘ (k) = Y, &) pro @ Ly ¢ 4, \9(4’) =

= (x) pro l< < C . Jde totiZ jen o to, zda funkce Y; spl-
r'm,ji eystém (1) v bodé 4 ,a to zde je ziejmé, nebot

Y B = Y B =f g B),..., Y B))=F wa),...,Ywn
a8 rowvnél

X;.:chs LBl (B),..., 2, (8= LY B),..., Y 0 .

Necht nynt funkce f; v (1) splnujf lokdlné& Lipschitzowu
podminku v jisté oteviené mnoziné DCE,,,, (vzhledem k
0 0
Yy see21Y, ). Zvolme 1libovolny bod (£, %( ),..., 7”( )]6.’»;

k tomu se d4 sestrojit interval

X = <to- by £+ 5D x <3[4, 3194 g5 x...
...x<y @) _ £, %(0) + 6>, HcT tak, jak bylo popséno ve

vétd 25, naleZ existuje redent Yy &)yeoo, y,,(-l), definované
pro 4,- y 3 <& <& + A leltet v X a prochdzejic{ bodem

[-l,. %(0) el y,‘O)]
v bodé [-t’,+ 4, Y, (o +4A), ..., %(-l, +4)] a 34 se "prodlouzit”
z tohoto bodu doprava (a podobn& doleva od bodu [k-4, 4, (& -A),...
coey 7,,(:,-&)] ) - tak jak jeme popsali v kapitole I § 2.

Zrowma tak jako v kapitole I, § 2 "prodlouZime” nyn{ toto feseni
doprava i1 doleva tak daleko, jak Je to moino. Presné redSeno:

Vdeu gz bodu p = ['zo’ 7’(0)’...' yn(o)lej M budig B supre-
aum onéch hodnot 4> r,, pro nét existuje reden{ v intervalu 5/
(.l,,}), prochdzejfc! bodem P a leifct v J . Potom existuje

. Toto redent se " vpravo " konl{

S/Igdhzy nésledujfcich tvrzeni Jsou dplné& stejné jako v kap.I.
2. -1%2-



peSenf v intervalu <¢,,B), leZfct v J a prochdzejici bodem
P. Podobn® budiZ A infinum on&ch hodnot @<, , pro n&:
existuje Feden{ v intervalu (a,4,> , prochdzejict bodem P

a le2fc{ v §°. Potom existuje feden{ v intervalu (A,B ) , pro-
chdzejfici bodem P a le%fci v J . Toto feden{ nazvu charakte-
ristikou systému (1) pro otevienou mnoZinu & (urfenou bodem
P). KaZdym bodem oteviené mno¥iny g prochdz{ néjakd ~harakte-
ristiks; dvé charakteristiky, majf{c{ spolelny bod, Jjsou totoiné;
s kone¥nd ke2dé PeSen{ systému (1), které le2f v I , je Zdst{
nékteré charakteristiky. Toto v3echno nebudu znova dokagovat -
ddkazy jsou doslova tyté% jeko pro 7t = 1., Ddle se d4 dokdzat

( podobné jako v kap, I § 2 pro 72 = 1), %e se ka%d4 charakteris-
tika na obou koncich "neomezend blf{%{ hranici oboru & " .

Cely vysledek tohoto paragrafu je ddn ndsledujic{ vé&tou
(jeZz je zobecnénim véty 3).

V&ta 26. Necht v oteviené mno2in& Jc£,,, funkce
é-(# » Ypaeees Yn) /.'—' l,...,72 ) Jjeou spojité a splnujf lo-
kd1lné& Lipschitzovu podminku.

1) Potom kaZdy'm bodem p = t-to, yf(o),.... yn(O)] € g’
prochéz{ prdvé jedno reden{

(1) Y, ) e, 3 W)

systému

které md tyto vlastnosti : leif v J a kazdé redent Z,(&),...
vvey ¥, (&) , prochézejfc{ bodem P alefct v & , je Bdstl Fe-
Sen{ (7). Toto FeSenf nazyvédme charakteristikou systému (1) pro
otevienou mnozinu &  (urenou bodem 2 ). Oborem této charakte-
ristiky je jisty otevieny interval .7;, =J ©) (.

| B, Yy 9o A
(obsahujfcf ovSem bod £, ).

2) KaZzdé redenf systému (1), leZfcf v g , Je &4stf ndékte-
ré charakteristiky.

3) Dvé charakteristiky, které maj{ spolefny bod, jscu to-
tozné 4/.

4/Tato tF1 tvrzen{ nebudu dokazovat; dlkaz je ty% jako v kap.I
§ 2 pro specidln{ pffpad 71 = 1.133.



4/ Definujme systém funkc{

) ”(0) )

(8) y)(x;.l,, 7,(0 veser ¥, (F=1,.0.,7)

takto: Systém rovnic

(9) yl zz‘(l;JO’ %(0)00009 (0) )

znagf , %e bod [+ ,%,,...,%,] 1le%f na charakteristice, pro-
chzejict bodem [, %7 ,..., 5% .

(J=1eceyn )

Systém funkct (8) je tedy definovén pro

0) (0
S S

L&, 71(

a nikde jinde. Systém funkci (8) nazvu charakteristickym systé-
mem systému (1) pro oblast & .,

5) Plat{ ekvivalence

0) (0))

(4= Bt 4o, 7,9, ..., %, pro 7 = 1,...,7% )}

(10) ) ,
<> (%- =9;~(.zo;.e,y,....,%) PTo 4= 1,...,7).
Déle Je
0 0
(11) 7/'( ) = 9 (i L 49, ..., 49

pro 4 =1,...,7, [, y,w),...., (0)]65

6) Budiz 7, (¥),..., ¥ (&) Jistd charakteristika s obo-
rem (@, 64 ).
Potom plat{:

a) Jestlize .t’,<,5, lim &, = 4 , potom pcsloupnost

bodd p=e®

t‘;::k'foéznamené: Existuje jisty bod [ 4o, 37(0},..., -'g.,(,(o)jc. 1
(@,4) =Jg . 3y Der 3

" y’-(.c) = g L, y,w),..., y.,,(o) )

pro j =1,,.., 2 , £ € (@, 4) .
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[lf,, y,(l,u)....,yn(lf,)] (p=1,2,3,00. )

nemé %édny hromedny bod v & (podobné pro &, >@, lim &p =2 ).
£ => + 00

b) & Ke ka¥dému &£ > 0 existuje £'< 4 tak, Ze pro kai-
a6 L€ (B,4) je buldto

dist ( [&¥, 7,@),..., 3] , H(F))<E

nebo

max ([&], [ [ ,eeey g0 ) >F= .

Podobné& pro bod @ .

Dikaz: Rekl jsem ji%, %e ddkazy bodd 1), 2), 3) Je zbytelno
provddét - viz kap. I § 2,

Bod 4) Je prostd definice charakteristického systému. Co se
ty&e bodu 5), Jje vé&c velmi snadnd. JestliZe

’y,"-'g(l;i’o. 3/,“”...., %(0)) (7 =1,.0.,72) ,

znal{ to, %Ze charakteristika, urZend bodem [..g, %(0) yoocy y.,,w)]
obsahuje té% bod [¥, Y, '""74;] ; Jje to tedy souslasné& charakte-
ristika, urend bodem [¥, %, ,...,%,] - ana nf lezf bod

[, 7, D, .., %97 , .

(0)
71- =z.(lo;l,y’,...,yn ).

Tim je dokdzdno (10). Formule (11) je samoziejméd: Fikd, Ze bod
[lo, %(0),..., %,(0)] leZ{ na charakteristice, urfené prévé
timto bodem.

Bod 6) se dokiZe podobné& jako ve vité 3.

§ 3. Zavislost Fedeni na poldteZnich hodnotdch a na para-
metrech.

Zobecnime napled v&tu 4 na systém (1). M&jme charakteristicky
systém

0 0
@ b, 39,5, )

(12) J © 0000006000000 000000000060000000000

0
B b, 7' %O

6/ 6)b) znamend op&t toté% jako 6)a,.
<135-




pro obor Fc E..,, « Definidnfm oborem tohoto systému funkct
(2 +2 prom&nnych) je tato mnoZina 3; ck,.,

) %,?,..., %, Ned ,xe Ty ®...r 3

P*itom pi¥i danych <4,, 'y,(o),..., %(o) pfechdzeji{ funk-
ce Pj..epP, Ve funkce Jjediné proménné t :

39(4!) yeooy ﬁé-t) ’

které tvor{ relenf systému (1) (a to "nejvétdf reden{” neboli
charakteristiku), prochédzejfcf bodem [J’., 7,(0) pecey yn(m]’

Zase nds zajimd, zda toto Predenf z4vis{ spojitd& na “"poldtelnich
podminkdch® <&, , Y (0)...., ‘0). Plat{ toto primé zobecnéni
véty 4.

V&ta 27. Necht funkce f,‘(.l,y,,...,y,,)(/z1,...,11)
Jeou spojité a splnujfci lokdlnd Lipschitzovu podminku vzhledem
XK Y,...,%Y, V oteviené mnoziné§ Jc £, ., . Budii (12)

charakteristicky eystém systému (1) (pro obor & ). Potom defi-
niinfm oborem funkc{ ¢ ;..., 2, Je jisté oteviend mnoZina
J;cfn,z a funkce Freer B, Jsou spojité vﬁ,' .

Ddkaz: nebudu provdddt, je analogicky jako u véty 4. Nazne-
&in jenom malé zmény. Bude vhodné definovat

aist( [, Y, sees¥) [ §17%2500040%,]) = max -0 g -7/
coe s | Y =7p))

Prirozend: misto o jednu nerovnost

|Pe; b,%.) -9 (§,5,,7,)] <&
Jde 0 72 takovych nerowvnost{ (pro vdechny funkce y}
ddle.
V (22) (2 kap. I) Je vhodno definovat nyn{
(o)l
4

) a podobnd

T mex |y l0 . MlL-5,1 >

BT RS
nalel méme
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,i’_(ﬂ) _ ,’.(0)] <7

Jeko ve (23) (z kap.I.). Mfsto funkc{ 7 (£) (v (17)viz kap.I),
O W) v (24) = kap.I) méme opét vidy m takovych funkef. V od-
hadech (29) - (30) musi{me oviem index 7t nahradit ndjakm ji-

nym pismenem, tFeba o (72 jJe zaddno) a misto (29) dostaneme
1

L Ay Lk Y A AL AN 2o
1 x) = ;00! 5z‘£*l_zlti»L AN 2T
7 = 4=0 &1 (g+ 1)1

(To 71 se tam dostane & Lipschitzovy podminky

(2, 6y (L) yeuey Op(D))- L,y (B)yeue, g, (NI <
7 ! f ] 3‘; Yn

<sn.VN. & |6,-(l‘)-y;(t)|)

1578 »

Podobnd v (30) mfato &/ bude A .7t e koneind kventitativnf
formulace v (33) bude tato:

Je-11

§_'<x,<_§1 , §,<«x< §'
19 {4 Ay -7 01 e Mg -5 P00 <

Uy D701 Mo, 1180 mie_gl <
Pro 7=1,...,7 s potom jsou hodnoty y’ L ;4 , y, 1eeer Yy,

0

A nynt vétu 27 jeSt& o néco zobecnime. Predstavae si, Ie
systém

(1) %1. £y ees Yy ) (f=1,...,m )

popisuje pribdh ndjakého fysikdélntho d8je: necht treba £ sznalf
tas a y, ,...,yn néjaké dald{ fysikdlni veliliny, takie rov-
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nice (1) uddvajf z4konitost, podle které tyto veliliny zdvist
na Case. Aby pridb&h fysikdlnftho d&je byl urden, musfme podle exi-
atenénf(z?ty uréit (Feknéme tieba: 2zméFrit hodnoty Y, 0),...
eeey Yn °, kterych nadbyvaji velidiny YpyooesYp, v Jistém
okam¥iku ¥, . Jeito okamfik ¥, 1. hodnoty % ,..., ¥y
dovedeme v praxi stanovit Je%agribliznézoge dilezité se piresvéd-
Eit, Ze zatiiime-11 &,, Yy seeey Yn malymi chybami, bude
také prisludné resden{, dané charakteristickym systémem

1) gk, 0, 97 (4 =1,000,m2) ,
zat{Zeno malou chybou; Z%e tomu tak vskutku jest, ukdzali jsme
ve vété 27.

Ale v praxi byvd véc je3t& trochu sloZité&jdf{. Pravé strany
rovnice (1) zdvis{ Zasto jedté na urditych velilinédch (nap¥. né-
Jakych hmotdch, koeficientech ti¥enf, odporech,samoindukcich atd.),
tak%e rovnice (1) majf vlastn& tvar

(14) %’ = é'(‘!’yf goceoy 9,‘5 ﬂ""“’ﬂ’n) (]: l,e0ey,72)

a pro ka?dy specidlni systém hodnot " parametrd " A¢,...,Mm
dostdvdme vlastné jiny systém diferencidlnich rovnic. Parametry,
pokud je stanovime méfenfim, dovedeme ov3em také stanovit pouze
pribliing a je tedy pro nés také jedté& dilezité zjistit, Ze cha-
rakteristicky systém systému (14) 4

0 (0 -

se mdlo zméni, jestliZe zménime dostateZné& méalo parametry
ArrecorMm - To nyn{ za jistych predpokladld vskutku dokédZeme,
a to velmi lehce: pirevedeme totiZ jednoduchym obratem otdzku zé-

vislosti Fe3eni na parametrech na otdzku zévislosti na poddtelnich
podminkéch,

Necht funkce (72 + 72 + 1 proménnych )

(16) /‘;-(.z,'%,...,yﬂ,(u,,...,ﬂm) (/:1,...,72)

7/ Tento charekteristicky systém ovd3em nyni zévisi té% na para-

metrech ‘a, veoes ALy, o
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jsou definovény v n&jaké mnoZiné I c Em,,,., . JostliZe zvoli-
me né&jak &1sla [ e+ Mom, StaDOU se funkce (16) funkcemi pou-
ze 72+ 1 proménnych, které jsou definovény pro ta « , Yysoes

eeeyYp » PTO né%
[-l, yf pecey 'yn; /"f""’é‘m]eg.

”

gr-r M
MnoZinu té&chto bodd oznalme T y tJ.

Hoare0s Mon
I =6 (L s Yr seees Y i phyreeerfly, J€F)

[uxiyyi”')%v;]

zﬂ— _@Jc

. : L

i D o1 §

Probereme to obecn&. M&jme mnoZinu FcPxQ. zvoltm -11 1ibo-
volné 7€ @ , bude znakem F 7  zna¥it mno%inu onéch £ , pro
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né% [&£,7] patrtdo T : 7 = § ([£,72]ed ).
Oodobné : zvolim-11 libovolnd € € P, budu znekem & $* znadit
mnoZinu oné&ch Y » Pro néZ

[(§.y]led: g3 . & [§.y]ed ) .
tJ fo
Viz obr.; na pbr. je téZ zakreslen piri{pad, ldy g =4,

Mluvime o "fegech” mnoZiny g - Je to velmi ndzorné. Hvéz-
di¢lkou tem pisi tehdy, kdy je nutno zddraznit, na které misto
dévém znak § nebo 77 . Na predeslé strénce jsme tedy snad mé&li

pedt T 0 fMm] nevo FLEL0D&yrs8m |, ple budeme
- 7 +1 Aodaclileh

81 jieté& vidy rozumét.
. »
Mysleme 8i nyni, Ze &c Ep“}; budu mluvit o #ezech £ )
I"7, we g €E, (taxze FH*c Eg) a 7ely(taxte I %L,
JestliZe & je oteviens (v £; +q ) Jeou oteviené také resy
75" wEY o TV (VE,) .
Ddkez: Je-1i [74,...,y$]53’§’* , znamend to, Ze
[j’,..., fp . 7’,...,79]6 g . Ale T je oteviens; tedy teké
pro vlechny body [%,,...,9g] , dosti blfzké bodu [y, TR AR
bude [§,,...,§f, , Yy, ,...,yg’]e g, tJ. [%'....,%]e.ﬁ" .
Tedy bod [?1 »---:%] Je witifnim bodem mnoZiny -ff’* .
Vratme se nynf k systému (14), kde funkce f] Jsou definové-
ny v jJisté mnoZ2iné Jc E-m+n+f « Zvolme predné& urcité hodnoty

parametrd Brreccr Moy takZe funkce /"1 se stanou funkcemi 71 + .

proménnych &, y...yY, & defini&nim oborem Gl lom
Zvolme ddle bod

an [, 99 ..., 4, D1eg 0
neboli
(18) [Jo, ,%(0) yooey %(0) : ﬂ,,....Lum]ef.

Hledéme nyn{ fedenf ¢, (£)yceey y,‘(-l) soustavy 72 rovnic
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(19) % = /"(-l ’ %N"’Vnié‘v'"*l‘m) ( / = 1,000y 73 ) ,

které prochéz{ bodem (17) a le¥f v I Eorees bl ;, tJe
(20) [, 3,0 ..., y, (0] FEén
neboli

(21) [l’ ’y’(l) goeey %(‘l),“",ooo,/v‘m]

Souzasné hledejme FeSent %, (£),..., ¥, (&), ¥;(£),..., Un(¥)
soustavy rovnic m+ .2 rovnic

% 2/1.(""’1 ”””n"‘qv'"v”m) (1.=1....,n)

% = 0 (£=1,...,m,

(22)

které lezdi v I , tJ.

(23) (£, %@,..., ,&), v,;@),..., 4,&)]eF

v,
a prochdz{ bodem (18). Je vidd&t, Ze rovnice —af = 0 spoleiné

8 podmfnkou (18) (Je% Fikd, %e v v, (L) =4y ) Jsou splnény
tehdy a jen tehdy, je-1i ¥, (&) rovno konstant& pc, , nalel (23)
znamené totéz jako (21) neboli (20), prvnich 72 rowvnic se redu-
kuje na rovnice (19) a podminka (18) riké totéZ jako (17).

Tedy: Oloha I.: " Nelézti redenf rownic (19) v intervalu J,

j,"’””#ﬂ

které leZf v a prochdz{ bodem

fyy..
[1”%(0) peoep y”(O)]eﬂ" 7o iton znamend totéZ jako udloha II:

"Nalézti feSenf rownic (22) v intervalu J, které le2f v J a
prochédz{ bodem [.t‘o. 74(0) gocey ,,,(0), Mogreees (u,,,]c.f " ; prosté
2 redent %(-t),..., %(-(), V) .00y Yy(&) dlohy II (kde
Up(£) =4y ) se vezme prvnich 72 funkcf a ty dévajl redeni
Ulohy I; naopak, mém-1i resenf 7%, (£),..., 3(,,(-1) dlohy I, piidém

k nim konstantnf funkce ¥, (&) =/¢,...,%,,(¥) =4, a dostanu
Fedenf ulohy II. -141- |



Predpoklddejme nynf, Ze Jc £:u+n44 Je otevitend a Ze

fg('z g eecsoy gh;;lu% ,ooo,dubn) Jsou \'4 évISPOJité a
%¢ splnujf v J lokdln& Lipschitzovu podmfnku vzhledem k

8
Yyroeos Ypr Myseees floog + Zvolime-11 1ibovolnd iy ,...,flh,,,
potom kaZdym bodem

(24) (40, %, ..., 49157

prochdz{ prévé jedna charakteristika systému (19)

y’ =%(~£ s Loy 71( yooey yn,(a) ,ﬂ,,...,tum)

(25) © 0000006000600 060000000000000600e0000060060600000000080

g 0
%kz=‘9%54:;4$"y?( ),ooo, ’k} ) ;tuv,oooglu%l)’
definovéna v jistém otevireném intervalu

(26) 7“'0’ y1( oﬂﬂ’n(O)u“;o'"v[",,‘;

funkce ¢ ,...,HB, (pfi pewném ¢y,..., ) tvotrl charakte-
risticky systém systému (19). Priddme-11i k rovnicim (25) jestd

rovnice
(27) 7’1"{“’4 ’"':%z Mo s
dostaneme charakteristiku systému (22), prochédzejicf bodem

(28) [J’a. 31(0),..., ?9;(0) ’ /A‘,,...,ﬂm] cd

(Je to vskutku charakteristika: nebot kdyby se re3eni (25), (27)
dalo je3té& prodlouZit za interval (26) , dalo by se také resen{
(25) systému (19) prodlouzit za tento interval - ale to je ne-
mo2no, nebot (25) je charakteristikou systému (19)).

0
Tedy funkce @(.¥ ;<L %( )“”’7”5 ), Logrenorfy) s ees
ceey y(l -l’,,‘yw) S e e ? (0), /"4"'"/" spolu 8 funkcemi
8/ Funkce "O"_ v poslednich 7?72 rovnic systému (22) oviem jsou
spojité a splnujf Lipschitzovu podmfnku.
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£Ear o ooy M tVOFL charakteristicky systém pro systém (22).
UZijeme-1i nynf na systém (22) vé&ty 27, dostaneme, Ze definiin{
obor té&chto funkcf je oteviend mnoZina a Ze tyto funkce jsou
v tomto oboru spojité (trividlnf funkce flgreeey My nés oviea
nezaj{maj1).

Shrrme :
Véta 28. Nechf v oteviené mnoZiné jcfm*n 44 funkce

(29) {;(-z;y, veeer Yy i MareerMom) (F=1,0..,72)

jsou spojité a splnujf lokdln& Lipschitzovu podminku vzhledem

k 'y,,...,y", My rMopn e PF¥{ pevné& zvoleném foq 1000y Moy
budii

(30) @ (& ;4 %' %D o) (f= 14, m)

charakteristicky systém systému rovnic

(31) %= ﬁ'(":%’""%iﬂv‘"w‘"m) (g.= lyeeey?2);

systém funkc{ % Je definovén v oboru ﬂ:CE vyJjadro-

vaném podminkami

m+n +2

0 0
(32) |4, 71( )) voey ')£ ) v e vtum]ej: & € :Zto,yf"{...,,,foﬁﬁ,...,ﬂ“

kde Z«o, y,("),...,yn(o); flqy oo 0r o, 2znaL definifni (otevieny)

interval charakteristiky systému (31), prochdzejic{ bodem
Lo y,w),..., y,f"’. Potom plat{: mnoZina ef, Jje oteviend a

funkce (30) Jjsou spojité v oﬂ; .
Poznédmka 1. Kvantitativni odhad pro rozdil

| BN . (a) (0) . . (0) ’ .
E.k’/ (k; &, yq ""'?ﬂ/ ,ﬂ,,...,ﬂm)'ﬁ(f ofotz' ,...,'7;'0{#',...,}(:")'

v

‘cstaneme ov3em z nerovnosti (13), kde misto 72 nutno ps4t

M+ 7 8 vedle rozatld |49 - 7709 |  yystupust jests roz-

My |peg-pg ] -
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Poznémka 2, V&tu 28 jsme pirevedli na vétu 27 tim, Ze jeme

systém
ptevedli na systém

%‘z f"(.z,%,...,yn;%,...,%) (7'31000010")

v,
-a-f- 0 (£=1,...,7m).

To bylo velmi pohodlné; nevyhoda jJe v tom, Ze splné&n{ Lipschitzo-
vy podminky bylo nutno piedpoklddat i1 vzhledem k parametrim

Mo rfMmi Jinym zplisobem dlkazu bylo by moZno se tomuto
predpokladu vyhnout.

Jefto tuto véc budeme v ndsledujicim paragrafu potrebovat,
provedeme ji aspon pro nejjednodu33f pripad - pro linedrni sys-$-
témy (to je préavé pripad, ktery budeme potiebovat).

V&ta 29 (pomocnd). BudiZ funkce
AWy A,..., A, )

epojits v oboru & :

"l€j!"’€70A16‘74 ,.,.,A‘EZ ’
kde 7 .7, ,...,.7,‘ Jsou kompaktni intervaly. Potom funkce

Bk, 2y, Ayyeees Ap) = fAu PG PR VY
Je téz spojitd v .

Dikaz: Punkce A Jje v & omezend: |A| £ M & stejnom&rné
spojitd, Budiz [ d&élka intervelu J . Jest

|B (&, 8, Ay Ay ) - B(E &), A, ,euiyAy )| =

" 4
|f<A<t,:,,A,,...,a,,)- At N, . X, Nt -

fA(t Y VI YR Y. . fA(t ¥ Agyeeey Ay VOl
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Budi?. & >0 ; existuje O >0 tak, Ze pro

(33)  |4-%51< O, [A;-N,1<S .oy [A,-2A,1<3

Je
JACE , &0 s Ay peeerAg) = AL L Ay 9eeey AR )| <E

(pokud oba body lezf v JL). Je-11 jestd soudasnd

| o~ ¥5|<E, |&£-2'I<E5
je tedy

|B (& ,% ,Agy.cyAp )= B WA, 00,20 ) s Le+Me + Me,

tim% Je spoJjitost dokdzédna.

Véta 30, Budi% piedloZen linedrnf systém

(345 gzl =f}_;,"aj&(.e,tu,....,(am)'y‘eu%-(t,‘a,,...,tum),

(7 =1,..0,70 , KKde a/-", ,,% Jsou spojité vmoﬁiné$ :

lé.’] ,/—‘16.7' p oo ,!,tmeqjm.
(T, T, e

ln 1ntervaly). Potom vime z véty 5 toto: Ke kaZdému
syetému &1isel

xoe.j,’,(meé-q yosey nw)EEf:/‘fe‘jf’-"’t“mé T

existuje prdvé jedno ledenf systému (34) v intervalu J , které

prochédz{ bodem 4,, 'y,(a),..., yn(O) ; oznalme toto reden{

(35) _?3 (& ; %, Y (0)0"00 y‘n(a)v Va2, onoot“m) (7= lyceey?2)

(ke J ) (Je to nédm zndmy charakteristicky eystém). Tvrdim:
funkce (35) Jjsou spojité funkce (svych 7z + 7t + 2 prom&nnych)
v ano%ind £, :

(36) weJ, 1,7 , y,w)eE; ,...,y,,,(,O)EE, 5 €Sy oo o sflom € oo
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Dblkez: Ziejn& stal{ dokdzat spojitost v kaZdé kompaktnt
HWSt1 mno%iny &, tvaru:

& e, 0eX, |49 v,..., | 0P <Y e, Hn e oo s pime

kde Y Je kladné, K Je kompaktnf interval 1"07, .2', Je kompakt.
n{ interval % c :71 o V ddkazu véty 5 jJsme postupovali taekto:
Volili jsme

(@)

% Ve 0,9

0 Vi .
pecey y”( );/",ooo’ﬂn)z y/'( ) (’3 1,000,")
& ddle indukeci

?’(?)(l i b0 7’(0)""’3"(0)5 My recarMm) =

x ~
-f 0 (/)
(37) 31‘[(50”A(t#f9 se e ’N %(P )(t;lo, y'( 20 oy y'f }ﬁ’ o ,N#

+4; (¢ 2 Mg e erfiom) )AL+ 3,; . (p=1,2,...),

(0) (p-7)

Funkce _2 Jsou spojité v c{; ; JestliZe pak %
Jité Jsou podle (37) a podle pomocné véty 29 i funkce g%(p) 8spo-
Jité v 4 o Tedy indukcf plyne: v3echny funkce .99,7' (#) Jsou spo-

Jité v .% . Déle: v af; Jeou aj-,& ,,@j- omezené:

Jsou spo-

jaj, 6] <M. |4 <M ase |47 <Y

X mé kone¥nou délku L a nésledkem toho plati pro funkce

9;' (#+1) -$(P) tyté% odhady jeko v kap. II. § 1 (7). Proto po-
sloupnost fj(?) (#=0,1,... ) konverguje stejnomérné v a% .

A vime, %e limitou této posloupnosti je prdvé redeni (35) systému
(34) (to jJe ostatnd ihned vidé&t z (37) limitnim piechodem -
o — 00 ). Tedy funkce % (7 =1,...,7) JjakoZto limita etejno-

mé&rné konvergentni posloupnosti spojitych funkeci _9} () y Je roz-
neZ spojita v aﬁ, .
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§ 4. Derivace charakteristickych funkci podle parametru.
VariaZn{ rovnice.

V tomto paragrefu pyjdeme o krok ddle neZ v prede3lém. Pred-
stavme 81, 2e rowvnice

(38) %={(«t.'y;‘u )

popisuje ndjaky fysikdln{ 4d&j, nap¥. pohyb, prifemZ parametr ,L¢
znemenéd napi. koeficient treni. Ta rovnice byvd obyfejné jedno-
duds{ pro 4¢ =0 (pohyb bez tfenf) ne pro 4«4 % O . Charakte-
ristickd funkce

je za Jjistych predpokladd spojitou funkci svych &ty promé&nnych
(viz prededly paragraf). Predstavme si, Ze dovedeme re3it rovnici
(38) pro g¢=0, tj. Ze méme

(40) y(vt;xo’,yo;O) o

Predstavme si nynf, Ze «¢ Je rizné od nuly, ale blizko nuly. 9/

Podle vé&ty 28 Je potom také rozdil

(41) |k k0, Y, ;40) - P (L%, %i 0)]

maly a podle pozndmky 1. na konci p¥ededlého paragrafu dovedeme
velikost rozdflu (41) dokonce odhadnout. JestliZe rozdfl (41) ne-
pfesahuje meze presnosti, se kterou potrebujeme politat, miZeme

funkci (39)(kterou nezméme) nahredit funkc{ (40). JestliZe tato
podminka neni splnéna, pripomenme, Ze podle definice derivace Je

Fr+h)= T o)+ A . F () + 4.9 A,

kde 7 (4) konverguje k nule pro A —» O . MiZeme tedy psst

10/

rH-7y (ee)

J
P ;4,, Yo ‘u)=99(~£ ilooyoSO)"‘ﬂ'[ azu
=0

R, "po¥itedni poaﬁinﬁiy" 4o, Y, nechdvam beze zmény.
10/ poznémka na pfi13t{ strdnce

(42)
_7(15 lo:’o’ﬂ)]
M
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a miZe se stdti, Ee Zlen Ac¢. 77 (L) Je ui tek maly, 2e JeJ
mQZeme v mezich poZadované plesnosti zanedbat. Oviem, ab%chom
am&li napsat vzorec (42), musime napred dokdzat , %Ze 7{%

existuje, a sbychom z tohoto vzorce né&co mé&li, musime mit pro-
stfedky k vypo&tu této derivace. Timto problémem se budeme nynt
zabgvat.

Stejné& AdlleZity je problém derivovdn{ funkce 99(.1;.!,,%; M)
podle poldteinich hodnot 4o ,% . M&jme rownici

(43) % = f(.l,y)

(parametry nds nynf nezajimaj{). Charakteristickd funkce Je

Je to ono tedenf, které pro & = £, nabjvéd hodnoty %, . MiZe ee
nyn{ stét, %e pro nékterou hodnotu Yo toto reden{ nalezneme snad
no; Je-1li napf. f(.k ,Q) =0 pro viechna & , Je konstantas &
Ffedenfm (tj. P(&;4,Q) = Q) 11/; ptdme se nynf, jak vypadd
charakteristickd funkce (44) pro hodnoty Y, » blizké Q. Je pri-
rozeno, pouzit{ opét vzorce

99(¢;x.,a+e)=y(x;~zo,a)+e.[ +E. 7 (E),

9y,

o= Q

a}’uilo. Yo ) ]
./

kde lim '(2(5)'-'0.
E—>0

Naskytd se zde tedy otdzka po existenci a vypoltu derivace

9
-gy-z a podobnd otdzka, tykajict se -g% . Pokud se ty&e deri-
-]

vace -?ﬁ- , Je v& trividlnf, nebot funkce @ (pti pevnych 4 ,

y,), Je reSenim rovnice (43), tedy

10/ (pozn.ze str. 147)
Existuje-1i napsand derivace, Je ‘&goqgu) = 0 pri pevnych ¥,

¥,%, ; nemluvim zat{m o tom, je-1i tato konvergace stejnomérni
Vzmedﬂn k -l,-lo ’%o

11/ Fysikédln& (popisuje-1i rownice (43) né&jaky pohydb), to zname-
nd: Je-1i v nékterém okem2iku % = @ , je stdle ¥ =a -
mdme sde klid.
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3 (¥; 4,%)
!;-'-31:'-1_— g/(l,y(lilo’ya))o

Tyto otézky nynf budeme FedSit - oviem hned pro systémy rov-
nic a pro libovolny pofet parametri.

PPedpoklédejme, Ze funkce

(45) {} (E 08y veeer G & fhyseees fy,) (7 =1,000,7 )

jsou v Jisté otevrené mnoind JCE, . .. spojité a majf tem
spojité derivace l.rd4du podle y,, veeos Yo 5 fMyrooorfMoni né-

sledkem toho spliujf v & 1lokdln& Lipschitzowvu podminku vzhledem
K YpseoerYpm » fMygyeseyflyy . Podle vity 28 mdZeme nynf tvrdit,
e systém rowvnic

(46) %’ =ﬁ"""'% "”'%&5/‘1'””1“"2 (7."'1’"""’ )

né charakteristicky systém funkct

4D B ibn ') oo Y5 g fh)  (F 710

definovany v jisté oteviené mnozinéd I, C Em o 42
Prreeery P, Jsou spojité v ﬂ’, a mnoZina 3‘; Je mnoZina téch

o
bodd [.Z, Lo, %(a)’.“' y,,( ),/.41 "“'ﬂm] y pro které je

; pritom

d
(48) [ &, %'7,... '7'5( ot mleds L€ ‘7""” W 7 Y s

posledn{ interval je otevieny interval, obsahujic{ bod 4 ; Jje
to "nejdeld{" interval, v ném% existuje redenf systému (46), le-

Leqyes
et v J toreabiom a prochdzajfc{ bodem [J.'o, 'y,(o),--n (o)]i

toto redenf (tzv. charakteristika) je prdvé ddno systémem funkci
Fre-+r § » Pojimengch jako funkce jediné proménné & (p1

dangen £, , Y% %) eeis Y s ) -

‘Véta 31. Punkce
{3. ('e’yf 9“"?” ;“"f )OOOQﬂm) (1.3 l,e0.o72 )
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a jejich derivace

aﬁ- 94, 94, aﬁ' .
8” yoooy 7‘?— , '5/% 1o T (7=1,...,72)

”

budte spojité v oteviené mnozind & , takZe charakteristicky
systém

_2’(!;’0,%(0),000’ 7;0% ﬂf"".ﬂn) (;.= 1'...’72 )

systému rowvnic

%_ =f;-(x,y,,...,y,,;ﬂ,,...,ﬂ,,,) (7=1,..041)
mé otevieny existen&ni obor 37, . Potom funkce
o9, 3% Oy 8¢; 9%, 9%
existujf a jsou spojité v.ﬂz .
@,
Dikaz: I. Napfed dokdZeme tvrzeni pro derivace EZ:?— )
napr. pro g—ff- (3' = 1,000,972 ) *

Zvolme uréity bod

0
49 [, %' .o, %9 e, )€ 9
a zvolme uzavireny omezeny interval

i <S_4 ’ .§4> = J-l,, 71(0)""’ 7n(0)5(“1"'-9‘um )

(50) <
§. < % < §,

.

Zjednodu3me oznaleni funkcf charakteristického systému:

(51) % (‘Z)Mf)=f/'(l;'10ayf(0)’°°°’ n(O),A{f ,&,...,ﬂm)(j.=l,...,n)

(budeme toti2 vySetirovat charakteristicky systém v zdvislosti

na prvnim parametru M, pri pevné danych «4,, ,%(0)’””%2(0) )

My s +e0sfMsm ). KnoZina vdech bodd

[x’yjf ('lo(“y): %U,LU,),..., %(l 'l“’)] ( §.1 < < §1 )
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je spojity obraz uselky §,<2< §, » ktery leZ{ v
R tj. mno?ina K vSech bodd

(52) [X,9(& W) eoor Yl o f4) s plyyeearps,] (S,sk 5§, )

je kompaktnf mno%ina, lezfcf v & . Tato mno%ina mé kladnou vzds-
lenost 12/A od mnoZiny E”“_,H_, -%; zvolme kladné

4, < A . Oznetme A mnoZinu té&ch bodd

[-.Z,y'. e ’yn 9%!”2 y oo oMm] ’

jez majt od & vzddlenost <4, . To je kompaktnf mno%ina,
k n{Z patrf spec. vdechny body, pro né&% platf

(53) §., ¥, 1% -%emd| <A, (1< <m), | M- pay|< 4, (1 ksom);

tedy

d4; 4,
A Je kompaktni, Acg"; funkce /;1 ’ Bgz— ’ 3#- Jjsou
£

spojité v & a tedy omezené v A ; v disledku kompaktnosti (viz
vétu 24) splnujf funkce f"’ v A Lipschitzovu podminku vzhle-

dem k Ygrooor Ym » Myyeooo, Mm° V8imnéme si nynf charakteris-
tického systému
74 X, YO LY ;M

Vime, %e defini&n{ obor té&chto funkc{ g)j Je jistd otevitend mno-
Zina @; . Specidln& si v3imnéme funkcft ?3 (¢ ,M,). Jezto je

definovéno ¥ ( §-1544), ’;9'( §, yMq) » existuje A,
(0<4,<A) tak, %e pro |M,-u,| < A, joou definovény

téz
Y5 M)y 05 M

Jesto vsak definifnf obor funke! (& ,M,) pri daném M,
je jisty otevieny interval 1%/ o1atg:

127 Definujl dist(@, &) = mex |Q;- 4,1 .

0 (0)
13/ Totiz J-Z,’ ’y,( )...., n iMfa[“‘zo""(um.
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Je-14 IN,-;&,I < 4, , jsou funkce

‘5‘) y”(l,M") ‘j' 1,...,"1 )

definovény v celém intervalu <§_,,§,> . Ddle: funkce charak-
teristického systému jsou spojité v celém svém definiZnim oboru;
tedy funkce (54) Jsou spojité v kompaktnim intervalu

(55) $,<x<§,, IM-pl s 4,

a tedy Jjsou v ném stejnomérn& spojité. 0dtud plyne: Existuje
JA,g)o’ A3< Az tak, 2e pro §-g <& < ;, 9'M "{"1'5. Aa
°

“7 (X ,M,) - ’}‘;'(-U ,/J')I < 4,

Jeito 43561 , pPlyne z (53):
Je-11

(56) $os¥< 8,y IM-pl <45,
leZ{ bod
(570 [, 9% (&, M) seee, Y (X M) My, ptg ey i)

v A; a také celé uselka, spojujfct (57) s bodem (52), tJj. kazdy
bod

[,y (2, p)+ Ty, M)y, ,00)), ...
(58) ..., Y (X,p4)e t (y,(-t,M,)-r,,(.t,p,)).p,w (M, -p,) ,

c“’z"“’l“"n] (0 tsl )
le2t v A .
Omezime se nyn{ na & € <§_45 §¢2> M, & <fby=AQgrp849+ By> -

Potonw-(.l,l‘{,)(jt l,...,72 ) - coZ je funkce dvou proménnych
£ , My - vyhowj{ systému rovnic

Tento systém je splnén specidiné téZ pro hodnotu Ay cdelteme-
11, dostévéinme

N R

oW
. “‘M



3 ¥ (& M) - 3L ,puy) i
o My -4y

pro 0|y - M| < 4, .

Rozd{l wvpravo nynf{ vyjddiime vhodnym zplsobem. Jde o rozdfl
tvaru

(60)

{j(I,Y‘,o.o,Yn; M”h"“'m-/;(l”f'.""“;M’é‘!'.°.'ﬂ"’) )
kde (podle (58)) ka2dy bod

(61)

[, Yt (Y =Y) ooy Yy ¢ € (N -90) s oot (Mi-ply) , g o o <y po, ]

le2{ v A. Polozme (myslice si ns chvili »¥,Y,...,Y, ,
Yprooos Y s M, dené)

(62)

Fra i, + 8- o oo Yot eV 9) i po b 8 (M) o flyy e o opi,)
takZe (60) je rowno p

(63) JFa)y - Fw) =3[7'(t)a? .

existuje-11 spojitd F (£) v <0,1> . Avésk kazdj bod (61) ledf
pro 0 <l <l v Ao tedy v T e tedy podle definice (62)

mé F(¢) vekutku spojitou derivaci, kterou dovedeme snadno vypo-
¢st1:

’ ' ot(1,- -~ M, -
Fitys 3 byt @ heoign e gny g 24 €
VR

If; (&, 4+t (Y-9),... )
A ..t'?__!'.az'! L (M-

Jcsedme sem nynf - co: je dovoleno -

Y= Yl of) o Yy =w kM)
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a dostaneme (pro § <& < £, lM.,'él'ql < a,) 14/
f%(Jt,y%(x:,ﬁt),...,ygﬁJf,ﬁL); My plgyenns i) =

- {9(«“ ’%(-" ,/“"),.oo,y,’(l ’Z“’); /,(,’ ,h’...’ﬂm) =

= g G4 M) (37, (&, M) -3, (e ) )+ Hy e, M) (M- gy )

kde

(64) Gy p(k M) =

91
_ J O L Yltapia Lyt M)~ 3 o sy U Uty 2, (oM -, € 0 py P s
0 —57&
a H

a .
g vypadd podobné&, a% na to, Ze Jje tam -gﬁ- .

M
Integrand je v oboru

0 Stfl, §-’S~Z£§1,/—¢1-A3$ﬁ”'£ﬂ’+‘ia

spojitou funkef 7,4 , M, a tedy
6-‘&, /1:, Jjsou spojité funkce proménnych .!,M, v intervalu
4

o< < §1 o M - A3 SMS Mt A - Specidlné: pro M,:cu,

odpedne v integrandu v (64) koeficient pfi ¢ , integrand tedy ne-
z4visf{ na I , a méme

a .
GJ-’&(.B,/«L,) = 5—5@‘- (& ,y;,(.t,ﬂ,),...,%(l,ﬂ,);ﬂ,,...,ﬂm)

(65) a4
Hylp) = G (23 ) Yl s e i)
Dosadme nynf 3o (59) o méme tento vysledek : Pro § <x < §,

14/ Hodnota M.,=/£, neni vyloulena!
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(66) = My - piq )
2 (&, M) - we (e, 14)
_ P %‘(,g M) Y4 H: -Z: & +/g(l,M,) (7 =1,...,m)

¥imoto médme pro v8echna nade

39‘“’"’”’) =$.(z,;%,%(0)’“” 3 My fgs s p,) =7,'m
a tedy

(67) "ﬂ/ (JO ’ﬁ/f) - % ('!0, ﬂ.,) = 0.

Podivejme se nyni (pro jakékoliv /‘71 € (‘u..,--.d‘3 y My +A3> ) na
systém linedrnich rowvnic

oz ” '
(68) —f = 2 Coat Mgy + Hie M) (f=1,..,m)
a hledejme ono re3enft

x,,,ooo' zn

v intervalu <§_,, §,> , které pro £ = ¥o md hodnoty nulové

(69) % (¥) = ... = Tp(¥o) = 0.

Takové re3eni existuje podle vé&ty 5 (o systémech linedrnich rovnic)
a je jen jedno; oznalZme je (jeZto zdvis{ téZ ns M4 )

(70) 2,0 M) ..., =, (£, M) .

Podle v&ty 30 je toto FeSenf spojitou funkef v oboru §., <&<¢ £,
Me<p -3, , pyq+ 85> , takie speciflnd

(71) 1im =, (& M) = =z (& )
H(""(L("IJ A 4 ’ﬂ1

Dédle vidime z (66), (67), %e rovwnicim (68) i podminkém (69) vyho-
Wil pro a, ¢ M, funkce

Y (& M) - Yy, pe)
My -1

2 Jednoznednosti plyne pak pro O0<|M, -/'c,,l <4,, f,,, <¥<§,
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¥ (&, M) - v (¥,.)
-—’-—’-—,.—ﬁ__LL_ 32}' (”M')

= &y
a tedy podle (71) existuje limita tohoto vyrazu pro A, —» Mg
tJ.
dy. (& )
u.i_ = Z - (& "a') .
8/.4,,

Zéroven Je vidét, Ze tyto funkce TL vyhow j1 podminkédm
Pl
(69) & rownictm (68) pro M, = s,, tj. ¥ (podle (65) )

ﬁ_ 22’1‘ :“i't“f _

14

72 4231‘ L%y Lot eees B Eufldof = oo f40)- 6'4}——"“"

9 .
+ [‘4’ (-l’%(-’ ./“4).0.09 ynu.ﬁ.’);y'....,ﬁ') ggl'.” »

'(‘z' ) .
(73) [?—yl-;-—“:!-—] = 0 (721,e00y7 )
[‘/’ JSl‘

To plat{ pro £ € < j_,,;,) , CO% byl libovolny kompektn{ inter-
val, obsahujfc{ uwvnitf bod &, a obsaieny v definilnim intervalu

(74) :7
2039, %reecs Yn 5 fogrenis fim

funkc{

(75) ‘y:’ (x ’I(L') a'g.(_z ; o, %(0)’“.’ yn(O)

' ﬂf:“‘)ﬂn) ’

tedy platt (72), (73) v celém intervalu (74).

——

15/ Divém se nynf na ¢, jako na dané &1slo; proto piai #‘.’.
J_ Ak
Sx ’

( a ne
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Zbyvé Jedtd dokdzat spojitost funkef

33;.(1 3 yf(o),.... 'yn(o) ; ‘u,,...,y.,,,)

R

ey *
pro uUsporu psanf jsme totiZ tyto funkce vySetiovali pouze Jjako
funkce dvou proménnych £, 44, . Ale to plyne snadno takto:

Vime (véta 30) 2e funkce f (£ -zg, y'(a),ooo. %‘(0);/4"000”‘")
jsou spojité v otevitené mnoziné ﬂ'

(0)
[,“% veerYn o fgreerpled, ke d 5Py Y2 gy pt

Déle vime, Ze pro kazdé [, 7,( ) onay 7.,,(0) tu;,,...,/om]ef

dg;
vyhowuj{ funkce -;;f'- v intervalu J 4, (o)’ .. 7,, sllyr-oyfhom

rowmicim (68) pro hodnotu M, = /4y © poléteinimi podminkami (69).
Chei dokdzat, Ze v kaZdém bodé

a6) [Z,%, %9 .o, ', Freorrfim)

o
Jeou funkce ’B&‘ spojité. Zvolme tedy bod (76) a zvolme a,/@
tak, 2¢ <& p)C J .'9, o0y Y 2 Myr-e-s Moy

a %e a<.t,<ﬁ ) a<«£<ﬁ . JeZto 2; Je oteviend, existu-
jo A4>0 tak, %e pro

(M |t-E|sA, |37 -y z J sd.lt“4 AR

Jsou definovény funkce % («l;lo.% ).o-u y,, 5/4,»-00:1“03’

Prée £ = X 1pro.k=[3 a tedy 1 pro
1 78) Qslspo

¥ kompaktni{ mnoZiné& £ , dané nerovnostmi (77), 78), Jsou tedy
funkce

(79) 2.(.( ;lo’ 7'(0),000’ yn(O) H [‘"""ﬂm)

lefinovény a spojité. Napidme nyni rovnice (68) pro hodnotu
M, = g4y kam se tedy do %;’& . Hj- (viz 65)) dosadl za

=157=-



79‘( £, py) aﬁmkce (79); to jsou linedrnf rowvnice, jejich%
. a/.
koeficienty Yy T};— Jsou spojité funkce "parametri"

10’ y4 (a),ooo, ’”(0) » ﬂ”ooo,ﬂm v mn011né $ . Oznaéme
Yireesr Y ono redeni rovnic (68) v intervalu {«,B) ,pro
které Je

%(f) = 71 gecey y,‘(f) = ?ﬂ ’
ke § € <o ,ﬁ) 8 %,y00417, Jsou 1libovoln¥ dané ¥fsla.

¥, zéviel vedle & Jo5t& na "polsteinich hodnotéch” §, 7 ,..

ceey7,, @ na"parametrech” <, 7,(0),..., 'y.,,(o),‘u,,...,‘um ’

JeZ se vyskytuji v koeficientech rovnic (68). Podle véty 30 jsou
tyto funkce

(0) (0)
%'(‘tijvoz., v°'°v'7-n;"01 yf peeey yn ;(aft'°°t/“,,g
spojité v mnoZiné& f , dané nerovnostmi (77),(78) a

(80) & s;SﬂaZGE;:“'r?.neEn

17

-
Ale funkce 3(‘—5?— (52, 90 ) s p)

tvot{ ono redenf %,...,%, rovnic (68), pro které je ?J(lo)= 0,
tJ.

Ip, 0 0)

.BT“L (1;!0, '91( ),ooo, Iyn( ;f("ooo’/“m) =

7
| | (0) ~(0)
=”y:7(-(. ; “"'0"8""'0,5!"’ Y, yeeesr Yp ;(a,,...,/am).
71 nul

To je tedy funkce spojité v mnoziné £ , dané nerowvnostmi (77),
(78), tedy specidlné& v bod& (76), coZ bylo dokézati.
IT. Jde nyn1 jed3té& o derivace funkel

(0) (0)
_?9 (X ’ —eo, y,; y o ooy yﬂ, ;[a’,.,,'/,(m)

rodle poléatelnich hodnot &, 'g,(o),..., ?/n(a) (zde muzZe byt

i om = 0). Za¥neme s hodnotami %(0) (napt. 7’(0) ) a preve-
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deme tento problém na pfrededly tim, Ze z veli¥iny %(0) udé-
léme "parametr”. Vedle rovnic

(81) -%— = {;-(x,y,,...,%;ﬂ,,...,zam)

vySetfujme rovnice

Y
(82) —d = LY %OV, Y pyee g

ve kterych se vyskytuje o jeden parsmetr - oznaleny %(0) -

vice. To lze psdt téz

(83) —Z;_-?— = Z (&3 Yy seees Yo i flyreces iy %(0) )

PiSme explicitné:

(84) T (&, Yy e Vit e np 4{?)-

=¢j(l’y;+yf(0) . Yz"“’Y‘n; [“1""'(“'»2) .

Je-11 J defini¥nf obor funkef f; , Je defini¥ni obor funkecf
%- dén zirejmé podminkou

85) L&, Y + 49 V. i, Yo, sgreens i ] €8

coZ je oteviend mnoZina v Em,,wz a v n{ oviem je ';- Spo-

Jitd e md spojité parcidlni derivace podle Y,, Y (0), Yz poce

coey Yn s [Myreoey My o JestliZe néjaké redent Y, (©),..., Yn(.x)

systému (83) (pri parametrech (¢,..., Lo y,(o) ) prochézi{ bo-

dem [J{o , 0, yz(O) yooey ,%50)] , potom zrejmé& systém funkeil

v @) = Y+ y D, g0 = Yo, ) = Y, (0

prochédz{ bodem [Jo, % (0), yz(O) geoeey 7”(0)3 a vyhowvuje rove
nicim (viz (4))

G DL ey, Y Yy payeerpim) -

3/}.(4;,?’ v Yp 100er Yo /‘N'"’L“n)
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- & naopak (je vid¥t také, Ze ob& FeSenf existujf v tém% inter-
valu). Osna¥fm-1i tedy charakteristicky systém systému (81) zna-
kem ¢9,...,% 8 charakteristicky systému systém (83) zna-
kem &,...,p Je

g(l;l" 7'(0), yz(O)’ooo’ %‘o) ’ ﬂ/"“'ﬂm’ =
(86)

. (0) (0) 0) (2)
=ﬁ(-k,.l,,0,y2 vees T Mgl Y Y Y

(0)

‘?j(l ;lo,%(o),%(o),..., ?,n ’ tu',.,.,ﬂm) =

(87)

o 0 .
33(1;%901 yz( ]"’0?71( )’ﬂ,,ooo,ﬂ”‘, y’( )) (’ = 2....,’2 )

P*i danych [43» %(0),..., ”(0)’ Hgroeor My s 'y,w)] (s podmin-

kou-viz (85) - [43,0 + 7(0)’%(0)’. .,y,zw) ﬂ,....,‘dn]e.ﬁ)

maj{ podle bodu I. funkce

0
6‘(«(;4’0, o, 'y,( ),..., Yn s Myrecor Moy Yy
spojité derivace podle y’(o) a podle (86), (87) Jje tedy

(0) (0) )

0_994 a¢ 16/
(88) —3—-@-’ -3—‘5,- -3—4;,7 (Pro 4= 2,00e,7);
Iy, % Yy 7°
9
tedy téi -a-'gjz)— goce 78‘2;%7 Jesou spojité.

III. Jedté méme vySetiit derivace podle &, . Mohli bychom
obdobnd zavést novou nezévisle prom&nnou ¢ rovnicf £=17 +£,,
naleZ mfsto "prom&nné” polédtelnf hodnoty ¥ = 4, , bychom mé&li
"konstantni" poZdtesnf hodnotu ¢ =0 a ¥, by se ndm objevilo
jako "parametr® :

Ale abychom mohli uZit bodu I, musili bychom navic predpoklédat

existenci spojité derivace ; proto volime jinou cestu,

lde tento predpoklad neni nutny.

Mﬁ- , @b, Pro hodnoty napsené v (86),(87).
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| Budte splnény predpoklady na3{ vity, zvolme bod

(88) [, %(o),..., y.,,(o), ta,,...,lu,n]e«f

17/
a sestrojme Fedeni JeZ prochdz{ bodem [-(o,%w) yecoy Yn (0)],

tj. funkce
(89) ‘% (ﬁg;'lO’ yf(O)’ooo’ %‘(0); ta',ooo’tam) °

Zvolim-11 ¥, v intervalu

(90) 0),

‘(0’ yf(O)’.'., ” ’ﬂ"".’t‘m

budou definovdna &{sla

_ 0 (0
(91) ?}'("0;‘80'?1(0)""’ yn( )5ﬂ19°°'9ﬂm) = ?/ )

8 vime z véty 26, Z%e

%(0) -_-2-(10;5’ y,(a)',.., ;;(65; Ltl,,...,ﬂm) ;

to znamend v3ak, %e charakteristika

A A AT 2 B WA L

18/

prochézi bodem (88), a tedy splyvd s charakteristikou (89):

-0 @
(92) 3 (45 4n 9y s Y V= H Wil g sy )

a tedy
- — (0)
_;y;(.z,!o,y, goooy

(93) < —
v - (/] 7]
SEALS y,“”,...,y,,“”)-g.w;l,,yf T C I

Bod (88) byl ji% zvolen; zvolme . v intervalu (90) . Pro &,

(0) . (0) (0).
s )--9?(”"‘” Y e Pn ) =

I77manfch (lqseeos Mm - téch si nebudeme p#11is viimat,
protoZe bdhem ivahy budou konstantnf,
18/ Paremetry a? uZ nevypisuji.
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v intervalu (90) plat{ potom (92), kde 39(0) jsou definovédna
rovnicemi (91); JjeZto

0 0
%(1;100 yf( )’°""y"(¢ ) ;ﬂ"...’ﬂm)
Je spojitou funkef & v intervalu (90), je

(0) 2 (0) (0)
. = - (Ho; Yo yooo =
Gy, U &3y, T it H R
0 0
=_99-(.l,;.t’,, y,w),..., u( 'y =y/( .
JeZto 9‘91 mé v okol{ bodu [-Z ; o , y,(a),..., y,,(o’] spojité
(0) (0)

parcidln{ derivace podle %, “',..., ¥, , miZeme vyraz (93)
vpravo psat ve tvaru

”
. — ~ ~ (0) (0)
(93') g" ayﬁo) (¥ ’ "0’ ?f’a' yoecey y'l,j ) ( y‘ - y& ) )

kde gia/ leZ{ mezi y,-(a) ’ ygtol (inklusive té&chto hranic).

Dé&lme vyraz rozdflem 4, - 4 8 prejdéme k limité¢ £, — ¢, .
Jest

@__ ) - (a) (0 (0) (0)
y‘ -y£ -y‘(lo;lo,% ,...,yn ))‘?&((o;’u?f gocey 'n -‘).
¥ - X, 'Z’;‘lo

Ale funkce %(l ; Yo y,w),..., ?n(O) ) mé (Jjakozito funkce .k )

v bodé ¥y derivaci

(0) (0)
takze % )
[s)
Je& - Y4 (0) (0)
1lim — = £, (Lo, Y s ooy )
T ko o - Lo t4 (4o % i

a tedy z (93), (93°) plyne:

: (L@ 24O\ ., (0) (.
b PRIV CRPPRE /i 12 W CEn T L 2,

} 4
o F-‘z‘
(94) fors °

7 _ 9%, 0 0 0)
S-EWM;:,,%‘ SIITTY 2 atd B A VIV R VAt
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Podle bodu II. derivace vpravo vskutku existujf a jsou spojité
- toté2 tedy plati o derivaci vlevo.

IV. Pokud se ty&e derivace

AL - @ ©)
399 (€ 580y Yy “seeer Yy 5 flyyooerfiog) '
__L a.( =é(l,y4,...,%‘; /(1,...,‘”"2,

(kde vpravo za Ys Jest dosaditi spojitou funkeci

‘%(‘t i ¥o, 91(0)

je Jej1 spojitost zrejmd.

0
yoooy %( ) 5/‘1""’4“":@) )

V ddikaze véty 31 jsme ukdzali toto:

Dodatek 1, JestliZe vy3etiuji, pifi pevnych &, %(a)’.”

(0)

¢ e o9y yﬂ ’ﬂ”ooo’/(m’ mnkce
Op; ik, y @, ... @ s i e,))
3/(, J

JekoZto funkce jediné proménné & , potom %, (#) podle (72), (73)
vyhowuj{ v intervalu (74) systému linedrnich rowvnic

d¥;(&) %, 34,
a{ﬁe =£§ 'Q;j'(""'%'“'t%,iﬂ,,"'-/‘m)"fé(“)*

(96)
3 .
+ gﬁ (“"%’""%ﬁ/‘f’“"/‘m)
8 poddte&nim podm{nkédm ZJ'(-Z,,) =0 ; pritom za Z; Jest dosadit
(0) (0) .

‘?}(l ; lo, ?1 EEEE) 9?2 ’ ﬂ"...’ﬂm )0 TytO I‘OVﬁice, zapome-
Neme-1i je, miZeme okamzité odvedit z véty 31 takto: Je

) @,
] - -J-
(97) J ( e ’ ?} peeey ’za> ’ #1’ oo 0oy -A‘m ) al [ ]

Levé strana mé podle véty 31 a podle pravidla o derivovédni sloZe-
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nych funkecf{ spojitou derivaci podle M1 @ totéZ tedy plat{ o pra-
vé strané:

azp. 6Ep- )
Je%to 7‘-:- . """'a,‘, ' W, jsou spojité, platf podle
véty 192 Jarnfkova Diferencidlniho po&tu II, Ze existuje téz
3 aﬂ) . Py e, 8 (a%-)
P Spag |~ S Ok ¥ ouy Jpeq )

Pri oznalen{ (95) jsou tedy podle (98) splnény rovnice (96).
Z rownic

(99) “’3 (& ; Lo yI(O)t“':?n(O)i t“f"“'t“m) = 7}-(0)

plynou pak poldteZni podminky derivovdnim podle )

3 g 34, %
>, - [__&_] L, 7
ébuf Jr=-lo ébuy
Dodatek 2. Podobn& funkce
g, .
(100) ==& = ) (f=1,000,72 )

7

(pri pevném &) vyhow jt v (74) diferencidlnim rovnicim

(&) ™ 9L
(101) fz = 'é.,; yg' (& o 1 Pprec o Pn ;,a,,....zam).a!(-t)

8 podédteinimi podminkami.

(102) (&) = 1, «g,) = O pro 7t £

A je3t& : Pro ka%dé & z intervalu (74) je (exp £ = £° )

=YRAa_



&_9; (X&) Og, (¥)

yf > ayf £t =
G0 <. o [ 3, ATty trstin)
u 41 Iy
g, (&) IR (&)

(kde vlevo i vpravo Jje % (w) = 2 (u;,h%(o)w" y"(o);

[qr+-+1/4)) . Tedy speciélné: determinant (103) je viude v

rizny od nuly. Ddkaz: (101) plyne z (97) derivovénim podle ?‘(0)
a zéménou porad{ derivovéni. Po&dte&ni podminky plynou z (99) de-
rovovéntm podle %), (103) plyne ihned z véty 24, viimneme-11
si, Ze funkce (100) ddvajf pro ke?dé & fredenf rovnic (101) a

je pro ¥ = ¥, md determinant (103) podle (102) hodnotu 1.

Dodatek 3, Podobné& vysetreme

d @ :
-g;f- = t?'(«t) (7=1ye0e,72) .
Tyto funkce vyhowvujf systému diferencidlnich rovnic

v, (&) U a4,
= L d
(104) Li: 4281:?;::-('e'.%"”'yp'n'/“r""'{“'m)'%(l)
3 poldteinimi podminkami

v, (&) = -é'w,,y,(o’,...,%‘o’; ey eeirfm) (f 21,000, 72)

Romice (104) dostaneme podobné jako jsme dostali rovnice (101)
pro derivaci podle 746(0) v dodatku 2, Poldteln!i podminky ply-
nou takto: Pro vét3{ zretelnost oznalme

0) (0)
a?z.(‘l;“’a ,%0 ““.%‘0 ;ﬂ',...,ﬂm)

Ok
= %(')(l;lo ’ y"(O),.oo, yoz(O)i/‘n-“a/‘m)

. ( o,
o'?yz (& ; ¢4,, %0) ,.3.;;, %‘ ’(a‘f"""“m)

= . (2) (0) (0)
T ey, Y ey Y i Mo fly)
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Z rovnice (99) plyne derivovénim podle

105) 7 loites 4 e 9D G g pt) +

0
+.¢ju)(%ilos %( .---.%z( )’[uﬁ"'v(“m) =0 .

Ale

(1) (0) (0) g
9’ (&; -yO’yf 9..007@ ’ﬂ’lOOO’ﬂ')z a.;& :/)(l,ﬂ, ,...,%;ﬂ’,.o-,‘ah)
a tedy (pI‘O 12!0«19 ?3(‘(; yfw).....y,,w),ﬂ,,...,ﬂm) =?j(o)

(1) (0) (0)
_Z‘ (Mo 5 4oy Yy yeeey Yy 5(“1"-'3“‘,2 =

={).(10’yf(0)’o-¢, ?n(O); /‘,’,ooo’ﬂm) a tedy ze (105)
plyne
(2) (0) (0) )
99- (& ; Yo, Y, veoes Yn ; ﬂv""’ﬂm) =

(0) (0)
= -{;— (boy Yy “yeees Yy Y 2V T3

Diferencidlnf{m rovnicfm (96), (101), (104) se také Fikavd
varia&ni rovnice (nédzev, tudf{m, pochdz{ od Poincaré - équations
aux variations). Vyskytujf se na priklad v analytické mechanice.

Poznédmka 1. Znédm-11 rFedenf systému (46), prochszejic{ uréi-

tym bodem [9Qu 30(0),..., yﬁ(o)] pri ur&itych hodnotdch para-

metri oo Mon s tj. znédm-11 funkce (47) pi#i daném Jo,y,(o),..

a :
X 9%‘0) v Mgveeey Mom , dOvedu sestrojit koeficienty —JéL-,

8 8946
1
] v soustavé (96) a znsdm tedy pro urlenf derivact
A
2 P (0) 0)
d‘?i("(;‘!O’ yq ) ’yn ,ﬂ,”ooo’ﬂm)
é}u,

systém linedrnich rovnic, tedy systém, obecné Felenc jeincl.35{,
ne? byl systém pivodni
dy,

Z-L = /j(l,%,..., yn;ﬂfy-.o.(um)
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Specidlng, jestli%e byla ddna Jedna rovnice

Yy

2 S Py My )

méme v (96) linedrn{ rowvnici l.r4du, kterou dovedeme resit kva-
draturami. Naznalim je3t& né&rtkem smysl nad1i véty pro jednu

rOVﬂiCi
%“f‘*'%ﬂ’

s Jednim parametrem. Predstavme si, 2e zndme Fe3en! prochédzejfct
bodem [Jo,y,] Pri jisté hodnot® u¢, parametru, tj. funkei
pl; %,, Yo+ (o) - Z Tovnice (96) (ted je to jedna rovnice)

ur&ime

[«95:»(-! i¥os Yoi pe ) ]

f¢ [L’=flo
(pro v8echna k& definiZnfho intervalu p(r; &, Y, Mo ))
a obrdzek vypadd asi takto:

?’ =p(x ] Xo, 7/0/'(“0*)‘)

7 -’=y’(’(,' xo,}’o/'(“O)

o X Ox

Pro mals A dovedu pribliZné vyjddrit délku & smysl vektoru AB:

PG Lo Yos o+ A ) = P(E ikl Y5 p) =

=[9y(£;lo.%iﬂ)J A A g,
J/;' =Moo
kde 1im 72(}\,) =0.

A >0
Poznémka 2, Nalrtneme obdobné& smysl dodatku 2. pro jednu

Tonici bez parametru:
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¥

"
>
&

7, .—.f(x;xo,}{,»\)

Lo v =3 (x; xo %)

°F
1
|
|
I
o
NE,
|

=
;
/f
$
_\&
|
*x _______ﬁ_

R ———

Ox

a Xo

Smysl a velikost vektoru AB jsou priblizné dény rowvnic{

u! o9 o
?um,%*7‘>-f(r;wo.yo>-7\8? a:, ¥l g,

kde im 7 (A) = 0.
A>O0

Zéroven Je z obrézku jasné, proé Je [.‘3.2.] =1 :
’ yo x:xo M
nebot y(lo;-lc,Yo) =K a tedy derivace podle Y,, Je 1. Po-

dobné, kdyby 3lo napt. o dvé rovnice:

(0)y . 4@
9

(0)
7

i (Lo Lo, 71(0)v %

0
B to, 40, 4,0

a z toho pro £ = ¥, 1ihned

be 9 3 Y
-—%,=1, -—?;'5,=o, —S%y= 0, =2k -1.

Iy, Iy, 9%, oYz
Poznédmka 3. Nalrtneme konelné& smysl dodatku 3. u jedné rov-

nice (bez parametru)
— =/(l,y)
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ﬁ Xo xo'}A X alx

Vektor AB Je co do smyslu {1 velikosti urZen rovnict
;L. ¥,)
9%,

PEH+A g )-8, %)= A . +A . 7N,

kde 1lim %(A) = 0.
A0

§ 5. Prvnl integrdly. vuvecay integrél,

BudiZ plredloZen systém

(106) —Z{l ={;~(.l, 74"""7’;) (j'-l,...,n)

kde f-, —% (j:l,...,n, £ = lye.ey 72 ) Jsou spojité
v jisté otevirené mnoZ2iné 5C En+1 19/.

Vime, Ze mnoZina I Je pokryta charakteristikami: kaZdym
bodem J prochdzt jedna a jen jedna charakteristika. Tyto che -
rakteristiky jsou prévé viechna mo?néd reSenf systému (106), le%fc{
v J, pritem? definin{ interval ka3dé charakteristiky je "co nej-
vét3{" - pamatujeme si, cc . pfesné znamené. Pro redenf{ systému

(106) je didlezité znét funxce

15/ To budu stdle predpoklddat v celém tomto paragrafu
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(107) C (e, Y 10e0Y,, ) ,

které jsou "konstantn{ podél kaZdé charakteristiky". Takové
funkce nazyvém "prvnimi integrdly systému (106)" - ale je3té&
k tomu pridém jednu podminku o derivabilité:

Definice. Necht funkce 6 (&, Yy roees yn) md v & spojité
parcidlni derivace l1l.r4du podle v3ech 2t + 1 proménnych. Jestli-
¥e funikce G Je konstantnf podél kaZdé charakteristiky, leZfct

v &, rikéme, %6 G je prvnim integrdlem systému (106) v J .

Ta "konstantnost” zna¥#{ ov3em toto: je-1li y,(-l),...,y,z(l)
jakékoliv charakteristika (pro obor &), s definiinim intervalem
J » potom funkce

(108) HW) = 6(¥, y &) ,..., %))

Je konstantni v J .
Odtud ovdem plyne, Z%e v J Jest H'(J') =0, tJ.

6 (¥,%, ...y Yy,) G Y, yeenyYy) ﬂ,
+

g + 6?1 . v cee
o, 96 (J!a,_z,,...,yn) . ﬁ:ﬂ. .o
In de
Zde v3ak
e via dyl'(-l’)
e = ,‘{;-(.e, Yy &)yeoey Y, L)),
takzZe
'86(1,%,...,%) G, Y,y erey Yy, )
Y’ ! @1 AT RERRTY A
(109) < G (¥,y,...,y,) |
ceot 3—?” oﬁn\-’ ,y,,ooo,yn) = 0 ’
do o€ Jest za ov3em dosaditi
By, K CZZRERRS

y, &) ,..., ¥, (&) . Ale kazdy§m boden [.z,y,,...,y,,]ef
prochdz{ né&kterd charakteristika, tj. (109) plat{ pro v3echna

[.L’, Yy ’“"%:J ed . To tedy plat?{ pro kaZdy prvni integral 6.
Budi? naopak G (&, Yy 100 ?n ) funkce, majici v I spojité
-170-



derivace 1. #4du a vyhowvujfcf viude v & rowvnici (109). Vezméme
jakoukoliv charakteristiku 1 (¥),..., %, ) systému (106), leZf-
civ &, s defini¥nim intervalem J a definujme A/ (&) rovnict
(108) . Jest

%— = f(t,%(.e),..., %(.e) )y

takZe pro xreJ Je

dHw) 86'(#,%(.!),...,3/,,(-!)) 86(.1,%(#),...,3“(1))

dv [ ¥ Iy, )

36(!,‘%(1),..., Y, (£)) %_
IYm S A

o06¢¥,y, (¥),...,%, (X)) 36w,y &),..,e (F))
= y’ 3’# zn + ?’jy’ y” ./,’(-l,%(l),..,%(l))t

6 (K,9, (), ..., Ypl¥))
g,% — . Y (&) ety Yp (X))

JeZ2to vaak je [.K, Y, (€))eeey y,n(-e)]e.‘ﬂv, Je podle

a

O..* =

+.0.+

(109) dz‘gx) =0, tj. A (&) konstantn{ v J, tedy & Je

prvnim integrédlem v 3. Tedy:

Vvita 32, Budiz 6 (¥, Yssooes 'y,,) funkce, majic{ v I
spojité parcidlnfi derivace l.rd4du podle videch promé&nnych. Potom
G je prvnim integrélem systému (106) v & tehdy a jen tehdy,
jestlize vdude v J platf (109). Prvnim integrdlem kaZdého systé-
r1 je libovolnd konstanta - to je ov3em trividln{ pFipad, ktery
n.s8 nezajimé.

Viimn&me si, co miZeme ziskat ze znalost{ ' prvnich inte-
gréld ( 0<A<7) v oboru J:

Gr (4,8, yeees®y)yenes Gall s Yypreees P )

Predpoklédejme, Ze v jistém bodé P = [-l’o,y,w),...,y,(lm]ef

D4 matice
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T"y" g oece ay’

(110) e cecccecesesecscee
86, . ... A6 24
- e

hodnost 4 ,20/ na pt.

36, 96,
| %% " Tw

(112) ceccccesccscssssscs ¥ O

v bodé P ., Definujme

113) 6 (&,49,..., 4,/ = GO (71,000, &)

Potom podle véty o implicitnich funkcich (v&ta 210 Jarnikova
Diferencidlniho po&tu II) plat{:

Existujf &fsla 0 D> 0 , A> 0 tak, 2e ke kazdému systému
&i{sel &, C, pocey C& ,7““,..., %n 21/, vyhovujicimu nerovnosten

20/ Uvaime, 2e matice

(111)
96, 96,
86, 96,

mé tou? hodnost jako matice (110), nebot prvni! radek matice (111)
Je podle (109) linedrnf kombinac{ ostatnich r4dkd. Kdyby matice

(110) a tedy i matice (111) mé&la v3ude v & hodncst men3{ nez £,
byly by funkce G, ,...,6" v Jistém smyslu "zdvislé" - v jakém

smyslu, Jje reZeno podrobné napf. v mém Diferencidlnim poé&tu II,
véta 213.

21/ Pro R = 72 oviem X18las Y fog 10+ Yp  Odpadaji.
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|-¥-4’ol<5, l’l‘ 'ylw)|<5 (= 4+1,...,72)

(114)
IC’ -C’(O)'<5 (J.z 1 9 ocee ’" )

existuje v ﬁ-rozmérném intervalu

(0) .
(115) IV;'% 1< 4 =1, ... , &)
prévé jeden systém Efsel %,,...,%, splnujfc{ rovnice
116) & (£,%,....%, ) =G (7= 1,.0.,4% )
Tato y’(j = 1,...y # ) Jsou tedy v oboru (114) funkcemi

M) Y= G Ypuq roeer s Coreeer Gp) (7=1,...,4&),

které tem majf{ spojité parcidlnf derivace 1. rd4du podle viech
proménnych. (JestliZe £ =m , maj{ tyto rovnice oviem tvar

(118) ¢ =g (¥, .00y Co) (7=1,00ey 7). )

PMtom O, volme hned tak mald, aby interval KX :
| 0) (0
| £ ‘-lo|<3 ’ |71' ‘y‘e( l<8 ’ '%’ ?j )l< Aa

(119) .
(7200, R; L= A+l,...,10)
lezel v J a aby nerovnost (112) platila v3ude v X .

Ptejme se nynf: jak naelézti vSechna redent y,(-t),...,y,‘(t)
systému (106), leZici v intervalu KX a prochdzejic{i aspon jednim

bodem £ , 71""'%; takovym, Ze
(o) (0) -
(120) IG)-(!,%’...’% )_6:-((0’?’ ’..o’yu )I(é (j" l,ooo,&)o

BudiZ pfedné %, (£),..., ¥, (£) takové feSeni v intervalu

JcC (L,- 5 , Lo +3) . Funkce 6} jsou podél tohoto resent
konstantnf :

(121) Gj (-‘ ,y’(-‘) goeey yn(tt)) = C}.
«1T735=



pro £€J (4 =1,...,4 ) a podle (120), (121), (114), Je
(122) I¢; - ¢;'?1 < F= 1pee, &) .

Odtud a z toho, 2e reSenf{ leZ{ v v y Plyne, 2e v J splﬁuji funk-
ce Y, ¥),..., Y,(«) rovnice (viz (117))

(123) 4% &) =G (&, Yp,, W yeeey 08, Cgyeeny G )

(16.7, J'z 1,...,% ) a pritom Je

(124) |y, (8) - v, <d  prol = Ae1,...,m).

V pit{padé A =7 dostévéme pimo

(125) Y (&) = @5 (&, g yenry () (F=1,..0,m) .

Je-1i viak 4£< n, pokrafujeme takto:

Nédsledkem rovnic

d& =/2 (!3 ﬁ* 1,...,'3)

plat{ rovnice

dyl(.z) )

(126) ——=—— =, (4, 4 (,Y, (£),0e0, Z), (gyenny Gg ),y

...,94 ("’?A"(”"”’?nw’ C,,...,ge),%"u),..,g”u))
(& E -7, L -k lyecey72 ).

Tedy: Ka2dé takové redent Y, £)yeoo) ¥p(&) (v intervalu
J ) mé tyto vlastnosti:

Definuji-11 konstanty C, goooy Q rowmicemi (121), plati
(122); déle funkce Y, , (¥),..., &, (¥) vyhowujf v J systému
n - £ Adiferencidlnich rowvnic (126) 22/ a nerovnostem

(124)22/ a funkce %, (£)yecey zé(-l) Jeou ddny rovnicemi (123).

22/ Tyto podminky odpadajf pro £ =72 .
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Zvolme naopak C(,,...,(, tak, aby platilo (122), sestrojme
tedent Y, . (¥),..., ¥, (£) systému (126)%%/ v intervalu

Jc (-l’a-ts y & + 8 ), takové, aby platilo (124) 23/ a defi-

nujme & (£),..., %,(£) v J rovnicemi (123). Podle definice
funkc{ g,,...,94 Je predné&

ly; ) - 4 PDl<ca wed, 7=1,...,4)

a za druhé (podle definice funkct 97 ) platf v J rovnice (121).

Tedy: Systém funkci %, (4),..., %n (£) vyhovuje predevdim pro
reJ podmince

(127) [¢, y,&) ,..., ()] eX

a za druhé nerowvnostem

(128) IG,'W,y,(.z),..., Y (£)) -6}- (.t;,,y,“”,..., y,,(‘”)|<é
(7=1,...,4& ) .

Zbyvé dokézat, %e funkce %, (£),..., %, (&) splhujf v J rovni-
ce

(129) —ZL‘ = (Y ey Yy ) (m=1,...,22 )

Pro m = &+ 1, y 2,..0y7 tyto rovnice jsou splnény podle
(126) a jde jen o tyto rovnice pro m=1,...,.4 . 24/

Podle rovnic (121) jsou v J splné&ny rovnice

&@.u’%u)’.,,,%(y)) . 86}‘(.(,%(-!),...,?,&&2 C@, (&) .
g,g ‘5?1 ' aw

&y, (£)
ae

. 8%(1,& )y eenyYp (£)
8y,

Podle rovnic (126) platf tedy

=0 . (F=1,.0.,4&)

———

237 To op&t odpads pro 4= .
24/ Pro A =7, jde oviem o splnéni viech rowmic (129)

(pro 222=1 ,..., 72 ).
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VG (2), ooy gnl)) 5%

Jx =
(130)
n
36'(1,"(1),..., y (&))
] L b =
té;, oy £ Y @),y (D) = O

(1"-' l,...,4 ). Ale podle identity (109), platné viude v Jv,
plat{

A
8@" (¥,7, (), ""Zz"” *286 (¥, 7, (#),...,%,(¥))

Y L v P ACRAC) PR
(131) ceor Y (¥)
=, 96w,y (¥),... (x))
Rt Al [Andd2dddl Ca
'f"g:' gym .-/m(l,%(t)'ooo’ ?n(-l)) 0 ’

tedy Je odeltu

(132)

2 96
Z (.!,&(.l) 77.,,(1)) (c.{h_). / (¢,%, (&),. ..,%‘(l)))

e 1 7’%7: aly

(/' =1,..., £ ). Jetto vSak determinant (112) je v A rdzny
od nuly, plyne ze (132) vskutku

(&)
(133) a-fL—— = (4 Y, (B)yee, Z () (m=1,...,4).
Tato Uvaha platf 1 pro A =71 . zde odpadéd soudlet Z
a (132) nabyvd tvaru At A

36,8,y (£) ...y, (&) (&)
Z%LJ ?_;_y ?,*“ (%‘_f_ _/ (&, y'(_z) (.())) = 0

" \

m=1

a rovnice (133) platf vskutku pro 72 =1,..., 72 .

Tedy prdvé v3echna hledané reden{ Y, (£)ye0e, In (¢) “*-sta-
neme takto:

Zvolime jakkoliv C(, ,..., Cp tak, aby platilo (122),
ddle najdu ndjaké relden{ Yseq (€))ece, %‘(x) systému (126) (co?
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je 1 - £ rowmic - komplikovenych ovdem t{m, %e zdvis{ na .4
parametrech) v né&jakém intervalu J ¢ (&, - o y Yo + o) tak,

aby platilo (124) a sestrojim funkce Y, (&)yeoe, Yy (k) podle
rowic (123).

Je vidé&t, Ze se problém redukuje na:
1/ Ffedenf rovnic (116) podle Yyreoor Yy (viz (117)),

2/ reBent systému rownic (126) #4du 7z - £ (s £ parametry
c’ pgoeecey C‘& )o

JestliZe zndme 7t prvnich integréld G4,..., G, , vyho-

vujicich v bodé P = [Io, 'y,w),..., (o)] nerovnosti (112),

odpadd bod 2/ a reden{ naleho systému =2 diferencidlnich rov-

nic se redukuje na ulohu z teorie implicitnich funkcf: redit 7z

rovnic (116) podle %, ,...,%, . Proto se v tomto prfpad® ri-
kd systému funkcf{ G, ,...,6n “obecny integrdl systému (106)":
nebot Fedenfm rovnic

Gj (Ey Yyyeees Y ) = G5 (7 =100, )

podle % seeer Yy 8e dostanou v3echna re3enf{ nadeho systému -
ov3em Jjen lokdlné&, pokud le%{ "dostateZné& blf{zko"™ vychoziho bodu
(o) 0)
[‘o.% peoecey ?n( ] °
Abychom mé&li ur&itou definici, definujme obecny integril
takto:
Definice. Nechi funkce é (&) Yyreoer Yn) o

Ol (¥, Y yeeey Yp) |
(4 = lyesay72; A= 1,...,7m ) Jsou
Ty4 7 i

v jistém okol{( I bodu [.lo, 'y,(o),..., y.,,(a)] spojité. Necht

G (t, 4,ciY,) (7 =1,..., 72 ) jest 7 prwmich inte-
gralld systému

(134) %— =’/”- (£, Yy reeer Yy ) (7 =1y000,72 )

pro obor & @ necht
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(135) ¥ O
96, a6,,
3y, ' By,

v bodé [lo, %(a) yoooy 'g,,(o)] . Potom Fikéme, Ze systém funkc{
64 poo oy Gn tVOf’f Obecny integ‘él \'4 bOdé [Jo’ y1(0) 9 000y ﬂ(a)] ..

V praxi, pii konkrétnich systémech se leclkdy mnoho nestars-
me o explicitnf vyjddren! podminek (122), (124), pri JjejichZ
splnén{ je spréwvnost naSeho postupu zarulens; vidy{ vysledek mize
po pripadé& platit i v oboru mnohem 3ir3{m. MiZeme prosté& pouZit
naSeho postupu, nadeZ obdrifme funkce 7, (#))ec0y %z(-t) ; dosa-
zen{m miZeme zjistit, zda vyhowuj! naSemu systému rovnic v J ,
nebo aspoﬁ v néjaké jeho otevirené &4sti C ; JestliZe mimoto zjis-
time, Ze kaZdym bodem oboru C prochdz{ nékteré z téchto reSent
a e tato redenf se nedajf v C "prodlouzit", tj. %e kazdé z nich
"probthd od hranice do hranice”, potom Jje zaruleno, Ze jsme dosta-
11 charakteristiky, a to vdechny charakteristiky pro obor ¢ .

Probereme (ale ne do detaild) jeden p¥{klad, vypljleny z me-
chaniky tuhého télesa.

Pr{klad. Mdme re3it systém rovnic

(A ;;;— = (B-C) .g9.2
a

(136) ¢ B 'ZZ?— = (C-A) .2.p
di

€ o = d-8) .p.9g

kde A>B>C>0 jsou konstanty.

Oborem & Je zde cely prostor E,, , tj. mnoZina v3ech bodl
,p,9, ¢ . Jestlize p(?), g), 4(l) je ndjaké resde-
n{, ndsobme prvn{ rovnici x , druhou ¢ , tret{ 4 a seltéme:

Ap o by e o -
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tj. podél kazdého FeSenf mé funkce Ao’ + Bg®+ Cix? derivaci

podle ¢ rovnou nule a je tedy konstantni - je to tedy prvafi
integrdl a méme

(137) Ap"* B(],z* Cr?2 = m? (m> O konstanta)

podél kaZdého re3eni.

Podobné& ndsobime rovnice po radé &isly Ap, Bq,, Cr a
sefteme; dostaneme

2 2 2 &l
Ar B B9 G % - o,
tak¥e dostdvédme dal3{ prvni integril:
2 ¢
138) Ap + Bg*+ C?2* = 7n® (% > 0 konstanta)

podél kazdého redent.
Z rowvnic (137), (138) vypo&teme 702 a q,’ pomoc{ x* :

139)  pl=ar’sa, g'=_Ba* 4

kde
s 0 P sas >0
Q = -Bm?+n? ) Am*-n®
AA-B) ' - BA-B)
jsou - prévé tak jako 77z, 7z - “libovolné" konstanty (ne docela

libobolné, jeito m?% m? nejsou libovolnd, nybr% pouze libovol-
néd nezdpornd &isla).

Dosadime nyn{ za P 9, do tret{ rovnice a dostaneme

(ah 2 = (éie-é)2 (xi’+ @) (-/342""3’) .

at
Odmocnfn-11, dostanu rovnici tvaru
02l
2

kterd se re8{ znédmym zplisobem;  bude vyjédreno pomoci 4
eliptickym integrdiem, tj. £ pomoct T tzv. eliptickou funkei.

Ze (139) potom dostaneme ©, ¢ .
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Bylo by oviem jedt& nutno prodiskutovat otézku znameni pii
odmocnindch a zjistit rozsah platnosti Fedent.

Zéroven Je vidét, jakym zplsobem jeme hledali prvn{ integré-
ly: Hledali jeme takové kombinace rownic (106), aby napravo vysla
nula a nalevo derivace n&jaké funkce G (¢,p ,@,4) podle ¢

I . I 86 a4 G
tj. vyraz tvaru -3-t-+3-5.%+3§-. &*3%' 7 )
v nelem pripad® jsme nasli dvé takové funkce, totil
Ap’+ Bq,‘+ Ca?, Azrp"a» B’gﬁ Cc*a?
- v naSem pfipadd tyto funkce neobsahovaly nezévisle proménnou ¥.

Pogndmka. Najdu-1i "obecny integrdl” systému (106), Jsme ri-
di; dovedeme potom reSenf systému (106) plrevést - aapoﬁ lokd4lné -
na redSenf{ Ulohy o implicitnich funkcfich.

Ale existuje vidy "obecny integril"” ?

AL, .
BudiZ predloZen systém (106), kde {;, 3%— (4 =1,ec0y 72
A = l,0005 72 ) J8ou 8spojité v oteviené mnoZind Jc E,n” .
Vime, %e potom existuje charakteristicky systém

gu;xo, %(0) (0))

verer Y

8 otevienym definidnim oborem 3; :

(/'= l,...,72 ),

['lo’ 71(0)o“-1 ?Q(O)]ej , L€ '7 (0) (R

10’?1 r---’%z
funkce 3‘91 majf v 9; spojité parcidln{ derivace 1. rédu. Vime,
e systém rovnic

RS ACEES AL A

Je ekvivalentn{ se systémem

?j(O) =‘f3‘ (Ioi'lt yfv-ooay,l) (;-" 1,...,7'1) .

Zvolme Z{8lo Q ; potom pro kaZdy bod

[,%(0) e, ?n(O)] c

{to je otevitend mnoZina) znat{

2 (/ =1,.00,72 )

Q, %, tty... 0



(0)) (j T 1yeeey?® )

(140) yjzﬁ(lia, 7.{(0),..., yﬂ
prdvé rovnice oné charakteristiky, jeZ prochdzf{ bodem

[a., ,.,‘”,...,y.,,(o )] . Ale tyto rovnice jsou ekvivalentn{

s rowmicemi
(141) .9?;(4;1' y{’°.°'y’l) = %(0) (/ T lyeeey? ),

tj. funkce (72+ 1 proménnych &£ ,%,,..., Y )

(142) @ (254, %yeee¥s) (7 =1,000,72)
jsou prvnimi integrdly a resenf soustavy rovnic

g(a;l’yf’°"'7n) = %(0) (/.31,...,'& )

dévd prdvé rovnice (140), tj. vSechna res3en{ systému (106), pro-
chizejic{ n&jakym bodem o prvn{ soufadnici rowné @ ; tj. dosté-
védme v3echna reSenf, jejichZ definiZn{ interval obsahuje bod @ .,
0lohu konstant ¢y ,...,C,, hrajf zde konstanty 7'(0)““%‘(0).
Vid{te, 2e ani v tomto pripadé nemusime dostat vdechna redenf le-
3ict v & . Na obrézku je zndzornén piipad jedné rovnice 'y'z

3 /(l Y ); plné jsou vytaZeny charakteristiky, jeZ jsou dény

rovnic{

Yo = pla; £,y)

%
r




(neboli C=5D(a;£,y),

ostatnf jsou vytaZeny teXkované. Konstanta C zde miZe naby-
vat prédvé v3ech hodnot
PB<C<Ly

Podotknéme, 2e¢ determinant &1isel

855(a; £ Yy yeerYn )

Iy,
(coZ jsou spojité funkce) je v celém defini&nim oboru funkci{ (142)
rizny od nuly; to plyne ihned z dodatku 2, k vété& 31. Tedy podle

nadf definice vskutku funkce (142) tvor{ obecny integrdl v kaZdém
bodé

(1.2 1’...’ﬂ;&= 1’..”)

[+ %oeer Y

definiénfho oboru funkc{ (142) (tento definiZnf obor je oteviend
mnozine podle véty 26). Rovnice (121) (pro - =72 ) nebo (125)
nebo (141) nebo (140) ukazujf, pro& se ¥tkd, %e "obecné redenf
systému (106) zévis{ ne 7z konstantdch. Obecn® to plat{ ovsem
Jen lokélné. V plném rozsahu to plati jen v jednoduchych pripadech,

napr. u linearnfch systémd, kde vskutku dostaneme kaidé reden{ ja-
ko funkei 7T konstant.
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