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KAPITOLA V.
Diferencidlnf rovnice 7z-tého Fédu.

§ 1. Existen&ni theorém
BudiZ déna funkce 72+ 1 promé&nnych

(1) £ Yy Ypreees Ypoy )
v mno%iné Jc E,u, o Vime, Z%e diferencidln{ rovnici
(2) y(”) = {(J,'y,y’,...,y("") )

1ze plevést na systém 72 rovnic

%{2:1 - /(l'y,fy,,...,yn_,)

v tomto smyslu:
JestlizZe 7 = }0(4’) Je v intervalu J/ te3enin rovnice
(2), dévajf funkce

4) Y=y W), %= YWO,...,y, =y

(3)

(7-7) (@)

v intervalu J re3enf systému (3); naopak: JjestliZe

(5) Y= @), 'y,='y;(.z) veeor Yoo, T y,‘_‘,(-t)

je v intervelu J feSenim systému (3), Je (7 (£) v J pesania
rovnice (2) a Je

(6) }2(-:) = Y

Zéroven je vidé&t, 3e podminky

(£) @ v J (#£= 1,..., =m-1).

(7) y(-(o) = ao, y'(*l‘) = af peeey y(n-’)(‘!O) = aﬂ—f

znamena ji toté2 jako podminky
(8) YWiL) =a, (L) = a,..., @ (&) =a,, .

Tedy lze ihned existenéni theorém pro systém (3), ktery znéme
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z kap. III., (v&ta 26) 1/, prenést na rovnici (2). Ov3em specidl-
n{ charakter systému (3) mé pri tom urdité disledky, kterych je
vhodno vyuzit.

Na3e geometrické terminologie se pri tom musf trochu zménit:
Redenf systému (3) je systém 7z funkcf '

(9) W), Yw),..., W @ red)

tj. zobrazent J do £, ; interpretuji-1i zobrazen{ F  jako
mnoZinu v3ech psrd « , F (&), tj. ztotoZnfim-11i zobrazenf s jeho
grafem, mohu toto re3enf interpretovat jako mnoZinu ("kiivku®)

v E,,, » totiZ jeko mno%inu v3ech bodd

(100 [¢, v, % W),..., % _ W] (veJ) .

Naproti tomu re#enf rowvnice (2) je jedna funkce % (&) (L€ J ),
kterou musfm interpretovet oviem jako mnoZinu (“"kifivku") v E; ’
toti2 jako mnoZinu v3ech bodd

[£, ¥ ()] (¢teJ ) .,

Proto musime dd4t nyni trochu pozor ne na3i geometrickou termino-
logii.

Prfi nadem specidlnfm systému mé ovS8em bod (10) tvar

[c,yw , v wW,..., 7 W] .

"Protshnu-11" néjaké redenf (9) systému (3) co nejvice do-
preva i doleva (zistdvaje stdle v mnoiiné jf'), dostdvdm charakte-
ristiku systému (3); funkel ¢ (&) budeme potom nazyvat charakte-
ristikou rowvnice (2) pro obor J (3a181 funkce Yoreeer Yoy
nds celkem nezajfmajf, protoZe to jsou prosté derivace funkce
Y ). Je zfejmo, %2e je to takové re3enf rovnice (2), jeho: de-
finiZén1 interval nelze prodlou2it, mé-1i ve v3ech bodech & to-

hoto intervalu byt

[, ¥ @), $@0 ..., 77T .

Foéminka, Ze resdent

1/ Beru hned existen&nf vétu ve velkém.
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7/’ %(.=y"s 'y’z( =y"),...,%4 ( = 'y/("") ),

systému (3) prochdz{ bodem [.r,, Yopseoss y,("-f )] e d

znemend toté%, jako Ze re3ent y(l) rovnice (2) vyhowuje pod-
minkém

V(L) =%, Y) = Ypyeee, ¥

Napisme nyni charakteristicky systém pro soustavu (3):

(n-7) (n-7)

(L) = 'yo

f(13 Lo 74 ’ 'y;' eoe y,(‘n-') )

)

_ﬂ('li £, , Qj.’ y:n see 70("»-4 )

(11) e0cee00 0000000 toe00 et o0 00000000000

@ (ki L, Yo, Y., ..., BTy
.

To tedy znamend: JestliZe je ddn bod (tj. 722+ 1 &{sel)

a2 [, 4, %, .o 3" e T,

potom funkce (11) znaZ{ onu charakteristiku systému (3), kterd

prochézi bodem (12); defini&n{ interval této charakteristiky je
Jjisty otevieny interval

/ -7.
Jtys Yor Y ey 4"

obsahujic{ bod o . Ale podle struktury systému (3) jsou funkce
v (11) (jakoZto funkce & , pri pewvn& daném bodu (12)) postupny-
mi derivacemi funkce ¢ , takZe systém (11) lze pssét ve tveru

y(‘l ;-Zo, yOv‘yols"" 7/

IP(L Loy Yy Y 1eeey Y
Jx

(n-1) )

("1" ))

.....................................




Proto déme zv1éstn{ ndzev pouze funkci ¢ , které budeme rfkat
"charakteristickd funkce" rovnice (2) pro obor I .

A nyn{ shrnme existenZn{ v&tu 26, v&tu 28 o spojitosti cha-
rakteristickych funkcf a v&tu 30 o derivaci charakteristickych
funkc{ podle polédteZnich hodnot l,,%, %’, covy %("") a podle
parametri.

Véta 40, [.Budi% -‘5 oteviend, @"c E’” 4° Necht funkce

/(J”y ’ ’74 pecey yu-{)

Je spojité v T a splnuje v I 1okélns Lipschitzovu podminku
vzhledem k 7' %,...,yﬂ_' . Potom plat{g

l) Je-1i
/ (21 e
[-l.v'y.v’y.aﬂﬂ Y. ]6 ’
potom existuje prédvé jedno reSent 17(#0 rovnice (2), které m4d
tyto vlastnosti:

a) Oborem tohoto redenf je jisty otevieny interval

Ty

- d £ .
°»Yo> ‘y,’,...,yo(" 7) , obsahujfci bo o

b) Pro & € J,.,yo,y;’._.’y!ﬂ-f) Je

o

(£, 9@, 3@ ..., ¥ Ww]eT.

c) ’g(lo) = % , y'(-l’a) = yo',..., y(n-’)(l‘,) = yo(n-f).

d) Je-1i Z (&) n&jaké redenf v intervalu A, obsshujicim
bod ¥, e vyhovujici podminkém:

T (L) = Yo » 2 (&L,) = %,---, 2("1-”("’0) = ?o(a—’)'

(13) [4, 28, 2°W,..., 2" w)] eI pro weX,

Je x (&) &4stf PFedent y(&:) .

Toto Fe3enf nazveme charakteristikou rovnice (2) pro obor
g~ , urdenou systémem
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Lo s ?oo n""’ yo(" 7)

2) Kazdé teSeni Z (£ ), vyhowujic{ pro v3echna £ svého
definiZnfho intervalu podmince (13), je &4st{ n&které charakte-
ristiky.

3) Jsou-11 % (k), =(&) davé charakteristiky, vyhovujfcf
v nékterém bod& svych definiZnich intervalld rovnostem

yw) = 2w, gw = 2’W,..., ¥~ Vw=-2""",

jsou ob& charakteristiky Y (&), Z) totoiné.

4) Definujme funkci (tzv. cherakteristickou funkci rovnice
(2) pro obor T )

(n—f) )

(14) (& ; JQn‘ab»jyﬁg---: Yo
v oboru 3); , daném podminkami

[lo,%,y,’,...,'g, "NMed “"e:],,yo,'y. 3"

takto: pri danych &islech 4, Yo s y,’,...,y.(n-') Je (14)

(jako#to funkce £ ) charakteristikou rowvnice (2), ur&enou eys-
-1
témem “Uo' y’ 9 yo"...’ yo(n )0

5) Pro jakychkoliv 27z + 2 &fsel ¥ ,y,?’,...,y
«L’o, y‘d’yo' goecey ?o(ﬂ—,)

vyvaroval nedorozuméni, oznaluji znakem % A-tou derivaci funkce
podle prvni proménné):

¥
/7 =@P; L Y. ! (r-7 / (L, : ’ (7:-7)
2ad X oo%:oo.syo 7',? XL 4 ,y,y ,...,? )
Tk T AL V) [ 2 TERN R A A

(72-1)

plat{ tato ekvivalence( v niZ, abych se

) (n-1) -
\7 ("’1"’7"'70”“'70 y \70 = _93,,,(1.;1,7,7,...,?( )
Pro [‘("Vo’ %'s en s y'(n--f)]e F e

~224~
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-4
yo=y(‘!oi "!0 ’?0 ’?o"oo., 'y‘(" ) )

yo’z_%(lo; Lo ,yo ’%,.ooo’ %("-’) )

(n2-1)

70 = %_’("’05"{0:%: yo'o seey yo(n-l) )

6) Budiz 9 (&) jisté charakteristika s definiZnim oborem

(@,4). Potom platf: Je-11 ¥ < 4, lim ¥p=.4 , nemé
o P >+ ©
posloupnost bodid

[, ¥ (¥, ¥ (L)hen, v 7 N2,)] (p=1,2,000

24dny hromadny bod v I (podobné pro .Ip >a , lim .!,, =Q )2/
f-’+ (0 o)
II. Necht funkce / nyn{ je3t& zdvis{f na 7n parsmetrech:
2-1)

/(t,y ,y',..., y( i My eeer My )

Necht ,f vyhovuje v jisté oteviené mno%in& JcE, . .,

témto podminkém:
a) / Je spojitd v I

b) ,f splnuje v 2 1okéln& Lipschitzovu podminku vzhledem

k y,?', coe 1y y("-f); Ay s oo oy (Mm o Charakteristickd funkce

rovnice

,y('n) = f(lo!/ay’,-o., ’y(’n-,); ﬂf,...,ﬂm)

zavis{ téz na /¢,,...,.c, , piSme ji1 proto

(15) Pl ey Yoy Yreorgs” 75 flyyensy plon)
pri danych J’o.’g,,, yo',..., yo("Q'), (u,,...,(um s podminkou
(-7 )

(16) [lo,yo,%'pooos yo 9[“{!’0'0(“7};]69.’

2/ Druhou formulaci 6b) z v&ty 26 u% neuvddim.
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mé ¢ - jakoZto funkce £ - za defini¥nf obor jistj otevieny
interval, tj. Je definovéna pro

(17) X € Juymyw V45 fg e e

kde vpravo je otevieny interval, obsshujfc{ bod ¥ . Definié&nf{
obor funkce ¢ Je tedy mnoZina 9' C Emn+2 » definované
podminkami (16),(17).

7) Funkce (15) je spojitd v 9: e mnoZina 9; Jje oteviena.
8) Nehradfme-1i podmfnku b) ost¥ej3{ podminkou

c) ai gip,..., —3—{5,—_;7, %,..., -gz‘i‘; Jjsou spo-

Jité v ' plat{ toto: Funkce
4

3 "
(18) y, 85 )y oeee _51'-\”?57'

majf{ v 9; spojité derivace 1.rd4du podle vSech 72+ 72 + 2
proménnych 3/ . Mimoto Jacobiho determinant funkc{ (18) podle pro-

-7
ménnych 7, ’ 70”“" 'y,(" ) Je v 9; rizny od nuly.

§ 2. N&které pripady reditelné kvadratursmi.

I. Je predloZene rovnice
(19) y ) = fE)

( f spojitéd v intervalu J ). Zvolme néjaky bod <4, € J ;
Cs» Cgy ooo jJsou 1ibovolné konstanty. Hledédme ov3en resdeni
v J (tj. pro £€ J ). Nade rovnice je ekvivalentn{ s rowvnict

N 4

’y('n”) fy()(t)&+cs ‘.'j‘f(t)&Q-c"
ta je zase ekv{:alentn{ s rownicl ;
y(n-z)(x) = j,y(n-q)(t)dtssc;: j (f/(z')dr)dt+c,cz-1,)+c2
¥ ° Lo

37 Nevypisuji systémy linedrnich diferencidlnich rovnic, kterym
tyto derivace vyhowvujf. 226



atd. Vidfme, %e viechna Pedenf budou ddna vzorcem 7% (¥) = uréi-
té funkce, dand 7 -ndsodbnym integrdlem + libovolny polynom

Ukdzi jedtd, Ze lze tento 72 -nésobny integrdl plrevést na
Jjednoduchy. Polohe

- t‘) _
Y. (&) = f{(t) Lu- Y at pro 4 =1,2,...

Tato funkce mé pro 4= 1 zfejmé derivaci 4 (&). Tvrdim, Ze
pro 4&>1 Je
ad

v rl litﬁtl) = 3L‘4}4” '

Ddkaz. PoloZme

Y
= ¢ LZ..LL__dt
Fly,=) l:f/() Ry

takze % (&) = F(&,£) . Podle znémych pravidel Je

IF (y,z) ) (z-y)" ’
—a— - {l¥
v 713 (4= 1)
OF (y,2) y (z-t)%?
—— = (€ d‘ o
L ,‘!/( ) (£~ 2)!

Obe derivace jsou spojité funkce ¥ , Z ; u prmi je to azrejmé,
u druhé to plyne z véty 29.

Tedy lze uZft vdty o derivovénf funkci sloZenych (do J(%,Z)
kledeme %Y =¥ , ¥ =.4£) a vychdz{

7- =L

d o dF (y,2) Fly,z) ]
£ - [ [

- 0+f’(t) T il Yy, ()
gof (A- 2) k-1 -

Tedy Y (£) mé derivace 'Z‘_’(l), 7&-2“)'"" (-l) »{(J’),
tedy
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Z®
e 3&}‘5) = 1((1!) .
Soudasné je vid&t, %e pro £ = £, Je

% (L) = %) = .. = 27 (= 0.

Nejobecné&j3f redenf rovnice (19) je tedy déno vzorcem

* (£t )y’ adt + A £ - o A (- 2)™"
(&) = f () ~— +A,+ —te et o
4 -e,/ (72- 1)! 7/ T (1)t

(Ai konstanty). Je to pravé ono reSenf, které vyhowuje "poldted-
nim podminkém"

Y(L) = A, (&) = Aoty '™y = AL,

Rovnice (19) jJe ovSem linedrnf rovnice s konstantnimi koeficienty
a 8 pravou stranou. Déd se tedy redit také podle nad3f{ obecné tecrie
z kap., II, Provedte to!

Pozndmka, Rovnici 722-tého rd4du jsme psall ve tvaru roziede-

ném podle '7("):

(20) y(") = /(.e,y,y’,..., y("") );

miZe byt ddna také ve tvaru neroziedeném:

(21) Fit,y, 9", ¥, 4 < 0,

Potom jde vlastné o dva ikoly:

1) Pedit rovnici (21) podle 'y(") (\iloha o implicitnf funkci),
Eim% se pirejde k rovnici - nebo n&kolika rovnicim (protoZe rovnice

(21) miZe mit n&kolik reden{ podle y(") ) - tvaru (20);

2) red8it diferencidlni rovnici (nebo rovnice) tvaru (20).
Pritom se je3té mohou vyskytnout obtiZe: nékters feSeni diferen-

cidlni rovnice se mohou prechodem 02 rovnice (21) k rovnici (20)
ztratit - to musime zjistit a vyhledat je zvlssdt atd.

V dal8ich dvou pi#ipadech II., III, neuvadim podrobné podminky
ani rozsah reden{ - jde mné pouze o navod, jak v jednotlivych kon-
kretnich pripadech postupovat.

IT, Je predloZena rovnice

-228-



(22) y ") = pigf™
(n-1)

Oznalme Y = % , takZe rovnice (22) je ekvivaelentn{ sys-
tému

(23) ' = f(%)

(24) (%-7) . =,

(23) se re3f znémym zpdisobem:

22 S
(25) z?drzj
j = ¢ + C'.,
/(3 )

%o

a odtud resSenim 4/
Z=p(L + c{ )

Nyni nabude (24) tvaru
PAMEIC N E R AP

a podle I. dostévéme (pokud 72>1)

] (£ -7 )n~2 . 4 -do ('e-'l")n“z
A =j‘y(t+€,)-(n_5! dt+ G+ Ly—7+. o o+ G5y
Lo

III. Je piredloZena rovnice

(26) 3,('"" - fly

f budiz spojité pro uvezované hodnoty.

(-2) )

Z (26) plyne

(27) y('n—f) . Iy(n) - f(?(n-zl) ?

(7t-7;

[ ,
.

4/ Omezime se na& taxoeve {ntervaly, =de f( Z) je spo_itd 8 raznéd
1 nualy, tedy stdle tého3 znemen{; potous leve strane v {25 Je spo-
:ité a ryze monotonni funkce proménné Z ; jeji inversni funkcl zna-

- ine _50 .
-229-~



coZ je ekvivalentni se soustavou

(28) y("2) o
(29) 2, 2% = /(z).z’ .
Ale (29) znal{, Ze

4+ Z () - poe) X

X
(30) -%- (2'@))? = j‘,"d)df + C, ;

odmocné&nim %
2¥) = p(z,6)
a déle
ax . de
Plz,Cq)
integrac{

J§CQ= y(?,c’)

te8i{m podle ¥ :
¥ =X(C,& +()

@ rovnice (28) md4 tvar

(n-2)

=x(Cf"e’C2)
8 re3{ se podle I.,‘ Je-11 72>2; pro 72=2 Je oviem
y:x(C,,loCz).

V bodech II., III. zdstala Fada vykond pochybnych. Jak jsem
J1% Pekl, Je vhodné&j31, povaZovat tyto dva body pouze za névod
a teprve pii konkrétnich dlohdch tohoto druhu sledovat podrobné
oprdvnénost jednotlivych kroki, rozsah platnosti redenf & \plnos!
redenf (toti2, zda ndm nékteré redenf neuniklo).

Casto byvei!f rovnice t&chto typd d4ny ve tvaru neroziedenéu
podle ’7("); napl. f(-t, y(") ) = 0 . Preveden{ na tvar

9(”) = f(z) mdZe pasobit obtiie, ale &asto lze rovnici

f( £, y(ﬂ)) = 0 vyhodné re3it “parametricky” ve tvaru

- 230



”

o
L=, y'™) . 71% = 9 (2) (tedy F(p(8), p(e)) = 0.

%;_..1. fy‘")dz = fy(t) Plrat  ata.

O_v3ech té&chto obratech viz Sté&panov: Kurs diferencidlnich
rovnic (druhé deské vydanf), str. 164 - 178, Tam lze téZ nalézti

priklady.

Potom Jje

§ 5. N&které pripady snilenf Fddu.

Pijde jen o formdln{ dpravy; bude pfehledné&j3{, psdt rovnici
ve tvaru nereleném.

I. Rovnice neobsahuje explicite % a po pripadé je3té nékte-

ré dal&{ proménné 'y','y",..., 'y(*-”, takZe mé tvar

(31) Fle, y®, o *7 4™ ). 0.

PoloZ{m-11 ’7(‘&) = Z , vid{m, Z%e Jjde o reden{ rovnice #4du n -4,
Fla, ,2,..., 2%y - o,

rozfeS{m-11 tuto rovnici (tj. stanovim-1i v3echna relenf (<)),
dostanu Y kvadraturami z rownice
a"‘z(.e )
v ®
II. Rovnice neobsahuje exciplicite £ , takZe mé tvar

= 2(¥) .

(72)

(32) Ty, Y0, ¢ )= 0.

Je~1i W (&) redSenf, které v néjakém intervalu méd derivaci rdznou
od nuly, Je tam P (&) ryze monotonn{ a rovaici ¥ = (L) lze
re83it podle £ :

X = P(Yy) .

Potom dosazenim ¥ = P(%Y) lze vyjédrit i y'(.l), ‘y'(-l)....
Jako funkce % .

Zvolme tedy ze nezdvisle proménnou Y , za nezndmou funkci

-231-



P = ’y' ; hleddme diferencidln{ rovnici pro funkei ®# , Je
zde

20 = ;Z— = Yle(y) = —5—

%

a derivuje se podle pravidle o sloZenych funkcich:

” ap
7’%’=dy'¢e‘7@""

Je patrno (formdln{ ddkaz by se provedl indukcf), Ze ’y('k) se

d&—ff
costane jako polynom v 4, %—, cee ‘@14 ’
nice (32) dostaneme rovnici tvaru

dn-f
95(%/’77: {%; EER) céyozgr )= 0,

takZe z rov-

tj. rowvnici rddu 22 - 1. Najdu-11i néjaké jejif redeni ;o(y),

dostanu y z rovnice
&Py

c0% vede na kvadraturu.
II1. Je ddna rovnice

(72)

(33) Floe,y, y',..., y' ') =0,

majici tuto vlastnost homogenity: Existuje %fslo 772 tax, 2e pro
viechna #£>0 Je

f(i,néy, 46% ,...,»éyn) =46m3—(.1,y,y,,...,y,, )

(c*iZem? rovnice necht platf{, jakmile mé& jeidna strana smysl). Po-

tom scudime takto: Je-1li & (&) relenim rovnice (33), je téz
4@.? (¢) re3enim. Zavedu-li tedy novou neznamou funkci

A L) =@|y(£)| , prejde rovnice (33) v rovnici
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(%)
¢(lo"‘ s Ay ey AL ) = 0,

kterd mé tuto vlastnost: Je-1li (&) fe3enim, je té2z «e(&)+ A4
redenim, tj. Jje-1i
(722)

P (&, (2),cle),..., (£)) = 0
je i P (k,(e) +.4, &),...,. " w)) =0
(nebot dl ) + &) _ dﬂa(x) )

ae” ) ae” '

To nés vede k doménce, e P vibec neobsahuje explicitné
AL, takZe (viz I.) zavedenf nové nezndmé funkce ¥ = % povede
k rovnici r4du - 1. Provedme to:

U = fﬁdl, 'y|= ‘eu "efzaﬁta Y=z efzd'

Jde tedy o zaveden{ nové nezndmé funkce ¥ rowvnict

fzdz

Yy re

(znamen{ - zachycuje zépornd ¥ ). Je-11 ¥ funkef £, je i %
funkc!{ £ a méme: fzdk
POy

4+

2 de
hd -z’%=efz . (-gf—+zz)

ffz Jrce %

= & (-—7+32E'+2 atd.

*

Dosadime-1i do rovnice (33), méme

oty vy’ vy, ) =
ol e Szt
. 3*(1’*2-"""" :;gf' :(zuzﬂ)ef” E LT 2% 2 W I

mjrctk
= ‘e f(.e '0’1 iz’ 1 (2"+22), : (2.“' 322’ "'?3)’000 )

mf!dt
a vidfme (po zkrécenf £ ), %e rovnice (33) se redukuje na
Féddu 72 - 1 (vlestné na dvé; jednu se znemenfm + pro ¥ >0,
druhou se znemenfm - pro % < 0).
-23%-



Viz k tomuto bodu Sté&penov, str. 184-190, kde je vySetien
Jjedté dal3{ pripad "homogenity®.

IV. Zase budiZ piedloZena rovnice (33) s predpoklédejme, 2Ze
pro jakoukoliv funkeci y(«¢) (majfef “7¢-tou derivaci) je levd

strana derivac{ ur&ité funkce ¢ (&£,%, Y yoee 'y‘""’ , ti.

(,) (%-7)

(£))=

Foe,y@,..., 3™ w) - % Pie,yw,..., ¥

(54)
b Id b b (=)
=9 -5',; Y (L)+ 5-:7-7. Y L)+, ..+ -9-;7,-;.17 -y T (4)
(u< predpokldddm spojitost parcidlnfch derivac{ l.rédu, abych

em&l takto derivovat sloZenou funkci).

Jeito funkei Y (&) mohu volit tak, eby % (&), ¥'(&),...
ceey y(")(.z) mély v libovolné& predepsaném bodé £ libovolné
hodnoty, znsmend to, %e po%2aduji, aby pro vdechny hodnoty 7z + 2

proménnych £ ,%Yy , 'y',..., 'y(") (nebo aapoﬁ pro vdechuy hodnoty
jistého oboru, na n&j2 se potom omezfme) bylo

OB (L, %, % eee,y™ ")
(35) f(:,y.fy',..-.y‘"3= z 3,, z *
aé(l,y,‘y',..., y(w-f)) , 8¢(¢,y,yz,...’?('n-1 5 -
+ ) Y teeet 2N A

Necht tedy podminka (35) Jje splnéna. Potom pro ke%dou funkei =(&),
majici 72-tou derivaci, platf (34); jestlile tedy %(&) je rede-
nim rovnice (33), je pravé strana v (34) rowvna nule, tedy

¢(1,'y(t).'y'(-£),...,y(”")(.e) y = C  (C konstanta);

naopak, Jje-1i tato rovnice splné&na, je podle (34)

)y = 0.

J'(x,y,y',...,y("
Re3en{ rovnice (33) se tedy redukuje na fel3eni rovnice
S (£,y ,y’,...,'y(”") ) = C
#4du 7,2 - 1, ale s jednim paremetrem C .

Pr{klad (Sté&panov). Rovnice
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(36) 'y'y + Zy’y'ﬂ 'y'2 - ; zy’ = 0

( £> 0 nebo £<0) nemé jestd& 2ddeny tvar, nebo to aSpOl"l neni
vidét. Ale d&l{m-11 'yy’ , dostanu rovnici

[ ] /

’ 2

(37 %"'2"?*%—‘_‘?’:0’
kterd jiz hledany tvar mé - co2 je vidét bezprostredné: pro Je-
koukoliv funkciy(#) (dvakrdt derivovatelnou) je levd strana de-
rivac{ funkce

4 |y + Y ehly| - 2 4le|
vyloudeny Jjsou ov3em pifpady LYY = 0 ), tedy mém Fesit rovni-
ci

4 l?'l+7'+lglyl— 2412\ =4C (C>0)

neboli
72
lyyl£” = Ce*

tedy 2
7’91’ - Ce*= 0

(zde (, = + C; ’gy' mé stédle totéZ znameni). Ale to je opét rov-
nice téhoZ typu: pro kafdou funkci %/ (&) (jednou derivovatelnou,
Jje levéd strana derivac{ funkce

y* 3
€ - TG,
tedy reSen{ je ; 2
—2—-£" = -;—C,.ta+ G, (G +0)
n:boli ,’g s )
e’ - AL+ B (A to0,Ax + B > 1)
(38) 9=+ (4AL% B ) .

Z2de A, 8 Jsou libovolné konstanty (aviak A $# 0) 1interval
(otevieny) pro & Jje nutno volit tak, aby neobsahoval bod ¥ = C
a aby v ném bylo A+x’+ B > 1.

Dosazen{m se presvédéime, 2e toto Yy Je vskutku reSenim.
Jde jen o to, zda jsme neztratili néjakd re3en{ pirechodem 0d rov-
nice (36) k (37), tj. d&lenim vyrezenm ’yy’ (hodnota £ = C je
vyloudena uZ v (36)). Spo&té&me
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2AL”
N4 AL By . (A’ B)

4

(32) Y =31

1
2

Je patrno: konverguje-li ¥ k takové hodnoté ¥, pro kterou vy
byl vyrez v (38) roven nule, tj. AI,3+ B =1, potom y’ mé za
limitu + o0 (leds %e by snad o= 0 = eale £ =0 Je vylou-
¢ené hodnota). Tedy reseni (38) nelze “"protdhnout" do bodu ¥ = O.
Déle 4’ v (39) nemd nikde za limitu O , vyjma pro vylouZenou hod-
notu £ = 0 ., Tedy nelze redeni (38) "protdhnout” do Z4dného bodu,
kde %’= 0 . Tedy Fedenf (38) d4v4 v3cchna redenf rovanice (36),
vyjma ta, kterd v celém svém definilnim intervalu vyhovuji rovnici

yy' =0, tj. —3;— y% =0,
‘y2= konst., Y = konst.

A to jsou vskutku re3enf rovnice (36) (nebot potom ’y'= o,
%"= 0).
Tedy: (36) mé vedle (38) je3té& relent
Yy = A (0<¥ <+ 00 )
y=C (-o0<k<0),

(C 1ibovolné konstanta). K bodu IV. viz u Sté&panova, str. 190-
191, Jjed3té& dva priklady.

§ 4. Prvn{ integrily, intermedidrn{ integrdly, obe
integrél rovnice 7t-tého F4ddu.

V celém tomto paragrafu predpokléddejme, Ze funkce (&,
’y, 'y,,..., y,z,, ) je ddna v otevirené mnoZiné .92[,,”1 a Ze

funkce 9 9.4
723 Ty T

n-1
Jjsou spojiité v f

Budeme vy3et¥fovat rovnici

(40) 2" fy Y Y

8 soulasné ekvivalentnf systém
-256-
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(41) <

Yy g
- d& = ’f"k’?’ yf’...’?ﬂ'f) ]
Vime toto: Splnuje-1i 2 rovnici (40), splnuje systém funkc{

’y.’g'.---. y"””’ soustavu (41). Naopak, splnuje-1i systém
Y1Yr e +rsYp., Soustavu (41), splnuje 7Yy rovnici (40) e Je

r_ "_ (7-7)
Y= Y= Y =Ym-1 -
Budeme se zabyvet jen takovymi redenfmi % (¥) rownice (40), pro
kterd Jje

(£, 9@ , '@, 4" w] e

a jen tekovymi fedenfmi % (&), %(«L’),..., 'y,n-,(-t:) systému (41),
pro kterd je

(£, O, %),..., y,(0)]eT

Funkei 72 promdnnych &' (4,9, %, 4e.eyYy.,) 8 8pojitymi
percidlnimi derivacemi l.#4du v & nazveme prvnim integrélem
(v oboru J° ) rovnice (40), jestliZe je prvnim integrélem systému

(41) (viz kap. III. § 5), tj. jestliZe
6(e,yw), 4@ ,..., Y, (&)= konstantd

pro kaZdé redenf %,%,,...,%,. , systému (41), tj. JestlizZe

(42) 6,y @, %@ ,..., 4" () = Konstants

pro ka2dé reSen{ rovnice (40C) (r{kéme, Ze funkce ( 72 + 1 promén-
nych) G(l,y ; y’,..., Yy (n-7) ) Je konstantn{i podél kaidého re-
S8enf{ rovnice (40). Vime z vé&ty 32, %Ze nutnéd a postadujic{ podminka

pro to je, aby bylo >/
’ - )
86(1’ 'y,OOQ,y(n f) 86 ¥ 66 V/4
729 Ty cYt By Y T

57 Funkce oy, fove--2fn 2 kop.III. Jsou nyni %, YpsecerYn.g »
‘{(«l,?, '71 ""’gn-f ).
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96 (m-7) 6 (‘"'1)) = 0
...*'a——(,‘—_ﬂ- .'y 0-2—7;7;7./“,7,7,...,7

pro kaZdy bod
[«.y,v,..., "N eg .

Vidime: Znédme-11 né&jaky "netrividln{® prvn{ integrdl, dove-

deme z (42) vypodist 7(”'1) a dostaneme diferencidlnf rowvnici

f4du 72 - 1, které vyhowuje Y - oviem tato rovnice zdvisf na jed-
nom parametru (libovolnd konstanta vpravo). VySetiime to nyn{ po-
drobmé& a to pro pripad, %e zndme £ “nezdvislych" prvnich integrs-
14.

Budiz déno 4 ( 0 <.k <7 ) prvnich integrald

G{‘“”?’?f""'yﬂ,-f )'000’ 6&(J"y’?f ”"’?”l-f)
a plredpoklddejme, 2e v jistém bodé

P = [10070'7;0“'0 %(n-”]‘ig

Je
86,, d Gy,
g?‘n-é Pt Oy, 4
(43) ¢ o. &
I G, Gy
87"1-4 Y ﬁyn—f

A nynt{ zopakujme vysledky kap. III. § 5.

Pritom si musime uvédomit, 2e &fslovdn{i je pozménéno: difsto
vzorce (112) z kap.III, § 5 mdme nyn{ vzorec (43). Roli tehdei3ich

YoYp -2 Yg DTN Y by Ynderrocr Ymog 3 TOU

8/ Na rozdIY od symetrické&ho pripadu v kap.III, zdle2{ nyni na
tom, aby pravé tento determinant byl rdzny od nuly. Kdyby to byl
Jiny z determinentd matice (110) v kap. III. § 5, redukovala by se
na%e rovnice - tj. ndd systém - opét na systém 72 -.4, rovnic

1. P4du, ale nemusil by to byt systém, ekvivalentni jedné rowvnicl
fé4du 72 - &, Pro & =m se prvn{ Fddka v (43) skldds z funkecf
c96‘z'

Iy -238-



tehde j8tch Y £ oe) Yoo 121 Yn hraj{ nyn{ Y2 YgrYa reo

coesYn_k-9 (aimoto pf31 v 3alsfm vét3inou indexy nahoru, tedy
4') a1sto Yy, )
Definujme

G"(J’,,'y, ,y:,..., 70(”-’)) = C,w) ({: 1,...,.& )e

Podle véty o implicitnich funkc{ch existuj{ é >0,4>0
tek, 2e ke kaZdému systéau &f{sel

4 oc; pecey c& "y v?’v--n ’9
vyhovujfcimu nerownostem

l& - £} <é, |7("- %(l’|<t5 (£ 20,1,.0.,m-d=1)T"

(n-A4-1)

(44) |
" 1§, - G'1<d (g1, %)

existuje v 4 -rozmérném intervalu

1y - ¢ Pl< a (f=n-byn-ht 1,ee,=1)

prévé jeden systém &isel
(n-4) (n-7)

splnujfcf rovnice

Tato y(” (/=n -4,..., m- 1) jsou tedy v oboru (44)

funkcewmi
. ’ hy
45) 49 = gy g, G G
(f=7-4&...,72-1),

které tam maji spojité parcidln{ derivace 1.rsdu podle v3ech pro-
maennych. Pritom volme é y &4 tak malé, aby interval X :

7/ rro jednoduchost pf3i y(o) =%y,
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l4- £|<d, [y D18 (4=0,,...,0-k-1)

(7) . (f)
l?’ <a (j =n-4,..., n-1)

leZel v ﬂv a aby nerovnost (43) platila v3ude v I Pro 4 =7
vypadaji ovdem (45) takto:

7(7) g’(..t C,,..., cn) ({z 01,000y 72=1).

Ptejme se nyn{: Jak nalézti v3echna redenf % (¥) rovnice
dﬂ | d'n-(
(46) -d-—x&- ={(l,y,%,..., —-(z;—,iz; )

pro néz je ,
(&) d” 7 yk)
[-‘-’n 7(1) ) %’;— yecey dg’?j ] € I

a pro n&% sspon v jednom bod& & jejich defini&nfho oboru je
sSplnén systém nerovnost{

n-7
|6; @y, %—"’l,..., dd—l%,%"‘,’) - 6o 90,7, 3, 7)|<d

(7=1,..., &) 7

Ocdpové&d je ddna v kap. III. § 5; abych se vyhnul pPepisovunt

indext zdola nahoru a naopsak, umluvime se, Ze 'y(O)(l)

= ?(l) )

g’(&). y'(.l),... prosté zna¢i néjeké funkce, rozlilené nahozre

. / . / N - .
indexy (nemusf napf. %" byt derivac{ funxce Y '), a:eto Jeriva-

a/f”
P
Zvolin jakkoliv C‘» ceen Cé taxg, e

ce sudu vyrisovat zasadné svaboelen

L

G

dale najli ndjaké resent

- CJ(O)I<3 (7= A

] '72"&."’./‘

’f/'@z) . 'g(x" veeer Y B

..
svetimy M - YT




(2)
(¥)
(47) aézde——- = 9(1")(1) ( L= 0,1,000, -~ = 2)

n-R-1
i’( )(.Z) (72 -4-1)

(48) 5 =49 % (£, y@),y'(@),...,y €, &4, ...,C.)

8 podminkou

Dy - 4L1<s (£=20,1 yuuu, 2 - 4= 1)

(48°) |y
v néjakém intervalu Jc (Hp - 3 , ¥o +5 ) pro &k =m tento systém
odpadd) a sestrojfme jedt3 funkce

(m-4o-7)

(49) o7 w) - gy, W), g ), €, yeeer Cp )

(/.zyl-k (BRI N - 1}0

(-7 .
Takto nalezené systény YW, ..., %Y & Jsou vdechna

rfeden{ syst4mu

s , ’ . \91»-2}- {'n- ;
Gy, oy B
(50C)
4 Ay ' (m-7)
\ — - f{l,y,jy beeen Y i

8 podmningan.:

(52) 'G/ll,ygl:.y’{x‘.,,”’y "u”',- 6:/..'10’%'%)"“”% '<C)
(J = 31,000 k
' Tanntu 'me, 2e AADE v
Y] :7{.-/&~’,‘ ‘
K 12 A A Sy ik m-k
% ? vv(. R d.e - y -L ...... d“t - y \‘(



nle systfa rovaic {(47), (4R) neftk4a nic jiného, nez 2Ze
y'.-l ) Je Pefenfn rovmice

(53)
dﬂ-/e d'!-.‘-‘l?
(7 - A-

8 2e y'u),.... Y ”(.z) Jsou postupné derivace funkce
'y(-l) (co2 nds nezaifni).

Revnice (4S) nds pro j >0 (co? plati vidy, Je-11i
A< n) nezajinaji; pro h=mn odpadd rovnice (53) a misto ni{
méme rovnici (45) pro 7 = 0O, tj.

(58) y(e) = 90(-(. f,..... 6',‘ ). Rovnice (50) potom ukezujf,

e funkce y(.t) takto urlené dsvaif skuteiné& v3echns %24danéd re-
&en{ rovnice (46),

Tedy: Abychom nsesli v3echns hledansd feSent ‘y(-e) rovnice
(46), postupuieme takto:

1) Zvolin libovolné C, g o oo C& tak, Ze

16

RN I A A A AN 12 BN PES O

2) V pripadé AL=n Jdefinuii Y (£) rovnict (54) (za defi-
nién{ obor funkce 4% (&) mohu vz{t jekykoliv interval
Jc (£, -5, Jo"é )). V pripedé £ < 2 majdu néjaké Pedent y(-&)
rovnice (53) s definiZnim oborem JC (4o-0Q , X, + d ) tak, aby
v J (viz (48°)) byly splnény nerovnosti

Z
da/_];(f‘l _~%(l) <d (£ =0,1,..., 12-4- 1).

Najdu-11 vSechny takové funkce 7% (¥), nadel jsem vSechns
hledand PeZen{ rovnice (46).

Vidime, 2o se v pripadé b7 redukuije naie rovnice na rov-
niei (53) rd3u 722 - £ ( s 4 parametry); v pripadd % = 72z se
pak rovnice red3f primo vzorcen (54).
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Tr-tn takovy systém & prvnich integrdld, o jakém byla rel
fe vt 143), nazyvéme intermedidrnim integrdlem na31i rovnice;
lz-114 & = 7 | nezyvéme jej obecnym integrélem nadf rovnice.

Funkei tvaru P(k, C/,..., €, ) nazyvédme obecnym reSe-

nim nad8f{ rovnice v bodé&
- -1
P=lt, %,y ... 9" "],

jestliZe existuje jisty bod [C,'?,..., ¢!V = (9, jiste
okol{ 01 bodu (-(a) a okol{ 0; bodu P s témito vlastnostmi:
JestliZe [C,,...,Cn] probthd okol{ 0; , potom funkce

Py, ¢,...,(,) probihé prévé viechny resent Y(£) nadf rovni-
ce, pro né&Z plat{

(&) n-1
(v, y W, aZe dui.-.-(.“-#]eﬁz.w

Napr. funkce 90 v (54) je obecnym redenim v bodé P ; oko-
1{m 0; je interval

|Cj° Cl‘(a)|< ) (1'= l,e0.,7 )10/
okolim Jz je mno%ina, dand nerovnostmi
l& - £,|<O

'y(g) - yo(j)|<4 (a.=0,l...., 72 - 1)

’ (n-1) , (%-7)
'%(xoy’y;”ﬂy ‘ )-Gj(lﬂ’yo’yo'"“’yo )|<J
(7=1,000, 70 )

Ndzvy kolisaji: nékdy se ndzev "intermedidrni integrél" d4vé
¢:ferencidlnf rovnici (59).

37 Presnd refeno; také ovdem "kousky" takovych resen{ je3t& vyho-
vuji témto podminkdm; tedy teto re3ent jsou ddna:

&) funkef ,?’(«(,C,,...,Cn) ( pfi pevnych Q’)

b) parcidlnf{mi funkcemi této funkce, jejichZ existen&nim oborem

52 interval.
o/ (n-7)

(0) . ’
Cj = Gi((o,%,yo’ooo,yo )o
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Podobn& jako u systémd, miZeme sestrojit obecny integrdl,
znéme-11 charakteristickou funkeci (s definin{im oborem 35')

(v )

P, Yy ey Yo ).

Oznalme @, @,y &¥,., parciélnt derdvace funkce ¢ podle

prwi{ proménné. Pisdme
(72-7)

(Y =P H Yy Y ey Yo )
y’z.%(‘z;‘lo”yO: yo’!°°" ya(ﬂ—f) )

(55) 4
(72-1) , (n-7) .
. 'y = .%t»fwilo’%»% y ey % !

to znamend , %e bod [4,%] 1lez{ na charakteristice, ur&ené

bodem [-Io,'yo"y;a“n 90(91-,)] a Ze y’,-..o’y(’n

7)

Jjsou

derivace této charakteristiky v bodé & . Z véty 40 plyne, Z2e

rovnice (55) jsou rovnocenné rovnicim

(7-7)

] y(‘loi"z’yv’y”°°°ay ) = f/c
ok, y, Yy, ..., y("'”) = 7,
(56) ﬁ R R N I A S A S AT AP AP eeeccccccscoe
’ (m-7) ( _1)
| By Yy T T

Zvolme nyni ¥, pevné; je-11i
,#

[y” /70’ L IL RS ,yo(’-’l—1 )] € jlo’ T

tJ.
[“eoa/yos yo’9°'°i yo(n"/)]ez‘— ’

plat{ rovnice (56) "podél celé charakteristiky" urlené
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- , -1
<oy Yo, y,,',.... Y, (n )] . Tedy levé strany jsou konstantni
podél ka?dé z té&chto charakteristik - levé strany tedy ddvaj{

obecny integrdl 11/’ (pti daném ¥, je defini¥ni obor funkeci
xo, ‘ #,o-o
vskutku otevrend mnoZina, totiZ e?; ’ ¥ 12/).

Nebudu podrobné& popisovet terminologii "intermedidrni
integrél"” , "obecny integrél" - terminologie stejné& v literature
kolisd. 0% jde a jaké véty plat{, je v prede3lém presné& vyt&eno.

-7
11/ Spojitost parcidlnich derivaci podle Y, y',..., y(” )

a riznost determinantu z nich sestrojeného plyne z v&ty 40, tvrze-
ni 8).
12/ 3; viz ve v&té& 40, bod 4 a 7.
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