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KAPITOLA III.

Teorie neurditého integralu.

V této kapitole budeme se zabyvati teori{ primitivnich
funkef, jejichz duleZitost jsme poznali v predeslé kapitole pii
véte 48 a 56.

1. Definice primitivni funkee. Budte F(x), f(x) dvé funkce,
definované v otevieném intervalu (a,b) (koneéném nebo ne-
koneéném). Plati-li pro viechna x intervalu (a, b) rovnice F'(z) =
= f(x), Fikdme, Ze funkce F(x) je primitivni funket k funkei f(x)
v intervalu (a, b).1)

Na pt. funkce 22 je v intervalu (— oo, c0) primitivn{ funkei
k funkei 22; funkce tg  je primitivnf funkef k funkei 1 : cos?
v intervalu (— §x, In) a také v intervalech (37, 3n), (37, §n) atd.,
nikoliv v8ak na pr. v intervalu (—}m, §n) (zde vadi hodnota
x = in).

je-li funkce F(x) primitivni funkei k funkei f(z) v inter-
valu (a, b), je oviem té% kazdd funkce F(x) + ¢ (kde ¢ je libo-
volnd konstanta) primitivnf funkei k funkei f(x) v intervalu (a, b),
nebot je (F(z) + ¢)’ = F'(x). Tim jsou v3ak vZechny primitivni
funkee k funkei f(z) v intervalu (a, b) vycerpiny, nebot plat{
tato véta:

Véta b7, Jsou-li funkce F(x), G(x) dvé primitivni funkce
k funkci f(x) v intervalu (a, b), plati v celém intervalu (a, b) rovnice
G(z) = F(x) + ¢, kde c je konstanta. (Zndm-li tedy k funkci f(x)
v intervalu (@, b) jednu primitivn{ funkei F(z), jsou vdechny
primitivni funkce ddny vyrazem F(x)-| ¢, kde ¢ je libovolnd
konstanta.)

Dikaz. V intervalu (g, b) je F'(x) = @'(x) = f(x); poloZime-li
tedy H(x) = G(x) — F(x), je H'(x) = 0 v int. (a, b) a tedy podle
véty 20 je H(x) = c v int. (a,b), kde ¢ je konstanta; tedy
G(z) = F(x) + c.

Zbyvé oviem otdzka: existuje ke kaZdé funkei funkce primi-
tivni? Tuto otdzku je nutno zodpovédéti zdporné. Definujme
na pr. funkci f(x) takto: f(z) =0 pro = =0, f(0) = 1. Kdyby
k funkei f(x) existovala v intervalu (— oo, o0) primitiva{ funkce

1) Je moZno definovati primitivni funkei té% obecn&ji; na ele-

mentérnim stupni této knizky je vSak snad nejvhodng&jsi podand de-
finice.
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F(z), bylo by F'(x) =0 pro <0, F'(0)=1, F'(x) =0 pro
r > 0. Podle véty 20 by funkce F(x) byla konstantni v intervalu
(— o0, 0) i v intervalu (0, o), t. j. bylo by F(z) = a pro = < 0,
F(x) = b pro z > 0. Z existence derivace v bodé 2 = 0 by ply-
nula spojitost funkce F(x) v bodé 0 (viz pozn. 1 na str. 24),
tedy by bylo lim F(zx)= lim F(z) = F(0); ale ziejmé
2—>0— -0+

lim F(z)=a, lim F(z)=2b, takie by bylo a = b = F(0),
z—0— —04-
takZze by bylo F(x) = a pro viechna z viubec a tedy F'(z) = 0
pro kazdé z, tedy i pro z = 0, coZ je ve sporu s rovnic{ F'(0) = 1.
Tedy k funkei f(x) neexistuje v intervalu (— oo, c0) primitivn{
funkce.

Ale alesponn ke kaZdé funkei spojité existuje primitivni
funkce, jak nds poucuje tato véta:

Véta B8. Budif f(x) funkce spojitd v ofevfeném (koneéném
nebo nekoneéném) intervalu (a, b); zvolme libovolné &islo ¢ v inter-
valu (a, b). Potom integral

[i@) ae

je primitivnt funkci k funkci f(x) v intervalu (a, b). (Tedy ke kaZdé
funkct, spojité v intervalu (a, b), existuje v tomto intervalu prima-
tivnt funkce.)

Dikaz. BudiZ z, libovolné &fslo intervalu (a, b). Jezto Zddné
¢islo intervalu (@, b) nenf jeho nejmensim ani nejveétiim &islem,
Ize zvoliti dvé &isla «, § intervalu (a, b) tak, Ze je x << Min (¢, o) <
< Max (¢, z,) < B. Jeito funkce f(f) je spojitd v intervalu («, f>
a ]eito c, :4r:0 jsou dva vnitini body tohoto 1ntervalu, existuje
piedeviim f f(t) dt (véta 47), déle existuje integril f f@t) dt pro
kazde x mtervalu {x, > a konecné plati, Ze denvace integralu
f f(t) d¢ je rovna &islu f(x) pro kazdé x intervalu («, §) (véta 53),
[
tedy specielné pro x = #,. Jezto x, bylo libovolné ¢&fslo intervalu

(a, b), plati bedy pro kaidé z intervalu (a, b) existuje f f(¢) d¢

a plati —( f f(@) dt) f(z), jak bylo dokézati.
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Véta 58 ukazuje, Ze — aspon pro funkee spojité — je velmi
tzky vztah mezi uréitym integrilem a primitivn{ funkei.?) Neni
proto divu, Ze pro primitivni funkei bylo zavedeno je§té jiné
pojmenovéani a oznadenf, pfipominajici pojmenovini a oznadeni
urd¢itého integrédlu. Primitivni funkei k funkei f(z) v int. (a, b)
nazyvdme také neurditgym integrdlem funkce f(x) v int. (a, b)
a znadfme ji znakem

f f(z) dz.

Jinymi slovy: neurditym integridlem funkce f(z) v intervalu (a, b)
nazyvéame katdou funkei (definovanou v int. (a, b)), jeZ ma pro
ka?dé z intervalu (a, b) derivaci rovnou ¢&islu f(x).

Poznamka. Uréity integrdl dané funkce v danych mezich je
B
urdité ¢islo; na pr. f sin z dx = 2 (viz pifkl. 2 u véty 48); naproti

0

tomu neuréity integral funkce f(x) je opét funkce proménné =z,
a to jeSté ne zcela urc¢itd — je urcena pouze aZ na ,,aditivni
konstantu®, kterou d¢asto nazyvdme ,integraéni konstantou‘’;

na pr. je f sin z dx = —cos # + ¢, kde ,,integra¢n{ konstanta‘
¢ muze byti libovolné éislo.

Podobné jako pfi uréitém integrilu uziva se i pfi neuréitém
integralu pro- ,,integra¢ni proménnou (tak se nazyva promeénni,
stojici za symbolem d) vedle znaku z i jinych pismen; na pi.

f2xdx= 2%+ ¢, f2tdt=t2+c.

2. Nejjednoduls¥i formule a véty pro vypolet neurditych
integrali. Zndmé vzorce diferencidlntho poétu ddvajf ndm ihned
tyto vysledky (c je integra¢ni konstanta):

fsinzdx:—-cosx+c, fcoszdx:sina:—{—c,
dz (1)
——— = arctg « + ¢,® e® dx = e? + ¢;
f1+ -~ g+ 6 f +

zobecnénim poslednfho vzorce je vzorec

“"‘fa“dx=l—1——.a”+c, platny pro a >0, a-;#:l. (2)
ga,

2) U nespojitych funkei jsou tyto vztahy sloZit&jsi.
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Vzorce (1) a (2) platf v intervalu (— oo, o) a plynou ihned ze

vzorei (cos ) = —sin g, (sinz)’ = cosz, (arctgz)’ =1 : (1 + x?),
(e®) =e€% (a®) =a®.lga pro a>0; z posledniho vzorce
T\’
plyne totiz (l—a-—) =a* pro a>0, pokud je lga 40, t. j
ga

pokud je a == 1. Stejné se dokdZi vzorce
fVl ——— = arcsin x + ¢ (v interv. (— 1, 1)); (3)
92 _igoto 4)

cos? x

(v kazdém otevieném intervalu neobsahujicim Zidny bod, pro

néjz cos x = 0);

d

z = —cotgax+ ¢ ()
gin2 x

(v kazdém otevieném intervalu, neobsahujfefm Zidny bod, pro
néjz sin x = 0).
Obratme se nynf k mocniné. Jest (z"t1)’ = (n-+1) 2" a tedy

n+1 \/
d = 2", (6)
n -+ 1
neni-li » 4+ 1=20, t. j. neni-li n = —1. Kdy plat{ vzorec (6)?

Je-li n celé kladné, plati pro kazdé x; rovnéz je-li n = 0 (ve tvaru
(x) = 1). Je-li n celé zdporné (a n = — 1), plati (6) pro kaZdé
x % 0; neni-li n celé, plati vzorec (6) pro kaidé kladné =.%)

d v
3) PiSeme _a: misto L dz; obdobné dasto piseme
1+ 2 1+ = p

pro zkraceni f_d_z_ misto f 1 dax, /(:v) dx f dz, fda:
g(z) g(x)

misto f 1ldx.

%) Pridruji se Kosslera, str. 23—25, ktery definuje a® pfi ne-
celém n jen pro a > 0. Zde je snad na misté mald poznamka. Pro

necelé n byla v Kosslerovd kniZce definovana mocnina z" jen pro
2> 0 (a to je 2" > 0 pro #>0). Definujme jest& pro necelé kladné n
vyraz 0® rovnici 0" = 0. Tim je tedy funkce #" definovédna v inter-
valu <0, o) (aZ do konce této poznamky pfedpoklddam, Ze je n ¢&islo

necelé kladné). V otevieném intervalu (0, o) mé funkece =® kladnou

Jarntk: Uvod do integrdlnfho pottu. 6 81



Z formule (6) plyne specielné pro n = 0
fdx:fldx::t-*l—(: (7

(v intervalu (— oo, ©)) a obecné pro kazdé # + — 1

antl 4 ¢ (8)

fx”dx=n+l

Ppii tom vzorec (8) plati v intervalu (— 00, o), Je li n celé kladné;
plati v intervalu (— oo, 0) i v intervalu (0, o), ]e li n celé zdporné
(n & — 1); a platf kone¢né v intervalu (0, co), je-li n &islo necelé.

Zbyvé vySetfiti ptipad n = —1, t. j. f*- . dedi x>0,
x

je (lgz) =1:2, a tedy

fd—gc=lgx+c
x

v intervalu (0, o0); je-li << 0, je — x> 0 a tedy (Ig (— ) =

fﬂleg(_ch
X

v interv. (— oo, 0). Oba tyto vzorce lze shrnouti ve vzorec

fii;x:lglxl—{—c, 9)

platny jak v intervalu (— oo, 0), tak v intervalu (0, co).

derivaci nz" ! a tedy je & v tomto intervalu spojitéd a rostouci (t. j.
jolli 0 < x; < xy, je z," < x,"; dikaz: podle vty o stfedni hodnoté
(véta 18) existuje & tak, Ze jo 2, < & < &y, 2" — ;" = n&" " L(x,—a,),
tedy z," — z,® > 0). Tvidim nyni: funkce =" je rovné% spojitd zprava
v bodé 2 = 0 (pro kladné necellé n). Dtkaz: budiz déno libovolné

kladné é&islo e. Poloime & = &™, takfe je 0 > 0. Je-li 0 < = < 4,
jo 0 < a < 6" =& T. j.: ke ka¥dému kladnému &islu & existuje
kladné &islo J, majici tuto vlastnost: je-li 0 < x < 6, je 0 < a® < ¢
a tedy | 2" —0"| < e Tim je diakaz proveden.
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Dovedeme tedy integrovati funkce ax® [pozor na rozdil mezi
piipadem » &= —1 (vzorec (8)) a n= —1 (vzorec (9))], ¢?, a®
(>0, a+1), sinz, cosz, 1:8in2x, 1:cos?z 1 :]/l — 2,
1:(1 + ?). Samoziejmé jest

fode=c (10)

v intervalu (— oo, o), jeZto derivace konstanty je nula. Vzorce
(1) az (10), jichZ budeme &asto uZfvati, je nutno si bezpeénd
zapamatovati.

Poznimka. Tieti vzorec (1) jsme dostali ze vzorce (arctg z)'=
=1:(1 + 2?); pouzitim vzorce (— arccotg z) == 1:(1 4 z?)
bychom dostali obdobné vzorec

dz rccotg x + ¢ (11)
= — & v
fl—l— x? g

(v int. (— o0, 00)). Z tohoto vzorce a z tietiho vzorce (1) plyne,
ze i funkce arctgxz i funkce — arccotgz jsou v intervalu
(— o0, 00) primitivnfmi funkcemi k jedné a té%e funkei 1 : (1 4 x?).
Z véty 57 tedy plyne, Ze jejich rozdil je konstantni, t. j.

arctg * — (— arccotg ) = C.

Konstantu C uréime, dosadime-li = 0; dostaneme C =arctg( -
+ arccotg 0 = 0 + 4n = 4n, takie arctg x - arccotg x = }a, coi
je zndmy vztah (Kossler 68). Neddvd ndm tedy vzorec (11)
vlastné nic nového; z téhoZ divodu jsem neuvddél zvldsté vzorec

d
- — arccos * + ¢
Vl—x2 '

(v int. (— 1, 1)).

V tomto odstavei — a téZ ve dvou nésledujicich odstaveich —
odvodime nékolik vét, jeZ nam casto dovoluji prevésti vypodet
integrala sloZitéjSich na vypodet integrili jednodussich.

Véta 59. Existuji-li v intervalu (a, b) neuréité integrdly funkes
fi(@), fo(2), - . ., fn(%) @ jsou-li ¢y, ¢y, . . ., ¢p komstanly, existuje té%
neurcity integrdl funkce c, f,(x) 4 ¢y fo(x) + . . . + cn fn(x) v inter-
valu (a, b) a jest
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[t @)+ fo(@) -+ - A en fal@)) do=cy [fy() de+ ey fula) dar+
+ ot e [la(@ dz 4 € (12)

v intervalu (a, b), kde C je konstanta.s)

Diikaz. Poloime (v8e stdle v intervalu (a, b)) Fi(z)=
= ffl(x) dz, ..., Fu(x) = f/,,(x) dz, takie je F'yx) = fiyx) pro
t=1,2,...,n Podle znaimych vét d.lferencw,lmho poctu (Kossler

74) je (¢, F (:t) F oo e Fu(2)) = ¢ F'y(a) ...+ on Fla(x) =
=¢f(x)+ ... —}— ¢y fn(2): tedy funkce

e Fy(z) 4+ ...+ o Fp(z) = clffl(x) de+ ...+ c.nff,.(:t) dx
je primitivni funkei k funkei ¢, fi(z) + ... + cn fa(x) a L8 se

tedy od levé strany rovnice (12) pouze o jistou konstantu, jak
bylo dokazati.

Poznamka: Vimnéme si zvld$tnich piipadd rovnice (12):
Jthi@) + @) de = [1y(2) dz + [fo(=) da, [((x) — fla)) de =

—= f f(x) de — f f(x) dz, f ¢ f(z) dz = ¢ f f(2) da
(kde ¢ je konstanta).
) de =

Priklad:
f(3smx——l/2 x3
dax
_3fsmxdx—v2fx”dx+2f =—3cosx—
x4+2arctga;

5) ,,Integraéni konstantu‘‘ ¢ mohu ovSem libovolné zméniti,
zménim-li hodnotu integratni konstanty v integralu na levé strand
rovnice (12); mohu té% dociliti toho, %6 C = 0. My budeme obyéejné
v takovych rovnicich mezi neurditymi integraly tuto integraéni
konstantu vynechdvati a psdti na p¥. misto rovnice (12) rovnici

f(cl @)+ .o ey fulx) de=c f/l(z) de + ... + c”f/”(z) dz.(12)

Této rovnici je ovSem nutno rozumsti takto: zvolim-li libovoln® in-
tegraéni konstanty v integrélech f f(z)de, . . ., f fo(x) dz, mohu
integraéni konstantu v integrdlu f (e fi(x) 4+ ... + ¢, f,(x)) dz zvO-
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(integrac¢ni konstantu budu od nynéjika skoro vidy vyne-
chéavati).

3. Integrace per partes. Véty piedeslého odstavee spocivaly
na vzorcich pro poéitdn{ derivace. Také metody tohoto a nésledu-
jiciho odstavce spodivaji na vzoreich pro poéitani derivace. Vzorec
pro derivovdni soudinu (Késsler 74) ddvd ndm tuto dilezitou
vétu:

Yéta 60. Funkce u(x), v(z) necht maji v inlervalu (a, b) spojité
derivace. Potom jest

fu(a:) v'(z) dz = u(z) v(x) ——fu’(m) v(x) dx (13)

v intervalu (a, b).

Diilkaz. Funkce u(x)v(x) ma v intervalu (e, b) derivaci
w(x) v'(x) + v/ (x) v(x), takie je

u(@) o) = [(u(x) v'(2) 4 '(2) o(2)) dz (14)

v int. (@, b). Funkece u(x), v(z) jsou spojité v (a, b) (jezto tam majf
derivaci, viz pozn. 1 na str. 24); jeito také funkce u'(x), v'(z)
jsou spojité v (a,b) podle predpokladu, jsou tam spojité téz
funkce u(z) v'(x) a «'(z) v(x) (Kossler 60). Podle véty 58 existuji
tedy v (a,b) integraly f u(x) v'(x) dz, f w'(z) v(z) dz. Podle
véty 59 lze tedy rovnici (14) psiti ve tvaru wu(z)v(x) =
= f w(x) v'(x) do + f w'(z) v(z) dz; prevedeme-li v této rovnici
druhy integral na levou stranu rovnice, dostaneme rovnici (13).

Vzorec (13) divd ndm dileZitou metodu k vypoétu neurdi-
tych integrilt, t. zv. metodu integrace per partes nebo metodu
dasteéné integrace. Jak se ji pouzivé, objasnim na pifkladech.

Piiklad 1. Vypoctéte fxe’ dz (v intervalu (— oo, o0)).
Polozme u(x) = x, tedy musime poloZiti v'(z) = e*. Potom je
u'(x) = 1; za v(x) musime vziti néjakou primitivn{ funkei k funkei
v'(x) = €%, zvolme tedy treba v(x) = e* (mohli bychom oviem
té% voliti tfeba v(z) = e® 4+ 3 nebo vibec v(x) = €% 4 ¢, kde ¢ je

liti tak, aby platila rovnice (12'); kdybyeh oviem tuto konstantu
zvolil Jmak nebyly by ob& strany rovnice (12’) sob8 _rovny, nybri
li8ily by se o konstantu. Obdobn$ je nutno rozuméti i viem dalsim
rovnicim mezi neuréltyml mtegraly, v nichZ mtegmcni konstanta je
vynechédna. Doufédm, Ze &tendfi je véc dostateén& jasnd a nebudu
ploto tuto pozndmku jiZ pozdéji opakovaii.
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libovolnéd konstanta, ale to by vedlo jen ke komplikaci vypoétu).
Podle vzorce (13) je

fxe"dx: xe“’—fl .efdx = xe’;—e”= et (x —1).
Piiklad ‘5{ fx2 sin z dx (v intervalu (— oo, o0)). Poloime
u= 2% v =sinz, tedy ' = 2z, v = — cos z; dostaneme

fxzsin rde = — xzcosx+2fxcos z dzx;

zbyva vypodisti integrdl na pravo; poloZme u = z, v' = cos z,
%' =1, v = sin z, takZe

fmcos zdx::csinx—jsinxdx:a:sinx-{—cos z;

tedy celkem
fz%inxdx: — 2% cos x + 2z sin x + 2 cos z.

(Chceme-li se presvédéiti, Ze jsme se pii vypodtech nezmylili,
staéi zjistiti, ¥e je vskutku (— 22cos z -+ 2z sin z 4 2 cos z)’ =
= ?sin z.)

Pi‘iklad\&flg x dz (v intervalu (0, 0)). Poloime u = lg «,
tedy v' = 1(u= 1,%" = lg z by nevedlo k cili, jeZto bychom
neuméli vypodisti v = f lg zdx); tedy ' =1: 2,0 =z,

flgxdx: xlg.r——-fl.dx: zlg e —a.

Piiklad é\ f:zc"ez dz (n celé, n > 0; interval (— oo, 0)).
Polozme pro zkriceni f a"e? dx = I,; zndme tedy I, = f e? dx =e?.
Polozme (je-li 72 > 0) u = a®, v’ = €%, u' = na®1, v = €%, takZe
fx”e" dz = z"e® — njw?““e’ dz, t. j.

I, = x"e® —nl, (15)

(n celé, n > 0). Vzorec (15) ndm dovoluje ,,rekurentné‘‘ uréiti I,:
rovnice (15) niam dovoluje vyjadiiti I, pomoci I,—;, potom
(dosadime-li do nf » — 1 misto »n) I, pomoci I,z atd. aZ na
konec I, pomoci I,; a integral I, zndme. Na pi.: I3 = x%* — 31,
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I,= a%* —2I,, I, =ae*—1.e®. Tedy celkem I;= (2%—
— 322 4 6z — 6) 2.
Piiklad 5. (Interval (— oo, o0).) Poloime

K. — dz
"-—f(l + x?)"

(n celé, n > 0). Znidme K, = arctg z a hleddme tedy obdobnou
rekurentni formuli, jako byla formule (15). PoloZime
1 , , 2nx
= =l U= — =

T (4 ey (1 + a2+t

a obdrzime:

K, =f bz __ = +2nf——”—2—_dx=
(a2 (14 2 (1ot

R e ol e 3 PO Y
(14 22 (L4 z2ntt (14 o)
4 2n (Ky — Kp1);

tedy K,=2x:(14+ 22"+ 2n (K, — K,4+1) & odtud feSenfm
hledany rekurentni vzorec
x 2n—1

Kypt = K, 16
i 2n(l+x2)"+ 2 (19)

(n celé kladné).
Pi{klad 6. f 182 4% (interval (0, c0)). Polozme u = Ig 2,
T

v=1:2 v =1:2 v=Igaz; dostivime

flg—i’ dz = (Ig 2)* -—flﬁfdx. (7)
x x

Zdéanlivé jsme nepokroéili: integral vpravo neni jednodu$$i nez
integral vlevo. Ale ve skutecnosti je pifklad jiz vyfeSen; nebot
z rovnice (17) je mozno hledany integril vypocisti:

2fl—gdx= (lg )3, fl_g_x dz = L(lg x)2.
x z 2
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Piiklad 7. [e?sin xdz (interval (— oo, ©)). Zde vede

k cili podobni myslenka jako v prikl. 6, ale integrace per partes
se musf{ provésti dvakrite. PoloZme jednou u = €%, v' = sin z,
u' = €%, v = — cos z; dostaneme

fe”sinxdx:——e"cosx-k e® cos x dx.

Po druhé polozme u =sinz, v’ = €%, u' = cosz, v = e*: do-
staneme

fe“ sin x dx = €* sin * — | €* cos x dx.5)

Seé¢tenim a odeétenim téchto dvou rovnic dostaneme hledany
integral a k tomu jesté f e® cos x dx:

fe“ sin & dor = }e® (sin x — cos x),
fe” cos x do = }e® (sin x + cos x).

Z téchto prikladd je snad aspon c¢astecéné vidéti, jak se me-
tody integrace per partes uifvd. Obycejné se snaifme dany in-
tegral upraviti na tvar f uv’ de tak, aby integrél f u'v dz byl

jednodus3f nez integrdl dany; dovedeme-li f u'vdx vypodisti,

jsme hotovi (pifkl. 1, 3). Nékdy musime této metody pouiiti
nékolikrate (pifkl. 2), pfi éemz leckdy dospéjeme k uiiteénym
rekurentnim vzorcim (piikl. 4, 5). Pfi takovém rekurentnim
vzorci neni neStésti, vyjadfime-li naopak jednodus$i integral
sloZitéjsim; na pf. v pifkladé 6 jsme integril K, vyjadiili integ-
rély K,, K, 1; pomohli jsme si potom tim, %e jsme z oné rovnice
vyjadiili integrdl K,., integrilem K,. Nékdy dojdeme k ecili
tim, 7e dostaneme ve formuli (13) tenty% integrdl vpravo jako
vlevo (prikl. 6); potom n4m vzorec (13) ddvd rovnici, z niZz lze
hledany integrdl vypoéisti (v piikl. 7 jsme obdobné nasli dvé
rovnice pro dva nezndmé integrily). Mdme-li touto metodou
pocitati [f(x) dw, zdleZf ispéch na tom, podafi-li se ndm vhodnym
zpusobem uvésti funkei f(z) na tvar f(z) = u(x) v'(x); jak se to
v jednotlivych ptipadech déld, tomu lze se nauditi hlavné z prakse;
je proto vhodno vypodisti hodné prikladi toho druhu.

%) Tim jsme tedy dostali dv& rovnice pro dva nezndmé integraly
J € sin z dz, fe’ cos z dz.
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4, Metoda substitudni. Véty o derivovan{ ,,slozenych funkei*
(viz véty A’, B’, C’ na str. 24—25) vedou k dulezité vété pro vypocet
neuréitych integrala:

Véta 61. Funkce f(z) budif spojita v intervalu (a, b); funkce
@(t) necht md v intervalu (x, ) derivaci ¢'(t); pro kaZdé t inter-
valu (x, ) necht hodnota @(t) lefi v intervalu (a,b). Pofom
plati v intervalu (x, ) rovnice

[t@ dz = [1ew) ¢'0) s, (18)

dosadime-li do primitivni funkce, kterou ndm predstavuje integrdl
na levé strané, @(t) za z.

Ditkaz. V intervalu (a, b) polozme F(x)= f f(z) dz.?) Nage
véta nyni tvrdi, Ze v intervalu (x, §) je funkce F(p(t)) primitivnf
funkei k funkei f(p(t)) ¢'(t). To plyne viak okamiité z véty B’
na str. 25. Nebot funkce ¢(t) md derivaci v int. («, 8) a funkce
F(z) ma derivaci F'(x) = f(x) v int. (a, b); pro kaZdé ¢ intervalu
(x, B) lezi hodnota funkce ¢(t) v intervalu (a,b). Tedy podle
citované véty B’ md funkce F(p(t)) v intervalu («x,f) derivaci,
jejiz hodnota je F'(@(t)) ¢'(¢) = f(p(t)) ¢'(t); tedy je vskutku
funkce F(p(t)) v intervalu («x,p) primitivni funkei k funkei
f@@®) ¢ ().

Poznamka. Vzorec (18) se pamatuje velmi snadno: abychom
z integralu f f(z) dz, ktery stoji vlevo, dostali integril vpravo,

dosazujeme predeviim do integrované funkce f(x) za z podle
rovnice

z = g(t); (19)
za druhé dosazujeme formdlné za symbol dz podle rovnice
da = ¢'(¢) d¢; (20)

viimnéme si, Ze je to pravé rovnice, kterou dostaneme diferenco-
véanim rovnice (19). Vysledek je rovnice (18), kde vlevo je funkce
proménné z, vpravo funkce proménné ¢; rovnice tato je (jsou-li
splnény predpoklady véty 61) sprdvnd, dosadime-li do levé strany
za z podle rovnice (19). Cely postup se tedy redukuje na mecha-
nické dosazovéani (Gili ,,substituci’‘) podle rovnice (19)8) a proto
se metodé, obsaZené ve vété 61, rikd ,,metoda substituéni.

7) Tento integral existuje, jeZto f(x) je spojité v (a, b); viz vétu 58.
8) Ale nezapomerite nikdy dosaditi také za dx podle rovnice (20)!
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Vzorce (18) muZeme uiiti dvojim zpusobem.

1. zpilisob. Mime vypocisti f flp(t)) ¢'(t) dt. Jsou-li splnény
predpoklady véty 61, miZeme vypocet prevésti na vypodet
integrdlu f f(z) dz. Dovedeme-li vypoéisti tento integrdl, t. j.
dovedeme-li nalézti funkci F(z), jeZz je primitivni funkef k funkei
H(z), je predloZeny integrdl vypoéten; postup vypodtu lze na-
znaditi struéné takto:

[it@®) ¢'t®) &t = [(z) dz = F(a) = Fig().

Priklad 1. fsin"tcostdt") (interval (— oo, 0)). Na prvni
pohled je patrno, Ze cos ¢t dt je diferencidl funkce sin ¢. Zavedeme

proto substituci x = sin¢ a mame (predpoklady véty 61 jsou
ziejmé splnény):

ok

fsinatcos tdt = fx" dx = }xt = §sinti.

Priklad 2. f(l + 2)® x dz') (interval (— oo, 0)). Vidime:

z dx je (aZ na schdzejici Cinitel 2) diferencia;wlem funkce 1 + x?%;
poloime proto 1+ z*= u, 2xdx = du a poéitejme (uvaime,
Ze je zde stdle u > 0):

a) pro n = — 1 jest f(1+ ) rxdr= %f(l—!— z?)" . 2xdx =

n+1 2\n+1
— g furdu= = T
2(m+1) 2@+ 1)
b) pron—=—1 jest =32 L[ _ 1y iu=
14 a2 2 2 .
::—;—lgu:lg]/;:lgl/l—i—xz.

sin
interval, v ném? sin «# se nikdy nerovnd nule; provedme vypodet
pro jednoduchost v intervalu (0, 7).11) Je sin = 2 sin 4« cos }a;

d
Priklad 3. f Y . Zde musime se omeziti na néjaky

?) UZivdm obvyklého oznadeni- sin® z, cos™ z, lg" z misto
(sin x)*, (cos z)*, (lg z)® a pod. )

19) Integraéni proménnou znadim zde z a nikoliv ¢; volim imysiné
rGizné oznaleni pro integr. proménnou, aby si étenaf na to zvykl.
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zavedeme-li tedy %x—-t u}dx d¢ (tedy 0 <t < }n), mdme

_ - dt 1 dt
sin 2 sin § cos $x sintcost tg ¢ cos? t

Ale dt:cos?t je diferencidl funkee tgt; zavedme tedy tgt = u
(tedy w > 0), dt:cos?t= du; dostaneme

dx de du
= = | —=lglu/=1gu=Igtgt=Igtg i
sin o tg t cos?t u

2. zplisob. Mime vypodisti f f(z) dx; snaZime sc prevésti
tento integrdl substitucf z = @(f) na integrdl f flgp(®) ¢'(t) de,
ktery mize byti jednoduSsi neZ integrdl f f(x) dz. Abych véc
utinil prehlednéjsi, vyslovim vysledek jako zvladitni vétu, ad
v podstaté jde opét jen o vétu 61.

Napred viak musime pfedeslati jednu pozndmku. Budiz ¢(t)
funkce, definovand v intervalu («,); kdyZz ¢ probihd interval
(«, B), necht hodnota ¢(t) nabyva vSech hodnot jistého intervalu
(a, b) a Zddnych jinych.1?) Potom tedy kazdé hodnoté z intervalu
(a, b) odpovidd aspori jedna hodnota t intervalu («, ) tak, Ze

plati rovnice
olt) = 2. (21)

Vyberme pto kaZzdé z intervalu (a, b) jednu hodnotu ¢ intervalu
(o, B) tak, aby platila rovnice (21)'3); potom toto ¢ bude funkei
proménné z, definovanou v intervalu (a, b); oznaéme je znakem
y(z); hodnoty funkce y(x) lezi oviem v intervalu (x, 8). Pro kazdé
z intervalu (a, b) bude pak splnéna rovnice (21), dosadfme-li do
nf za ¢ hodnotu p(x); t. j. pro kazdé x intervalu (a, b) je p(yp(z)) = 2.

" Zvl4sté jednoduchy piipad je ten, Ze funkce @(¢) (nabyvajici
v intervalu («, ) v8ech hodnot intervalu (@, b) a Ziddnych jinych)

1) Doporuéﬁjl &tendfi, aby jako cvibeni ukdzal, Ze v kaZdém
intervalu (kn, kn + n), kde k je libovolné celé &islo, jest f dz

sin :1:
=lg|tg}z | = lg (— D" tg }=).

12) To znamend: 1. je-li ¢ libovolné &fslo intervalu («, f), leZi
hodnota ¢(¢) v intervalu (a, b); 2. je-li naopak z libovolné &fslo inter-
valu (a, b), existuje aspoti jedna hodnota ¢ intervalu («, B) tak, Ze
e ¢(t) = =.

'13) Existuje-li ovSem jen jedna takova hodnota ¢, odpada vybér.
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je bud rostouci nebo klesajici v intervalu («, §).14) Potom totiz
funkce @(t) nemiZe nabyvati jedné a téZe hodnoty pro dvé rizné
hodnoty proménné ¢ z intervalu (x, 8); tedy ke kazdé hodnoté x
intervalu (@, b) existuje jedna a jen jedna hodnota ¢ intervalu
(«, f), pro kterou plati rovnice ¢(f) = x. Tato hodnota ¢ je tedy
funke{ proménné z

t = yp(z), (22)

definovanou v intervalu (a, b),a tuto funkei p(z) nazyvime, jak
vite, funkei inversni k funkei @. Rovnice ¢(f) = x spolu s pod-
minkou, Ze t lezi v intervalu («, £), je potom splnéna tehdy a jen
tehdy, leZi-li z v intervalu (e, b) a plati-li rovnice (22).

Nyni mizeme jiz vysloviti ohldSenou vétu:

Véta 62. Funkce @(t) necht md derivaci v intervalu («, f);
kdyZ t probihd interval («x, ), necht hodnota @(t) nabjvd prdvé
vdech hodnot intervalu (a,d) a Zadnych jingch. Definujme
funkei y(x) v intervalu (a, b) tak, aby pro kaZdé x tohoto intervalu
platila rovnice (21), kdyZ do ni za t dosadime y(x).15) Funkce f(x)
budif spojita v intervalu (a, b). Potom je v intervalu (a, b)

[t2) dz = [1e@) ¢'®) dt,

poloime-li v primitivni funkci, kterou nam piedstavuje integrdl
vpravo, t = y(x).

Poznimka. V praksi se zvl43té dasto vyskytuje ten piipad,
Ze funkce ¢(t) je bud rostouci nebo klesajici v intervalu («, f);
potom ovSem funkce y je prosté funkei inversni k funkei ¢.

Dikaz. Budiz Q(z) néjakd primitivni funkce k funkei f(z)
v intervalu (@, b), t. j. necht plati G'(z) = f(x) v intervalu (a, b)
(existence funkce G(x) plyne ze spojitosti funkce f(x), viz vétu
58). V intervalu (x, f) je (protoZe hodnoty funkce ¢(t) lezi v (a, b),
viz vétu B’ na stri25)

% (Gp(0) = G't) ¢'(0) = f@®) #');

funkce G(p(?)) je tedy primitivni funkei k funkei f(gp(?)) ¢'(?)

14) O funkei f(z) Fikdme, Ze je rostouct v jistém intervalu (ne-
musi to byti zrovna interval otevieny), ma-li tuto vlastnost: jsou-li
x;, ¥3 jakékoliv dvé ¢&isla tohoto intervalu, pro néZ je z; < %, je
/(z;) < f(z,). Nahradime.li posledni nerovnost nerovnosti f(z;) >
> f(z,), dostaneme definici funkce klesajict.

18) Viz to, co jsme Fekli pfed vétou 62.
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v intervalu (x, ). Budiz H(t) libovolnd primitivn{ funkce
k funkeci f(q)(t))qo () v intervalu («, 8) (existenci takové pri-
mitivni funkece jsme préve dokéazali, nebot Q(¢(t)) je takova
primitivni funkece); t. j. budiz

H) = [He®) ¢'(t) di

(v int. (x, B)).

Mame dokdzati, %e funkce H(y(x)) je v intervalu (a,b)
funkef primitivnf k funkei f(z).

Jezto funkce G(p(l)) je — stejné jako funkce H(t) — pri-
mitivni funkef k funkei f(p(t)) ¢'(t) v (x, ), jest (podle véty 57)

Glp(t) = H(®) + (23)

v int. (&, B), kde ¢ je konstanta. BudiZ x libovolné ¢islo intervalu
(a, b) a polozme ¢t = yp(z), takie je x = @(t) a t leif v intervalu
(x, B); z rovnice (23) plyne pak
G(z) = H(p(x)) + ¢;

tato rovnice plati v celém intervalu (a, b). Jeito funkce G(x) je
primitivni funkei k funkei f(z) v (a, b), platf oviem totéz o funkei
H(y(x)) = G(x) —c, jak bylo dokdzati.

Pouiiti této véty se opét snadno pamatuje. Chei vypoéfsti
f f(z) d; substituci x = ¢(f) dostanu f fl@(t)) ¢'(t) dt; predpokla-

dejme, Ze tento integral dovedeme vypoéisti — tento integral
je tedy jistou funkef H(t); zavedeme-li do této funkce H(t) opét x

podle rovnice ¢ = ¢(z), dostaneme hledany integrdl f f(z) dz =
= H(p(x)) (jsou-li oviem vSechny podminky véty 62 splnény).
Strucéné lze zndzorniti postup poétu timto schematem:

[it@) dz = [H@(e) ¢'(t) dt = H(t) = H(p(x).

Priklad 4. o (interval (— oo, o0)). Zavedu x=2¢
z2 44

(tedy t = 1}1), dr=2dt; 224 4 =4 (124 1), takze

2 d¢ 1 1
=— arctg { = — arctg — .
z? —l— 4 4 (24 2 2

Priklad 5. f——L (interval (— o0, 00)). Poloime z =
l/a:2+l
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= cotgt (0 < ¢t << m). Probfhd-li ¢ interval (0, ), probfhd cotgt
vskutku klesajic pravé cely interval (— oo, ). Jest pak (jeito
sint > 0)

— |/ coszi___‘ sin?¢+cos2¢ | 1 [ 1 ’
T+ __l/l—l_sinzt sin2¢  |sint | sint
dt C
dr = —- ; tedy (viz prikl. 3)
sin%¢
dzx dit t 14
— = —lgtg— =Igcotg—; (24)
l/l—{—:)c2 fsint gg2 8 g2

do poslednfho vyrazﬁ musime za ¢ dosaditi pi‘iéluénou ‘inversn{
funkei, t. j. ¢ = arccotg # (Kossler 68), takZe

d 1
- lg cotg | — arccotg x (25)
V 14 22 2
(v int. (— oo, o0)).

Ale vysledek 1ze psiti v jednodu$§im tvaru. Podle rovnice (24)
je nadi tlohou, vyjadriti funkei lgcotg 4t pomoci z; je viak
x = cotg ¢, takie v podstaté jde o to, vyjadriti cotg 3¢ pomoci
cotg t. Jak zndmo z goniometrie, je
cotg? 4t —1

2 cotg 41

odtud pak (cotgit)2—2zcotg4t—1=0, coz je kvadratickd
rovnice pro cotg 3#; feSenim dostaneme cotg §t = » + V_x’——{——l.
Které znameni platf? Jest 224+ 1 > 22> 0 a tedy 1/522 +1>
>V-z'—2= |2 |; je tedy‘]x[<VxT—i:—1_, a tedy x——l/xz—i— 1 <
<0< z+ VF—{——I Jeito je 0 <<t <<idm, je cotgit>0;
nemuze tedy byti cotg 4t = x—l/w2+ 1 a tedy je cotg 3t =
=z Vx—2+—l Podle (24) je tedy

dz -
— =g (x x? 1

f Tt et Var+1)

(v int. (— o0, 0)), coZ je hledany vysledek. Srovnidnim s rovnicf

(25) plyne, Ze je lgcotg (4 arccotg x) = lIg (x 4 VF—F]) +e,
kde ¢ je konstanta; dosadime-li x = 0, dostaneme, Ze ¢ = 0.

x = cotgt =
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Odlogaritmovinim dostivdme pak rovnici cotg (} arccotg x) =
=z sz 1, kterou bychom ov3em mohli jednoduieji od-
voditi pfimo.1%)

Nisleduje nékolik pifkladi na metodu substituén{ v jednom
nebo druhém tvaru.

Piiklad /o/ _9% (440, intervaly [— oo, — 2
ax+ b a
a (——- %, oo)) Poloime ax + b=1t, adx= d¢, tedy

dx 1 fde 1 1
=—|—=—1lg|t|=—Iglaz+b]|
fax+b | 7= kltl=1lsl |

Priklad 7. Predesly piiklad je specidlnim pifpadem integrilu
’/(rm; + b)dz (a == 0). Substitucf ax + b =1¢, a dx = dt dosta-

neme ff(ax + b)dx = a! ff(t) dt. Zndme-li ff(x) da = F(x),
bude tedy
bd—1 tdt—lF!——lF' b
ff(ax+ ) x—;f/() = — F() = — Flaz +b)

Tedy: z integrilu f f(x) dx dostaneme ihned f flax 4 b) de,
piseme-li ve funkei F(x) = f f(x) dx vyraz ax + b misto x a délf-

me-li ¢islem a. Tohoto obratu se velmi ¢asto uZivd, a nebudu
jej proto piisté podrobné uvidéti. Na pf.

f62’+3 dx = 4e?2+3, fcos 3z dz = § sin 3z,
da 1 .
———— = — arcsin 2z,
J1=422 2
1
f(—x+ 2 ds = —— (— 2+ 2

atd. Ctendf necht si v tomto a v ndsledujicim pifkladé sim roz-
vaZf, v kterych intervalech uvedené vysledky plati.

18) Vlastné jsme toto pfimé odvozeni jiZ pFed chvili provedli.
Najde to &tendai?
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Pifklad 8. Casto se uZiva tohoto obratu: =) dx podita-

: H(z)
me substituci f(z) = ¢, f(z)dz= dt, -);_((3;-) dz = .fl_t_ ==
x t
=lg|t|=Ig|f(z)|. Derivovanim snadno zjistime, Ze tento

vzorec plati v kazdém otevieném intervalu, v némz f’(x) existuje
a v ném? je stdle f(z) = 0. Na pi.:

2
x?dx :.___ 3x2dx =-1—1g|x3+l|;
2?4+ 1 B4+ 1 3
ftgxdx-—fsmx i‘—s—l-n—:‘fda:z——lg|cosix ;
cos x cos x

fcotgzdx:f - dx::lglsinxl.'
sin z

Priklad 9. f Az+ B dz; pii tom necht je =
(2 + pz + g
celé kladné a rovnice z2? 4 px + ¢ = 0 necht neméd redlnych
kotenu, takie jmenovatel (2 -+ px + ¢)* je razny od nuly pro
viechna redlnd z. To nastane — jak vite ze stfedni Skoly —
tehdy a jen tehdy, je-li $p?— g << 0. Integrdl budeme hledati
v intervalu (— o0, ). Derivace vyrazu 22 4 px + ¢ je 2z 4 p;
upravme tedy dany integrél takto:

Az —I— B f 2x + p do &
(2® + px + @)* (x”-l-pz-i-q)"
* ( 2 )f(rv2 + px + )" (26)

(to je pravda, nebot Az -+ B = }4 (2z + p) + B— }4p).
V prvnim integrdlu provedme substituci 2% + px + ¢ =1¢,
2z + p) da = dt, takie je
2t P dz = 4

(x? 4- px + )" "

tento integrdl dovedeme vypodisti.

>

£oo: dt
Druhy integril snazime se pievésti na f —_— ktery téz
(¢

1)»

umfme vypodisti (viz odst. 3, piikl. 5). To provedeme takto:
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prvni dva ¢leny trojélenu x? + px + ¢ doplnime na détverec
dvojclenu prvniho stupné, t. j. piSeme 22 4 px -+ ¢ = (x + 1p)24-
—qg—3pt=(x+ Lp)2-|— r, kde klademe r = ¢ — 1p?; je ovéem
r > 0. Vyraz (z 4 4p)? + r se snazime uvésti na tvar ri2 { r ==
=7 (*+ 1); toho dosihneme substituci z -+ }p= Vr t (Cl]l

x = Vr t—1p), de = Vr d¢ (odmocnina nim nevadi, jefto je
r > 0). Dostavdme tedy a2+ px + g = ri2 + r = r (12} 1) a tedy

 da f /7 at _ f
@+ potap = J m@Er - w3 @erp

tim je tedy téZ druhy integral z rovnice (26) pfeveden na integral
zndmy.

5. Integrace per partes a metoda substituéni pro urlité
integraly. Metody integrace per partes a metody substituéni
miZeme uZfti také piimo pro integrily urcité. Odvodim dvé pii-
slu$né véty:

Véta 63. Funkce u(x), v(x) necht maji v {a, b> derivace u'(z),
v'(x),17) jeZ jsou spojité v {a,b). Potom jest

b b
/u(x) v'(x) de = u(b) v(b) — u(a) v(a) ——fu’(:c) v(z) da. (27)

a a
Poznamka. Rozdil f(b) — f(a), ktery se zde i v dal&im dasto
vyskytuje, znadime pro zkréceni téz [f(x)] nebo jesté kratceji

[/(:c)]a, tedy na pf. [sin x]o = gin %n——smO =1, [:t:z]1 =
=22 —12=23, [u(x) v(z)]: = u(b) v(b) — u(a) v(a).

Diikaz. Z existence derivaci plyne spojitost funkef u(z),
v(z) v intervalu {a, b) (viz pozn. 17); tedy existuji integrily
b b

/'u(a:) v'(m) dz, f ' (x) v(z) dx (viz vétu 47) a podle véty 33 je

«

17) Znakem u () a slovem ,,derivace‘ rozumnm zde pro z = ¢
derivaci zprava u’ +(a), pro = b derivaci zleva u’_(b), pro a <7 <
< b pak vskutku denvacn u'(xz). Podobn& pro funkei v'(z).

Poznamenejme: jeZto funkce u(x) mé derivaci v ka¥dém bodg
intervalu (@, b) & mimo to derivaci zprava v bodd a a derivagj
zleva v bod8 b, je podle pozndmky 1 na str. 24 funkce u(z) spo-
Jith v int, (a, b) & m'mo to spojitd zprava v bodd a a zleva v bcd® b,
t. j. u(x) je funkce spopta v intervalu {a, b>. Podobn& funkce v(a:)
je spojitd v int. <a, b .
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b b

]
fu(x) v'(x) da + [/ (x) v(x) dx ::.-f(u(x) v'(x) + w'(x) v(z)) da. (28)

Funkee u(x) v(x) je spojitd v intervalu {a,b)> a mi v kazdém
bodé otevieného intervalu (a, b) derivaci u(x) v'(x) + %'(x) »().
Podle véty 48 je tedy

b
j(u(x) v'(2) + w'(x) v(x)) da = u(b) v(b) — u(a) v(@). (29)
[}
Ze vzorcu (28), (29) plyne vSak okamiité hledany vzorec (27).
Poznamka. Vzorec (27) plati —za obdobnych pfedpokladu —
téz tehdy, je-li @ > b. Nebot vymenim li v tomto vzorci @ a b,
zméni obé strany pouze své znameni.
Priklad 1. f:v2 sin z dz; poloime = a?, v = sina,

0
n

. T
u = 2z, v = — cos «; dostaneme f 22 gin x de = [— a? cos x] 0 +
0

T T

+ 2]x cos x do = 72 - 2‘}:1:008 zdz. Polozme nyni u=ua,

4

. . T
v’ = cos &, u’ == 1,v = sin x; dostanemefx cos z dx = [ sin x]o——

0
sin « de = 0 -+ [cos :1:]2: — 2. Tedy celkem [xz sinxda =
J .
=n%—4.
in
Priklad 2. Poloime [, = j sin® z da (n celé, n = 0). Pro
0

n > 1 poloime u =sin*1z, v =sin z, v’ = (n —1)sin” 2 x cos ,
v = —cos z, takZe je

in
I, = — [sin®—! 2 cos a;]é‘n + (n— 1) [sin®» 2 cos? xda =
o
—l)fsm"—'2 z(l —sin?ayde = (n—1)I,_o — (n— 1) I,
~ ;» .
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tedy
y n—1

In .

nly == (n—1) In_g, In== 2
7 této rekurentni formule plyne ihned pro sudé » >1 (n = 2m,
m celé kladné)

O9m—1 2m—3 2m—>5 1

— o=y
2m — 4 2

Tom = :
2m 2m — 2

a pro liché »n >1 (n= 2m + I, m celé kladné)

2m 2m — 2 2m —4 2
P
2m +- 1 2m—1 2m—3 3

Tyto dva vzorce ndm okawzité ddvaji I, pro kazdé celé n =~ 0,
nebot I, a I; dovedeme vypodisti:

in . in
I :fdx = [x];’)” == im, Iy == ‘/sin xdzx == —[cos :v]i" w2 1L
0 0
0O metodé substituéni pro urcité integrily jednd tato veta:
Vita 64. Funkce @(t) necht mdi v intervalu {«, B> spojilon
derivaci ¢'(t) (pfi dem?Z slovo ,derivace’* a znak @'(t) nechf pro
t = o znamend derivact zprava a prot = f§ derivact zleva.18) Funkee
f(x) necht je spojitd v intervalu (A, B> a pro ka#dé t intervalu
{, B budié A < (t) < B. Polotime-li a = q(x), b= q(f), jest

b 8
[12) d= = [1(@) ¢/ ) at. (30)

Poznimka 1. Zde jsme mluvili o intervalu (w,f3), takio
jsme predpoklddali o << f8; ale také pro « > f plati vzorec (30)
za prisludnych piedpokladd: nebot ve vzorei (30) vlevo i vpravo
muZeme vymeéniti dolnf integradni mez za horni a naopak (ndso-
bime prosté obé strany dinitelem — 1).

Poznimka 2. Vzorce (30) muZeme pouZiti bud k vypodtu
integrélu vlevo, zndme-li integrdl vpravo nebo k vypoétu integ-
rélu vpravo, zndme-li integral vlevo. Mechanismus je stejny jako
u neurd¢itych integralii, jen musime dati pozor na to, Ze se také

18) Funkce ¢(t) j» tedy spojitd v intarvalu {x, f); viz ohdob-
nou uvahu o funkel u(z) v poza. ¥7) pod &arou.
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meze méni podle substituce x = @(f), totjy ¢ .= #la), b= g(p).
Zde musime diti vidy pozor na to, jsou-li podminky véty splnény:
u neurditych integrdld miZeme se po vypostu dodatedné derivo-
vanim presvédditi, zda jsme sprdvné poditali; u uréitgch integrala
tuto moznost zkoudky nemdme.
Ditkaz véty 64. Jeito funkee f() je spojita vintervalu 4, B,
B

existuje podle véty 47 integrdl f f(u) du. Polorme
A

F(x) r:jf(u) du; (31)
A

podle véty 45 (a podle poznimky??) pod darou k vété 45) je
funkee F(z) definovéna v intervalu {4, B) a m4 v tomto uzavre-
ném intervalu derivaci F'(x) = f(x) (pfi éemZ oviem znak F'(4)
znadi derivaci zprava v bodé 4 a znak F'(B) znaéi derivaci zleva
v bodé B). Jeito funkce g(f) m4 derivaci v int. {x, £>,1%) a jeito
hodnoty funkce g(t) leif v intervalu (4, B), md funkce F(p(t))
podle véty C’ na str. 25 v int. {w, ) derivaci F'(p(¢)) ¢'(t) =
= f(g(t)) ¢'(t) (v bodé t = « rozumim slovem ,,derivace’ opét de-
rivaci zprava, v bodé ¢ = f derivaci zleva), Funkce F(p(?)) je tedy
spojitd v intervalu {x, $>%9) a m4 v kaZdém bod¢ otevieného inter-
valu(x,B) derivaci /(p(t)) ¢’ (t). Funkee f(@(t)) ¢ (t) je spojitd v interva-
’ 8

luda, B>?) a tedy existuje integral f fl@(®) ¢’ () de (podle véty 47).
Podle vety 48 je tedy )

ﬂ .

[te®) ¢/t dt = F(g(p) — Fgp(a) = Fb) — F(@)  (32)

(nebot @(x) = a, @(f) =b). Ale podle (31) je (jezto hodnoty
a = p(«), b= @(B) lei v intervalu {4, B))

b a b
P(b) — F(a) = [w) du —f(u) du = [#(w) du;
A4 A a

1%) V bodé « zprava, v bodé f zleva. .

20) Viz obdobnou uvahu o funkei u(z) v pozn. ') pod Earou.

21) Nebot ¢(t) je spojitd v <a, 8> & nabyvé jen hodnot inter-
valu ¢4, B> a funkce f(z) je spojitd v (4, B); tedy funkce f(g(t))
je spojitd v (&, B> podle véty O str. 28 a funkee ¢’(?) je spojitd
v {a, py podle predpokladu.
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dosadime-h z této rovmce do pravé strany rovnice (32), dostivime
b

rovnici (30), nebot f fu) du = / f(2) da.

1
. dx
Priklad 3. f ez === s g kusme substituei Vx’—l- l'c~$~1-

V2 sz 1
= 2 + 8, tedy
.
2?4 3x 4+ 1= a? 4 2xt 4 12, x::; 9" (33)
3 __ o
— 2% 6t — 2
do=- dt.
(3 — 2!)2

Z rovnice ¢ = V:cz + 8z + 1 — x plyne: pro & =0 je t == 1, pro
x=1 je t= V.)— 1. Zkusme, json-li splnény viechny pied-

2—1 —
poklady: mime zde @(t) = Py ; to je v intervalu (1, V."i — 1
—2t
tunkee rostouci (nebot ¢itatel 2 — 1 je nezdporny a roste, jmeno-
vatel 3 — 2t je kladny a klesd), majici v tomto intervalu spojitou

derivaci. Pro t=1 je ¢() =0, pro t:l/g——l je ¢(t) - =

5—2)5+1— _
= 3. l; 51/_;__{_ 5 1 = 1, takZe pro kazdé ¢ intervalu {1, ]/ 5—1>
je 0 ¢(¢) < 1. Funkee f(z) =1: sz 3z 4 1 je pak v inter-
valu <0, 1) s spojitd. MuZeme tedy pouZiti véty 64.22) Musime

jesté do sz—i— 3z + 1 zavésti proménnou f; sz + 3z 4+ 1=

2 —1 — 43 —1
=rx4+t=- --Ft=—-- " Tedy
3—2 3—2t

1 V5—1
dx _ 3—2 — 4 6 —2
Vﬂ+3m+f —2 4 3t—1  (3—2)
1

zzfmﬂ—z Zpya mﬂ”‘ —lg|3—2)5+2(|=

22) P¥ipomenime, Ze pro naSe hodnoty ¢, z plyne z druhé rov-
nice (33) prvni rovnice (33) a z této rovnice odmocnénim rovnice
V:t;’ + 8z + 1 = x + ¢ (znamen{ je totiZ sprdvné voleno, jeZto ob®
strany jsou kladné); miZeme tedy této rovnice — z ni% jsme vlastné
vysli — skuteénd pouZiti p¥i provéddéni substituce.
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]/5+2 !

- o 1 _ 2)/5
=—lgl5(/F—2)=1g Gl 5 - (1+ i )

1
Piiklad 4.23) f e 1; podle vzoru piikl. 9, odst. 4

22+ x+
—1
pifeme z*4+ x4+ 1= (x+ §)%?+ } a klademe x4 } = §V3t
de=1} Vf—fdt, takie 224 x4+ 1=3%(2+1). Je t= 2_90_-; 1
a tedy plati: roste-li  od — 1 do + 1, roste t od — 1 : V‘—&— do V§
Tedy
1 V3 .
= [ — . ——Vﬁ—dt = __[arctg 1&]1/3 =
+ + 1 f 2 V V‘i
—1 1 !
“l/'i_
T 1
‘ V3 V3
Piiklad 5. __1:(_191_3_; substituce x2 + 1 = ¢; roste-li
(a2 + 1)
1
ol 1 do 2, roste téz t od 2 do 3; ddle je 2x da = d¢ a tedy
2 5
~zdr dt 1P 1 1
@+t 2 ) d Vel Ve V5
CVICENT 24)
M wde = EFY g, 2t o 1:
te | " lgade = pran llt_\.r T ]—)—2(110" £ 1;
pripad n = — 1 hyl vyfeSen v odst. 3, piikl. 6).

2, f avetg r do = waretg . — 3 lg (1 + «2).

8) V piikl. 4 a 65 prenechdvam podlobné vySetfeni podminek
Gtendfi.

24) P¥i neurditych integrdlech necht &tendf sam uvéii, ve
kterych intervalech uvedené vysledky plati.
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3. [ arcsin  dz = x aresin z -+ JT-- 22
4. Z vysledku odst. 3, piikl. 4 odvodte pro celé =n > 0

. n—1
’ W da o nte® (Z_”__ _i—_ "
n!  (n—1)!
:l:n-—2 ( - l)”"—l . ”)
o o O )
(n—2) ¥ +( 1

5. Polosne 7, =f z" cos £ dz, K, = fz"‘ sin @ da; potom je

I = a"sin ¢ — nkK,

n K, =- 2"cosax + nl

n—1 By n—1-

Vypoctéte z téchto vzoreh tfeba Iy,

. in in
6. Pro n 20 poloZme I, = [ " cos zdw, K, = f a™ sin x da ;
0 0

z vysledku pfedchdzejfeiho cvideni odvodte vzorce (pro n = 2)

n—1

Iy = G n (=1 I, g Ky =n @@ n DK,

Odtud na p¥f. pro sudé n > 0
I, = Ga)" —n(n—1) ()" +

+n(n—1)(n—2)(n—3) Gu)"t— ... 4 (- 1)} .0l (}n)
QOdvodte obdobny vzorec pro liché n > 0 a téZ pro K, (pfechod
ke K, je snadny, nebot pro n =1 je K, = nl, ;).
9. Z odst. 3, pFikl. 7 znate vzorce ’

T sin x de = 1% (sin £ — cos x e¥ cos xda = 1€% (sin - 4 cos x).
2 ’ 2
PoloZime-li

1, = fx" ¢ sin x dx, K, = f 2" " cos x dw,
plati
I, = ja”* (sin @ —cos ) —yn (I, - K,_4),
K, = 3a"” (sinz + cos x) —in (I, _, + K, ).
Jeito Iy, K, zndme, dovedeme vypodisti J,,, K, pro kaZdé celé n > 0
(provedte to pro néktera n).
8. PaloZme I, = f sin™ z cos™ x dx; odvodime vzorce, kte-
rymi je moZno vypoéisti I,, . pro vSechna celd m, n. PoloZime-li

(m + 1)sin™ zcos z = w/, cos®™ !z = ¢, madme ihned

() (m- I, , = sin™t! z cos™ L & + (n—1) L r0yn—o-
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i1 i v sin2 = - 2. 4 .
Utijeme-li vztahu sin@ = 1-- cas?w, méme I, o o=, o
= Ay A tedy

(8) (m + n) L, =sin™ ! zcos™ Pz 4 (- 1) T,

PiSeme-li v () m, n misto m 4 2, n— 2, mame
») - - DI, onig= sin™ 1 g ool 4 (0 4+ 1) Lo

a odtud podobnd jako pred tim

(9) (m-+n)l, , =-— sin™ 1 z cos"tl @ 4+ (-~ 1) I, o

Ze vzorct (), (8) plyne: jeli m + n = 0, lze I, . vyjadiiti integra-
lem 1, . o nebo I, . .: &teme-li tyto vzorce pozpétku, vidime:
je-li n+1 == Oresp. m + 1 = 0, lze integral I, vyjadFiti integré-
lem I, .o rosp. I, .o .. Tedy lze kaZdy integral I, . vyjadfiti
ondmi integraly I, ., kde m a n jsou rovny n&kterému z &isel 0,
1, -—- 1. T&chto 9 integriltt v8ak dovedeme vypodisti, viz ndsl. evideni.

9. Io,0, To,1, 71,0 zndme; I11 =f sin z cos x dz = } sin? &;

dz 1 de
11— _fsin:ccos:v— tgxcosz lgltg s

teva = f 555 = iy = e e
—1,0 © J sin @ 2sm1:ccos1’c gltg3els

dz
Tor—1 =fco‘i = [= T = Bl G + s

__ [sinz o= —1 _ cos:z:‘ —1
Iy, == cos @ z=—lglcosx|; I_;,= dx g |sin z |.

10, Ze vzorel cvideni 8 a 9 odvodte

ginz ., 1 (sinfx . . - .
fm(lw—-f(m‘l‘snl :l:-{-%Sln x + Hsin @ —-
—blgitg(d =~ + :t)l)

in in in

sin? z dz
sind & cos? x dx = n*f——dx: ; —_— = 4,
f ¢ 7 cost L costz B
0 0 0

11. Ze vzorce tg" z = tg" 2z . LI tg" % plyne pro n + 1

cos? x
1
ftg"a:dz=n__

1 tg e — f tg" 2 x da.
Tento vzorec je obsaZen jako specielni p¥ipad v jednom ze vzorcu
(@), (B) (¥), (8) (cvié. 8); Vv kterém?
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12. Integral 1, .= [ sin™ x cos” & da z cvident 8 Ize jestd jinak
potitati, je-li aspoii jedno z &isel m, n liché., BudiZ na pf. n =2k + 1

liché. Substituce sinz = ¢, cos?z = 1 — 12 davé
f sin™ x cos®tl g de = f " (1 - 19)F de.

Tim je vypodet pieveden na vypolet integralu raciondlni funkee
(je-li oviem m, k celé); integraly raciondlnich funkei nauéime se
obecnd poéitati v kap. IV. Zvla§td jednoduchy jeo pripad & > 0.
Provedte obdobnou tvahu pro m liché.

13. Podle metody cvié. 12 vypodtite

cosd x 1 1
f’o Az = — pom— + 3o
sin® z 58in®xz ' 3sindx
fsin5 x da 1 1 + 1
cos’xz =~ Gcosbx 2costz ' 2costa

f sint x cos® ¢ dx = 1 sin® & — } &in” .

14, fvl —xtdr =} () T2 + arc sin x).

2

Navod: integrujte per partes; v integrdlu vpravo piste i £ -z
— VT
==
15. f -—L——-_z_ = -— arcsin 1 substituce z = —l-) (PFi
z)zr—1 x t
vypottu davejte pozor na to, %e je Vﬁ = | a |; v kterych intervalech
plati odvozeny vzorec?)
5

4
16. f e _d_z_ = %n (substituce z — 1 = «a potom
Vi Fz—a
4

t = %V?}_u).
1

17, f—-ﬁ-—— = -1—__(substituce i—= = t)_
R 2t

3
xz — 1\2
T 1) = { obdrZime

(z* + 1) R Y L
f(x’——l)’(:c T4 = :’;T‘zf 4=

_ 1Y fz—1\4 r — 1\2 z 4+ 1\2
-m{z () +3(E) — () + o

18. Substituei (

=)
z+ 1))
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19. Integraly tvaru
[ 4% cos (Bye -1 A) o v cos (B -+ Ag) sin (x4 ) ..
. s (y o) da

(n.k, t celd nezipornd, k 4 1> 0) miZeme pocitati takto: uZitim
vzoree cos ¢ cos 2 = 3 (os (y + 2) + cos (y ---2)) a ochdobnych vzoreit
pro sin ysin z, sin y cos 2 mubZeme podet trigonometrickych é&initelt
(ktery je roven k + I) sniZovati tak dlouho, dokud se nerovnd jedné.
Tim je predloZeny integrdl preveden na integrily tvaru

fz"'c‘"" cos (A + B) da, fa,”e"‘” sin (dz + B)dz.

Je-li x 0, A %0, vypoéteme tyto integrily metodou, je%
hyla ve specidlnim p¥ipadé « = 4 = 1, B = 0 vyloZena ve cvié. 7;
jo-li & =0 nebo 4 = 0, je ovSem vypodlet jesté jednodussi (podle
vzoru evié. 4 nebo prikl. 7, kap. ITT). Vypodététe touto metodou

f 3% cos (22 4 A) sin? (2 -+ p)do =

— 7 —T5z .
= 1¢3% (—-——6—25—- cos (4x + A + 2p) 4+

24 - 100z . 1—3x

sin (4o 4+ 2 + 20) + cos (A — 2n) +

625 9
— 10 + 78z ] 24 + 52z . .
+ _Wc()b (22 + A) - — 60 sin (22 4 Z.)) .

20. V&tu 60 jsme dokazali za pfedpokladu, Ze derivace u’(x),
»’(z) jsou spojité v intervalu (a, b). Dokaite, Ze vétu 60 lze takto
zobecniti: v intervalu (a, b) necht existuji derivace w/'(z), v’(z) funkei
w(z), v(x); dale necht existuje v int. (@, b) integrél f u'(z) v(x) dx;
potom existuje v intervalu (e, b) téZ integral f w(x) v'(z) do a plati
vzorec (13) (v intervalu (a, b)). (Pfedpoklad o spojitosti funkef »’(x),
v’(z) je tedy nahrazen obecné&)sim pfedpokladem o existenci integralu
f'u’(a:) v(z) dz.)

21. DokaZte: je-li funkce f(x) neklesajici®®) v intervalu (a, b),
potom pro Zadnou hodnotu z intervalu <a,b) neni f (x) < 0%)
a pro Zédnou hodnotu x intervalu (a, by neni f'__(x) < 0.

Navod: jako vzoru uZijte tivahy v Kosslerovi, str. 82 nahofe
(v ¥. 3 je tam str. 00 misto str. 70).

22. Dokai’te tuto veétu: f(x) budiZ funkece spojitéd v int. {a, b>;
g(x) budi? funkce monotonni?®) v int. {a, b>, je¥ ma v tomto*inter-
valu spojitou derivaci.2?) Potom existuje v intervalu <{a, by &islo &

28) Viz c¢vit. 13 ke kap. II, kde jsou tyto pojmy vysvétleny.

#) T. j. jesli a < @ < ), jo budto f () = 0 nebo f*_ (x) vibec

neexistuje. Cvifeni 21 nepat¥i vlastn® do integrilniho podtu, ale
pouijeme ho v cvid. 22. - ‘

e Slovem ,,derivace* & znakem g’(z), po p¥ip. F'(x) rozumim

v tomto cvifeni pro @ = a derivaci zprava a pro x = b derivaci zleva.
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tukové, Ze jest

b & b
f f(x) g(z) doe = g(a)f/(:z-) de } g(b)ff(x) da. (34)
a - é

«

Navod. Budiz prednd g(x) neklesajici, takie podle cvit. 21 je
. z
¢'(x) = 0 v int. {u, b>. PoloZme F(x) = f f(t) ¢, takZe jo I'(x) = f(x)

a
v int. {a, bD>. Podle véty 63 o integraci per partes je
b b b b
[H@) g(x) dw = [ F'(2) g(z) Az = [F(x)g(#)] - [ F(x) g'(x) de. (35)
a « C a

Budiz i nejmensi, M nejvét§i hodnota funkee F(x) v int.
-a,b>; podle 1. véty o stf. hodnotd (cvid. 14 ke kap. II) je

b .
m(g(b) — g(@)) < [ F(=) g'(x) dz < M(g(b) — g(a)).
a

Existuje tedy &islo p tak, Ze je

b
m < <M, [F(z)g'(x)dz = p(g(b) - - gla)).

Konetnd existuje v int. {a, b) &islo & tak, %e je

&
F(§) = [ f() dz = p,29)

takZe ) i
[ F() g'(z) dz = (g(b) - g(a)) [ [(=) dar.

"

. o
Dosadite-li odtud do (35) a uvéiite-li, Ze jo F(a) = 0, F(b) — f f(z) dz,
a
ohdrzite (34).

Je-li za druhé g(x) nerostouci, aplikujte vzorec (34) na funkei
- ().

Prosim étendfe, aby p¥i provddéni tohoto ditkazu dbal pozorns
toho, zda viechny kroky jsou opravnény.

Poznamka. Véta pravé dokdzana, t. zv. 2. véta o stiedni
hodnoté integrdalntho podtu, je velmi dileZita. Predpoklady o funkeich
), g(x) daly by se jeSt& podstatné zohecniti; viz Petr, Potet integ-
ralni, 2. vyd., str. 240—242.

28) Pro¢ existuje takové £? Odpovéd najde étendf v Kossle-
rovi 63.
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23, Dokazte: j&li 0 <<a < b, je

b . b . _
sinx o o05 Vol [ qe] < 2 L2
de | E (V Va). V“’ dz | = = V”
n

avz

(prvni nerovnost plyhe z prvni véty, druhd z druhé vty o stiedni
hodnot&). Na pt. pro b = 4a > 0 dostaviame

4a ) .o de
in @« - ol sin x -3
fl-n;: dz N 2V(l, f = dz S ==
V;ﬂ ]( & a
a a

pro velké hodnoty #fsla ¢ je tedy druhd nerovnost muohem vyhod-
n&j#i ne¥ prvni. Zde Vidite na malém pFiklad® vyznam 2. véty o sti.
hodnotd.

Poznémka. 2. véta o stf. hodnotd by se stala nespravnou.
kdybychom vynechali pfedpoklad, Ze funkce g(x) je monotomni
v intervalu <«,d>. Pfiklad: poloZme f(x) = g(x) = sin 2, a = 0.
b = n. Potom pro #4dné &islo & neplati rovnost

n [ F.7
[ I(=) g(=) d = 9(0) [ f(x) dz + g(m) [ fiz) dor;
0 0 £

nebot pravé strana je rovna nule (jeito g(0) = g(a) = 0), lova pak
je rovna

T
f sin? z de = {n.
9

Usifime je§ts podobnou pozndmku k 1. v8t& o stiedni hodnoté (viz
ovid. 14 ke kap. 1I). Budte m, M dvé é&isla a f(z), g(x) dv8 funkee,
je% maji urdity integrél od a do b. Pro viechna z intervalu {a, b}
budiz m £ f(z) < M.

Je-li g(x) = 0 pro viechna « int. {a, b>, je podle 1. v8ty o st¥.
hodnoté

b b b
m [ g(z)dz < [ f(2) g(z) dz < M [ g(z) da: (36)
a a a

je-li g(x) < 0 pro viechna x int. <a, b>, obdrime ihned (pouitim
1. véty o stf. hodnotd na funkce f(z), — g(x)) nerovnosti

b b b
mfg(:c) dz = f/(:c) g(z)dx > .Mfg(zr) da. (37)
a a a

Nabyva-li viak g(x) v int. <a, b} jak kladnych, tak zdpornych hodnot,
nemusi platiti ani nerovnosti (36) ani nerovnosti (37).

Pfiklad: poloZme f(z)=g(z)=-=sinz, a=—1ir b=}z,
m=—1, M = 1; potom je
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b b in
”m f a(xyda - - ]tlfg(x)d:v = 0 (joZto fsin xdz = 0),
a a —im
ale
b An
[ f(x) gr) da = [ sin®rdr — .
[(3

—in

KAPITOLA 1V.

Integrace nékterych specidlnich typu funkci,
zvlast€ funkei raciondlnich.

I. Rozklad mnohoélenu v soudin koFenovych CEiniteld.
V tomto odstavei pfipomenu nékteré zndmé véei z algebry; nebudu
je viechny dokazovati, nybrz budu predpoklidati, Ze je z algebry
zndte. Pii tom je nutno, abychom se neomezovali jen na é&isla
realnd, nybrz abychom piipustili do svych uvah i éisla komplexni,
t. j. obecné ¢&isla tvaru a + bi (a, b redlnd &isla),1) kde 7 je zndmd
magindrni jednotka; pfsmena ¢ budu v télo kapitole uifvati jen
v tomto vyznamu. Predpokldddm, Ze ¢tendi znd prvnf pocatky
teorie komplexnich ¢isel z algebry; podotykdm visak, Ze o komplex-
nich é&fslech budeme mluviti pouze v prvnich dvou odstavcich
této kapitoly, obsahujfeich algebraické tivahy. Jakmile vSak se
v 3. odst. obratime opét k integraci, budeme se opét omezovati
jen na &isla redlnd (to je také nutno, nebot' véty z diferencidlntho
a integrdlniho poétu, kterych uZivime, odvodili jsme pouze pro
reilné funkce redlnych proménnych.2)

Vyraz tvaru

Q) = aga® + a2 + @22+ ...+ ap 12+ a,, (1)

1) Redlné ¢&isla jsou ovSem specidlnim pripadem ¢&isel komplex-
nich: komplexn{ &islo a + bt (a, b redlnd) je redlné tehdy a jen tehdy,
je-li b'=0.

2) Bylo by ovSem moZno zavésti do naich tivah téZ komplexni
funkce a komplexni prom&nnou; n&které vypolty by se timto zpi-
sobem podstatné zjednodusSily. Kdo se o této véci chce pouditi, necht
si prebte str. 16—57 z 2. vydédni Petrova ,,Poétu integralnfho*‘.
Také mnohé trigonometrické integrély, na pf. integrily z cvid. 19
ke kap. III, lze jednoduSeji po&itati, zavedeme-li funkci e té% pro
Lomplexnt x. Viz Petrovu knihu, str. 133.
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