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KAPITOLA 1V.

Integrace nékterych specidlnich typu funkci,
zvlast€ funkei raciondlnich.

I. Rozklad mnohoélenu v soudin koFenovych CEiniteld.
V tomto odstavei pfipomenu nékteré zndmé véei z algebry; nebudu
je viechny dokazovati, nybrz budu predpoklidati, Ze je z algebry
zndte. Pii tom je nutno, abychom se neomezovali jen na é&isla
realnd, nybrz abychom piipustili do svych uvah i éisla komplexni,
t. j. obecné ¢&isla tvaru a + bi (a, b redlnd &isla),1) kde 7 je zndmd
magindrni jednotka; pfsmena ¢ budu v télo kapitole uifvati jen
v tomto vyznamu. Predpokldddm, Ze ¢tendi znd prvnf pocatky
teorie komplexnich ¢isel z algebry; podotykdm visak, Ze o komplex-
nich é&fslech budeme mluviti pouze v prvnich dvou odstavcich
této kapitoly, obsahujfeich algebraické tivahy. Jakmile vSak se
v 3. odst. obratime opét k integraci, budeme se opét omezovati
jen na &isla redlnd (to je také nutno, nebot' véty z diferencidlntho
a integrdlniho poétu, kterych uZivime, odvodili jsme pouze pro
reilné funkce redlnych proménnych.2)

Vyraz tvaru

Q) = aga® + a2 + @22+ ...+ ap 12+ a,, (1)

1) Redlné ¢&isla jsou ovSem specidlnim pripadem ¢&isel komplex-
nich: komplexn{ &islo a + bt (a, b redlnd) je redlné tehdy a jen tehdy,
je-li b'=0.

2) Bylo by ovSem moZno zavésti do naich tivah téZ komplexni
funkce a komplexni prom&nnou; n&které vypolty by se timto zpi-
sobem podstatné zjednodusSily. Kdo se o této véci chce pouditi, necht
si prebte str. 16—57 z 2. vydédni Petrova ,,Poétu integralnfho*‘.
Také mnohé trigonometrické integrély, na pf. integrily z cvid. 19
ke kap. III, lze jednoduSeji po&itati, zavedeme-li funkci e té% pro
Lomplexnt x. Viz Petrovu knihu, str. 133.
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kde n je celé é&fslo, n 2> 0, nazyvame mnohoclenem ¢cili poly-
nomem. Pii tom ,koeficienty a,, a,, . .., @, mohou byti libo-
volnd komplexni ¢isla; také proménnd x miaZe nabyvati komplex.
nich hodnot. Na pt. vyrazy?)

224+ 1, (34 i)at—ax+ 2,02 28— 1,2,2,0,0 (2

vy

jsou mnohoéleny. Je-li 2™ nejvySsi mocnina z, ktera je v mnoho-
élenu P(z) ndsobena koeficientem riznym od nuly, fikdme.
Ze P(z) je mnohoélenem m-tého stupné. Jinak feceno: mnoho-
¢len Q(x) ve vzorci (1) je stupné n-tého tehdy a jen tehdy, je-li
a, = 0. Na pi. obecny tvar mnohoélenu 1. stupné je ax + b.
kde @ 3= 0; mnohoélen nultého stupné je konstanta riznd od nuly.
Tim je kazdému mnohoélenu piifazeno uréité celé nezaporné éislo
jakoZto jeho ,stupen — ‘s jedinou vyjimkou: mnohoélenu 0
(;,mula®) neni podle této definice prifazen Zddny stupeii, nebot’
nenf zde Zddny koeficient rizny od nuly. Na pi. mnohodleny
v (2) majf po Fadé tyto stupné: 1, 2, 2, 3, 1, 0, 0; posledni
z nich nemd Z4dny stupen. Je-li Q(x) mnohodlen a je-li Q(x) = 0,
nazyva se ¢islo o (obecné komplexni) kofenem rovnice @Q(z) = 0
nebo té% kotenem mnohoélenu Q(x). Je-li Q(x) mnohoclen n-tého
stupné, nazyvd se rovnice @(x) = 0 algebraickou rovnici n-tého
stupné. Z algebry je pak zniama tato t. zv. ,,fundamentilni véta
algebry“: KaZd4 algebraickd rovnice kladného stupné md aspoin
jeden kofen. Znalost této véty predpokliaddm, dokazovati ji zde
nebudu.

Budiz nyni «, néjaky koten algebraické rovnice n-tého
stupné @Q(z) =0, kde @Q(x) md tvar (1) (a, == 0). Potom je
Q(x;) = 0 a tedy pro kazdé komplexni x plati
Q@) = Q@) — Q) = @ (2" — ") + ay (2" —a ) +

F oo Gpn (2 — ). 3)
Jdeito pro kazdé celé k>1 je % — o= (x —oy) (¥ +
+ 2% =2, 4 2 3x 2+ ... + ¥ 1), miZeme v rovnici (3) vpravo
vytknouti & — «,, nate# v zdvorce zbude jisty mnohoélen @(x)
praveé stupné n — 1, pti éemZ koeficient u a*—! je roven &islu a,
(t. j. je stejny jako koeficient pti x* v mnohoélenu Q(z)). Mame
tedy tento vysledek: Je-li «, koienem mnohoélenu n-tého stupné
Q(x), jest identicky (t. j. pro vSechna komplexni x)

Q@) = (& — o) Gi(2),

3) Cleny s koeficienty nulovymi obydejnd vynechévime.
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kde @,() je mnohoclen stupné n — 1, jenz ma nejvysyi koeficient
stejny jako Q(zx) (t. j. jestlize Q(x) = apa® + a2 1+ . .| 4 «,.
je Qu(x) = apr" 14 b2 ... 4 by_y). Jeli n—1>-0 (t. j.
je-li » > 1), md mnohotlen @;(x) opét aspoi jeden koien a,
a podle piedeslého vysledku platf opét identita @ (x) ==
= (z— &y) Q@) a tedy

Qz) = (x — ) (& —vg) Qolix),

kde @,(x) je mnohoélen stupné n — 2, jeho# nejvySii koeficient
(t. j. koeficient u 2*—2) je opét a, Takto pokracujice, dostaneme
po n krocich koneéné identitu Q(z) = (v — ) (x—ay). ..
vo o (@ — ) Qu(x), kde @Qu(x) je mnohoélen nultého stupnc
s nejvyssim koeficientem ag, t. j. @,(x) = a,. Mdme tedy teoto
vysledek: KaZdy mnohoélen @Q(x) == aga® + a2 14 .., + a,
(n > 0, a, & 0) lze rozloZiti v souéin

Q@) = ag (x — %) (. —y) . .. (T — xp); (4

pii tom jsou &y, ..., A, konstanty (obecné komplexni) a rov-
nice (4) plat{ identicky pro vSechna x. Z algebry je znamo, Ze
rozklad (4) je moZno provésti jen jedinym zplsobem, t. j. ze &isla
0y Ogy « « oy Xy JSOU — aZ ma pofddek — jednoznatné urdena.
Je ziejmo, Ze rovnice @(x) == 0 je splnéna tehdy a jen tehdy,
je-li x rovno nékterému z ¢isel oy, oy, . . ., K. Cisla gy Kgy o o oy gy
jsou tedy pravé viechny kofeny rovnice Q(z) = 0 a tedy
algebraickd rovnice n-té¢ho stupné ma uejvyde = riznych
kotenu.t) Mnohodleny prvnfho stupné x—ax;, £ —xy, ...
<o X — o0y, nazyvaji se kofenovygmi &initeli mnohotlenu Q(x)
a rovnici (4) rfkdme ,rozklad mnoho¢lenu @Q(x) v kofenové
dinitele. Cisla oy, . .., &, nemusi byti navzdjem riznd; je:li
na pi. pravé r z &isel xy, oy, . . ., %y TOvNo ¢&islu ,, Fikdme, Ze
koten «, (a téZ piisluSny kofenovy éinitel  — x,) je r-ndsobny-.
Poditdme-li kazdy kofen tolikrite, kolik ¢éini jeho nasobnost,
muZeme Fici, Ze algebraickd rovnice n-tého stupné md vidy prave
n kofent. Kofenim jednondsobnym F{kdme obyéejné ,jedno-
duché®; ostatnfm kofenim ftikdme ,,mnohondsobné“. Ma4-li
mnohodlen @Q(z) pravé m kofend riznych o, xy, . . ., &m, Z Dich%
prvni je r,-nisobny, druhy r,-ndsobny atd., lze rovnici (4) psdti
ve tvaru

1) Tato vsta plati i pro n = 0; nebot rovnice nultého stupné,
t. j. rovnice @ = 0 (kde a == 0) neni splnéna pro Ziiné x, t. j. nema
zédny koFen.
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Qx) = ag (£ — )" (. — Ap)s . .. (2 — &)™ (5)
(Jest ovéem 7, 1o+ ...+ 7 =n.)

Poznimka. Z faktu, Ze algebraickd rovnice n-tého stupné
mi nejvySe n riznych kofent, plyne nékolik dusledki:

A, Mi-li mnohodlen Q(z) = aga® + a2 14 ...+ @y 12+
+ a, aspon » 4 1 rtznych kofent, jsou vSechny koeficienty
g, Uq, + - + @y Tovny nule (a tedy rovnice @(x) = 0 plati identicky).
Nebot jinak by rovnice Q(x)= 0 byla algebraickou rovnici
jistého stupné m < n a tedy by méla nejvyse m (a tedy jisté
méné nez n + 1) riznych kofeni. Z véty A plyne okamzité

B. Je-li néjaky mnohoélen @(x) roven nule pro nekoneéné
mnoho raznych hodnot z, jsou viechny jebo koeficienty rovny
nule (a tedy je identicky @(x) = 0).

C. Jsou-li P(z), @(x) dva mnohocleny a je-li rovnice P(x) =
== )(x) platna pro nekoneéné mnoho hodnot z, je kaidy koefi-
cient mnohoélenu P(x) roven ,,stejnolehlému‘‘ koeficientu mnoho-
¢lenu Q(x) (t. j. koeficientu pfi téZe mocniné z) a tedy rovnice
P(x) = Q(x) plati identicky. Dikaz plyne okamzité z B, piSeme-li
rovnici P(x) = Q(x) ve tvaru P(x) — Q(x) = 0,

* *
*

Mnohotlen @Q(x) budeme nazyvati redlnym, jsou-li jeho koe-
ficienty ay, ay, . . ., an ¢isla redlnd; v ndsledujicim budeme se za-
byvati vyhradné redlnymi mnohocleny. Je vAm zndmo, Ze kofeny
redlného mmnohotflenu nemusi byti vidy redlné (vzpomeiite si
na kofeny rovnic 2. stupné, na pt. na rovnici 22 + 1 = 0); platf
viak toto: md-li redlny mnohoélen @(x) komplexni s-ndsobny
kofen y + & (6 = 0; 9, & redlnd), je téz éislo ., komplexné sdru-
Zen¢'* y — 0i kofenem, a to rovnéi s-ndsobnym kofenem, mnoho-
¢lenu @(z). Prislusni kofenovi ¢cinitelé . v rozkladu (5) jsou
(x — (y + 1)) (x — (y — 6i))%; tento soudin je moZno psati
v redlném tvaru, nebot (x — (y + 1)) (x — (y — %)) = (¢ —y)2+
4+ 02=ua2+4 pr+q, kde p=—2y, ¢=9p%+ 6% jsou redlns
¢isla; pi tom je }p?—gq=192—(p2+4 6?) = — 342 < 0; d&isla
y =+ 01 jsou prdvé oba kofeny mnohoélenu a2+ pz + ¢q. Pro-
vedeme-li tuto zménu v rozkladu (5), obdriime tento vysledek:

Véta 65. BudiZ Q(z) = aga" + a2 14 ... +a, 12+ ay
redlny mnohollen n-tého stupné, jenZ md k rizngch redlnyjch ko-
Fendt oy, &g, « . ., g @ 2L riizngjch koFend, komplexnich (ne redinyjch)
Y1+ Ot 1 — Opt, Yo+ Oat, 2 — Oet, - ., vi + B, Yi— 0 (6 +0,
8, F0,...,0 %0y, 0, Ya 0, - . ., V1, & jsou redind &isla). Nech?
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obecnt koten x; je ry-masobny a kofeny vy, + g, yi— 64 necht
jsou 8i-ndsobné. Potom je identicky

Q) == g (7 — ) (T — )" o o (& —oxz)"h (@2 + Py -+ ) X (6)
X (2% + pr + g (2 g @)

Pri tom redlny mnohollen x? 4 pyx 4+ qy ma koFeny y. -+ o4,
yp — 0gt38) plau'. pak merovnost }p? — q, < 0.
Poznamenejme, Ze %4dné dva z mnohoélent

(€ —a)", .. (& — )k, (2 + P+ q)" .o (22 + pE @)Y
nemaji spoleénych kofent; t. j. je-li néjaké &islo kofenem nékte-
rého z téchto mnohoclenu, nemuZe byti jiz kotenem Zadného
jiného.

Ve zvladtnich pfipadech muZe oviem byti & = 0 (nemd.-li
@(x) redlnych kotenii) nebo I = 0 (jsou-li viechny koreny reilné).

Poznimka. Vzorec (6) ndm dava rozklad redlného mnoho-
¢lenu v soudin redingch mnohodleni 1. a 2. stupné; naproti tomu
vzorec (5) daval rozklad sice jednodussf, totiZz rozklad v soudin
mnoho¢lenu 1. stupné, za to vSak tyto mnohocleny nemusi byti
redlné (ani tehdy, kdyZ Q(x) je redlny mnohodlen). Utitime jefté
tuto pozndmku, kterou za chvili budeme potiebovati. M4-li
redlny mnohoélen @Q(x) néjaky redlny kofen, na pf. o, jest iden-
ticky @(x) = (x — ) @,(%), kde Q,(x) je opét redlny mnohotlen,
jehoZ stupen je o jednotku niZ&f neZ stupeii mnohoélenu Q(x).
. Nebot,, provedeme-li rozklad (6), maZeme za Q,(x) poloZiti prosté
sou¢in v8ech redlnych d&initela vpravo, s vyjimkou jednoho
¢initele @ — ~;. Obdobné: necht redlny mnohodlen @(x) ma
néjaky komplexni (nikoliv redlny) kofen, na pt. y, + 6;¢ (4, 6;
redlnd, &, = 0); potom mé @Q(z) téz koten y; — d,i; budiz 22 4
+ p1& + g; onen mnohodlen, jenZ md koteny y; + dy¢, y; — Oy2
(viz piedeSlou pozndmku pod éarou). Potom je identicky @(z) =
= (22 + P& + q) @y(x), kde Q,(x) je opét redlny mnohoclen,
jehoz stupen je o 2 niZ8i neZ stupeni mnohoélenu @(2). Nebot,
provedeme-li rozklad (6), muzZeme za @,(x) poloZiti prosté soudin
viech redlnych diniteld vpravo, s vyjimkou jednoho ¢&initele
@+ px + ¢

®) Poznamenejme, Ze kofeny y, + d, y, — d, uréuji jednoznag-
né koeficienty p,, g, mnohotlenu 2? + p,z + ¢;; nebot podle roz-
kladu (4) je identicky (kofenovi &initelé jsou pravd dva) =* 4 pa +
+ gy = (z— (¥, + &) (x--(n 68)) = a® — 2y + v + 43, takie
podle v&ty C na str. 112 je nutnd p, = — 2y,, q, = y,* + 6,

Jarnik: Uvod do integrdlnfho pottu, 8 113



2. Rozklad reilné racionilni funkee v soudet ¢asteénych
zlomkd. Raciondlnf funkce R(z) proménné x je takovd funkce,
kterou lze psiti jako podil dvou mnohotlenti P(z), Q(x):
R(z) = ﬂai) .

Q)

(Mnoho¢len je ovSem také raciondlni funkef, ncbot lze psdti
P(z) = P(x) : 1 a jedni¢ka je mnohoélen (nultého stupné). Racio-
nilni funkece (7) je oviem definovédna pro viechna komplexni z,
vyjma pro ty hodnoty a, pro néi je Q(zx) = 0.) Lze-li mnoho-
cleny P(x), @(x) voliti tak, Ze jsou redlné, nazyvame funkei (7)
redlnou racionédlni funkei. Budeme se vyhradné zabyvati redlnymi
raciondlnimi funkcemi.®) Nasim ukolem v tomto odstavci bude,
prevésti vyraz P(x) : Q(x) na soudet nékolika vyrazi jednodus-
§fch?); pfi tom oviem budeme piedpoklddati, Ze stupein mnoho-
¢lenu Q(x) je kladné éislo: kdyby totiz Q(x) byl mnohoélen nultého
stupné, t. j. konstanta, byl by vyraz R(zx) mnohoélenem, tedy
funkei velmi jednoduchou, kterou dovedeme integrovati.

Budiz tedy déna raciondlni funkce S(z) : @(x), kde S(z) je
redlny mnohotlen stupné m, @(z) redlny mnohocélen stupné
n(n>0). Jeli m=mn, lze provésti déleni, ¢imZ dostaneme

S(x) = Py(x) Q(x) + P(x),
kde mnohoélen Py(z) je ,,podil”‘, mnohoélen P(x) je ,,zbytek™;
tento zbytek je bud nula nebo mnchodlen stupné niZ$tho nei n.
Délime-li posledni rovnici (platnou pro vSechna z) mnohocle-
nem @(z), dostaneme vztah

N p
29D _ P+ 22,
Q(x) Q)
ktery plati pro vSechna z, pro néi Q(x) + 0. Je-li tedy predlo-

%ena realnd raciondlni funkce S(z) : Q(z), je bud ¢itatel nizsiho
stupné neZ jmenovatel nebo se d4 dand raciondlni funkce déle-
nfm pievésti na soudet redlného mnohoclenu a redlné raciondlni
funkee, v niZ Citatel je nizitho stupné nez jmenovatel (po pripadé
dokonce tento ¢itatel miZe byti nula). MaZeme se tedy v dal$im
omeziti na takové realné raciondlni funkce (7), v nichz ¢itatel
ma niz$i stupe neZ jmenovatel.

(7)

8) Koeficienty mnohotlent P(x), @(x) budou tedy redlud disla;
ovSem proménnd x miZze nabyvati — v tomto odstavei — jakychkoliv
komplexnich hodnot.

7) To je tedy ryze algebraické tloha, které s integralnim pattem
nemé nic spoletného; integrovati zaéneme aZ zase v odst. 3.
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3 9.2 . 9.
Pitklad 1, ¥ T2 T el g Be—d
2?2—ax+1 x2— a2 41

Délenim totiz dostaneme:

(234222 4+ 2 —1):(x?—2+1)=ax+ 34 e —4
w2 — a1
d— a4

e

32 —1

322 —32 4+ 3

- + =
3x—4...zbytek

Hlavnim vysledkem tohoto odstavee bude véta 68; véty 66, 67
jsou pripravou k vété 68.

Véta 66. BudiZ x redlné éislo; budi? r celé kladné &islo; budi#
Q(z) redlnyg mnohollen, jent nemd koien x (1. j. Q,(x) = 0); budiZ
P(x) redlny mnohollen, jehoZ stuper je miZsi nef sluperi mnoho-
clenu (& — o) Q(x). Potom existuje redlné ¢islo A tak, Ze pro
viechna x, jeZ nejsou kofeny mnohollenw (x — x) Qy(x), plati vztah

P(x A Pi(x
@ A P
(. — )" Qs() (x—a)y  (x—a) ! Qyx)
kde Py(x) je budto nula nebo redlngj mnohollen, jehoZ stuperi je niZki
ned stuperi mnohollenu (x — x)* 1 Q,(x).

Poznimka. Viimnéte si smyslu rovnice (8): zlomek na levé
strand je rozloZen na soudet dvou zlomka: prvni z nich je zcela
jednoduchy; druhy je podobny jako zlomek vlevo, ale je o néco
jednodussi: schdzi v ném jeden éinitel x — .

Ditkaz. Slovy ,,pfipustné hodnoty z budu oznalovati
viechny komplexni hodnoty x, jeZ nejsou kofeny mnohoclenu
(x — o) Qy(x). Je-li A libovolné redlné éislo, plati pro viechna
pifpustnd z rovnice

P(x) _ A n P(z) -~ A Qy() )

(@—af @ya)  (@—af  (2—a) Q)
(abyste nahlédli spréavnost tohoto vztahu, stadi, uvedete-li pravou
stranu na spoleéného jmenovatele). Zvolme A tak, aby bylo
P(o) — A Q(x) =0, t. j. zvolme A = P(x) : @y(x) (to lze, jeito
Qy(x) &= 0). Potom P(x) — A4 @Q,(x) je budto nula a dikaz je
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hotov; nebo je P(x) — A4 @(x) redlny mnohoélen stupné nizsiho
ne? je stupenn mnohoclenu (x — &) @,(x), jenZ m4 koten x. Podle
poznamky k vété 65 plati identicky P(x) — A4 @,(2) = (x — &) X
X Py(2), kde Py(x) je redlny mnohoclen stupné o jednotku niZitho
nezli P(x) — A @Qy(x), tedy stupné niZdiho neili (@ — x)"—1Q,(x).
Dosazenfm do (9) dostaneme vztah, platny pro viechna pifpust-
nd a:

P4 e B

(@ =2 Qr)  (@—af  (z—a) Qya)
Kritime-li posledni zlomek vyrazem x — & (coZ je pro viechna
ptipustnd @ dovoleno, jeito pro tyto hodnoty x je x — x == 0),
dostdvame rovnici (8), platnou pro viechna ptipustné =z, t. j.
pro viéechna z, pro néz je (x —«)" @y (x) 3= 0.

Véta 67, BudiZ a? + px + q realny mnohollen a mnecht je
19?2 — q << 0. Mnohollen x*+ px +- q nemd tedy redlnyjch koFeni;
oznaléme jeho kofeny y + i, y — i (6 % 0, p, 6 redlnd). Budif
s celé Fadné Eislo; budif Q,(x) redlny mnohollen, jent nemd kofen
y + 0i (a tedy ani y — 6i) a budif P(x) redlny mnohollen, jeho¥
stupert  je miZdi mneZ stupen mmnohollenu (x% -+ px + q)‘ Ql(x)
Potom existuji redlnd &isla M, N tak, e pro viechna x, jeZ nejsou
koieny mnohollenw (22 4 px -+ ¢)® @y(x), plati vztah

P(x) _. Mx4N Py(z)

(z®+ px -+ q)° Ql(w) (a4 pr 4 g (aprt gt Ql(w)
(10)

kde Py(x) je budto nula nebo redlinyg mnohotlen, jehoZ stuper je nifsi
nef stupeit mnohollenu (a2 4 px + q)*—1 Q,(x).8)

Diikaz je obdobny jako u véty 66, jen ponékud sloZit&jsi.
Slovy ,,ptipustné hodnoty z* oznaéime zde viechny komplexni
hodnoty x, jeZ nejsou kofeny mmnohoélenu (22 4 px + ¢)* @,(x).
Jsou-li M, N libovolnd redlnd &isla, plati pro vSechna pfipustnd
rovnice

_P(z) _ Mzt N " P(2)— (Mz+ N)Q,()
(22 + pa 4+ q)* Qy(2) (x2 + px + q)’ (2% 4 px + q)° Qy()
(11)

(spravnost tohoto vztahu opét okamiité nahlédnete, uvedete-li
pra.vou stranu na spoleéného jmenovatele). Snaime se zvoliti

8) Smysl této vty je obdobny jako smysl voty 66: vo Jmenovatell
druhého zlomku vpravo schdzi jeden cinitel x* + px 4 q.
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realnd ¢isla M, N tak, aby ¢itatel posledniho zlomku s¢ rovnal
nule pro ¥ =7y + d¢; t. j. tak, aby bylo

P(y + 0i) — (My + Mdi + N) @i(y + di) = 0. (12)
Cisla P(y + di), Q,(y + 0i) jsou obecné komplexni, pisme tieba
P(y 4 8i) = A + Bi, @iy -+ 0i) = C + Di (A, B, C, D reilnd).
Rovnice (12) vypadd tedy takto:

A + Bi — (My + Mbi + N) (C + Di) = 0:

tato rovnice plati, jsou-li redlnd éisla A, N zvolena tak, aby
redlnd i imagindrni ¢dst levé strany se rovnala nule, t. j. plati-li

rovnice MyC + NC — MéD = A,
M6C + MyD + ND = B.

To jsou dvé rovnice pro dvé neznamé M, N, jez maiji jisté feSeni
— a to redlné feSenf —, je-li determinant soustavy rizny od nuly?®):
tento determinant jest
yC—46D, C | _
oC+yD, D|™

Pii tom je 0 3= 0 a @(y 4 0i) = (' + Di 0, takie aspon jedno
z redlnych &fsel O, D je ruzné od nuly a tedy C% 4+ D? > 0. Tedy
determinant (13) vskutku je rzny od nuly a maZeme tedy na-
1ézti redlnd ¢&isla M, N tak, aby platila rovnice (12). Zvolme
M, N timto zpisobem. Potom je budto P(x) — (Mz + N) Q,(x)
nula a dukaz je hotov; nebo je P(x) — (Mx + N) @,(x) redlny
mnohoclen, jehoZ stupen je nizif neZz stupenn mnohoclenu (z?% 4-
+ px + ¢)* Q,(x).1°) Podle rovnice (12) méd redlny mnohoclen
P(x) — (Mx+ N) @,(x) koten y 4 di a tedy téZ kofen p — di;
podle poznidmky k vété 65 je tedy identicky

P(z) — (Mx + N) Qi(2) = (2* + pz + q) Py(),
kde Py(z) je redlny mnohotlen stupné o 2 niZsiho nez P(x) —
— (Mz + N) @,(x), tedy stupné niZiiho nez (a2 + px + )1 X
X @1 (x). Dosazenfm do (11) dostaneme vztah, platny pro viechna
pifpustnd z: _

P() _ Mzt N (24 prtg) P
(Bt pr+ g Qu(x) (P4 pr+q)° (24 px+ 9) Qi)

%) Viz BydZovsky, Zaklady teorie determinanti a matic
a jich uZiti (Praha 1930), str. 2—3; pro n rovnic viz str. 33—35;
obecnou teorii soustavy linearnfch rovnic viz na str. 60—74. -

10) Vsimnéte si, Ze mnohodlen Q,(x) ma stuper aspoti o 2 niz&i
neZ mnohoélen (z? + pzx + q)s @,(x). .

— 8 (02 + D?). (13)
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Pro viechna pifpustnd x je vSak 2% + px + ¢ =+ 0, takie miZeme
posledni zlomek timto vyrazem krétit; tim dostdvame vztah (10),
platny pro viechna pifpustnd z, t. j. pro viechna z, pro néz je
(2® + px + g)* Qu(x) + 0.
Vita 68. Budi? Q(x) redlny mnohotlen, pro néj# plati identicky

rovnice
Q) = ag(x—a)" (x—a')".. (22 pr+ ) (e p'x+¢)" ... (14)
pFi tom ag o, o'y, . D, ¢, 05 q ... jsou redlnd E&isla, a, = 0;
ddle je {p*—q <0, }p2—¢q¢ <O0,...; &isla r,7', ... 88,...
jsou celd kladnd. Koneéné mecht #idné dva z mnohollents x — «,
x—oy. .22+ pr+gq, 2+ P+ q,... nemaji spoleényjch
kofen#.11) Budif dale P(x) redlny mnohoélen, jeho% stuperi je
niZ8t meZ stupenn mnohollenu @Q(x). Potom existuji redlna Cisla
Ar, Ar—ly-“’ Az, AI’ A’»r', A,r'__l,..., A’z, A'l,..., M, N,,,l”s._], Ng_.l,n.

o My, Ny My, Ny, My, N'y, Mgy, N'g_y, . .., M'y, N'y, M.,
Ny, ... tak, Ze pro vdechna x, jef mejsou kofeny mnohollenu
Q(z), plati rovnice

L) I T S + . A AL +-
Q2) (x—a) (z—a)! (r—al® & —«
Ay A’, — A A’
+ Lt m et =2 T2 4
(x—oa') (2 — « )’—l (x —a')? x—u
lll,,x + Nx 11.[3._127 —*- iVg 1
T et oWt It
(22 - px + ¢q)° + (22 4 px + q)*—1
T M.,x + N I M;_a:{j_Nl L (15)
(@2 + Y2 11)2 a* + px +q
Myz+ Ny | MywA Ny
(2 pe+¢)  (Fpatg)y?
Loy Mk Ny Mt N

(@+prtg? +ztg

”) Rovnice (14) je tedy prostd rozklad mnohoélenu Q(.::) podle
vzorce (6); jenom pro pohodli jsme trochu Lmemlt oznadeni: realné
kofeny mmnohoélenu Q(z) jsou « (r-nisobny), «’ (r’-nasobny),...,
komplexni (ne redlné) kofeny mnohoélenu @(x) jsou: dva kofeny
mnohoclenu z’ + px 4 q¢ (s-nésobné), dva kofeny mnohoélenu
x? + p'x + ¢’ (¢-ndsobné) atd. Cinitelé x —a, ©—«’,... oviem
mohou schézeti (nema li Q(m) redlnych kofent); rovnéZ Enitelé
z? + px + q, z® + p’xz + ¢’, ... mohou schézeti (jsow-li viechny
koFeny realné).

Prosim &tendfe, aby se nelekal zdénlivé sloZitych vzorcli, které
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I) ae

Poznamka. Rovnice (15) davd rozklag zlomku b% v sou-

N2
tet t. zv. Cisteéngch (nebo parcidlnich) zlomki.

Diikaz. Slovy ,,piipustné hodnoty =z budu oznatovati
ony hodnoty =z, jez nejsou kofeny mmohoélenu @(x). Pidme
Q2) = (2 — x)" Qy(x), kde @,(x) je soudin viech ostatnich Sinitell
(kromé (x — «)') na pravé strané rovnice (14). Jezto Q,(x) == 0,
existuje podle véty 66 redlné ¢islo 4, tak, %e pro vechna pifpust-
na z jel?)

Poy , Po A 0 A@
Qx) (v —a)Q(r) (T—a) (z—a) T Qx)
kde reilny mnohoclen P(x) je budto nula!®) nebo md nizsi stuperi

nez mnohoélen (x — o)™ —1 @(x). Je-li r—1 >0, postupujeme
podobné ddle a opétovnym pouzitim véty 66 dostaneme rovnice

Py(z) A RCC)

(=2 1) (r— (@ —a)y Q)

Pr~2(x) — Az N Pr—l_(f)
(z—x)2 Q@) (v—a)®  (2—«) Q)
Pra@ A4 Py(x)

Bl 1 Sl AR . ;
(* — &) Qy(x) T—K @(2)

pti tom 4, ,;, 4, 5, ..., A, jsou redlnd ¢isla; v kazdém zlomku

na konei kazdého tddku je v gitateli budto nula nebo redlny mnoho-

¢len, jenz mé stupen niZ§i nezli jmenovatel. Celkem tedy obdrzime

Pa@) A A
Q) (z—o)y (2—a)!
A2 A1 + P,(x) .

(x — «x)? x — & Q) ’
posledni zlomek je podobného tvaru jako P(z): Q(x); citatel je

X374

budto nula neho redlny mnohoc¢len stupné niziiho ne% jmenovatel;

ted ptijdou. Véc je v podstatd jrdnoduchéd a aZ si Stendf pledte
odst. 2 a propoéita p¥iklady 1—5 k nému pfipojené, porozumi mu
jistd bez nejmensich obtf¥i.

13) V dalSim prib&hu dakazu budu se stile omezovati jen na
piipustnd «, ale nebudu to stéle vyslovnd podotykati.

18) Je-li oviem P,(x) nula, jsme s dikazem hotovi. TotéZ plati
o viech daldich kroeich.
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jmenovatel @,(z) je viak ji* o néco jednodu3i: vypadl z ného
dinitel (2 — &)". PouZijeme-li nyni téhoZ postupu na kofenovs
dinitele (z—a')",... (pochdzejicf od redlnych kotend), pii
¢emZ vychdzime nyni od zlomku P,(x) : @(%), dostaneme ko-
neéné

P(x) — __4_1-___ + i Ar—_—]_. ) L + 1_4_1 + A'_',' y +
Qz) (r—a) (z—oa)1 z—a& (x—ax)
Ay A’y T(2) (16)
(x—a')"_1+.'.+ x——rx'+” S(z)

pii tom ¢&isla 4,,..., 4;, A%, ..., A},... jsou redlnd; dile je

8(z) = a (@ + pr+ g (@ + P2+ ) ... (17)

tvve

a T(z) je budto nula nebo redlny mnohodlen nii$iho stupné nez
S(z). Pisme nyni S(x) = (2% + pzx + q)* Sy(z) (Sy(x) je prosté
soutin vech ostatnich &initela — kromé (22 + pz+ ¢)® —
z pravé strany rovnice (17)); opétovnym pouZitim véty 67 do-
staneme rovnice

T() _ T
S(2) (224 pr+ ) 8y()
_ Mez+N, T
(@t pr4qP (2 + px+ @ Sy(2)
IS¢
(22 + px + g)*—! Sy(x)
M3~1x + Na——l Tz(x)

N (22 + pz+ g1 (22 + px + g2 Sa)

. Tenle) _ M+ N, T=)
(2 + p -+ q) Sy(x) 2?+pr+tq  §(2)

pti tom M, Ny, My, N,_,, ..., M,, N; jsou redlnd &isla; v po-
slednfm zlomku v kazdé rovnici je v ¢itateli bud nula nebo redlny
mnohodlen, jehoZz stupeii je nizif ne% stupeii jmenovatele. Podobné
pokradujeme déle, aZ vycerpime viechny ¢initele 22 + px -+ g,
224 p'r+q,...; tim dostaneme vzorec (s readlnymi &fsly
My, Ngy .., My, Ny, M'y, N'yr, .. ., M';, N';,...)
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T(x) = M + N ) M,,___I:L T_fY“—l )
Sx) @+ pr+gq° (2*+ pr4 gyt
Mlx-}- {V___
2+ et g (18)
Moz +Ne | Mya2+ Ny -
(@+potg) | (a2t patg)
Ml:c:{—N - U(z)__,
22+ pz+q ay

kde U(z) je budto nula nebo mmnohoélen nizsiho stupné nez ay;
posledni piipad viak nemuZe nastati, jeito @, je mnohoélen
stupné nultého; tedy U(z) je nula a z rovnic (16), (18) plyne
hledand rovnice (15).

Ptiklad 2.
x10 | 229 4 327 + 4a®  at + 223+ Tao — 1

x® + 228 + a3 '
Zde stupen ¢itatele neni niZ$i neZ stupen jmenovatele; musime
tedy nejdiive provésti délenf a dostaneme
z7 + 7.1: —1

s+ 2x6+x3 ’

R(x) =

Rry=a+ 2+
+ a3 = xa(x°+2x3+ )—xs(x3+ 1), alc, x" l = (1 +l)/
X (2* — z + 1), kde posledni ¢initel vyhovuje podmince ot —
— ¢ < 0. Rozklad (14) vypadi tedy takto: x? 4 2a%+ 2% ==
= 23 (x + 1)? (22 — x + 1)?; podle véty 68 existuji tedy redlni
¢isla a,b,¢,d, ¢, f,g,h, k tak, Ze pro viechna x (vyjma pro ko-
Feny rovnice z? 4 2z% 4 2% = () je
x" T —1 a d e
+iE—l ——+—+ + S e
x“—l—2x“+z3 x3 z (.75—]—1)2 (2 = 1)
__[_:f—|—_g +~ he+k
(22 — 2 4 1)2 xz——x—}—l’

pri¢teme-li je$té mnohoélen x - 2, dostdvdme hledany rozklad
funkce R(x) — a% na to, Ze jsme dosud neur¢ili &isla a, b, .. ., k.

Vyloiim gzde nyni dva zpusoby, jak je moZno stanoviti
redlnd éisla

(19)
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An A(r-v--l, ey Ap A,r" Alr'—»zly D) A,p o ey Ma) -ng, l”l—la -sz—-b L)
‘M, Ny My, Ng, M'y_3y Ngq,.., M, N'y,... (20)
v rovnici (156). Vyndsobme rovnici (15) jmenovatelem @(x) : a,:
dostaneme tuto rovnici:
1"(1') e 2 2 e
—=l=m A —a) (- pr QP (224 pe+¢) ..+
gy

+ dpma(z —a) (8 — ) . (@2 4 pr 4 @) (22 P+ ¢+

+.. 4
+ Ajx—o) (@ —oa') .. (B pr gt (P4 ). ..
NI

+ Mgz + Np) (v — o) (z— &'V . (@ pa+ g) ..+
F (Myoa2t Ny )@Y (@) (224 pat )@t p b g ot

... F
+ (M Ny)(x— o) (—a')... (24 prtq)* ! (a2 p'a+q)¥ .+
+... (21)

(@ jsme nechali ve jmenovateli, abychom jim nemusili ndsobiti
vRechny ¢leny vpravo; v kaidém dlenu vpravo oviem stoji
(kromé a,) vSichni é&initelé z rozkladu (14), kromé toho, ktery
stdl v piislusném ¢&lenn ve vzorei (15) ve jmenovateli). Obé
strany rovnice (21) jsou mnohoé¢leny; rovnice (21) vznikd z rov-
nice (15) tim, Ze ndsobime mnohodlenem Q(x) : ay; rovnice (15)
vznikd z rovnice (21) naopak tim, %e mnohotlenem @(x) :a,
délime. Jsou-li &isla (20) volena tak, Ze rovnice (15) plati pro
vSechna x, pro néz je Q(x) = 0 (podle véty 68 vime, Ze takova
¢isla (20) existujf), potom rovnice (21) plati rovné% pro viechna «,
pro néz je Q(x) & 0, tedy pro nekoneéné mnoho z; jeito (21)
je rovnice mezi dvéma mnohodleny, je potom podle véty C na
str. 112 kaZdy koeficient vlevo v rovnici (21) roven stejnolehlému
koeficientu vpravo a tedy rovnice (21) plati pro vdechna x vibec
(1 pro ta @, pro néz je Q‘x) = 0). Naopak, jsou-li éisla (20) volena
tak, Ze rovnice (21) plati pro v8echna x vibec (¢ili — coZ je totéz
podle véty C na str. 112 — je-li kazdy koeficient v rovnici (21)
vlevo roven stejnolehlému koeficientu vpravo), plat{ rovnice (15)
pro viechna z, pro néz je Q(x) == 0. MiZeme tedy svoji tlohu
vysloviti dvojim ekvivalentnfm zptsobem:

I. Nalézti redlné éisla (20) tak, aby v rovnici (21) byl kazdy
koeficient vlevo roven piislu$nému koeficientu vpravo (vime,
Ze takovd c¢isla (20) existuji).
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II. Nalézti redlna &isla (20) tak, aby rovnice (21) platila
identicky, t. j. pro kaidé komplexnf x (vime, Ze takova ¢&isla
(20) existuji).

Formulace I vede k tomuto Fefeni nai wlohy (t. zv. metoda
neuréitijch soudiniteld nebo neurditych koeficientit): Vynisobime-li
vpravo v rovnici (21), vidime, %e koeficient kazdé mocniny z
vpravo je linedrni formoul4) v éislech (20); poloZime-li kaZdy
takovy koeficient roven stejnolehlému koeficientu vlevo, do-
staneme pro ¢éisla (20) soustavu linedrnich rovnic, jez jisté ma
redlné fefeni (nebot vime, Ze éisla (20), majici Zidané vlastnosti,
existuji).15)

Priklad 3. Stanoveni koeficientt a, b. . . ., & v rovnici (19) .
Nasobime rovnici (19) mnohoc¢lenem x® |- 2a84- 3 == a3 (a -+ 1)2 X
X (2% — a 4 1)?; dostaneme
T+ T —1=a(x+ 1)2(x®—2x 4 1)2 4

+ b (x + 1) (22 — 2 + 1)2 +

+ ea (x4 1)2 (22 —a 4 1)2 - dad (22— 4 1)2-4-
+ ea? (4 1) (a2 — @ + 1) +

+ (2 4 g) @ (@ + 12+

+ (hx + k) 23 (x + 1)? (2 — 2 + 1), (22)
neboli -
27— Te—1=a @+ 223+ 1) 4 b (27 + 2 4 2) 4

+ ¢ (28 -+ 225 4 2?) +-

+ d (27 —2a8 4 3a® — 224 4 23) 4

+e(a® — a7+ o0+ o5 —at+ o¥) +

+ (o 4 g) (@® + 22% + &%) +

+ (ho + k) (27 + a® 4 ot + 29).
\" této rovnici se vyskytuji mocniny od z® aZ do x°; polozfme-li
koeficient kazdé mocniny x vpravo roven koeficientu téze mocniny
vlevo, dostaneme téchto devét rovnic:

¢c+e+h=0, {204+ 3d+e+2f{4+g+h=0, c=0,
b+d—et+h+k=1; 20—2d —e+ [+ 29+ h+ k=0,b =17,
a—2d+ et f+k=0,2a+d+e4+g+k=0, a=—1.
7 téchto rovnic dostanete feSenim (doporuduji, abyste si je pro-
vedliya=—1b=T,¢=0,d=1,e=3,f=—14,¢9g=—1,
h=—3, k=—1.

* . *

1) Viz BydZovsky, Zéklady teorie determinantd . . ., str. 60.
15) Jak se YeSi soustavy linedrnich rovnic, najdete v citované
kniZzce BydZovského.
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Refeni metodou neuréitych soudinitelii sice dovedeme vidy
provésti, ale ve sloZitéjsich piipadech byvd ¢asto zdlouhavé.

VyloZzim proto jesté jednu metodu,18) kterd téz vidy vede
k cili, a jeZ spodivd na druhé formulaci (viz II nastr. 123): vime,
e existujf redlnd Gisla (20) takov4, Ze rovnice (21) plati pro viechna
x vibec; jak tato éisla (20) nalezneme? Piedeviim snadno na-
jdeme &islo A4,: dosadme do rovnice (21) z = «; levd strana je
P(x) : @y, na pravé strané vSichni séftanci vyjma prvni obsahuji
dinitele x — x, jenZ pro x = a se rovnd nule; zbude ndm tedy
rovnice

P(o):ag=Afdx —x'Y .. (062 + px+q) (62 + p'a+ ') .. .0 (23)

jezto éislo & neni kofenem #adného éinitele v rovnici (14) vpravo
8 vyjimkou dinitele x — «, je soufinitel pii A, v rovnmici (23)
r('lzny od nuly a délime-li jim, dostaneme A,. 1") Piedpoklddejme,
%e ui zndme &fsla A,, A4, ..., A4y—x—1) & Ze chceme pocitati
nésledujicf ¢fslo A,—;. Rovnice (21) platf pro viechna z, tedy spe-
cielné také pro viechna redlnd z; derivujeme-li tedy ob¢ strany
rovnice (21) k-krite, dostdvidme vlevo i vpravo mnohoclen,
a tyto dva mnohoéleny se oviem sobé rovnaji pro viechna redl-
né 2,18) tedy pro nekoneéné mnoho hodnot z a tedy podle véty
(str. 112) rovnaji se sobé tyto mnohoéleny wibec pro viechna
(komplexni) x. Tedy: derivujeme-li obé strany rovnice (21)
k-krite, dostaneme rovnici, kterd plati nejen pro viechna reilnd,
nybri i pro vSechna komplexni x. Jak vypadd rovnice (21)?
Zname-li éisla A4,, 4,4, ..., Ar—g—1), tvoil prvnich % ¢lend
pravé strany rovnice (21) mnohodélen jiz Gplné zndmy, jejz oznaéme
tieba R(x); potom prijde ¢len A, j(z — x)* (x — ') ... (2? +
+ o+ qPf @+ px+¢) ... a po ném dalii dleny, z nichi
se dd vytknouti (x — «)¥+1; takZe rovnice (21) ma tento tvar:

L pla) = Ri@) + Ar_tiz— o)t (@ — '] . ..
%o (24)

(@4 pr+ 9P @i P+ 4.+ (w— )i 8(),
kde mnohoéleny P, R jiz Gplné zndme; mnohoclen S(z) oviem

16) C‘tena,l, kterému by se nésledujicf tvahy zdaly obtiZné.
muZe zbytek tohoto odst. 2 vynechati. Kterd z obou metod je
vyhodndj3i, zévisi na tvaru dané funkece P(x) : Q).

17) Zéaroveli jeo vidsti, Ze &islo 4, je jednoznaln® stanoveno.

18) Nebot jsou-li si dvd funkce rovny pro vSechna reéln =z
a maji-li vSude derivaci, jsou si i jejich derivace rovny pro viechna
redlnd z.
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obsahuje po piip. soudinitele jesté neznimé. Derivujeme-li po-
sledni rovnici A-krite, dostaneme — jak étendi snadno zjisti —
tento vysledek:
L P ) — RO () + B Ayg(x — o'y ..
ac (25)
(@ pr PR+ P+ ¢ .+ (— ) T(w),

kde 7'(z) je opét mnohoélen.’®) Dosadme do rovnice (25) # ~- a;
dostaneme

1 pwa) — R =
a, (26)
=kl Ao — &) o (B2 poa 4 g 62+ pa+ ¢ ...

Lev4 strana je zndma; €initel u 4, je rizny od nuly, jak jsme
uz pii rovnici (23) zjistili, a tedy miZeme A4, z rovnice (26)
vypodisti (opét je A,y jednoznaéné stanoveno). Timto zptusobem
vypoéteme tedy po fadé 4,, 4,—,.... 4; a obdobné 4y, A'p_4, ...
’
2.

Zbyvé vypocisti cisla Mg, Ny, M, 4, Ny g, .., My, Ny, ...
Postup je obdobny, jen o néco slozitéj$i. Mnohoélen a2 4 px + ¢
md dva koteny o=y -+ &, 1=y— 0 (y, 0 redlnd, 6 & 0);
pro £ = ¢ a pro z =t je tedy 2% 4 px + ¢ = 0, ale z4dny jiny
¢initel na pravé strané rovnice (14) se nerovnd nule ani pro
z==¢ ani pro = 7. Dosadme do rovmice (21) z = o; jeito
viichni &lenové vpravo, obsahujicf dinitel 22 + pa -4 q, se rovnaji
nule pro a = o, dostaneme

-};— P(o)= (M + Ng)(c—a) (c—a') ...(a*+ p'o+ ') +(27)

¢initel u M0 + Ng je zndmé &fslo ruzné od nuly, takZe miZeme
z rovnice (27) vypodisti Mg + N, = (', kde C je jisté zndmé

19) Stedf uvaZiti toto: je ((x — )™ f(z)) = m(x — &)1 f(z)-
+ (. — &)™ f/(x); derivovanim takového soudinu (z— &)™ f(z)
tedy dostaneme dva ¢leny: v jednom se mocnitel u £ — & o jed-
notku snf#f, v druhém se nesnf’i. Tedy: derivuji-li k-krdte vyraz
(z — a)**t1 S(z), zdstane tam jisté ¢&initel z — &. Derivuji-li, pak
k-kréte vyraz A, ,(x — ) (@ — o) ... (2% + px + ) (2 4+ p'x +
+ g dostanu jednak druhy é&len pravé strany rovnice (25)
(kdy% totiz po k-krate derivuji mocninu ¢&initele z — «), jednak

fadu dalSich ¢élent, v nichZ se vSak mocnitel u z —*x sni¥il 0 méné
ne¥ k, takZe ze viech t&chto &lent lze jesté x — o vytknouti.
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komplexni &islo, (!= D + Ei (D, E reilnd). My chceme vSak
stanoviti redlnd &isla M, N,; k tomu cili piSme do posledn{
rovnice ¢ =1y + §i a dostaneme M,y + &) + N, = D + Ei;
tato rovnice bude sprévni tehdy a jen tehdy, budou-li si rovny
re4lné i imagindrni ¢4sti na obou stranich, t. j. bude-li M,6 = E,

My + N, = D; tyto dvé rovnice majl skutecne redeni, a to je-
diné: M, = F :§ (pamatujme, Ze je d +=0), Ny=D — My =
=D—Ey:4. Tim je M, N, vypodteno.?®) Predpoklidejme
nyni, Ze zndme jiZz éisla My Ny My, Nyy, ..., M, 1),
N,_(—1) a %e chceme vypodisti ¢isla M, _;, N,—;. Rovnice (21)
vypadé nynf takto: onéch k ¢lent, v nichZ se vyskytuji koeficienty
M', Na, Ma——l’ N,_], oo ey Ms—(k—l)r N,_(k_l), tvorf jisty mnoho-
¢len R(z) jiz tplné znimy; potom prijde ¢len

(Mot + No—p) (z — &) (z— &) ...
o2t pr gt (a2 4 pw 4 g) ..

a potom dalii ¢leny, z nichZ se dd vytknouti (a2 4 pa -+ ¢)¥+1,
takZe rovnice (21) vypada takto:

1
7“ P(z) =: R(z) +

A (Mgt No i) (@—a) (w—0' ) ... (22 prtq)F (22 +p'aq') ...+
+ (2% + px + g)F*1 S(=),

kde mnohoéleny P, R jiz tuplné znidme; mnohoélen S(z) oviem
obsahuje po pripadé soudinitele je§té nezndmé. Derivujeme-li
posledni rovnici k-krédte, dostaneme — jak étendi snadno zjisti —
tento vysledek (platny, jak vime, pro vSechna komplexni z):

— P(b(x) RO(2) + (M2 + Ny—g). k! 22 + p).(x —a) %

X(x—» 7@t P+ ).+ (@ pr+ ) T(a),
(28)

20) Opét je vidsti, Ze &isla M, N, jsou jednoznaéné stanovena.
21) Stadi uvaZiti toto: je ((2® + pz + @)™ f(x)) = (2% + pzx +-

+ @™ m (22 + p) f(z) + (2 + px + @)™ f(z); derlvovamm tako-
vého soudinu dostanu tedy dva &leny: v jednom se mocnitel m o jed-
notku sniZil (a p¥ibyl jesté &initel m (2 + p)), v druhém se nesniZil.

Tedy: derivuji-li k-krdte vyraz (2® + px + q)* k+1 S(x) zlstarie tam
jestd &initel x? 4 px + g. Derivuji-li-pak k-krate vyraz (M, _kx +

+ N, ) (— 2 (@ — o) ... (@ + p2 + F@ + p'm + ¢)F .
dostanu jednak druhy é&len pravé strany rovnice (28) (kdyZ totii
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kde T(x) je opét mnohoélen.2!) Dosadme do rovnice (28) & == ¢ ==
= 9 + 0i; Cinitel 22 + p nem4 kofen ¢ (nebot ma jediny koien
¥ = —§p, a ten je redlny) a ostatni éinitelé 2 — x, x —A', . ..

o4 p'ed g, ... také nemaji kofen ¢, kdeito oviem
% + po + ¢ = 0. Dostaneme tedy

ai PW)(g) = RO(0) + (M40 + Noy) G,
0

kde P®(g), BR®(g¢), @ jsou zndms ¢&isla (obecnd komplexni).
G +0. Jeito G340, lze =z posledni rovnice vypodcisti
My, 4o+ N, =0C, kde C je jisté zndmé komplexni ¢éislo,
C =D+ Ei(D,E redlnd). Z rovnice M,_p(y + i) + Ng—p. =
= D + Et¢ stanovime pak — jako dffve — redlnd éisla M, .
N, musi totiz byti My_ 1y + Ne—p = D, M 10=FE, tedy
My, y=E:0, Ny_p = D— Ey:3.22) Dovedeme tedy stanoviti
¢isla M, Ng, M|, Ns_1,..., M;, N, a obdobné oviem disla
Mgy, Ny, ...

Mime tedy celkem tento predpis: do rovnice (21) dosadime
za x po fadé vSechny kofeny mnohoélenu @Q(z) (pfi ¢em? zde
i pri dalsfch krocich staéi, kdyZ ze dvou komplexné sdruZenych
kofenit dosadime vidy jen jeden); tim vypodteme éisla 4,, A'y, . . .
cioy Mgy Ny M'y, Ny, ... Jsou-li viechny koteny jednoduché,
je tim vypodet hotov. Nejsou-li vSechny kofeny jednoduché,
derivujeme rovnici (21) (do niZ jsme za A,, A%y, ..., Mg Ny,
M’y, N'g,... dosadili hodnoty jiZ vypoétené) a do této derivo-
vané rovnice dosadime po Fadé za 2 vSechny aspon dvojndsobné
kofeny mnohotlenu @(z) a vypotteme ¢&isla A, 4, Ay, ..,
My _1,Nyq, M'y_1, N'y_3,... (pokud se oviem vibec vyskytuji;
je-lina ptr.r = 1, odpadd 4,_;). Potom derivujeme rovnici (21) po
druhé a do rovnice tak vzniklé dosadime po Fadé za x viechny
aspoli trojndsobné koreny mnohotlenu @Q(z) atd., a% viechny
hledané koeficienty (20) jsou vypodteny. Ziroven mdme tento
vedlejsi vysledek: éisla (20) jsou jednoznaéné stanovena: t. j.
redlnd ¢isla (20) lze urditi jen jednfm zpisobem tak, aby rovnice
(15) ve vété 68 platila pro viechna z, pro néi je Q(x) == 0.

po k-krvite derivuji vidy mocninu &initele a% + px 4- ¢), jednak
fadu dalSich élend, v nich? se vS8ak mocnitel u 2% + px 4 ¢ sniZil
o ménd ne% k, tak¥e ze vSech téchto &lent lze jeitd a2 - px 4 ¢q
vytknouti.

#2) Opét vidime, 7e Cisla M,_,, N,

s—p Jsou jednoznatné stano-
vena.
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Piiklad 4. .
.t2+;r~]__a b cx +d ex + f gz + k

2223 2z (@428 (P27 a2t 2
a tedy
4 x-—1=a(a?+ 2)®+ bx (2% + 2)% 4 (cx—!—d)q:z—{—
—+ (ex + f) a® (2% + 2) + (9o + h) a* (a* + 2)%

Kofeny jsou 0 (dvojnaisobny); +1 VQ— (trojndsobné). Dosadme
x == 0: dostaneme —1=8a, a = —}. Dosadme = il/2:
dostaneme — 2 4+ i |/2—1=—2(ci )24+ d), c=—4, d= 4.
Nyni budeme 0 dosazovati jesté do rovnice jednou derivované,

i V2 do rovnice jednou a dvakrate derivované. Derivujme, do-
sazujice za a,c,d:

20+ 1= —}.3(x2+ 2)2.2x + b (224 2)*+ b.3 (x® + 2)2.22% —
— Jat 4 3u + ea? (a® + 2) + (en + f) (407 +42) +
+ ga® (2 + 2 + (gx + h) . 22 . (2® + 2)* +
+ (g2 + h) . 22% . 2 (2 + 2).
Dosadme 2 = 0: 1 = 8b, b = }; dosadme x == zl/ﬁ— (tedy 2 +
+2=0): 2 )2+ 1=3+ 3|2+ (& )2+ H(—8i|/2 + 4i}/2);
tedy 1=3+4 8, e=—1; 2)2=38)2—4f)2, f=14
Derivujme jesté jednou (dosazujice za b, e, f), pamatujice,
Ze do vysledku budeme dosazovati jen = ¢ VE (tedy 22 + 2 = 0),
takZe ¢leny, nisobené Cinitelem x% + 2, nevypisuji:
2= —3w+3—1.22% —4a3 4 32> —2x + 14-8(gx+A). 2t + .. ;
pro x==1 V§ vyjde
2= —3i)2+3+i)248)2—6—2)24+ 1+
+ 32 (gi V2 + h);

tedy 2=3—6+14 324, h=1;

0=—3)2+)2+8)2—2)2+329)2 g¢-=—1%
Tedy celkem

:t2+av--—l___l__ 1 —x+ 3

(2420 8a? 8z 2(x2+ 2P

—x+1 4 — oz l__
A2 8@ +2)
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Priklad 5. Druhd metoda je zvlisté jednoduchd, jsou.li
kofeny mnohoélenu Q(x) vesmés jednoduché; potom toti% netieba
derivovati. Na pr.

2+ x+1 __:
z(x—1)(x+1)(x—2) (2 + 1)
-_-__(f-+ b n ¢ +__d ex + f

£y 1 x4l x—2 a1
224+a+l=a(x—D(x+D(x—2)(22+ 1)+
+bz(x+ 1) (z—2)(2* + 1) +
+ex(r—1)(x—2) (22 + 1)
+dx(@—1)(z+ 1) (2* 4+ 1) +
F(ex+flz(x—1) (@ + 1) (x—-2)
Dosazuji po radé x =0, 1, —1, 2, ¢ a dostanu: 1 == 2a, a == §;
3= —4b, b=—3%; 1=—12¢, c=—+4; 7T=30d, d:= g};
— Lt L= (e + /)i (—=2) (1 —2), i = 2ei —de+ 2 + 4fi;
—de+ 2{=0, 264+ 4f=1, f=2, 10e==1, e=+,, f=1.
3. Integrace racionalnich funkef. Méme-li vypodisti

f S(x; da, kde S(z), Q(z) jsou redlné mnohocleny,??) postupu-
z

jeme podle odst. 2; neni.li stupen mnohoclenu S(x) niZi nez
stupefi mnohoc¢lenu @(x), provedeme déleni a dostaneme

S(z) P(x)
+
Q=) A+ 5 z)’

kde Pj(z). P(x) jsou redlné mnohoéleny a P(z) je budto nula nebo
mnohoélen nizéfho stupné neZ @(x). Mnohoélen Py(x) dovedeme

P(x)
Q()
véty 68 na ¢asteéné zlomky. Stadi tedy vypodisti jest¢ integrily
jednotlivych séitancti v rovnici (15) (véta 68), t. j. integrdly

tvaru
f —L da (n celé kladné),
(x — o)

JIx+N

(a2 + pa+ g
28) Zduraziiuji jeSt8 jednou, Ze od tohoto okamZiku aZ do konce
knihy poéitdme opét jen s redlnymi funkcemi redlngch proménnych.

integrovati; zlomek rozlozime pak (neni-li P(x) nula) podle

dz (n celé kladné),

Jarnik: Uvod do integrdlniho podtu. 9 129



A4 1

n— 1 (x—ux)—!
pro n>1 a rovnd se Alg|z—a| pro n=1 (vysledek plati
v kaZdém intervalu, neobsahujicim bod «); druhy integral do-
vedeme téz vypoéisti (viz priklad 9 v kap. III, odst. 4), a to
v intervalu (— o0, ). Dovedeme tedy téZ vypoéisti integral
S(z) .

——da, oviem jen tehdy,

, Q(x)
dovedeme-li rozloZiti mnohoclen @(x) podle vzorce (14) (véta 68).
t. j. dovedeme-li feliti rovnici @(x) = 0. Vysledek plati potom
v kaZdém otevieném intervalu, neobsahujicim Zidny koten
rovnice @(x) = 0.
Ptiklad 1.

@10+ 200 4 327 - 4a% o+ al o Za¥ o Tw—1
2° 4 228 | a8

V odst. 2, pitkl. 2 a 3 jsme jiZz provedli rozklad integrované
funkce; hledany integril se tedy rovna

1 7 1 31
B P R - —
f(x+ A @ @t St D)

kde 1p%*—q < 0. Prvni integril se rovnd —

libovolné redlné¢ raciondlni funkece

dax.

x4 17 3lx+ 1 x2
_— da = — +
B@—et 1 9(w2—x+n) -
7
2 ——— ——l 1| —
= x+2w2 " +1+ |z+ 1]
E-L x+ 7 RS 3la + 1
3./.(:::2—1:4—1)2 f.zz—a,—l—l

Posledni dva integrdly pocitame podle vzoru pi. Y v kap. III,
odst. 4:

I,= s+ .,_.:_f 2“—.1. L da -
(e — a4 1 @ —a 1

1==

‘l —
—_ f_ix_j_—{—- dx_—.; i— _.2i_l_da‘ +

a2—a+1 2J2—ax+1
33 da
- +_ P,
2 ) x2—2z+1

130



Substituei 2 —a + 1 == 1, (2x — 1) da = dt dostaneme

f 2x—1 fdt 1 1
— da' == —_— T e e ol .
(a2 — 2+ 12 t2 : i1
2z — 1 (lt
da == =gt =g (a2 — - ]
fﬁfz——.‘l’—i—l ’ gl I g (? r+4 1
{(nebot je stale x® — x 4- l > 0). Jesta? — x4 L o- (v — 4)2 4 3
poloifme iva—13 =4 V3t, da==} Vfl—dl, mame ddle a2 — o b
=@+ 1),

- l() di
f(aﬁ—w "_V fﬂ"-i-l)*’
S YR

at—ax4+1 2 3 Jri

podle kap. III, odst. 3, prikl. 5 je (do (18) jest dosaditi n -1
a psati ¢ misto )

. N S
@412 2042 2 Jep1

ale
Qg — 4
Lo . l, 22410 — (22— 1),
I3 3
takie
f dr ot arct. l
R ._—_a,r(:g == _..]L g———— —
2 —=z —1— 1 V V V;

f dx . P U
(a2 —-—x—;—l)z—?VB( 1+rz ft2+l) ‘

L L 2z 4+ —— arctg 2z —1

3 a?—ax+1 3]/3 I3
Tim jsou vypoétény integraly I, I, a tedy téz hledany integral
(doporuduji ttendfi, aby si provedl jesté dosazeni); vysledek plati
v kazdém otevieném intervalu, neobsahujicim ani bod 0 ani
bod — 1.

1

da . . ..
Piiklad 2. f —— . Predeviim musime rozloziti at -1
xt 41

0
podle vzorce (14); rovnice z*+ 1 = 0 nemé# realnych korent,
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proto rozklad vypada takto: ¢ -+ 1 = (22 + px + ¢) (2 + P’z +
+ ¢') (pii ¢emZ dosud nen{ vylouceno, Ze by oba mnohodleny
2. stupné byly identické?4). Z této (identicky platné) rovnice
plyne podle véty C, str. 112:

PV =0,q+q¢ +p =0, p¢ +0g=0, q¢ = 1.

Podle prvni rovnice miizeme tyto rovnice psati téz takto:
p=—p, q+qg=2p% pl@—qg) =0, q¢ =1. Podle posledni
rovnice maji g, ¢’ totéZ znament a jsou rizny od nuly; podle druhé
rovnice je g + ¢ = 72, takie ¢, ¢’ jsou kladnd a p =4=0; % TOV-
nice p (g — q) =0 potom plyne ¢g=4¢q', tedy ¢¢ =¢*=1
a tedy ¢g=¢ =+ 1 (jeito ¢ >0): tedy p*=q+¢ =2,
P =i 1/2, p'=—p. Vezméme p= ]/2, tedy p' = — V2
(kdybychom vzali p = ——V2 bylo by p' = VZ a oba Cinitelé
by se pouze vyménili); tedy mime rozklad x4 1= (224
+ V2a, -+ 1) (x“~—]/2é: + 1); vidime, Ze kofeny rovnice x4t 1
jsou_.j(rdnoduché, jeito kofeny y 4 7 (0 == 0) rovnice 2%+
+ V2:r + 1 =0 nejsou kofeny rovnice z*>— VE’L + 1=0 (viz
pozndmku %) na str. 113); tedy

1 ax+ 0 cx+d
i+ 1 x”—}—l/ir-{—l xz—V§x+l '
Snadnym vypoétem (necht si jej étendr provede) obdriime
11 a2 a2
L | 2l/~2— |22 +V§x + l x —V2x + 1

Jest pak (znameni 4 si odpovidaji)

1 —
f__ 242 :_f 2z 4 J/2 da
xZiV§x+l e @ 2at+1
0

Jﬁf .df o
T2 ) a2 )41
0

2‘) Ctenar, znaly poiatku algebry, zjisti ovSem ihned, Ze rovnice
2t -+ 1 = 0 mé Sty¥ riizné kofeny jednoduché a nikoliv dva dvoj-
nisobné —- ale rad¥ji tento vysledek odvodime.
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Zde je
1

M o= [lg|2® -V2x + 1) == 1lg 2 2
[
0

(viz kap. 111, odst. 4, piikl. 8). Dile je a%4- Vfa:—g—l::

1 /= 1 1 |
=(x 4 — J2)2+ —= —(2+ 1), pologime.li x @ —[2 -
(ﬂ_Q_V) > =5 @+, Syl

1 —_
V__t a tedy da= V_z_ dt, t== V2 - 1, méme tedy (pozor
na meze!)

1 Vi

dﬂx o 1 > ds .
fxzrl;l/Ex-H VE"ft2+1"
0 1

— |/2 (arctg (J/2 - 1) — arctg (- 1)).

-~

Je aretg (£ 1) == 71{7% arctg (VE - 1) == %:’t. arctyg (l.-’Q-_]).--.:
= %n.“) Tedy celkem?$)

& = 1we+)2 ——l Z—V2)+

a1 21/2( s+ st

-+ arctg (V§+ 1) — arctg 1 4 arctg (V2‘-—-]) — arctg (— l)) =

28) Vypoétéme to: je tgax = 21’&-}; a tedy specielné pro
a=1njel= T iga’nln tg?dn 4 2tgin—1=0, tgin= 1 1

+V2; ale tgdn > 0, tedy tgin =2 —1; jest (J2— 1) (Y2 4-1)=
=2—1=1a tedytgin =tg(in—in)=1:tgn =1: z--1n=
—V2 + 1; tedy: }n = arctg (]/z-— 1), %7 = arctg d/ + 1)
26) Uzivame déle vztahu (2+V2) (2 —VZ)—2 takZe —I1g(2 —V2).
=lg2+)2)—I1g2.
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1 = 1 3 1 1

e [ @+ V2) — —=lg24+ S — 7+ —p

21/2(5( PV =Sl a—a
1

R /3y o L
+ _‘7) .2]/‘__)__ e (14 J2) + WE .

1
4. Integraly tvaru f R (x, (ax—f b »)s)dx. Mnohoélenem
cx+ f

ve dvou proménnych z, y nazyvime soudet koneéného podtu élentt
tvaru cx™y”, kde ¢ je konstanta, m a n jsou celd nezdpornd &isla.
Podil dvou mmnohoélentt P(x, y) : Q(z, y) nazyvd se raciondlni
funkei proménnych z, y; takovd funkce je definovana ve viech
bodech, v nichz je Q(z, y) 0. V tomto odstavci budeme sc
zahyvati integrily tvaru

1
f R (w ("iﬂ)’) da, (29)
cx + f

kde s jo celé ¢islo vétsi nez 1 akde R(x, y) je raciondlni funkce pro-
ménnych z, y.27) Integrdl tvaru (29) (a oviem také urdity integral
tohoto tvaru) d4 se prevésti na integrdl raciondlni funkee substituci

1

ax —t_lz O ;
cx + f

Vskutku, z této substituce plyne

l b—ft¢ —be .
a_xﬂ =1, r= ——L, dz = iEf—m———sts—ldt;provedeme-h
cx + f ct® —a (ct* — a)?
1
ax -+ b\e .

tuto substituci, vidime, Ze vyrazy =, ( - ), jsou nahraze-
1
ax + b\ &

27) Funkei R(m, ( ) dostaneme tedy tak, Ze do raciondlni

ax + b\
cx + f

ovSem racionglni furikei proménné x a integrovali

. Kdyby bylo s = 1, byla by

funkee R(x, y) za y dosadime (

. ax+b
funkee R(:r, Py
bychom podle metody odst. 3. Také v p¥ipad® af —bc=0 — jak
Stend¥ snadno nahlédne — je predloZeny integral —— pokuwd vibec
m& vyznam -— integralem raciondln{ funkce.
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ny raciondlnimi funkcemi proménné ¢ arovnéz da je nahrazeno vy-
razem 7(¢) . dt, kde r(t) je ractondlni funkei proménné t. Tedy
vskutku integral (29) piejde touto substituei v integrdl raciondlni
funkce proménné ¢.

1

Poznimka 1. Integral f RB(zx, (ax + b)#) dar patii oviem téz
mezi integrly tvaru (29); je to prosté specidln{ pifpad ¢ = 0,
f ==

Poznfimka 2. V tomto odstavei i ve zbytku této kapitoly
pienechdvidm étendfi, aby si rozvaZil — bud v obeeném pifpadé
nebo v jednotlivych pifikladech — zda a v kterych intervalech
uvedené 1ivahy pla.tl’

Priklad 1. sz +3+= _ da:,qubstltn(o V2ac + 3=t 0,
V2a:+3———x
x4 =12 a== ; (& —3), da = t dt.
Vs

V2.'1:—|-— 3+ T e — M_—.? tdt =

V2x—'—‘3——x e 2t —t2 4+ 3
1 1

V5 ]
I R R U
;. t—3  t41

. .
:[—%—4t——91g|t——3|+lg|t+l|]

~

= — 2 45—l 3 VB + g T+ 1+ 4+

-2

+ olgz_1g2_2—4]/5—91g (3—V5)+lg(l/o 1) +
+ 8l1g 2.

Pifklad 2. 2”+ ! .d”‘ Substituce
x+ +1 22

3

Viﬂi'i_t 2z 4+1 B—1 302 dt

3, z= =

s F1 " ZF1 S T e
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3
2241 dw f 33dr
x—l-l 2 ) =1
_f( 4t t4+3 )dt___
3(;-1)2 (t—-l) (t2+t+l)2 3(+t+1)

Lt — ey —
3g1 I 6g(++)

—1
l 2t +1
[ERR R
do tohoto vysledku jest jesté misto ¢ zavésti  podle rovnice
3
t= 2_x:;tTl Doporuduji étenafi, aby si viechny jednotlivosti
x
tohoto pifkladu propocetl.
Poznimka 3. Vyskytuje-li se v integrované funkei nékolik
1 1

riznych odmocnin (aa: * b) * , (ax + b) . téhoZ vyrazu —+—b,

cx + f cx -+ f cx + f

polozme &islo 3 rovno nejmendimu spoleénému nésobku éisel

§',8",...; je ziejmo, Ze viechny uvedené odmocniny jsou mocni-
1

0
nami vyrazu ((ix_—_}—__)s, takZe mdme opét tvar, vySetfovany
cx + f ni
2 (a: :i}_— 2)
v tomto odstavei. Na pt. budiz I = - da:

1 11
)+ ()

nejmensi spoleény ndsobek ¢&isel 3, 4, 6 je 12, takie lze psdti

8
o ey

— du;
e )"
x4 2 )
. x4 1\12 . A . ,
substituce P =t prevadi integral I na integral funkce

raciondlni.
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5. Integrily tvaru [R (%, |/as*+ bx+ c) dx, kde R (x,y)
jeracionilnf funkece. Piedeviim miZeme vylouditi piipad a = 0,
ktery byl feSen jiz v pfedeSlém odstavei (ptipad @ = b == 0 vede
dokonce pfimo k integrilu raciondlni funkce). Necht tedy je
@ 0. Za drubé je moino vylouditi pfipad, Ze mnohoclen aa? +
+ bx + ¢cmé dvojmwobny koten, nebot potom je ax? + bx + ¢ ==
= a (x —&)?; je-lia < 0, je ax? -} ba + ¢ < 0 pro viechna reullm
z %o« a tedy l/a,::;2 + bx + ¢ nemd pro nds smyslu pro x =
(jezto prlpoustfme jen redlné hodnoty); je-li viak a >0, je
Vax2 + bz o= Va | x —a | a dostdvdme pifmo integril racio-
nilni funkce. Necht tedy a &0 a necht aa? 4 ba -+ ¢ ma dva
razné kofeny «, .

1. a> 0; v tomto pripadé zavedme substituci l/(m2 +bx 4 e o=

Va z+t (b j. t= Vaﬁ + bz + ¢ — Va z). Umocnénim do-
etaneme ax? 4 bx + ¢ = ax? 4 2 Va, x4+, t. j. bx+de—=

:ZVaxt+t,x—b_2V_ Vax +bx-|—c-_Va——-;l—/;~t+
+t__——l/at*+bt—l/ac dz — 9 Vat2+bt ]/ac(t Tedy
b——-—2Vat (b—2l/al)2 S

z i l/a:::2 ~+ bz + ¢ jsou racionalni funkce proménné ¢ a také
daz md tvar r(t) d¢, kde r(¢) je raciondlni funkce proménné ¢.28)
Tim je tedy predloZeny integrdl pieveden na integral racio-
naln{ funkee.

Priklad 1. ——-L —; substituce Vx24— r—1=
a:+l/w2+a:-—l
R | — 22—t —1
=x+t r—1=2xt4 2, x—--—:{-—~v-- dx:—i——~— )dl
1—2f (1 —2¢)2
—— 1241 (t2 —t— ]
24+ rx—1l=——+t= .
V + l——2t+ 1—2t

j;+Vﬁ+x—T @+ 1—P 4 tr1)(1—20)

(tz_t——l)dt f 1 2 1 df —
= | — — — i =
a+mt—l t+2  ofp——
2 2
28) VSimndte si podobnosti vyrazit pro Va:c’ F bz + ¢ a pro dx;
byvé leckdy uZiteéné.
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1.1 1
et —2lg |t 2] — — g f — — =
glt+2| 5 g' .
Y E T T 2| BT a =T — 2+ 2| —

———-lg“/r2+ x-«l—x—i..
2 .
II. a < 0. Zdo m4 pro nés vyznam jen ten piipad, Ze kofeny
&1, g jsou redlné?®) (a oviem ruzné, viz poditek tohoto odst.);
necht’ je oznadeni tak voleno, Ze &, << «,. Jest az? + bx -+ ¢ =
= a (X — o) (T —oa); je-ll & >y, je t67 & >, a tedy @ (x—o0q) X
M — ) << 0 (jeito a<<0); rovnéZ pro z<< oy je t6% x << oy
a tedy o (x—o) (2 —x,) < 0. Hodnoty o <<, a x> o, ne-
plichdzeji tedy pro nds v uvahu. Zbyvaji tedy hodnoty z inter-
valu {ay, o). Omezme se tedy na interval (o, x) (hodnoty
== oy, &= oy, pokud by se vyskytly jako meze urcitého integ-
rialu, vyviadovaly by zvld$tni malé vvahy). Je-li &, < 2 << &y,
je
az? -+ ha 4+ ¢ = a (¥ — ;) (2 — &) = (— a) (& — ;) (ag — @),

kde viichni tii ¢initelé jsou kladnd éisla. Tedy

Vaar‘ 4 bx 4= V““<x—“1) (g — ) l/_a (1-_“0‘1)2 _

T— &y

V—— o (r — o) ]/ - n&ié integral m4 tedy tvar

f R (w V—a@—ay) ]/22_77"’:) dz,

: ot . ) Xy —
coZ je tvar vySetfovany v odst. 4 (substltuce ]/xz = t).
—&

1

Piiklad 2. de 5 V intervalu 0,1
5z 4+ 2 4 3]/—-x2+ z+ 2

29) K:(l‘) by totiZ mmnohollen axz? -{- bx -+ ¢ nemél xeélnych ko-
fent, mél: by pro viechna (redlnd) x totéZ znameni; jeito puk pro

dostatetnd velkn, (redlnd) x je ax?+br+c=ax? (l + — —I— ‘(_lﬁ <0,

bylo by ax? - b + ¢ < 0 pro viechna redlnd = a tedv bv neexisto-
vala redlnd odmocnina lax’ + bz F . :
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je J—artat2 o J—(ad D@—-2) = @ HE= 0 -

2—ua
B ( i ]) ‘I/‘L_i_ 1

1.2—= 2 —u 22 .
[T e, —— = 2, o= , - e -
v 4 1 x4 1 241 T+’
_ 6ede
[CESTE
1 ]
/‘ da L
J ba 42+ 3]/::1:'—2“—1:_;5“-!? 2 rof- 2 41 2—u
0 0 (x-+1) TT1

1/2

i)
W‘
f 6tdt ] 2t dt B
(12 — 362 -1 9) (1 + 1) 'f(t--—:zr-—-t)(l 1)
2 8

l.':l

1/

f' | 8 M43 N\
5(:41) 85(t—4) 17(12-+ 1)

. 6

=g — 4——alct0 2.30)
55 4—)2 34’ 7 V2

6. Integraly tvaru f R (cos x, sin x) dx, kde R (u,v) je

racionilni funkee. Zde vede k cili substituce tg 4z = #; odtud

cos? Jo = -—— ! S ;  cos x = cos? yx — sin? fr =
1+tg2dae 148
2 11— . .
=2cos?fr—1= —1=- ; sin x = 2sin Jx cos Jo—=
' 14 ¢ 14
+ds
= 2tg & .cos® fo =2t . . Koneéné ~L . — dt, dx=
14 cos? fa

= 2 cos? dxdt = 1—2-—(—it—2 Tedy mdme dohromady vzorce cos x =

30) Doporutuji, aby si &tenaf podrobnd v8e vypodital; uZivam

toho, ¥e ;"arctg L__ I arctg J/2.

V2 2
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1= . 2t 2dt . P TSP
sin x == ,de = ; integral predloZeny piejde
1 + & 142 1422
touto substituci ziejmé v integrdl raciondlni funkce.

Piiklad 1.

n 5

2

1 —sin L g _l_':l-mt-——2t 2 d¢ .
l+cosx l-}—t’{—l—t2 142
0

1
2 __
= [T g ) =1 —g2
14 0

7. Integraly tvaru [R (e**) dx, kde R (u) jo racionalni
funkee proménné u. O konstanté « predpoklddejme, Ze je rizna
od nuly (jinak by bylo ihned fR(e") dz = [R(1)da=R(1).2).

1 la ... . .
Zavedme e** =t, ¥ = —lgt, de = — - - a vidime, Ze dany integral
% ot

N 1 .. p sl
je preveden na — f R(t) —. coz je integral racionalni funkee.
X ¢
Piiklad 1.
e2n1: —e anz

ed ™ | 1

dz;

integrovana funkce je raciondlni funkei vyrazu es™ =t, nebot

e — 2 o — 3 —:i ei™dx = di, takie
)

s 3__p2 2 ,
=4 t.___‘.f’i: F—tq Pl PP
)41t t2+1 E3 #+1

= -g— (t— $1g (22 + 1) —arctgt) =

= %—I(e«’i"” — 1lg ( e 4 1) — arctg e'«‘!””).

dz

Pozndmka. Na pi. f —_—
eav2z _|_, exr

(x == 0) nelze takto poci-
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aVZ
tati, jeito. poloZite-li ef*=1{, bude e = tﬁ exVer — B
a neni mozno voliti # tak, aby oba mocnitelé 'Ff i V—f byla celd
¢fsla (jeito jejich podil je iracionalni &islo V:‘Z_)

S. Integrialy tvaru f R (Ig %) _d;x, kde R(u) jo racionflni

. . da —
funkee proménné u. Substituce Igx =1, = di prevadi

predloZeny integral ibned na fR(!) di, coz je integral funkce

raciondlni.
., 1 da . .,
Priklad 1. == | ———— . —. Substituce lg x == t ddva
lg2a—1 =
I di :;_1., 11 dt:l—lg t—1 .
*— t—1 t+1 2 1 —|— 1
1 ]g r— 1
) lga+41 ‘

Poznamka. Jednotlivé odstavece této kapitoly bylo by
moZno jedté riznym zpusobem doplniti; odkazuji v této véci
na Petrav Poéet integralnf. Tak na pr. integrily, vyfetfované
v odst. 5, je moZno pocitati jesté jinou, casto vyhodnéj’f me-
todou, jeZ je vyloZena v Petrové knize na str. 70—77 (cituji
podle 2. vyd.). Také pouZit{ komplexnich funkef, po pf. kom-
plexni proménné usnadni ndm dasto vypocet, jak jsem se o tom
jiz zminil v pozn. %) na str. 109. Pri této pifleZitosti upozor-
nuji je§té na zvld§té vyhodnou metodu pro rozklad racionilnf
funkce v édsteéné zlomky, jeZz je vyloZena v Petrové knize na
str. 19—21.

CVIGENT %)
A) K odst. 3.

1. dx 1 1
' f(xz+2x+2)z TETTEC

_l

2 f’TF'l’-’EE:E)z URET: V— I (2 + V3.
"1
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3. (_;:gfm e oas 27:‘;_1)2 (vyhodnéjsi nez metoda odst. 3 je

zde substituee a- 1 =1).
1

4. V odst. 3, pFikl. 2 jsie vypodetli f

0
ada 1
L — arcte x?
f:c‘-l— 7 2 arctg x?,

f:r,‘z(la: V2T e ll‘

at ) 4]/‘. @ Vir + 1

dx

WTT‘T . ‘rylh')('t-étﬁ‘

21/ (aretg (], 2 - 1) -+ arclg '(1/5;1.' 1)).

x3 da 1
e e Jur (e L
f”"! : n |_ («l‘ i I).

Prvni a tieti integral nebudete ovSem pocitati metodou odst, 3,
nybrz jednoduseji vhodnou substituci. )

b. Poditate-li prvni intogral pfedeslého cviteni metodou odst. 3,
dostanete

xdx 1 = ey .
frv__“ i~ 72 (aretg (J 2 - ~ 1) --- arctg (JZw < 1));
tedy je v intervalu (— o, )

arctg x? == arctg (V?&—x —- 1) —- arctg (Vﬁ_w -+ 1) + C; (30)
dosazenim x = 0 dostanete C = in. DokaZte vzoree (30) (s hodno-
tou C = in) prlmo z definice funkce arctg x.32)

6. Pro vyraz. ktery se vyskytuje v drubém integralu cvident 4,
mlvodte obdobnd rovniei

arctg (V?w --- 1) + arctg (V?w +1) = avetg —]—~2—-I—T~_, 40,

platnou v kaZdém =z intervall (--- «, -—-1), (——1, 1), (I, o). P¥i
tom C je v kaZdém z téchto intervalt konstanta, ale v kazdém z nich
jind (jejf hodnoty dostanete tim, Ze poloiite piednd = = 0 a %e za
druhé nechite x vzrustati do 4 o« a klesati do --- »).

- N v? - x 1 (lw__~__];]"i,,.___l'_.._
" [ (e 25 T T BT

81) PFi neurditych integralech necht étendi sam uvéii, ve kte-
rych intervalech uvedené vysledky plati.

32) Pii této tiloze a podobnych tlohdch postupujeme asi takto:
budte a, b dvé redlnd &isla; poloZme o = aretg a, fi = arctg b; tedyv

a=tgoa b=1tgf; tedy tg (6« + ) = + T—a (meni-li ab = l) odtud

li~b
1-

pak plyne, Ze & 4 f# = arctga + arctg b = arctg ~‘L Ln, kde

k je celé d&islo.
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;ll

Igia -+ 2| +—~(lo 3V e Y

1
e lg e b1y
glele st 3 40
1 — —
+ 5510+ 3)5) g o +]/F L
S, f 4 dx ~_l_ ol »'-—I'—l 2 -1 .
ey g aretyg o -l 6 o rawik i_(}T____h
da 1
ErrryE 4R pF (“wtg i

1 . /
- uw.tgﬁ 5 dokazte, Zce posledni zivorka ma hodnotu arvctg L
5

+1
0. f(l 20 de 1 g V3

8 41 l/"
Névod: je a® -1 — (&% 4 1) (wt~ 2% -1 1); metodow nem&i-

tyeh soudinitelit nebo pfimo Fefenim rovnice at-—a? -1 -0

najdete rozklad at - - w2 - 1 = (22 -}- V:&m - 1) (a? -l/:!:r £,

B) K odst. 4.
fV' t o Vl"""" da = lg (- YT 2% ¢ T 2% (i-

Vl + - l -
tatel i jmenovatel délime Vl ).

2
g xr— 1 3 15
12, fwl/ﬂf T dur o= - 5 -l - lg 8.
1
3 21/— _ _
e - 35 D -+
13. —L;’E_—{» ! S da - '.);) -4 7 EV 4 lg > *"VF’
—1 Vx + 1 10 5 2
_reafE s E
5 2
n

14, PoloZime-1, l/i: : =1, je

n————
fl/a:—ldx_f%u”dl
x 41 (1- -2
(pra n = 4 jsme posledni integril vypodetli v cvideni 8).

() K odst. 5. ,

15, Je-i a > 0, je
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1 e
f Vari Fhs e = o 81202 46 42 Va Vaz® 5 ba ).

16. Budi¥ a < 0; rovnice ar? } bx -+ ¢ = 0 necht mé redlné
kofeny oy, og (6 < o‘,), tedy

Jor—4 b Jbr—4ac

oy = T,, -+ - 2a B i p (nehot @ < 0).
Potom je v intervalu (o, ¥,p)
A/__—-%::T*: = — ‘_2. arctg .ﬁ_:i
Vaa'2+bm+c 'l/__", T =~

17. Necht plati pfedpoklady cvi¢. 16; potom lze predloZzeny
integral poditati téZ jinak. Je totiZ

2 2 2
ar? — b+ c=a (a‘ -+ 2%) ---b—‘u;ﬂ‘— =-—a (()4—{:(“:

e 2)):

zavedeme-li substituei

7__
oy b VPt
2a ---2a
dostaneme v int. (o, &y)
l‘ da 1 . 2ax +0b
—_——— = — - =——— AUCSIl S -
V ax?® 4+ bx + ¢ V== Vb" —-4ac
18, Podle cvié. 16 a 17 je v int. (o, xg)
2 arctg ___:c = arcsin _ig + C,
—% V 2 —. 4ac
kde U je konstanta. PoloZime-li -2—:__-2_3_—-_'_——4'_?2_ = A a pouZijeme-li vyraz(
— 4dac

pPro g, «,, piejde tato rovnice v rovnici

2 arelg Vi i ; = arcsin 2 -+ (.

DokaZte tento vzorec (pro — 1 < A4 < 1) pfimo z definice funkei
aresin z, arctg z, pfi emiZ zjistite, Ze C = im.

f (Vx=+1—z) 3

17—
’E‘ ——“2—V2""lg2"‘—

_ (.g_‘_.]/"z") 1g (7 1).
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b

21. f—— ------ ]/(,_Vz-._ ‘1"‘!"1‘ ;)__-I_il_(._:._.

Jw 27 3492

22, V pupade @ > 0 uiili jsme substituco Va;r-jf b -0 =
== V(Vc +t(t j. t= Vm +c —Vax), se stejnym \ﬁpv‘éc]wm
mo¥no t&% uZiti substituce Jaa® + bx o= -Jax 4 ¢, t. j. t =
= Vm{ ¢ -+ Vn:r Vyjde

2o o Va,t + bt |~]/ac,
=, dur = /
b+ 2)at ® + 2ty
Vat’ + bt —+Vu(
b 4 2]/(1!, ’

Vzoree jsou tedy zcela obdobné jako p¥i dFivEjEi substituci; snad jsou
o néeco prijemnéjsi tim, %e se v nich méné &asto vyskytuje znameni
minus. VypoGtéte timto zphsobem znova cvid. 15 a 19.

Vax® bz + ¢

23. Metody, které jsme wuiili v ]mpmle a < 0, lze uZiti i pro
a > 0, jsou-li koleny mnohoélenu «az® 4 bz + ¢ 1oalno a rizné.
Budiz tcdy az? 4-bx + ¢ = a (x — ) (£ — &y), kdo @ > 0, oy < ;.
Zajimaji nas pouze ty intervaly, kde az?® + bx + ¢ > 0. Omezme
se tedv na intervaly (-— o, n;), (xp. 4 ), Potom hude

Vam T To = V. | & — ]/ £,

tim dostdvimeo z integrilu f R(x, Jaz® 5~ bz + o) da integrsl typu.

v . x-- o
vysetfovaného v odst. 4 —- provedeme tedy substltuc"/:;:- By,
) —ay
Ale nutno dati pozor na to, Ze v intervalu («,, 4 ®) je [T --a, | =
= x— oy, v intervalu (— o0, ;) viak |2 —- % | = &y — .

24, Zplsobem uvedenym v cvié. 23 vypoltéte jeStd jednou
integrél z cvié. 21.

26. Zpisobem uvedenym v cvid. 23 vypodtéte

i dzx N - Cgpee—e
sz3+3x_L2 =Vt Fac 2T 1Yz + 115 YTz + 210

pfi tom horni znameni plati v intervalu (— 1, + o), dolnf v inter-
valu (— o, —2). (PHi vypoctu je stdle nutno pedlivé dbati znamé-
nek; pro a:>-1 je x| 1 |_.v+l, |x4 2]-—-.1:—} 2, kdeito
proar<-——2je!:c+1§ = —z--1,! -2t = w—~-2)

Jarnik: Uvod do integrilnfho pottu, 10 145



D) K odst. 6.

14 2sinzx o1 1
26. f sinz +8eose F3 =7 Ot ™

in
1 4sinx

D] P
2. 1 + cosx
0

dr =1+ 1g2.
28. Integral z cviteni 27 vypodtete rychleji, uZijete-li vzored
1 4 cos & = 2 cos? 2, sinz = 2sin = cos —.
2° 2 S 2

29. Budi% aspoii jedno ze t¥i &isel @, b, ¢ rtizné od nuly. Potom
dostévame pro integral

f dzx
acosx 4+ bsinzx 4 ¢
tyto vysledky, je-li ¢ & a:

IS SR [CEr 073 Cet Tt Lol ol et |
Va3 o8 —c* " |(c—a)tgix + b + Ja® + b2 — ¢
je-li a® 4 b2 > ¢
—_— 1
]/"c“‘{‘fi% TR %ﬁ-ﬁ“‘%‘%b '
jedi a? 4 0 < e
2

RCEr vy vy S
joli a2 + b = 2.
Je-li viak ¢=a, dostavame

—Il)—lg |e+ btg lx| pro b= 0; —‘—lltg%m pro b= 0.

80. V n&kterych pripadech lze integraly tvaru j R(cos z, sinz)dx
potitati jednoduSeji neZ substituci tg } = = ¢; nékteré dualeZité p¥i-
pady toho druhu jsme prubrali v kap. III, cvienf 8—13. VSimndme
si je$td jednoho pfipadu. Budte P(u,v), Q(u, ») dva mnohodleny,
jejichZ &leny jsou bud vSechny lichého nebo vSechny sudého stupnd®?);
poloZime R(u, v) = P(u, v) : @(u, v). Piiklady:

1 2 ok
R(u, v) = 1+ 2::2 :;Zj) !

nebo _
u + v® 4 urd

R(u, v) = Py

33) Stupném &lenu aw™® nazyvéme dislo m -+ n.
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V tomto piipadé vede pti vypostu integralu f R (eos x, sin «) dak cili

St

substituce tg & = ¢. Nebot je potom cos? & =

sine = ———-t———.’“) da = _de takze

+)ir¥e 142’
L ¢ dt
R (cos z,sinx)dx —= [ R .
f ( ) f (:i:]/l e )1+ t‘)] I

P 1 t
=f +YiF e +)1 +H) de

: T
Q ,
+)T+e )T+ e
z predpokladi o mnohoélenech 14, @ pak plyne, Ze so odmocnina
:}: Vl 2 (po eventuelnim krécenf) vyskytne pouze se sudym mocni-

telem; t..j. znamenf V vypadne a integral predloZeny je tim pie-
veden na integral racionalnf funkce. Nasledujici priklady 31 35
feSi se touto substituci tgz =t.

81. PoloZime-li tg « = ¢, je

g COS &

1
1+

dx _ dt
fasin” « + bsin ¢ cos x 4 ¢ cos?r Mfatz F ot + ¢
in

dx

32, - - = arctg 2 - .

82 fsm2 x4+ 28inxcos x - 2 cos? x arctg 2 4
0

bape

in

dz
Y
88. f:ain2 z + 3sinxcosx + 2cos?x g ¢

0
sinx + 2cos x .
34. fmdm %l’—{—%lgl] |2tg$|—'
- lg (1 4 tgt).

35. == 1,
35 f1+3cos'~‘ 27

Zde je nutno Jéti dobry pozor! Dosadite-li bezmyblenkowté tg =1,
méte pro = 0 i pro * =z hodnotu ¢ = 0, takZe byste dostali
0

Z_(——T—t.ﬁ = 0. Postup byl oviem nespravny, jeito substituce tg x = ¢
0

nesmime pouZiti v Zddném intervalu, obsahujicim bod @ = in.
b
dz

& ¥, . ¥ —_—— im;
Vypodteme tedy na pi. .napfed f] T F oot - PO 0<b< in

) Budto platf v obou vzorcich znameni -+, nebo v ohou zna-
meni —; nebot sin x : cos x = ¢.
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jeito uwwy integral |c spojitou funkei své horni meze, dostanete

in E
potorn f - lim f ; podobnd byste mohli vypoisti [; ale
g b= g i

radéji nZijeme vztuhu
T
f dx
1 --3costa " J 14 3cos?a’
0 i

Kktery dostanceme, 'pnn'lijemcdi na lové strané substituce -z = ¢.
E) K odst. 7
36, Tro o 4= 0 je

da . 1 . (o206 &z .
f -:_:__I_.!_._ ~ - _; I; (e - € ~ 1) —
.:ea;t

i1
- --—: arcetyg ———-
aV V3
37. Budiz RB(u, v) raciondlni funkee; hudi% o == 0, n > 1 (n celé).
Potom lze integraly .

1
axr | p\=
f I{(e“”, (——————:ZM :: ;’)n) da,
f R(e~, Vacz‘w :}—_be“’ -lj—(;) dx

plevésti na integraly funkei raciondlnich. Substituci e** =t pie-
vid&ji so tyto imtegraly na integraly

[ Lo

joz patii k typﬁm, vySetfovanym v odst. 4 a 5.

f 2 du _ g2l g tet+1
Vs + e 11 3 -+ 2|3

39, _”/e Tz - ofE 1 e 2g(fE L1
F) K odst. 8.

1 de | lgz- -1
gter Flgz—2 & ° g lgx + 2
41.- Obdohnm& jako ve evid. 37 daji se politati integraly
(n > 1. celd)

1
algz + b\~ d:L Cp— — dzx
Sl (i g)) 5 f e Vo s oo 3

kde R(u, r) je raciondlni funkce.
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1 (L‘
42, R T -
lgx + ]/19::1‘ i -

=lgllge + Jige T 0] v I

KAPITOLA V.
Obsah rovinnych oboru a délka rovinné kiivky.

1. Obsah rovinnych oborii. V kap. IT, odst. 1 provedli
jsme malou orientaéni Gvahu (ov8em nikterak pritkaznou!)
o ,,ploiné velikosti jistych rovinnych obord. Véty, odvozenéd
v kap. II, dovolnji nam nyni formulovati tyto tvahy ptesnéji
a dospéti tak k vhodné definici ,,plodné velikosti™ nebo kratéeji
,»obsahu‘“ tiéchto oborti. Z elementirni geometrie zndte obsah
trojihelnika a obsah onéch utvard, jez se daji sloZiti z koned-
ného poétu trojtihelniku, t. j. obsah mmnohothelnfki. Na pi.
obsah obdélnika rovnd se souinu ze zdkladny a vysky. Nasim
cilem jest nyni, tuto definici vhodné zobecniti na obory, o nichi
jsme mluvili v kap. TI, odst. 1. Budeme vySetfovati rovinné
obory (t. j. mnoZiny bod@t v roviné) tohoto tvaru: dana jsoun
dvé éisla a, b (@ < b) a funkee f(x), spojitd a nezapornd v inter-
valu (a, b)>.1)

Tim je definovana urcitd mnozina bodu v roving, totiz mno-
Zina viech bodu [z, _/], pro néz je a S < b, 05 < ()
(na obr. 5 je tato mnoZina srafovéna) Tuto mnozinu (je# zavisi
na @, na b a na tvaru funkce f(z)) ozna¢me znakem M(a b, f(x)).2)
Budeme se nyni snaziti priraditi kaZdé takové mnoziné M(a,b /(1:))
jisté ¢&islo P(a, b, f(x))3), [které nazveme ,,obsahem’ mnoZiny
M(a, b, f(x))] tak, aby byly splnény tyto ¢étyii poZadavky:

HT. jojeia S xS b jo f() =0 (ndzorné: viechny body
»oary* y = Hx) lezi nad osou = nebo na ni; Zadny bod neleZi pod
osou x. V kap. IT, odst. 1 jsme pro vétdi jednoduchost poZadovali
f(z) > 0; nyni pFipoudtime i f(x) = 0).

2) Na pf. M (1,3, 2%) je mnoZina, omezend ,.lole” osou z,
,vlevo piimkou x =1, ,,vpravo‘‘ pfimkou x =3 a .naho¥e*
para,bolou Yy = x?

3) Toto &islo zavisi ovSem na mnoZiné M(a, b, f(x)), t. j. na
Cislech @, b a ng tvaru funkce f(x).
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