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DODATEK.

Pozniamka k definici uréitébo integrilu.

Ve vété 31 jsme dokdzali: m4-li funkce f(x) uréity integral
od a do b (a < b), mé funkce f(x) tuto vlastnost:

Budiz Dy, D,,... libovolnd posloupnost rozdéleni
intervalu {a, b>, jez hovi podmince lim g(Dn) = 0.
Délici body rozdéleni D,, budte ‘m—>

A= 2om < Tim < Tom < ... < Ty o == b.
Pro ka’dou hodnotu m (m=1,2,...) budiz ddno
(A) ! ny Cisel &1 m &m0 &npm tak, Ze plath xigm <
S EmS ximpro i =1,2,.. ., n, Potom existuje
ﬂ'"
lim Zf(‘sti,m)Axi,m' (l)
MmO j=1
(Pti tom znacfme Aw; ., = i p — Ti—1,m.)

b
Dokonce vime, Ze limita (1) se rovna integrélu f f(z) dx

a
(at’ byla rozdélenf D,, a &isla &; , zvolena jakkoliv, oviem tak,
aby vyhovovala podminkdm v (A) vytéenym).
DokédZeme nyni téz naopak: Jestlife funkce f(x), definovana
v intervalu {a, b>, nemd urbity integrdl od a do b, potom nema
také vlastnost (A).1)

1) Tedy funkce, definovanad v <a, b), mé uréity integrél od «
do b tehdy a jen tehdy, ma-li vlastnost (A). Je tedy moZno poufiti
vlastnosti (A) k definici uréitého integrélu, t. j. 1ze urdity integral
definovati takto: je-li ¢ < b a mé-li funkce f(z), definovand v interv.
{a, by, vlastnost (A), nazyvdme limitu (1) wurditym integrélem

b

funkee f(z) od @ do b (znatka ff(x) dz) a ¥ikdme potom, Z%e funkce
a
f(x) mé urdity integrél od @ do b. Tuto pozndémku jsem pojal do této

kniZky jen proto, aby &tenaf nepfiSel do rozpakd, setké-li se n&kde
s touto definici urditého integralu; nebot mnozi autofi jf u¥ivajf.
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Dikaz. Pro m=1,2,3,... oznaéme znakem D,, ono roz-
délen{ intervalu {a, b), jez déli tento interval na m stejnych
dfla; déliei body tohoto rozdélenf jsou tedy body a = zg, , <

<Tm< .. . < Ty, m=2", kdez z;,,=a+ -%(b—a), takze?)

1 1
Axi,m = Ziym Zi—1,m == (b a)’ Q(Dm) = (b - a),
m m

lim Q(D,,,) = 0. Predpoklddejme nyni, Ze funkce f(x), defino-
m——»m

vans v intervalu {a, b>, nem4i urdity integrdl od @ do b. Potom
budto funkce f(x) nenf v int. {(a,b> ohraniena, nebo je sice
v int. {a, b) ohranidena, ale plat{ nerovnost

b b
[i@) de < [ H(z) da. (2)

I. Necht nastane predev$fm prvni piipad, t. j. necht funkce
/() neni ohranidena v intervalu {a, b). Je-li celé kladné ¢&fslo m
zvoleno, existuje aspoil jeden interval (z;_y m, Zjmy (1< 1< m),
v ném# funkce f(x) nenf ohrani¢ena.?) Zvolme takové j a poloZme

.ﬁ(a’?i,m) Axi,m = Kpn.?)

i=
(£
Jeito funkce f(x) neni ohraniena v intervalu {z;—;,, x,,m>
existuje aspon jedno éfslo — oznadme Je !;', m — takové, 7e je
Zi—1m > 5;,m < Zi ms ]/(57, _ + K,

Polozime-li jedté &; = @im pro @ &4, 1 <4< m, méme

Tiam < Em S Ty pro i =1,2,...,m,

m '
| b—a |
i Z (Ei,m)Axi,mi = iKm + ﬂ‘st;',m) l > m.
2) Pndrzujeme se oznadeni kap. II, odst. 3; ‘tedy e(D,) =
= Max (A“'l,m' A12,m’ cee Azm,m)'
" 3) Jinak by totiz funkce f(z) hyla podle véty 9 ohraniéena
v int. <a, b).

4) Seitd se tedy preq viechna ¢ od 1 do m, s vylou(,enim hod-
noty ¢ = j.
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Posloupnost éisel
m
DfEim) dzim (m=1,2,3,..)
i=1

neni tedy ohranidena (jejf m-ty ¢len mé absolutni hodnotu veétsi
ne% m) a nem4 tedy limitu (Késsler 19, véta a). Tedy funkee f(x)
nems vlastnost (A).

II. Zbyv4d nyni vySetfiti jesté druhy piipad. Necht tedy
funkee f(z) je ohranidena v int. {a, b> a necht plati nerovnost (2).
Oznagme znakem u;, resp. Mim®) dolnf resp. horni hranici
funkce f(z) v intervalu «{a;_1m, Timy; zvolme nynf &fsla &,
takto.

Jeli m sudé, t. j. m =2k(k=1,2,...), volme & s (pro
i=1,2,..., 2k) tak, %e je m;_1 ok S Eior < ik, f(&i2k) < pior +

+ _21_1‘_;3) (a oviem je [(& 24 = piox). Potom je tedy

| 2% 2% ] 2
U2 [(Eige) Aize— D i Aigi < o > Az =

i=1 i=1 ki1
— L p—a )
2k '
Je viak lim g(Dg) = lim i(b——-a):O; podle véty 29
k—>c0 k—0
je tedy
2k b
lim > i op Axigr = [ f(2) da
a5 e
a tedy podle (3) téz
2% b
Hm > f(&gr) daige = [ f() da. )
Eo ¢a1 a

Je-li za druhé m liché, m =2k +1 (k= 0,1,2,...), volme

Eiopsr (pro t=1,2,...,2k 4 1) tak, Ze je
: 1
Ti—12t+1 = Eizet1 S Tigkn f(Enze+1) > Migra —-'—2;-_:1’)

%) Volim znaky u, M misto znaka m, M (kterych jsme uZfvali
v kap. II), abych se vyhnul kolisi s indexem m u rozdé&leni D,

®) Takové &, existuje podle druhé vlastnosti dolnf hranice
(viz vétu 5). )
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(a oviem je f(£i2r+1) < My2r41). Potom je t-dy
2k+1 2%+1

I > HEioes) ATz 1 — 2, Mg dzigesy | <
i=1 i=1 '

1 2k+1 1 .
<srii gl Aziop 41 = %1 (b —a). (5)

: 1
Je viak lim g(D = lim ———(b—a)= 0: podle vét
k_)w(( 2i41) = lim o g a) podle véty

27 je tedy .
2%+ 1

)
lim Z Mi2i+1 Azior+1 = ff(:t) da
a

k>0 7

a tedy podle (5) téz

2k+1 b
lim > f(Eiar+r) Azigisr = [f() de. (6)
k=>o 21 o
Sestrojme nyni opét posloupnost ¢isel
m
D HEim) Axim (m=1,2,3,...). (7
i=1

Kdyby tato posloupnost meéla néjakou limitu C, mély by
viechny posloupnosti, vybrané z posloupnosti (7), touZ limitu C.8)
Ale tomu tak neni: nebot vybereme-li z posloupnosti (7) posloup-
nost vSech clenii se sudym indexem (m = 2k), m4 tato posloup-

b

nost podle vzorce (4) limitu f f(x) dz; kdeZto posloupnost viech
a

glenti s lichym indexem (m = 2k+ 1) mé podle (6) limitu
N
f f(z) dz: a podle nerovnosti (2) tyto limity nejsou stejné. Po-

a
sloupnost (7) {edy nemd limitu a funkce f(x) nemd tedy vlast-
nost (A). Tim je naSe tvrzeni Gplné dokdzano.

7) Takové & ok+1 existuje podle druhé vlastnosti horni hranice

(viz vétu 4).
8) Kossler 19, véta b.
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