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Kapitola L

Zakladni definice a teorémy projektivni geometrie.

Linedrni systémy aritmetickyeh bodd.

1. Bud m libovolné pevné zvolené &islo pfirozené. Skupinu m + 1 &isel*),
na pf. x¥, x,...x"™ nazveme aritmeticky bod, kratce ar. bod;
oznaleni |x, xY, ... x™'. Cisla x©, xt, ... xm™ jmenujeme soufad-
nice ar. bodu. Pfi tom pofadek soutadnic povaZujeme za podstainy, takZe
na pf. pro m=1[1,13, a !Y3, 1], jsou riizné ar. body. Je-li tfeba vy-
tknouti hodnotu pfirozeného ¢&isla m, mluvime o m-rozmérnych ar.
bodech. MnoZstvi viech m-rozmé&rmnych ar. bodi jmenujeme prostor
(m-rozmérnych) ar. bodu.

Ar. body budeme zpravidla oznaovati jedinym pismenem; zejména
pismena x, x;, x, y, 2. X atd. budou vidy znamenati ar. body. Pfi tom
vidy na pf soufadnice ar. bodu x budou x®, x™V,...x™; podobné
x @ x,™, ... x,™ pro ar. bod x; atd.

Ar. bod |0, 0...0|, jmenujeme nulovy bod; oznaleni 0,. Ostatni
ar. body jmenujeme vlastni.

Ar. body |1, 0,...0% (0, 1,0,...0, [0, 0,...1}, t. j. ty, jichz
v3ecky soufadnice rovnaji se nule aZ na jedinou rovnou jedné, nazyvame
soufadné ar. body. ’

2. Za soulin ¢isla 2 a ar. bodu x=|x%, x®,...x™)|, pro-

hlasime ar. bod*¥*) _
e =0, D, L ax ™,

Zejména tedy 40, = 0, pro kazdé A, kdeZto 4, x — A, x pro x 3= 0,,
jen kdyZ A4; = A3; dale Ox = 0, pro kaZdy ar. bod x.

3. Za soucet ar. bodu x, a x, prohlidsime ar. bod

x4 x%,=x09 4+ %, x® 4 x O, 2 4 x

#) Cislem bez dalsiho dodatku rozumime vidy &islo redlné.
#%) Misto — 1 x budeme psati kratéeji — x.



4. OkamZité se pfesvédCime o spravnosti pravidel poetnich

M+ x=Mx+Ax, Mix +x,)=kx +kx,.
X T+ X=X, + X,

G+ x) + xg=2x, + (X, + X3) = X, + X, + Xy
x+0=ux

5. Pravime, Ze ar. bod x, jest linearné& z4visly na ar. bodech
X1, Xa...Xn existuji-li ¢isla 4;, 4....1, takova, Ze jest

(1) Xo= XX, 4+ MyXy =+ ... + hn Xn.

Nulovy bod jest linedrné zavisly na kterékoli skupiné ar. boda x,,
Xar -+ Xn; stadi zvoliti 4, =2, =...=2,=0. Je-li jeden z ar. bodii x,,
X1, Xg - - - Xn linedrn€ zévisly na ostatnich, pravime, Ze tyto ar. body jsou
linedrné zavislé; jinak jsou linedrn€ nezédvislé. Nutnd a posta-

Cujici podminka, aby ar. body x,, X, ... Xx. byly linearné nezdvislé, jest,

aby rovnice
) ANxg+Mx, + .0+ haxa=0s
platila pouze pro Ay=A4,=...=A4,=0. Vskutku, je-li na pf. ar. bod x,

linedrn& zdvisly na x,,...x, plati rovnice (1) a tedy i (2), kde A,=
= —150. Naopak, je-li (2) spinéna tak, Ze na pf. 4,30, jest

A An

Aby toto kriterium zistalo v platnosti i pro n=20, budeme pod jednim
linedrn& nezavislym ar. bodem rozuméti vlastni ar. bod.

6. MnoZstvi vSech ar. bodu linedrné zdvislych na ar. bodech x,, X,
... Xn nazyvame linedrni systém ar. bod, nebo uplngji lin. systém
urfeny ar. body X Xi,---Xa; o0znaeni {xo, X;,...Xn}. Jest {0} =0,
t. j. nulovy bod sdm o sob& tvofi lin. systém; ostatni linedrni systémy
nazyvame vlastni. Vlastni lin. systém obsahuje zfejmé& nekone&n& mnoho
ar. bodi, mezi nimiZ vZdy se vyskytuje nulovy bod.

7. Je-1i ar. bod x lin. z4&visly na ar. bodech x4, x4,..: X
jest
n {x, %%, .. xn) = {x0. %, .. xn}.

Vskutku dle pfedpokladu

X=XeXg+ MX, 4 ...+ Ay Xn.
Je-li tedy
’ y=px+peXo+mX + ..o+ fnXn
jest téZ
Y="(1y + ko) Xo + (1 + 1) Xy + ... + (B + A7) Xa.
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Kazdy ar. bod linedrniho systému nalevo v (1) néleZi tedy linedrnimu
systému napravo; av3ak zfejmé& také obricené.

8. Kazdy vlastni lin. systém {y, y;...y,} ar. bodi (»>0)
lze ur€iti n+1 linedrné nezavislymi ar. body tak, Ze n=
=v(n<»), jsou-li yy, y;...p, lin. nezavislé (zavislé).

Je-li =0, je tvrzeni zfejmé. Bud tedy » >0 a dokazujme indukci
vzhledem k ». Jsou-li ar. body y,, y,, ...y, lin. nezdvislé, je tvrzeni opét
zfejmé. Jsou-li v3ak lin. zavislé, muZeme pfFedpokladati (v. 5), Ze na pf.
ar. bod. y, je lin, zavisly na y,, yi, ...y, Pak jest dle 7

ori- vt ={por .. yv—1}
a dle pfedpokladu pro indukci

oy pi—1) ={xux, ... x:},

kde ar. body napravo jsou lin. nezdvislé a n<v—1. Tedy

YoYi-o-Yop = X0, X ... Xn{,
e R
9. NileZeji-1i lin. nezdvislé ar. body y, y;,...y, linear-

nimu systému {x, X; ... X}, jest < n.
Pro n=0 tvrzeni se velmi snadno dokaZe. Bud tedy n >0 a do-
kazujme indukci vzhledem k n. Dle pfedpokladu

yn=)‘i0x0+)‘i1x|+---+)‘i"x" (i=0,l.-.‘/).

Jeli 4 =2;p=...=4,,=0, néleZeji ar. body y,, y,, ...y, lin. sy-
stému {x,, Xi,...Xa—1} a tedy dle pfedpokladu pro indukci » <n—1.
Je-li viak na pf. A, =0, naleZeji ar. body

Yo——y (i=0,1...v=1

lin. systému {xo, X, ..- X.—i} a tedy dle pFedpokladu pro indukci
v— 1< n— 1. V obou pfipadech je tedy vskutku » <n.

10. je-li
) (XX X} ={Vo i .. )

a jsou-li ar. body xy x,,-..x. lin. nezavislé, jest v=n(»>n)y
kdyZ ar. body yg, y5, ...y, jsou lin, nezavislé (zdvislé).

Ptredpokladejme nejprve, Ze ar. body y,, yy, ... y, jsou lin. nezdvislé.
Jezto y4, yi, ..y, naleZeji do {xo, xi,... xa}, jest dle 9 v<n; jeito
ar. body xo, Xi,...X. naleZeji do {y, yi,...p,}, jest dle 9 n<». Tedy
jest v=n.
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Jsou-li v3ak y,, yi, ..y, lin. zavislé, je die 8

(2) {yn,yl...y»/}z{z,, Zl...zp.},

kde # <» a ar. body 2,, 2,... 2, jsou lin. nezdvislé. Dle (1) a (2) je
viak
X0 %, xn) = {252, .2}

a tedy dle toho, co jiZ jsme dokazali, u=n. Tedy n<».

11. Lin. systém {0,} jmenujeme lin. systém dimense —1. Lin.
systém urCeny n—1 lin. nezdvislym bodem jmenujeme lin. systém
dimense n. Z 10 vychdzi, Ze kazdy lin. systém m4 zcela urCitou dimensi.

12, Dimense lin. systému ar.bodi jest vidy < m. Prostor
ar. bodi jest jediny lin. systém ar. bodi dimense m.

Viimnéme si, Ze vSecky dosud ucinéné definice maji vyznam i pro
m=0 a Ze v tomto pripadé véta, kterou chceme dokazati, je zfejma,
MozZno ji tedy dokazovati indukci. Budte x,, x;...x. lin. nezavislé ar.
body a n>m. OznaCme obecn& x (m — 1) rozmé&rny ar. bod, ktery vznikne
z m rozmérného ar. bodu x vynechdnim posledni soufadnice, a x™ tuto
posledni soufadnici. Dle pfedpokladu pro indukci, a jeZito n>m—1,
(m — 1) rozmé&rné ar. body X, X;...X. jsou linedrn& zavislé. Existuji tedy
Cisla Ay, Ay ... L, ne vesmés rovnd nule a takova, Ze

hoXg+ M X+ ..o 4 hnXn
jest (m—1) rozmérny nulovy bod. Naproti tomu
a= )‘0 xﬂ("‘) + )'I xl("l) + oo+ xn(M):‘: 0,

nebof jinak by ar. body x4 x;...x, byly linedrné zavislé. Ar. bod

ym='zlz‘()\oxu+ ---+)‘”x")=lon 0,...0, Ilb

néleZi tedy lin. systému {xo, xl---xn}- Podobné se vidi, Ze tomuto lin.
naleZeji také v3ecky ostatni soufadné ar. body a tedy v3ecky ar. body
vitbec. Dany lin. systém je tedy prostor ar. bodii a jeho dimense je patrné
rovna m.

13. NaleZeji-li lin. nezdvislé ar. body yy, yi, .-y lin. sy-
stému § dimense n, jest v<m. Je-li v=n, jest

(l) S={}'0; }’1.--~}’v}§

je-li v<np, existuji v § ar. body y, +y,...y, takové, Ze

@ S={yy v yo}.
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Dle definice dimense lin. systému jest S={xo, x; ... xs}. Dle 9 je
tedy » < n. Bud nejprve v—=n. Kdyby neplatilo (1), existoval by ar. bod 2
naleZejici do S, ne v3ak do {ys y....y.). Neni moZno, aby ar. body
z, yi.--y, byly lin. zavislé, nebof pak by bud z patfil do |y, y,...y.}
nebo by yo, y: ...y, byly lin, zavislé. Lin. systém {x,, x; ... x.} obsahuje
tedy v - 2=n -2 lin. nezavislé body, coZ je dle 9 nemozné.

JeZto vé&ta je nyni dokadzadna pro n—» =0, miaZeme predpoklidati,
Ze n—v >0 a uziti indukce vzhledem k n—r. Rovnice (1) nyni neplati,
nebof levd strana md dimensi n a pravd dimensi ». Existuje tedy v S
ar. bod y,,, takovy, Ze y, y,-..y, 1+ jsou lin. nezdvislé. Dle pfed-
pokladu pro indukci existuji tedy v S daldi ar. body y,4...y. takové,
Ze plati (2).

14. Spojenim lin. systémi {x, Xi--- X} @ [y y1...p,) na-
zyvame lin. systém {xo, X1+ Xay Yoy Y1 -+ .yv}. Jest to lin. systém
nejmen$i dimense, ktery obsahuje v3ecky ar. body z {x), x;-- - Xa}
iz {yo, Yi- .yv}.

15. Z definice lin. systému je patrno, Ze, obsahuje-li lin.systém S
ar. body x a y, a jeli 2 libovolné Cislo, S obsahuje téZ x+y
a Ax. Naopak, ma-li néjaké mnozZstvi § ar. bodi tyto dvé
vlastnosti, jest S linedrni systém. Vskutku, obsahuje-li S jen
nulovy bod, je véc zfejma. Nechf tedy lze v S udati n—- 1 lin. nezavisly
ar. bod (n<m dle 12) a ne vice (n >0). Budte x,, x; ... x, tyto ar. body.
Pak vSecky ar. body z § jsou lin. zavislé na xg, x,...Xxs nebof jinak
by bylo lIze v S udati vice neZ n+ 1 lin. nezdvisly bod. Na druh¢ strané
kaZzdy ar. bod lin. zavisly na x, x,...x. je v S, dle pfedpokladanych
viastnosti. Tedy S={x¢ X1 ... Xn|-

16. Z véty pravé dokazané vychazi, Ze mnozstvi ar. bodii spo-
le¢nych dvéma danym lin. systémam jest lin. systém. Vskutku
jeden takovy ar. bod- vidy existuje, totiz 0,. Tento lin. systém nazyva se
prifez danych lin. systému.

17. Jsou-li §,;, S; dva lin. systémy ar. bodia, S jejich spo-
jeni, Z jejich priafez, a jsouli dy, ds, d, d resp. dimense §;, Sy,
S, 2, jest d,+d:=d-+9d. Bud d >0. Lin. syst¢tm X bud uren lin.
nezdvislymi ar. body

F= {ZU, Z; .. Za}.

Dle 13 miiZeme uréiti S; a S; lin. nezévislymi ar. body

Si={2n 2,y ... 25 %, X, ...xdl_a}.

S,= {ZU. 2y - 25 Y Yy yd,—a}'
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Pak jest
S=(z, 2, ...25 X}, X%, v Xy 5 Yo Vo '-'-Va,_a)'

Potfebujeme pouze ukazati, Ze ar. body, jimiZ jsme ur€ili S, jsou
linedrné nezdvislé, nebof pak dimense S rovné se d, + d. — d, jak chceme
dokazati.

Je-li viak
MZo+Mzi+ o Ry X Tt - Pg_gXg gt +%nl+ .o+

TVq,3Ya—3= %
jest
— W — Vo Yy — ...—vd‘_aydz_\z)\ozoq-).lz, + ... +)‘628+P'1x' + X+ ..+
a5 Va3

Ar. bod nalevo této rovnice ndlezi do Ss ar. bod napravo naleZi
do §,. Oba ar. body jsou rovné a tedy naleZejl do X. AvSak ar. body,
jimiZ jsme urili S;, jsou lin. nezavislé, a tedy, ma-li na§ ar. bod naleZeti
do Z, jest

M=g=...=p, »=0

Nato v3ak z lin. nezdvislosti ar. bodn, jimiZ jsme urlili S, plyne,
Ze také vSecky ostatni koeficienty pfedpoklddané linedrni relace rovnaji
se nule.

Dosud jsme pfedpokladali, Ze 6 >0; kdyZ d=—1, diukaz probihd
podobné.

Aritmetické nadroviny; adjungované lineidrni systémy.

18. Je vhodné, neddvati vidy skupiné m--1 Cisel jméno ar. bod.
Nékdy budeme skupinu m -1 &isel nazyvati aritmetickou nadro-
vinou, kritce ar. nadrovinou. Chceme-li skupinu Cisel §@, §0 ., 50
nazyvati ar. nadrovinou, oznalime ji |§@, §0) ... §( |, Také ar. nadroviny
budeme zpravidla oznalovati jedinym pismenem; tak zejména &, §,, &, 7,
§, = atd. budou vidy znaliti ar. nadroviny. I zde na pf. soufadnice ar.
nadroviny § oznalime vidy §©, &0 ., E0),

Ar. nadroviny liSi se pouze jménem od ar. bodli. Ve viech defi-
nicich a teorémech pfedchozich odstavcli miZeme tedy
slovo bod nahraditi slovem nadrovina. | neni tfeba vykladu,
co jest rozuméti pod nulovou nadrovinou 0, soufadnou ar. nadrovinou,
lin. zAavislymi ar. nadrovinami atd.

19, Je-li x ar. bod a § ar. nadrovina, klademe

(1) Sxt=8tx= x\0 5(0) —+ X &(1) + o+ x(™) g("‘),
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Pravime, Ze ar. bod x a ar. nadrovina § jsou incidentni,
kdyZ Sx§=0. Nulovy bod jest incidentni s kazdou ar. nadrovinou a
nulovd nadrovina jest incidentni s kazdym ar. bodem.

Nasledujici identity jsou zfejmé:

2) Skx . E=S8x. A =21r8x¢,
(3) S(x,+ x,) £ =8x,¢ + Sx,¢&,
(4) Sx(El '{“ E.z) =SX§, + Sxﬁ.z.

Misto Sx & + Sx,&; piSeme nékdy S(x,& + x»&)-

20, Ke kazdé¢ definici, kterou v dal§im zavedeme, jest si vidy mysliti
zavedenu také t. zv. dudlni definici, jeZ vznikne z piivodni tim, Ze vZdy
slovo bod nahradime slovem nadrovina a obrdcené, Zpravidla {uto
dualni definici vyslovné neuvedeme, i kdyZ ji v dalSim textu uZijeme,
Né&kdy je definice totoZnd s dudlni definici; tak tomu je na pf. s definici
incidence v 19,

Ziejmé z kaZdého spravného teorému obdrZime novy spravny teorém,
zvany dudlini teorém, jehoZ netfeba jiz dokazovati, kdyZz opé&t vyménime
slova bod a nadrovina. V tom zaleZi t. zv. princip duality,

21. Jsou-li xy, X1...X. jakékoli ar. body, jest mnozZstvi
ar. nadrovin s nimi incidentnich linedrni systém 2, KazZda
ar. nadrovina ze X jest incidentni s kazdym ar. bodem line-
drniho systému {x, X, ... X}

Dle 19 (2), (4) vidime, Ze mnozZstvi £ ma obé& vlastnosti, charakte-
ristické pro lin. systém dle 15. Dle 19 (2) (3) vidime, Ze kaZd4 ar. nad-
rovina ze X jest incidentni s kaZzdym ar. bodem z {x; x,... X}

22, Tvofi-liar.nadroviny incidentnis ar.body x;, Xs... Xa
lineadrni systém X2 dimense », a ar.nadrovinyincidentnisar.
body xq x,...x.lin.systém 2’ dimense+, jestbud ¥=» nebo
V=v—1,

Pro » =—1 je tvrzeni zfejmé. Bud tedy » >0 a

T={8 & ... )
takZe ar. nadroviny &, &, ... &, jsou lin. nezavislé a
Sx¢, =0, i=1,2...n, k=0,1,...v
Aby ar. nadrovina § ndleZela do X', musi zfejmé néleZeti do X, tedy
E=lb + 08+ . N8
Je-li tomu tak, aby & naleZela do &', je nutné a stadi, aby

Sx, 8 =MSxp 8 + 1 Sx, 8 + .. 4+ 4, Sxyf, =0,
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Je-li Sxo&=0 pro k=0, 1...», jetudiz Z'=2 a »'=v». Je-li viak na
pf. Sx, %, %0, mame podminku

"“:“Sx_“?'l —---—S—x";"k,- (d =0 pro v=0)
Sx43 Sx, &,
tedy
R SX..&I ; . . Sx“ e,
E=1, (i. - Sx, &, sn) T . T Ay (:_v - Sx, &, E.;), (=0, pro v=0)

Sx < Sx &

“-I—_—'E__l)l . E_,—‘v l o -

B s v T gy b (= {0 prov=0)

»'=av—1, nebof kdyby ar. nadroviny, jimiZ jsme urlili =’, byly line-
arné€ zavislé, byly by linedrn& zavislé i ar. nadroviny &, &, ...§&,, proti
predpokladu.

23. Je-li Slin. systém ar. bodd, nazveme mnoZstvi Z ar.
nadrovin incidentnich s kaZdym ar. bodem z § adjungo-
vanym lin. systémem k S; oznaleni Z=Adj. S.

Z jest lin. systém dle 21. Dle 20 netfeba jiZz vyslovné definovati,
co jest rozuméti pod Adj. Z, je-li X lin. systém ar. nadrovin.

24. Je-li Slin. systém ar, bodii dimensen,aje-li» dimense
lin. systému Adj. S, jest n4+-»=m—1. DokaZme nejprve, Ze jest
v>m—n—1. Toje ztejmé, kdyZ n—=—1, i miZeme dokazovati indukci
vzhledem k n. Je-li tedy S={xo, x;... x,,}, plati pro dimensi », lin. sys-
tému adjungovaného k {x, ... x.} dle pfedpokladu pro indukci nerovnost

w2m—(n—1)—t=m—n.

Dle 22 jest vSak »=—=v», nebo v—=w»,—1, tedy »>m—n—1. Do-
kazme za druhé, Ze v< m—n—1. To je zfejmé, kdyZ n=m, i miiZeme
dokazovati indukci vzhledem k m — n. Je-li vSak op&t S={xy, X1 - - Xa},
n<m, bud y ar. bod mimo §; dle pfedpokladu pro indukci plati pro
dimensi #, lin. systému adjungovaného k {xo, X; . - . x», y} nerovnost

wn<m—(n+1)—1l=m-—n—2.

Dle 22. jest v3ak v=v», nebo v=v;+ 1, tedy vy<m—n—1. Oba vy-
sledky dohromady dédvaji v=m—n—1.

25, Bud Slin. systém ar.bodii; bud Z = Adj. S. Pak S=Adj. Z.
Vskutku, bud §'—=Adj.Z, a budte n, », n’ resp. dimense S, =, S". Je
zfejmé, Ze S jest obsaZzen v §'. Av3ak dle 24

n+v=m—1,v+n=m-—1,

tedy n=n'. Tedy S=§ dle 13.
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26. Jsou-li §;, S; dva lin. systémy ar. bodit, §’ jejich spo-
jeni a 8" jejichprifez, ajeli Z,=Adj. S, 2, =Adj. S,, Z'= Adj. §,
2" =Adj. S", jest =’ prifez X, X, a 2" jest spojeni X, Z,. Dle
definice jest kaZda ar. nadrovina ze X’ incidentni s kaZdym ar. bodem
z 8’; jeZto S, jest obsaZen v §’, jest kaZda ar. nadrovina ze X’ incidentni
s kazdym ar. bodem z §,, a tedy naleZi do Z,. Podobné se vidi, Ze
kazda ar. nadrovina ze X’ néleZi také do X,, atedy 2’ jest obsaZen v prii-
fezu lin. systémi X,, X,. Naopak kaZda ar. nadrovina z prifezu Z,, 2,
jest incidentni s kaidym ar. bodem z S, i z S, a tedy i s kaZidym ar.
bodem z S’; tedy prifez X, 2, jest obsaZen v X'. Je tedy vskutku =’
priifez X, a X,. Vyrok o Z” plyne nyni dle 25 z principu duality.

Symboly (xox;---Xu) @ (X1... Xu).

27. Jsouli x; (=0, 1...m) ar. body v poftu m+1, ozna-
cime (x4, Xy ... xu) Cislo

| X,, 1(0) Xm(o)

{ @) (1

X x e X
(x,x, ... = " ! " E

‘ X, (m) X, (m) xm(m) !

Duéln€ definuje se Cislo (&, & ... &q)-

Z definice vychdzeji ihned tyto dileZité vlastnosti symbolu
s=(xop X1 -.-Xn): 1° nasobime-li jeden z ar. bodii x; Cislem A, nésobi
se s tymz Cislem, na pf. (Axy, X1+« Xw) = A (X0» X1 - - - Xu); 20 pFifteme-li
k jednomu z ar. bodi x; ar. bod linedrné zavisly na ostatnich ar. bodech
vyskytujicich se v symbolu s, hodnota s se neméni, na pf. (x,+ Axy,
X1eer Xn)=(XoX1 - Xun); 3" vym&nime-li v symbolu s dva z ar. bodil x;,
zméni s znameni, na pf. (X1 XXz ... Xn)=— (Xo X1 X2 ... Xu); 4° je-li
jeden prvek symbolu s soucet n€kolika s€itanci, jest hodnota s rovna souctu
hodnot symbolii, v nichZ onen soulet je po fadé nahrazen jednotlivymi
sCitanci, na pF. (o + X0y X1+ - Xu) = (X¢ X1+« + Xn) + (Xo" X1+ -+ Xm)-

28. Nutnda a postaCujici podminka pro linedrni zé&
vislost m—+ 1 ar. bodd x4 x, ..-xu jest (xox; .-+ Xa)=0. Vskutku
ar. body x; jsou linedrn& zavislé tehdy a jen tehdy, kdyZ m -+ 1 linearnich
rovihic 0 m—+ 1 neznamych 4y, 4, ... 4,

(l) )‘ll x()(i) + )‘| x|(i) + o + 1"‘ x,,.(") =0.

ma feSeni rizné od {trividlniho feSeni 2,—=A;— ... =1,=0. Z teorie
linedrnich rovnic je zndmé, Ze, aby tomu tak bylo, jest nutné a stai,
aby determinant soustavy rovnic (1) rovnal se nule. Tenio determinant
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je v3ak zfejmé€ (xoxy-..Xxs). Jsou-li ar. body x4 x,-.-xn Vv poftu
m-11lin. nezdvislé, pravime nékdy, Ze tvofi jehlan®).

29, Je-li(xox,.-- xm)F0,aje-li xjakykoli ar.bod, lze udati
jednua jen jednu skupinum-1 Ciseld,,...4,tak, aby bylo

N x=hX,+hX + ...+ X,

To je disledek teorému 12; je to v3ak moZné nahlédnouti také pfimo,
nahradime-li rovnici (1) mezi ar. body ekvivalentnim systémem rovnic
mezi &isly. Cisla A, A,...4, jmenujeme soufadnice ar. bodu x
vzhledem k jehlanu x, x1... Xn Zejména, kdyZ xo, Xi--.Xns jsSou
soufadné ar. body, obdrZime ¢€isla, kterd jsme v 1 definovali jako soufad-
nice ar. bodu x.

30. Jsou-li x;, xo...Xw ar. body v poltum,existuje jedna
a jen jedna ar. nadrovina § takova, Ze jest identicky v sou-
Fadnicich libovolného ar. bodu x.

(X, X, ... XmX) = Sx.

Soufadnice- ar. roviny § jsou tedy minory soufadnic ar. bodu x v de-
terminantu (x1Xs+++Xux). Na pf. pro m=3 a x; =[x, xiV, xi'¥, x{®,
((=1,2,3), §=[59,&Y,89, 83, jest

xl(") x.:(” xu(l) xl(n) x_z(o) x:,(o)
80— _ xl(ﬂ) xl('-‘) x:l(‘-’) D) = xl(ﬂ) xz(‘-‘) x:,("' ,
x'Y x,® x,® x® x,® x®
xl(O) x_z(O) x5|<0) xI(O) x2(0) xu(O)
£ = _. xl(l) x;(l) xa(l) ,6(3): xl(l) J(_l(l) xn(l) .
xl(s) x2(3) x® xl(-.') J‘__'(2) xa(ﬂ)

Znatime &= (x;X;...x.). Je ziejmé, Ze m-Clenny symbol (x;, X3 - .- Xn)
ma viastnosti 1°, 2°, 39, 4°(v. 27) (m + 1)-¢lenného symbolu (x, X1 + . " Xm).
DudIné& definujeme ar. bod (§,5;. - . §x).

31. Nutnd apostacujici podminkaprolinedrnfzavislost
m ar. bodit x;, X3--. Xn jest (xi, X2 .- Xn) =0,
Dukaz jako v 28.

32. Je-liflibovolna ar. nadrovina, existuji vidy ar.body
X1s X2+« Xn takové, Ze
(n E=(x,x, ..x).

m

#) Dudlni termin jest dudlini jehlan.
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Je-li £3=0,, jest tehdy a jen tehdy téz

@) E=0Ye- - Yu)
kdyZ
® Vi=hyX FhgX+ o+ hpx, i=1,2...m

TR ST IR ST

hag heg ...\
@) 21 A2g LI

)\ml )‘ml e )\mm

Je-li §=0,, plati (1) dle 31 tehdy a jen tehdy, kdyZ ar. body x;, X3 - . Xm
jsou lin. zavislé, tedy na pf. kdyZ x,=0,. Bud tedy &30, a bud
2,25 2Znp =Adj. {E}. Je-li §=(2125.-.2a), jest dle 30 (1) & inci-
dentni s z,, 2 . . - Zm t. j. {§'} jest adjungovany lin. systém k {z,,zs. .. zn}
atedy {&) ={£) dle 25, t. j. §=12F" Je-li tedy x. =z (i=1,2...,m—1),
X = AZm, jESt (X1 X2 -+ Xm) =2A(2122 ... 2a) = A =& Je-li (1), tedy aby
platilo (2), musi pfedev3im ar. body y,,y; ... y. ndleZeti do {xl, Xy oo x,,.},
nebof i {py;ys .. Ym} i {X1Xxs--- xa} jsou adjungované ke {£}. Plati tedy
pfedevdim (3), naleZ v3ak formule pro nisobeni determinanti dava ihned

A1 M3 ... hm

Ag1 heg o A
5) WY V)= n e m (6 Xy o0 Xp)e

)\ml )\m2 . )‘mm

33. Jsou-li xo X1.++-Xm lin. nezdvislé ar. body, lze urciti
jednim a jen jednim zpilisobem ar. nadroviny &, § ...&s tak,
Ze jest
) Sxibi=1, Sxikx=0. (i, k=0, 1...m; i k).

Jest pak téz
(2) (XpXy. . Xm) (6o &y . Em)=1.

Rovnice (1) dévaji pro soufadnice kaZdé z ar. nadrovin &, &§,...&,
m- 1 linedrnich rovnic, jichZ determinant je (x,, Xx;...Xn.) a tedy dle
28 je rizny od nuly. Rovnice (2) plyne z (1) dle pravidla o néasobeni
determinantil.

34. Plati-li rovnice 33 (1), pravime, Ze jehlan xo, x1...xn (v. 28)
a dudlni jehlan &, & ..., jsou adjungované.
Jehlan soufadnych ar. bodi a dudlni jehlan soufadnych ar. rovin jsou
zfejmé& adjungované.
Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 2
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Kolineace.

35. Pojem soufadnic ar. bodu vzhledem k jehlanu (29) vede k na-
sledujici definici zakladni diileZitosti: Budte x4, x; ... Xn; Xo» X1 ... Xn
dvé& skupiny m+1 lin.nezdvislych ar. bod, tedy (xo x;...Xn)
F0, (X, Xi---Xs)3F0. Libovolnému ar. bodu x pfifadme
ar. bod X dle tohoto pravidla: Jsou-li 4, 4,...4, soufadnice
ar. bodu x vzhledem k jehlanu xg x;...Xm bud X ten ar. bod,
jehoZ soufadnice vzhledem k jehlanu X, X,... X, jsou taz
Cisla Ay, A4 ... %, Jinak feCeno, ar. bodu

x=)‘0x0+)‘lxl + e +)~mx:n
pfifadime ar. bod
X=2X+4X, + ... + \uXm.

Takto definovand jednojednoznaénd korespondence
v prostoru ar. bodi nazyvad se kolineace ar. bodi. Cislo
XXy X

M X, Xm)
nazyva se modul kolineace. Je vidy p==0; jeli #>0 (2 <0),
pravime, Ze kolineace je positivni (negativni).

Je dileZito pov3imnouti si, Ze tdZ kolineace da se vytvofiti nekone¢né
mnoha zpusoby. Vskutku, budte y,, y, ...y ar. body lin. nezavislé, ale
jinak libovolné.

Je-li
(1) Yi=tiXy + X+ oo pimXm (f=0,1...m)

pfisludi jim v dané kolineaci resp. ar. body Y, V;... Y, kde
(2) Vi=piXo+ X, + ... + aXn.

JestliZe nyni v hofej$i definici kolineace ar. body x, X;...Xm
Xo, X: ... Xn nahradime po fad& ar. body yo, yi--+Ym Yoo Y1... V0
obdrZime novou kolineaci, v niZ libovolnému ar. bodu

3 y=10y0+11y1+ e +lmym
je prifazen ar. bod
4 Y=4,Y,+ LY, + ...+ lu¥n.

Dle (1) a (3) je v3ak

m m m
y=.§01ip.i0.xo +. Solip.i, x4 ... +-Eoliptm'x'"'
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Stejné obdrzime z (2) a (4)
Y=_£‘Jnol.-pi,,.xo+§olzm, X+ ... +_§01:p:,..xm.

Je tedy také v pavodni kolineaci ar. bodu y pfifazen ar. bod Y,
tedy, jeZto ar. bod y je libovolny, ob& kolineace splynou.
Odtud vidime, Ze téZ Cislo
P,:(Xoy,...y,,.)
(YD1 -Ym)

maZeme povaZovati za modul dané kolineace. Pfes to modul kolineace je
Cislo zcela urCité, nezdvislé na tom, jak je kolineace vytvofena; nebof
snadno se ukdZe, Ze u’' —u. Vskutku z (1) odvodime dle véty o ndsobeni
determinanti

YY1 Ym)=M(x,%, ... Xn),
kde M je determinant ], a stejné obdrZime z (2)

(Y ¥,... Yo =MX,X,... Xn)

36. Je-li K korespondence v prostoru ar. bodi, v niZ
ar. bodu x je pfifazen ar. bod X, piSeme x~X v K, nebo
krdtce x~ X. Inversni korespondenci ke K, oznafeni K1,
definujeme takto: kdykoli x X v K, jest Xcox v K. Jsouli
Ky, K; dvé korespondence v prostoru ar. bodii, nazyvame
jejich sou¢inem (v tomto pofddku) a znalime K, K, kore-
spondenci takto definovanou: kdykoli x~yvKiay~zv K,
jest x vz v K| K.

MnoZstvi korespondenci nazyva se grupa, mé-li tuto
vliastnost: kdykoli obsahuje K; a K, (K: nemusi byti riizna
od K,), obsahuje téZ Ki' a K, K,.

37. MnoZstvi v3ech kolineaci ar. bodu je grupa, Jsou-li
My, by moduly kolineaci K, K, jest u! modul K\—'a u, uy jest
modul K, K.

Diikaz je zfejmy.

38. Bud K kolineace ar. bodd modulu g Snadno se dokaZe,
iev K

10 Owab,

20 jelli x v X, jest Ax ~ AX,

jeli xo X, yoY, jest x+y~X+Y,

4° jeli xi» X: (1=0,1...n), jest {xo, xl...x,,}m{Xo, Xl...X,.};
jsou-li ar. body x; linedrné& zavislé (nezdvisl¢), plati totéz
o ar. bodech X;,

5% je-li x; > X; (i=0,1...m), jest (XoX1...Xn)=#(x0X1- - -Xn)-

2%
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39, Kolineace modulu 4+ I nazyvad se unimoduldrni.
MnoZstvi v3ech unimodularnich kolineaci jest grupa. Je-li
vunimoduldrni kolineaci xi~o X; (I=0, 1...m), jest (X, X; ...
Xm) =(X0 X1+ oo x,,.)-

40. Zvolme €islo 440 a pfifadme kaZdému ar. bodu x
ar. bod Ax; takto definovand korespondence jmenuje se
podobnost ar. bodd. MnozZstvi viech podobnosti jest grupa.
Jelli m liché, podobnost jest positivni kolineace; jeli m
sudé a A>0(2<0), podobnost jest positivni (negativni) ko-
lineace. Vskutku modul jest A=+1,

41. Je-li m sudé a jeli K libovolnd kolineace ar. bodd,
lze urciti jednim a jen jednim zpasobem unimodulédrni,
kolineaci U a podobnost P tak, aby bylo K= UP. Vskutku
je-li u modul K, jest dle 37 u t€% modul P a v P jest x ~ V. x. Tim
je P urfena a tedy U= KP, coz je zfejm€ unimodularni kolineace,

42, Je-li m liché a je-li K positivni kolineace ar. bodq,
lze ur&iti dvéma a jen dvéma zpasoby unimodularni koli-
neaci U a podobnost P tak, aby bylo K= UP. Ze je nutno pfed-
pokladati, Ze modul u kolineace K jest >0, plyne z 37 a 40. Je-li viak

m41,—
u >0, lze opakovati hofej8i usudek s tim rozdilem, Ze Vﬂ mizZeme dle
libosti vziti kladn€ nebo zdporné.

43. Je-li K libovolnd kolineace ar. bodi, existuje jedna
a jen jedna kolineace K’ ar. nadrovin té vlastnosti, Ze, kdy-
koli xoX v Kabl~vEv K, jest SxE=SXZE Pravime, Ze koli-
neace K’ jest adjungovidna ke K a piSeme K =Adj. k. Jest

téZ K=Adj. K'. Jsouli g, @ resp. moduly K, K’, jest uu’'=1.
e-li
J EvZ VK, xioXivK (=12 ...m

ajeli

E=x,x,...Xm),
jest
m pE=X,X,... Xun)

Podobng, je-li

x~X v K, LiNE vK (i=1,2...m

a je-li

x=(§&...5m),
jest
)] p—1 X =(E,E,...En).

Zvolme libovoln& jehlan y,, y; ... ym Bud 7y, 7, ..., dudlni jehlan
adjungovany k y,, y1.-.yn (v. 34), takie

(3) Syimi=1, Syiqe=0. ([, k=0,1...m; [k
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Bud y:~ Vi v K, a s~ H; v Zddané kolineaci K'. Dle (3) a dle
pfedpokladané vlastnosti kolineace K~ jest

4) SYiHi=1, SYiHx=0. (, k=0, 1...m; ik

Tim jsou dle 33 ar. nadroviny H; (i=0, 1...m) jednoznacné ureny
a totéZ plati tedy i o kolineaci K. Zbyva ukdazati, Ze takto definovani K’
ma vskutku Zadanou vlastnost. Av3ak, je-li

X=X+t ot hnym E=pm+mnt ...+ patim

jest dle (3) a dle 19
SxE=Xpo+ M+ .. + dapnm

a podobné téZ, kdyZ x~X v Kaé~E v K,
SXZ = 0P1J+)‘|P~|+~--+)\ml-‘-m-

Ze 33 (2) plyne, Ze, je-li u modul K, jest 7! modul K. Z rovnice
Sx&=SXZ vysvita, Ze, jsou-li x a § incidentni, jsou téZ X a 5 incidentni.
Rovnice (1) je zfejmd, kdyZ (x;xs--.xs) =0, nebof dle 31 a 38, 4°je
pak téZz (X; Xs... Xn)=0,. Je-li v8ak § =(x; x5 ... xn)F0,, je dle 30
{6} =Adj. {x1, X2 .. Xa}. JeZto SEX;=SExi=0 (i=1, 2...m), je také
{Z}=Adj. {Xi, Xs... Xa}- Ziejm& viak Adj. {X;, Xy . Xn}={(X1 Xs.-.
Xn)}- Tedy {E} ={(X:Xs- - Xn)}, t. j. existuje Cislo » takové, Ze »Z=
= (X, Xz ...X,). Abychom dokdézali formuli (1), potfebujeme jeSt& zjistiti,
7e v=u. Bud x, ar. bod neincidentni s £ a bud x,~ X, v K. Dle 38,
50 jest

(X, X,y.. . XanXy) =n(x,x,...XmX,).

Avsak dle definice symbolu (x; Xz ... xm)

(X, Xy . . XnXy) = S (X, X;. . . Xm) X, = SEx, £ 0,
X, X,... XnX)=S(X, X,...Xm) X, = vSEX, = vStx,,

tedy v SExo =1 SEx,, v = p.
Je zfejmé, Ze K — Adj. K, nebof vztah mezi K a K’ je soumé&rny.
Formule (2) je tedy dudlni k (1) a neffeba ji jiZ dokazovati.

Korelace.

—

44.]sou-li ar. body xp, x1- . . Xm jakoZ i ar. nadroviny 5, 5,.. .5,
lin.nezavislé, pfifadme ar. boduy, jehoZ soufadnice vzhledem
k jehlanu xp x; ... Xxn jsOu &g, 4; ... 4, t. j. ar. bodu

X=X +MX,+ ... +rAaXn
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ar. nadrovinu, jejiZ soufadnice vzhledem k dudlnimu je-
hlanu =5, 5, ... %, jsou taZ €isla A, 4;... 4, t j. ar. nadrovinu

E=%Z+NE + ... 4+ imEm;
takto definovand korespondence nazyvd se korelace prv-
(Zo Z1- - - Em)

(%0 X1+ - - Xm)
Inversni-korespondence, jeZ ar. nadrovin& = pfifazuje ar.

niho druhu, a &islopy = 30 jmenuje se jejl modul

bod x, nazyva se korelace druhého druhu, modulu % Je-li

#>0 (u<0). korelace nazyva se positivni (negativni). Stejn&
jak v 35 se vidi, Ze kazda korelace md zcela urCity modul,

45. Je-li K korelace prvniho druhu, existuje jedna a jen
jedna korelace K- druhého druhu té vlastnosti, Ze, kdykoli
xoEFvKaboXvK, jest SxE=SXE Pravime, Ze korelace K’
jestadjungovdnake KapiSeme K'=Adj. K. JesttéZ K= Adj. K"
Jsou-li u, @' resp. moduly K, K, jest uw’' =1. Je-li

ExX vK, icvZivK ((I=1,2...m)

aje-li
. E=(x,%,...Xn),
jest

pX=(E,E,...Em)
Podobng, je-li

x~vE VK, e Xiv K, (i=1,2...m)
aje-li
x=(§&...En),

jest

p—1E = (X, X,... Xn)

Dikaz je tplné tjZ jako ve 43.

Bodové a nadrovinové formy.
46. Bud
) P=Xaii, ... i, (5O [ED) .. [g™)m (o+ & + ...+ In=n)

forma (homogenni polynom) n-ho stupné v soufadnicich proménné ar.

nadroviny §. Jsou-li
‘ jo=11,0...0p,

Ji=i0,1...0,

jm=10,0...1Js
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soufadné ar. body, jest zfejmé
P =X, ..., (Sh&)" (S/i&% ... (Sjmd)im.  (o+i+ ...+ In=n)

Obecnéji vidime, Ze je moZno nekone&n& mnoha zpiisoby nalézti ar. body
X, ¥, 2 ... takové, Ze

@ P=23% Air...(Sxt)i (Syb)* (Sz2)... (+k+1+...=n)
Je vyhodné, pfifaditi formé (2) symbol
® Py =ZAu...xipkzi ..., A+ k+1+...=n)

ktery nazyvame bodovou formou n-ho stupn&. Bodovaforma prvého
stupné dle 2 a 3 neni nic jiného neZz ar. bod. I kdyZ n> 1, bylo by

snadné definovati bodovou formu (3) jako [(m ;zl— n) — l]-rozmérny ar. bod.

Pro naSe uCely staCi povaZovati bodové formy pro n>1 za pouhé sym-
boly, pfifazené jednojednoznain€ formam n-ho stupné v soufadnicich pro-
ménné ar. nadroviny §, a v podstaté tedy se neliSici od takovych forem.
Je-li na pf. bodova forma P, dana symbolem (3), klademe pro libovolnou

ar. nadrovinu §
) SPyt=ZAu ... (Sxt)i(Syk)* (Sz8) ...

A definujeme formalné: Bodové formy P,a Q, jsou rovné, kdyz
a jen kdyZ jsou identicky rovné formy SP;§ SQ»§ v soufad-
nicich promé&nné ar. nadroviny & To je zfejmé& v souhlase s tim,
Ze bodovou formu prvého stupné povaZujeme za ar. bod. Symbol SP,&
je zobecnéni symbolu Sx§&. Je-li SP,§ identicky rovno nule, klademe P, = Q..
To je zobecnéni symbolu 0, v 1.

Nadrovina&nazyva se incidentni s bodovouformou B,
kdyz SP,§=0. .

Bodové formy zna€ime obvykle P, P’s, Qs atd. Dle principu duality
definujeme nadrovinové formy, které zna¢ime obvykle P,, P, Q. atd.
Nadrovinov4 forma prvého stupné jest ar. nadrovina atd.

Nékdy jest pohodiné, povaZovati ¢isla za bodové (nadrovinové) formy
stupné nula. Je-li ¢ Cislo, klademe

Sct=c, Sex=c.

47. Bud P, bodova forma; bud‘_§ ar. nadrovina. Bud K
kolineace ar. bodd; bud K =Adj. K. Bud P,~Q, v K, bud
§~n v K. Pak jest
(1) SPyt = SQs.

Zejména tedy jest n incidentni s Q, kdyZ a jen kdyZ & jest
incidentni s P, '
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Dikaz vychazi ihned z definice symbolu SP;§ ve 46 a z definice
adjungované kolineace ve 43.

48. Bud P, bodova forma stupné n;bud P, nadrovinova
forma stupné »<p. Polem nadrovinové formy P, vzhledem
k bodové formé& P, nazyvame bodovou formu stupné n—v»
(€islo, kdyZz n=v) [Ps;P,] takto definovanou: 1°]Je-li

1) Pb=x,x2...xn, Pr=&151...5v,
jest

1
[Pb;Pf]=’; E8xin &) - Sxiny .t Sxivky.xiy g0 X

n

kde v soucétu Z indexyi,dy...ioprobihaji viecky permutace
cifer 1, 2...n; 2° je-li

(3) Pb: l!Plb + x"P"b + s Pr=P-'P'r + P-"P"r + e
jest
4 (Py; Pr] =

=N [P P+ W [P P o o MW" [P P o+ N7 [P P o v

Jeli [Ps;P;]=0, (=0 pro n=v),pravime, Ze bodova forma
Py a nadrovinovd forma P,jsou apolarni;pravime pak takég,
Ze forma SP,§ v soufadnicich ar. nadroviny § a forma SP,x
v soufadnicich ar. bodu x jsou apolarni.
" Prov=1 obdrZime, Ze pdlem ar. nadroviny § vzhledem
k bodové formé& n-ho stupné

Q) Py=Ax;xy... xn+ A'x/'x)) . ..x0"+ ...

jest bodovéd forma (n—1)-no stupné
1
(6) [Pb;E]=;A(Sx,£.x.2...xn+Sx,E.x,x3...xn+...+Sx..€.x,xz...xn-x)+
—1*;—A'(Sx',e.x'.,...x’,.+Sx'.1£.x’lx',...x',.-}-...ﬁ—Sx'n&.x',x'.z...x'n—1)+...

Misto [[Ps;&)8] piSeme [Py;8,56s]; misto [[Ps;6:;8);8] pi-
Seme [Py; §; & &) atd.

Dualni definice plati pro »>p. Dudlni vyrazy k vy-
raztim: pol, apoldrni jsou: polédra, apolarni.

Abychom ukazali, Ze k t8mto definicim jsme oprdvnéni, musime uka-
zati, Ze, kdyZ Po,= Qs P.= Q. jest [Py; P]1=[Qs;Q/) t. |- Ze, kdyZ
jest identicky v &, resp. v x

SPy§=SQst, SPrx=SQ:x,
Ze jest identicky v &
S [Pb;Pr] E=S§ [Qb;Qr] Qv
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Mame tedy ukdazati, Ze 1°

™ S[Py; Pr) =S8 [Qs; Prl§,
kdyZ SP,§=S8Q:§; a 2°
® S(Qs; Pr) =S [Qs5Q:] &,

kdyZ SP,x = SQ.x. Dokazme nejprve (7). Tu zfejmé miZeme bez djmy
obecnosti predpokladati, Ze
9 Pr=E¢t,... 8,
nebof kdyZ
Pr=aP', + 8P+ ...,
jest
[Pr; Pr)=o [Ps; P'2) + B [Py; P'7) + ...

Budte =, =; ... =, libovolné ar. nadroviny 4,, 4, ... 4, libovoln& proménné.
Dosadime-li do predpokladdané identity SP;&=—=SQs§

E=NE, + 45, + ...+ knEn
a porovname-li koeficienty pfi 4, . 4, . -+ . 2, obdrZime identitu

DASx;, 5. Sxi,Z,. 0. Sxi Eat+

+ £ BSyi, .Sy, E,. . 8yi,Ea+ ...

=ZA'Sxi E;.Sx,E,. " .8x"i,En +

+ZB'SYyi &, Syi, Byt SV Bt ...
Pfi tom

Q=AXxy.. Xn+ By Ys...¥Va+...

a indexy {, iy ..., probihajli opé&t v3ecky permutace cifer 1,2...n.
Sta&i nyni dosaditi

-
=)
-

l:EhEz=5~zn--EVZEV,Ev-i-l:...———Sn:ﬁ,

abychom obdrZeli (7) za uéinéného pfedpokladu (9).
Pfi dikaze rovnice (8) stali pfedpokladati

(10) Q=22,...2n,
nebof kdyz
Q=aQ»+bQ"+ ..,

(Qv; Prl=a{Q'%; Pr]+b{Q"; Pr]+ ...

jest

Budte X, X;... X, libovolné ar. body, £ libovolna ar. nadrovina a
Ay Ay... A, libovolné prom&nné. Dle pfedpokladu jest identicky SP, x =
= S8Q-x a tedy téZ SP,x . (S£x)" v = 8Q-x . (S&€ x)*. Dosadime-li

x=4X + X+ ... + 0, X

n‘n?
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a porovname-li koeficienty pfi 4, . 4, . -+ . 4,, obdrZime
SaSt Xi, . SE,Xiy . 0. S&yXe, . SEXi, .t . SEXe, +
+ ZBSm, Xi, - S Xi, .ot Sy SEX"v+1 LS+ L=
=ZXa'S8 X;, . S8, X, . - L SV, SEX.'V_H o SEXG 4+
+ ERSY Xiy - SnfaXiy . o SOVXG, L SEXG - SEXG,

Pfi tom jest
Qrzaleline'-l-."-E'v+ﬁ'n'l.n'.z-."nn'y+...

a v souCtech X indexy i, is...i, probihaji véecky permutace cifer od 1

do n. Stadi dosaditi ‘
Xi=x, X,=x, ... Xn=1Xa,

abychom obdrZeli (8) za uinéného predpokladu (10).

49, Bud P; bodova forma stupné n; bud P. nadrovinova
forma stupné& »<np. Bud [Py; P,] p6l nadrovinové formy P,
vzhledem k bodové formé P, Bud K kolineace ar. bodii; bud
K =Adj. K. Bud P,~Q, v K; bud P,~ Q, VK. Je-li v=n, jest

(Po; Pr]=[Qs; Qr]-
Je-liv<n, jest v K
[Py; Pr] oo (@55 Qrl:

Jsou-li tedy P, a P, apolérni, jsou Q, a Q, apolarni.
Vychdzi ihned z definice symbolu [P,; P,] ve 48 a z definice ad-
jungované kolineace ve 43.

50. Bud [P;; &] pol ar. nadroviny & vzhledem k bodové
formé& P, stupné n>2. Jest

S[Ps; £] &£ = SPsé.

Zejména tedy & jest incidentni s P, kdyZ a jen kdyz
jest incidentni s [Py; &|.
Vychazi ihned ze 46 (4) a 48 (2), (4).

0 1 m
51. Budte Py, P;,...Pybodové formy stupfiiresp. g nyy« o « M.

0 1 m
Jakobienem t&chto forem nazyvame bodovou formu (P, Ps,...Ps)
stupné no+n +...+nn—m —1 takto definovanou. Je-li
nejprve

T r T T .
(1) Pi=x;x,." " . Xn,, (r=0,1...m)
jest
0 1 m o1 m 0 0 0 11 1 mm [
@) ninl...nal (Po,Poy... Po)=Z(XX)...%) X, Xy. .. Xng X3 X3+« Xny ... Xy X5, .. X5
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Pfi tom symbol X znamend soucdet m! ml...n.! Clend,
'z nichZ jeden jest vypsdn a ostatni z n€ho vzniknou tim, Ze
pror=0,1. mpermutu]eme viemi moZnymi zplisoby dolni

indexy pfi X1, Xo,- .+ Xn,. Je-li v3ak na pft.

0 00 0 090 0
(3) Py=Ax,xy...Xn, + By, Yy . Yro+ ..,
klademe

0 1 m 00 0 1 m 00 0 1 m
4) Py, Py, ... Po)=A(X,X;...Xnp, Piy.. .Pb) + B ¥ye Y00, Py .. .Po) + .. 5
1 m
a podobné& pro Ps,...Ps
Je-li n,_l (r_O 1...m), jsou-litedy P, ar. body, pfejde
symbol (Pbe P;,) vsymbol definovany ve 27.
Jsou-li §, §, § ar. nadroviny, plati identita

0 0 0 1 Q m
[Py; &), [Py; &), ... [Ps; &
01 m 0 1 m 1 0 1 1 1 m
(5) (BE...E) Py, Py, ... Py)=| [Ps; &), [Ps; &], ... [Ps; & |

m 0 m 1 m m
[Py; &), [Ps; &), ... [Ps; &)
je treba ukazatl ze ]sme k ulinéné dehmc: oprévném, t. 1 Ze, kdyz
Pb = Qb, Pb Qb; Pb = Qb: jest take (Pbr Pbr Pb) = Qbr (Qbf Qb)
Z predpokladu vSak nasledu;e dle 48, Ze [P,,, §]— [Qb, _], takZe z (5)
vidime, zvolime-li za §,§ §lm nezdvislé ar. nadroviny, Ze vskutku
0 1 m 0 1 m
(Psy Py...P)=(Qs Qs---Qs). Je tedy pouze tieba odvoditi (5). Ze (3)
a (4) snadno vidime, Ze sta¢i tak uciniti za pfedpokladu, Ze plati (1) a
tedy (2). Dle pravidla o nasobeni determinantd je v3ak

m 01 mkn

01 m
(6) (xy3,...x,) (§E.. )—2*(+1)ka,E Sx,E s L 8x €,

pfi ¢emZ XZ* znamend, Ze k,, k;...kn. probihaji vSecky permutace cifer
1, 2...m a (+ t), rovnd se + 1 (— 1), kdyZ ky, k....kn jest positivni
(negativni) permutace Dle (2) a (6) jest

01 m 0 1 m
nnl...nal (EE.. .8)(Ps, Ps,...Ps)=

(7) Ok 00 0 1% 11 1 . mkpy mm m

=IE*(F1Sx, 8. X, X5 .. Xm . Sx, 8. X,05. . Xm0 L SX 6L XXy . X

pfi ¢emZ X, Z* maji tyZ vyznam, jako ve (2), (6). Prava strana v (7)
rovna se dle (1) a 47 (6)

0 k 1 &y m kg
nlnl. . nnl B¥ (1D [Po; E) [Po; €] ... [Ps; €]

Porovninim s levou stranou v (7) vychazi (5).
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1] 1 /] 1 m
52. Bud (P P,,...[';b) jakobien bodovychforem P, P;,...P,.
Bud K kolineace ar. bodi modulu gz Bud v K

0 0 1 1 m m
PyoQy, PooQsy ..., PyooQs.

0 1 m 0 1 m
Bud (Qs Qv..- Q) jakobien forem Qs Qs-.. Qs Pak jest

0 1 m 0 1 m
(@ Qy...Qp) =pn(PsPy...Py).

To plyne ze 38(5) a 51(2), nebo také ze 38 (5), 49 a 31(5),
pfipomeneme-li si, Ze dle 43 Adj. K mid modul p—*,

53. Bud P, kvadraticka bodova forma. MnoZstvi X
ar. nadrovin, jichZ pdlem vzhledem ku P, jest 0,, je linedrni
systém X; pravime,Ze Zjevrcholformy P;,.Je-liddimense Z,
pravime, Ze hodnostformy P, jest m—d. Je-1i & ar.nadrovina
incidentni s P, a je-1i Sspojeni = a {£}, jest kazd4 ar. nad-
rovina z S incidentni s P,. Kvadratickda bodovad forma na-
zyva se obecn4, je-li hodnosti m-+1, kdyZ tedy Z=/{0,}.

Jsou-li xo, Xxy...xn lin. nezdvislé ar. body, mtZeme dle 29 psati

(N Py = Zaixxixe. (i, k=0, 1...m; Qix= ari)
Dle 48 (4) je tedy
(2 [Pr; &) = Zair . Sxit . xu. (fh, k=0, 1...m)

Odtud vychazi ihned
[Ps; M) = N[Ps; E],
[Py; &+ ) = [Ps; &+ [Ps; ).

KdyZ tedy & a 7 naleZeji do X, ndleZeji do Z i A a §4 7. X je

tedy linedrni systém dle 15.
Z (1) a (2) se nalezne snadno

SPy(n + \&) = SPyn 4- 20§ [Ps; 7] & + A2 SPs .

Bud X'= {no, M. . . Ma}, 1= Ao Mo + A1 +- . - + Aa, takZe[Py; 7] =
=0 a dle 50 SP;n=0. Je-li téZ SP,£=0, je tedy SP,(4no+ .-+
4 Aamy + 4E) =0, t. j. kaZda ar. nadrovina ze spojeni X a {§} jest in-
cidentni s P,.

54. Bud P, kvadratickd bodovad forma. Hodnost P, jest
<h(m—+1), kdyZ a jen kdyZ existuje h lin. nezdvislych
ar. bodil x;, x3--.x, takovych, Ze

m Py=Sairxixe. (i, k=1, ... h; Qqix= axi)
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Hodnost je prdvé& s, kdyZ a jen kdyZ determinant

| @ik | i, k=1, ... h
jeritzny od nuly.
UkaZme nejprve, Ze, kdyZ x;, x3 ... Xa (A< m + 1) jsou lin. nezdvislé
ar. body takové, Ze plati (1), hodnost formy P, jest < A. Je-li Z vrchol P,
mame uk&zati, Ze dimense X jest > m—h. Je-li viak =’ = Adj. {x, xo- . - Xa},
ajeli § v 2, jest
(2) Stx, =8x,= ... =8txx=0

a tedy pdl § vzhledem k P, je 0,. Je tedy kazdd nadrovina ze X’ ob-
saZena v X. Av3ak dimense 2’ je dle 24 rovna m—#h, tedy dimense =
je vskutku > m—Ah.

Predpokladajice stdle, Ze plati (1) a Ze ar. body x;, x:...x» jSou
lin. nezavislé, hledejme, kdy hodnost P, je prdvé h. To nastane dle pfe-
deslého, kdyZ a jen kdyz = X', kdyZ tedy z pfedpokladu, Ze § naleZi
do Z, plynou rovnice (2). Podminka, aby & néleZela do Z, je vSak

Zainx; Stxx =0, i k=1, ... h
Cili, jeZto x,, xz ... xs jsou lin. nezavislé,
(3) 2a,SEx =0, TauxStxr =0, ... SanSéx=0. k=1, ... h)

Aby z rovnice (3) plynuly rovnice (2), je v8ak nutné a stadi| @i | = 0.

Zbyva ukazati, Ze, kdyZ hodnost P, jest < A, existuji lin. nezavislé
ar. body xi, X, ...xs takové, Ze plati (1). Zfejmé stali pfedpokladati,
Ze hodnost P, rovna se h. Vrchol formy P, bud 2= {&,1,, Eiye. . Emia)
a urCeme &, & ...5 tak, Ze (§;6s...8nt1)F0. Bud x;, Xx3..- Xnh
jehlan adjungovany ke §,, & ... 5,4, takie

(4) Sxili=1, Sxix=0. Gk=12...m+1;ifk

Jeito {x;, x3... Xxmi1} je prostor ar. bodi, existuji &isla @, takova, Ze

(5) Py = Xai Xi Xx. G k=1,2...m+1; Gir= Qi)
Pél ar. nadroviny & (i=1,2...m+ 1) vzhledem ku P, je dle (4) a 53 (2)
m4-1
L aikxe.
k=1

Dle definice Z je tedy pro i=h~+1, h+2,...m+1
m+1
Y ainxi = 0s,
k=1

a tedy, jeZto ar. body x;, Xx2...Xmys jSOu lin. nezavislé, gu=—=0 pro
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i=h+1,...m+1;k=1...m+1; a tedy téZ pro i=1,...m+1;
k=h-+1,...m+ 1. Tedy (5) pfejde v (1).

55.Bud P, obecna kvadratickd bodova forma. Existuje
korelace druhého druhu K takova, Ze, kdykoli £~ x v K,
ar. bod x je pol ar. nadroviny § vzhledem ku P,. Pravime,
Ze K je polarni korelace druhého druhu o basi P,.

Je-li P, obecnd kvadratickd nadrovinova forma, de-
finujeme dudlné polarni korelaci prvého druhu o basi P,.

Bud

Py = Xaix Xi Xk, (U, k=0, 1...m; aix= ari)

takZe determinant | ai | 3= O dle 54. Bud §, §, ... . dudlni jehlan ad-
jungovany k xo, X1 ... xm Bud K korelace, v niZ

m
&icv Zaip Xp.
k=0

K je korelace, nebof pravidla o nasobeni determinanti

m m m
(Zaxe, TawXk, ... SdmreXe)=| @i | (Xox, ... Xm) F=0.
k=0 k=0 k=0

Snadno se vidi, Ze K mda Zadanou vlastnost.

56. Bud K korelace druhého druhu; bud K'=Adj. K. K je
polarni korelace, kdyZajen kdyZz K'=K ', t.j. kdyZzrelace
x~nv K nasleduje n~>x v K

Jestlize K pfifazuje lin. nezadvislym ar. bodim x4 X, - .. Xn
resp. ar. nadroviny 7, %, ...%, jest K polarni korelace, kdyZ
ajen kdyz
) Sxine = Sxemi. (Lk=0,1...m)

Bud x;vm (1=0,1...m)vKa(xyx;...xm)F0 Budg,& ...5,
dualni jehlan adjungovany k xg, x; ... Xm tedy

2 Sxiti=1, Sxibr=0. (Lk=0,1...m)
Je-li
3) =2 gt (i=0,1...m)

k=0

vidime z 55, Ze nutné a postaCujici podminky pro polarni korelaci jsou
aix = ar;; jsou-li splnény, je Zai x; x; base korelace K.
Bud x libovolny ar. bod, 7 libovolna ar. nadrovina. Bud

m m 0,..m
x=2IXXix;, n=3 pini= I pidir b
im0 i=0 ik
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Pak jest

m 0...m m
xvEL ']i=2',‘)\iaikek v K, qoBpixi v K—1
1i=0 i, i=0

Aby K—!'= Adj. K, je nuiné a stali, aby bylo identicky v 4,

. SThixiZpiginbe=3S8 Zhiaibs I pixi,
t. j. dle (2) om o m
.Ekak.' Nipe =.2kﬂik Ni gy

tedy opét ga= an. Dale jest dle (2) a (3)
Sxine = aui,

takZe i rovnice (1) davaji opé&t podminky a.= aw-

57. Bud K poldrni korelace druhého druhu o basi P;.
Také Adj. K je poldrni korelace; bud P.base korelace Adj. K.
Pravime, Ze kvadratickd nadrovinovad forma P, jest adjun-
govana ke kvadratické bodové formé& P,; oznaleni P,= Adj. P,.
Jest také P,=Adj. P.. Jeli Q» bodova forma stupné >2, pra-
vime,Ze Q,a P, jsou apolarni, kdyZ Q, a Adj. P,jsou apolarni.

Z 56 vidime ihned, Ze Adj. K jest poldrni korelace. JeZto dle 45

Adj. (Ad}.K)=K,
jest
Adj. (Adj. Ps) = P..

58. Bud x4 x;-..xn jehlan; bud &, 5 ...§, dudlni jehlan
adjungovany k x, X; ... X Bud

m Py =X airxix (L,k=0,1...m; Qix= ari)

obecnéd kvadratickd bodové forma, takZe D=|ai/3=0. Pak jest

Gy Ay - am &
4y a, ... 4m &
2 Adj. = ——
(2) j. Ps D
Amy Amy + -« Amm Em
& & ...&n O

UzZivame-li oznaCeni ze 48, a znaCime-li zatim P, pravou stranu rov-
nice (2), mdme ukézati, Ze, je-li

3 X =[Py;&] = E aix xi Séxi, (L k=0,1...m)

jest, at & je jakakoli ar. nadrovina, [P,; x]=§&. Av3ak dle tvaru P, vidime
snadno, Ze
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Qg Gy ..-Gym SEux
dy G5 ... am S&x
(4) [Pr;X]r‘——-B . . . .
Amy Amy + . Amm Séa X
&% & ...&m 0 |

Dle (3) jest, jeZto jehlan xg x;...xs a dudlni jehlan &, ...&, jsou
adjungované,

Stix = Zka.-kSE,ix.-S&k= L aje SE xk. (G k=0,1...m)
i, k
Dosadime-li do (4), mdme po snadné dprav& determinantu
Qy Q, -..4m O
ay a4y .- Gm O
1 0...m
[Prsx]=—— = I §iStxi.
D my Amy « - - Anm O i

0...m
& & -..&n —I&Six:

Zbyva tedy pouze ukazati, Ze jest identicky v §
L&iStxi=¢.
Je-li vak §=Z 4;§;, jest I
I ‘f&iSEx.-=iEjlj£aSE.,-x;=§155a=£.
jak bylo dokézati.

Geometrické body a nadroviny.

59. Linedrni systém ar. bodit dimense nula nazyva se
geometricky bod, kratce bod. Linedrni systém ar. nadrovin
dimense nula nazyva se geometrickd nadrovina, krdtce nad-
rovina. MnoZstvi viech bodil nazyvd se prostor, urCitéji m-rozmérny
prostor; mnoZstvi viech nadrovin nazyvd se dudlnf prostor.

Geometrické body {x} a {y} jsou rovné, kdyz a jen kdyZ

nazyvaji se obvykle homogenni soufadnice bodu {§}, a v geometrickych
ulebnicich zpravidla se zamé&fiuji pojmy ar. bod a geom. bod. V diferen-
cidlni projektivni geometrii je viak nevyhnutelné, uvaZovati téZ ar. body
jako samostatné elementy.

Pravime, Ze geom. body {x;}, {X2}, ... {xm} jsou lin. zavislé (ne-
zavislé), jsou-li ar. body xj, xi,... xn lin. zavislé (nezévisl¢). Pravime,
Ze bod {x} a nadrovina {§} jsou incidentni, kdyZ ar. bod x a ar. nad-
rovina & jsou incidentni.
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Pravime, Ze geom. bod {x} je incidentni s nadrovinovou formou
P,, je-li ar. bod x incidentni s P,. Pravime, Ze geom. nadrovina {§} je
incidentni s bodovou formou P;, je-li ar. nadrovina & incidentnl s P

Je jasné, Ze k t&€mto definicim jsme opravnéni.

60. Bud P, kvadratickd nadrovinova forma hodnosti #>3. Je-li §
polara ar. bodu x30, vzhledem ku P, a je-li §3=0,, pravime,
Ze {¢} jestpoldrabodu{x} vzhledem ku P.Existujelim—h+ 2
lin. nezdvislych bodu incidentnich s P, a jeli § lin. systém
ar. bodt dimense f— 1, jehoZ priifez s vrcholem formy P,
jest nulovy bod, existuje v § nekonedné& mnoho takovych
bodid; mnoZstvi bodia incidentnich s P, nazyva se pak kva-
drika hodnosti #; oznaleni M[P,]. Poldru bodu {x} vzhledem
ku P, nazyvame pak také polidrou {x} vzhledem k M[P].
Vrchol formy P, nazyvdme vrcholem kvadriky M[P,]

Dle principu duality definujeme dudlni kvadriku hodnosti #;
oznaCeni MM [P;).

Bud X vrchol formy P, tedy lin. systém ar, bodii dimense m — h.
Z danych m — h + 2 lin. nezavislych bodid incidentnich s P, aspofi jeden
tedy neni obsaZen v 2. Bud X’ spojeni tohoto bodu a X, tedy lin. systém
ar. bodit dimense m — 4 + 1. Ze 17 se nalezne, Ze priifez S’ lin. systémi
2’ a S ma dimensi > 0. Av3ak dle 53 kazdy ar. bod ze X', tedy kaZdy
ar. bod z §', jest incidentni s P,. Tedy existuje v S aspon jeden vlastni
ar. bod incidentni s P,. Bud x, takovy ar. bod a bud (v. 13)

S={xp% ... xa—}, T={xn Xstq...Xn}

JeZto prifez S a X jest {Ob}, jsou ar. body xy...xa lin. nezavislé.
Bud &y, §, ... &, dudlni jehlan adjungovany k xg Xi-.-..Xxa Jako v 54
nalezneme, Ze
(1 Pr=Zaitite. Gk=0,1...h—1; qir= aw)
Jest
SP.x,=a,=0, [P;; x,] = Xau&F 0- k=1,2...h—1)

Je tedy aspofi jedno z &lsel @y, ... dys—y rizné od nuly. Bud na pf.
ao1 3F=0. Dle (1) jest

SPr(hoxy + Xy + X)) = @y M2+ @y + 28y, MM 4 2000 + 20,50,

Zvolime-li 4, jakkoli, pouze ruzné od — @3, miiZeme urCiti 4, tak, Ze bod

o1
{10 Xo+ M xH,—x,} jest incidentni s P,.’
61. Projektivni geometrie studuje ty vlastnosti mnoZstvi lin. systémil
ar. bodit a lin. systéma ar. nadrovin, (zejména tedy vlastnosti mnoZstvi

Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 3
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bodii a nadrovin), které se neménl kolineacemi (invariantni pfi koli-
neacich).

Je-li m sudé, je dle 41 kaZda kolineace soulinem unimodulérni koli-
neace a podobnosti. Aviak pti podobnosti zfejm& kaZdy lin. systém je
invariantni. Pfi sudém m je tedy invariantni pfi kolineacich kaZd4 vlastnost
mnoZstvi lin. systému ar. bodi (ar. nadrovin), jeZ se neméni unimodular-
nimi kolineacemf. Je-li m liché, lze dle 42 pouze positivni kolineace takto
nahrazovati unimoduldrnimi kolineacemi. Jsou-li v3ak K, K, dvé negativni
kolineace, jest K3 = K3 K, kde K je posilivni kolineace (v. 37). Vime-li
tedy pfi lichém m o néjaké vlastnosti mnozZstvi lin. systémil, Ze jest in-
variantni pfi unimoduldrnich kolineacich, a chceme-li zjistiti, je-li invariant-
ni pfi v3ech kolineacich, staCi zjistiti, Ze jest invariantni pfi jedné (libovolné&
zvolené) negativni kolineaci.

Pfi jakémkoli m, chceme-li zjistiti o n&jaké vlastnosti, o niZ vime,
Ze jest invarianini pfi kolineacich, jak se zmé&ni p¥i korelacich, sta&i zjistiti,
jak se zméni pfi jedné (libovoIné zvolené) korelaci. Vskutku, jsou-li L;, L,
dvé korelace téhoZ druhu, existuje kolineace K takova, Ze Ly— KL;.

. Proménné ar. body. Diferencialni rovnice.

62. jsou-li soufadnice ar. bodu x = x (u) funkcemi prom&nné u, pra-
vime, 7Ze x je proménny ar. bod zadvisly na g Maji-li vSecky sou-
fadnice derivaci, klademe

dx |dx® dx(1) .dx("'“
du” | du’' du’ T du

Vyskytuje-li se v néjaké tivaze vedle proménnych ar. bodi ar. bod 2,
jehoZ soufadnice jsou konstanty, pravime, Ze ar. bod z je pevny. Po-
dobn& mluvime o pevné ar. nadroving o pevném bodé atd.

Nasledujici pravidla jsou zfejmd, existuji-li derivace v nich se vy-
skytujici :

d d\

dx
du () du X+ du’

Ao dn
du'(x'+x‘_du du'

d dx dt

—_— = — £ L -,

du Sx¢ $dug ' Sxdu
d dx dxa
E(Xux,...Xm)z (d—uﬂx' ...x,,.) + ...+ (x[,x, 7‘-;),

d
E(x,x.l...xm)= du x.z...x,,.)+... -+ (x,x.,...—).
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Miizeme byti také n&kolik nezdvisle proménnych: g, v...; pak je
ax 9%x

fejmé znamena ==, -—— a
zfejmé, co a 34 udv

Jeli
Py=ZXAiu,. xiyk2zt. ..

bodova forma, pfi CemZ koeficienty Auy ... jakoZ i ar. body x, y, 2
zéaviseji na proménné g, klademe

d dAi ..
d—u-Pb—E—;Z—xlynzl—{-EiA.u Xi=lykzi 4L

Zfejmé jest diu szngb, kdyz Py= Qs.
Dle 47 (6) je patrné&

d d dg
0 2o P 8 =[P ¢+ [P 5]
Z téZe formule soudime snadno, Ze, kdyZ n je stupefi formy P,
@) lspbe=s(1p,,)e+ nS [Pb; ﬁ]e, (n22)
du du
2 d
&SPyt = (" Pb)ﬁ-f'ZIIS[_Pb, e]e+

| d df dt
Tns[m, ]e+n<n—1>S[P»,d du]e (n23)

3

atd. Je zfejmé, jak je tyto formule modifikovati, kdyZ n < 3.

63. Budte ay, ado1°* ' Gan Spojité funkce prom&nné y v inter-
valu f(otevieném nebo uzavieném)®). Bud clibovolné Cislo
z J; budte oy, a,...a, libovolnad Cisla. Existuje jeden a jen
jedensystém m+1 funkci promé&nné g vintervalu J:v, vy, - - Vmy
o t&chto dvou vlastnostech: 1° v celém intervalu j jsou
spln&€ny linedrni diferencialni rovnice-

dy;

1 d"_a.ovo-i av,+ ... + dimVm, i=01...m

2° pro u=c jest
V()=a0, V,:a,, cee V= 0an.

Snadno se vidi, Ze staCi provésti dilkaz za pfedpokladu, Ze interval

*) Bud a < b. Mnozstvi &isel u, pronét a {u<b(@asu<b), nazyvi se ote-
vieny (uzavfeny) interval; oznaleni <@+ 0, b —0) ((a, b)).

3=
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J={(a, b) jest uzavieny. Definujme indukci vzhledem k v systémy funkci
VeV, MM . va™ (v=0, 1...) v intervalu J takto:

vi0) = 2;
u

2) vivt) = o; - f(a.-0 v + @i v\ MW+ ... + GimvaW)) du.
[

Pfi tom @ ({=0, 1...m) jsou libovoln& zvolené konstanty. Pak je
zfejmé 1° v celém J:

dyi(v+1)
3) . ig V) + @iy Vi) + ...+ QimVm(Y),

20 pro u=g¢, V>07
(4) i) = ai.

Budte M, N kladné Cisla takova, Ze jest v celém J

M
|aak|§m+l, j vl — 0 | <N, i, k=0,1...m.

Pak je v celém q, b

My
5) | viviD) — i) | §N'ﬁ | a—civ.

Vskutku, tyto nerovnosti plati pro v =20 dle definice N. MiuZeme je
tedy dokazovati indukci vzhledem k ». Pfedpokladejme tedy, Ze (5) plati
pro jisté ». Pak jest dle (2)

u
| V49 —piv ) | = | j’ (@i, (VD — 9,0) - ... 4 Gim W+ — v dit | <
e

L Mv+1 y
2| j llail W&+D— 0] + ... + [@iml [PaO+) —vaO)] du | SN | flu—Civ dul,
[ ) [

tedy

v+1

v+ D!

[Viv+®) — piviDI SN | -— e+ +,

coZ jest prav& (5), v niZ misto » je nyni » 4 1. Nerovnosti (5) jsou takto
obecn& dokizany; z nich a z (3) plyne, Ze jest v celém (a, b)

M/
v+ — v XN —! (b — ay,
v

itv+1 i
| IR N le)'(b—a)v—l.

du du "= (v—



37

Odtud vidime, Ze pro =0, 1...m konverguji stejnomérné& v J po-

2}
sloupnosti v, d—;‘u— (»=0,1, 2...) a Ze tedy jednak existuji limity lim
V==
»®, jednak jest p
—— iim v = 1im ——»®
Uy v di

Klademe-li tedy lim yp==y; a pfejdeme-li v rovnicich (3) a (4)
Y—>=®
k limit& » = o0, vidime, Ze funkce v, spliiuji poZadavky 1° i 2°. BéZi je3té
o diikaz, Ze naopak, maji-li v/ tyZ vyznam jako dosud, a spliuji-li funkce v;
poZadavky 1° a 2°, jest y;=lim »®™, Av3ak z 1° a 2° plyne

V==
u
vi=a5+f(aaovo+ai,v, + ...+ aim Vm) du,
tedy dle (2)

©) Vi niH) = [ (@i (Vo — V™) + - - + Gim (Vs — V)] dit.

Bud nyni N kladné E&islo takové, Ze jest v celém (a, b)
[vi— @[ <N, I=0,1...m.

Indukci vzhledem k » najde se z (6) podobné jako nahofe
= <N B ju—ep,

a jest tedy vskutku y;=1lim y,™.

Y =-;

64. Budte ¢: (u, woy w(...-ws) (i=0, 1...m) spojité funkce
promé&nnych u, wy Wwi...wa vV oboru O; A<u<B; Ci<wi<Ds
({=0, 1...m). Necht existuji a jsou spojité v O také funkce
?
a—i:(i,kzo,l...m).Bud‘

AL eB, GC<ai<Di. (i=0,1...m).
Lze urliti uzavieny interval J==(a, b) takovy, Ze
Afa<lc<b<B
‘azev Jlze urliti jednim a jen jednim zpisobem wy wy.. . Wa

jako funkce g tak, aby 1° v3ude v J platily diferencidlni

rovnice
dw;
(n Ezfpi(ﬂ, Wo, Wy ...Wa), (=0,1.,..m)

2° aby prou=c bylo

Woy=10g Wy =20, ... Wy =0n,
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Obecnéji lze udati e>0 tak, Ze lze urliti v oboru O;:
asu<b; |hil<e (i=0,1...m)

jednim a jen jednim zpisobem wy, w,...w, jako funkce g,
ho hy ... hs tak, aby 1° v8ude v J platily diferencidlni rov-
nice (1); 2° aby pro u=¢ bylo

Wo=ua,+hy, wy=0a,+ Ry, ... Wm=amn + In.

Takto definované funkce wi ({=0, 1...m) maji v3ude

Owi  'wi _ Owi
dh Oudh, 0h,0u

. ow, ow; . .

pro u=c jest 3_/1—:=1’3h,:0 (G r=0, 1...m; iZ%r)

Uréeme H>0, M > 0 tak, aby v oboru O bylo

M
m+1

Zvolme a=c—eo, b=c+ ¢, kde ¢ je men3i neZ kterékoli z Efsel

v O, spojité derivace (i,r=0, 1...m); zejména

2 v;
IWk

Joil < H,

< (i, k=0,1...m)

~

a;i — Ci Di—a;
— A, B—g, , .
¢ ¢ H

i=o0,1...
T, ( , m)

Definujme indukci vzhledem k » systémy funkci w,™, w®, ... wa®
v=0, 1, 2...) v J={(a, b) takto:

Wwil®) = a;,
uw

2 Wi+ = a, + [ @i (tt, W™, W,O), ... wal) du.

Tato definice je pfipustnd; ze zpisobu, jak jsme urlili ¢, vychazi
totiZ indukci vzhledem k », Ze pron v J jest ;< wi < D; (i=0, 1,...m).
Ztejmé jest 1° viude v J

dwi+Y = ¢; (u, W), w9, ... W),

29 pro y=_c jest
WM =g, wM=a,, ... WM =o0an.

Dale jest pro viecka » a pro u v J

My
&) iw.-(V+1)—w.'(V)|§97'— lu—ci. ({=0,1...m)
Vskutku pro »==0 plati (3) dle (2) a dle definice 9. MiiZeme tedy
dokazovati (3) indukci vzhledem k ». Pfedpokladejme tedy, Ze (3) plati
pro jisté ». Dle (2) jest

¢
WilvH) — W) = / [oi (1, wov 0, w,0HD, . WD) — @i (8, W), w0 ... waD)] du.
J .
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Av3iak dle definice Cisla }M
l9i(u, wv+D), w,(vH1), . wal+D)) — ei(y, w,™), w,0), ... waM)|<
M
b m_+—1 [ WD —w W) |+ [ W, —w D | . ..+ | WaHD) — wa(+1)],

takZe dle pfedpokladu pro indukci
| wiv+2) —wivHD) | <

<= f [ W) — o) | 4 | W, — Wy [ - . [WOHD — W || | <

- Mv+ _ v+1
<o |f| —ebdul=p " lu—e]

takZe (3) plati i kdyZ piSeme » + 1 misto ». Klademe-li
4) wi=limw;v), (I=0,1...m)

V==

vidime jako v 63, Ze funkce w; maji vlastnosti 1° a 2°. Obn;écené, maji-li
funkce w; vlasinosti 1° a 29, je dle (1)

1]
w.-=a.-+fcp.-(u, Wy, Wy ... Wa)du.
Odtud a ze (2) soudime opét indukci, Ze
My
(5) - |Wi—Wi(V)'§N'7 lu—cy, (i=0,1...m)

pfi CemZ N’ jest urleno tak, aby (5) platilo pro » =0, z ¢ehoZ plyne (4).
Obecnéji definujeme w®™ (i=0, 1...m) indukci takto:

wil® =a;4 h;,
u
wivt)=a;+ h; +fgo.'(ll, w,, w,), ... wa))du,
¢

a poloime (i, k=0, 1...m)

Su=1, Six=0, ((&=-9)
Zi0) = Big,

6 2 ) =285 +J[ 29 Zrk(V)] du
Wr Wp= Wr(v)
Indukci vidime, Ze
2 wi(v)
7 aW = s
( ) Zix 2 hs

Mimo to existuji limity
lim ziM) = zix
V === o
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a zu™ konverguji ke svym limitdm stejnomérné, jak Ctendf nyni jiZ sim
snadno dokédZe. Dle (7) je tedy

I Wi
8 o =2k

2 he
a dle (6)

A2k m 2o
_'_z b3 Pi Zrkes
u r=03d W,

5 - o *w;
takZe dle (8) existuje spojitd tézZ 3/13 , takZe dle znadmé véty .

_ 0w i _ [ s,

= 3hon Pro u=c je dle (6) zi= di, tedy dle (8) 3 u:c__d.,‘, jako

{vrzeno.

65. Je-li ar. bod x funkci promé&nné y v intervalu J a
plati-li viude v J rovnice (n<m)

dn+ix dx dn x

dun+1 =aox+a,d—u-+...+a,.E;,

Q)

pfi CemZ a,, a,..-a, jsou spojité funkce u, existuje pevny
lin. systém S dimense n, jenZ obsahuje x pro vSecka u z J.

Ztejmé& staCi udati lin. systém S dimense <pn. Zvolme libovolné
hodnotu ¢ v intervalu J a poloZme

S ={(xlu=+, [Z—ﬂm, .. [Z:fl‘:c}.

Linedrni systém S ma dimensi < n a obsahuje x pro kazdé g v J. Vskutku
bud £ —= Adj. S a bud § pevnd ar. nadrovina ze Z. PoloZme

dx dnx

2) v[,=Sx£,v,:Sd—uE_,...v,.=Sdun 13
Pro u=c je dle definice =
(3) V0=V,=...=vn:0.
Dle (1) a (2) jest viude v J

dvy _, dvy_ o Ao,

de ™ Vdu ' du "
(4) dvm

E=a0v0+a,v, 4 ... 4 ArVa.

Vime-li o né&jakych funkcich wg, vy...v, Ze 1° pro u=c spliuji
rovnice (3) a v3ude v / spliiuji rovnice (3), miZeme souditi, Ze tyto funkce
jsou prdvé ty, jeZ jsou definovany rovnicemi (2); nebof dle 63 viast-
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nostmi 19 a 2° jsou funkce v, v;...v, Upln& urleny. Av3ak funkce
vo=20, =0, ..., =0 zfejmé& maji vlastnosti 1° i 2° Jest tedy zejména
viude v J Sx§=0. JelikoZ & byla zvolena libovoln& v X, ndleZi x(u)
do Adj. 2= §, jak bylo dokazati.

66. Budte ay» a1y --- dum Spojité funkce g proménnych
uyty...u,voboru O: a;<uy<hy, ae L by, 0L, < by Bude
libovolné Cislo v{(a;, b,) a budte ay a;,...a, spojité funkce
Uy ...u, voboru Op:ax<uy<by, ... a,<u, < by Existuje jeden a
jen jeden systém m-+41 spojitych funkci v, vy...vm pro-
ménnych u, us ...u, definovanych v oboru O a takovych,
Ze 1° v celém oboru O jsou splnény diferencidalni rovnice

Vi

(1) aT:aiovo-{—»ai'vl+...+aimep i=0,1,...m
1

2° pro uy=c a Uy, ...u, v O; jest
2) Vo=t V=0, ... Vm = Cn.

Existuji-li v oboru O spojité parcidlni derivace
%iui,k(i’ k=0,1...m; r=2,3...q), existuji v O spojité par-

. , . o, %, * w . L
cidlni derlvacea—ur, u, 00— w94, (i==0, 1,..-m? r=23...9).

Definujeme posloupnosti v, jako v 63, a poloZme opé&t v; = lim y;¥.

V=

Funkce v; spliiuji zfejm& poZadavky 1°, 2°; potfebujeme ukazati, Ze jsou

spojité v 0. Av3ak Cisla M, N miiZeme zfejmé voliti nezavisld na u,, ... U,

naeZ 63 (5) ukazuji, Ze v, konverguji k v, stejnomérné v O; mimo lo,
ov; 9w

v jsou spojité funkce v O. Zbyva ukazati existenci derivaci 0. 3o

2,

:BZ ;‘u— Pfedpokladame-li na okamzik, Ze tomu tak jest, a klademe-li
T 1

a d > . .y

a:; =W ({=0,1...m; r=2,3...¢q), obdrzime, derivujice (1) a (2)

dle u,, Ze funkce w;, w, : maji tyto vlastnosti: @) v celém oboru O jest

2v;

T =@V + Ay v, + ...+ QimVn,

u,
IMWr,i A, 3a,-,v N +aa.-,,.v n n n 4
—_— = vy +— AgWro0+ Gy Wr1 4 ... + TimWr,m;
3U| au, 0 au, 1 au, n ioWr nwr wm Wr,m,

b) pro us=c a us, us, ...ty v O, jest
LT

Vi=j, Wri=_.
ur
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Vime vSak jiZ, Ze, abychom dospéli k funkcim w, w.: o vlastnostech
a), b), stali definovati v,"), w,,; indukci rovnicemi
a;

Vi =i, Weil0)=—,
aUr

-
3 D — g +/(a;ov0(") + ai, V,(v) +...4 Qin Vm(v)) du,,
¢
Uy

i a4; a2
(v+ )— o + /( a'OV \ +...+ —aﬂ Vm(v) + aioWr,o(v) + ...+ ain Wr,m(v))dllp
au, au, au,

c

a poloZiti v; =limy,¥, w,,;=Ilimw,, . Nyni vSak dle definice w, ®=

yoo Y-
o (V)
_aav;, , a z (3) se dokaZe indukci, Ze pro kaZdé » w, " = 331’;1

pak w,:" stejnomérné konverguji k w.: jest také w,,.-—_—g—;-‘. Kone&né

Y ?‘—, gvzvzﬂ jsou spojité funkce, t. j. Ze v, v Bw
1

.y %y, ¥y
TR jsou spojité funkce; tedy du, 0u;  Ou, Ou,

; jetto

vime, Ze v; w,,

67. Budte au, an™, ... @wn (r=1,2... k) spojité funkcegq
proménnych uy, us .- -ty v oboru O: a,<u,<b, r=12...9);

(k 0,1. .m;r,s:l,z...q;rzs)

budte spojité v O; bud ul—cly Uy=Ca++  Un=—Cm PEVNA SOU-
stava hodnot z oboru O. Aby, af jakkoli zvolime ¢&isla a,,
Oy ..., existovalo m-+1 funkci, vy, v,...¥s proménnych
U Uy.. U, definovanychvoboru O, zdespolltychamajlcmh

oy 0%,
3 ‘r, 311,3;1, (G(=0,1...m;ns=1,2...k;r=s)

o téchto dvou vliastnostech: 1° v celém oboru O jest

také parcidlni derlvacea

spojité derivace

i
(n a—u'=a.-u(')v‘,+a.-,(’)v,+...+a;m(')v,,.,l=0,l...m;r:l,z...q
r
20 Pro u,=ci Us=2Cy+ - Un=Crm JESt Vg==0g, V3 =0 ... V=0
k tomu je nutné astali,abybylysplnény voboru Q rovnice

2 ailn) \
4 a; (")a ("’)_,_a (")a (9) a; (")a (”)=
@ m TR i Lk=0,1.. m;
24 o o) ,s=1,2...q; rs.
= a: i an® + @@ ap® + ... + ain® am®. 7S 9; r<

Rovnice (2) nazyvaji se podminky integrability dife-
rencidlnich rovnic (1). Jsou-li spIné&ny, af jakkoli zvolime
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Cgy Oy ....0,, existuje jen jeden systém funkci vy, vi....Vnm
o vlastnostech 1°, 29

UkaZme nejprve, Ze, existuji-li k jakkoli zvolenému systému konstant
0y, & . .. G, funkce vg, v, ... v, 0 vlastnostech 19, 29, |ze zvoliti «y, @, ...
@, tak, aby bylo vo=28,, vi=F0, ... Vu=Fn Pro uy==c"1, ta==c, ...
Uy ==y, kde ¢y, ¢’s... ¢, jest jakkoli dand soustava hodnot z O a @,,
8 ... 8, libovolné pfedepsané konstanty. Vskutku, uZijeme-li 66 na ty
rovnice (1), pro néZ.r=1, kladouce v nich gg=ucy, ... Un = Cn, vidime,
Ze lze té€mto rovnicim jednim a jen jednim zpisobem vyhovéti, jednak
predepiSeme-li hodnoty, jichZz maji nabyti v: (=0, 1...m) pro u,=¢,
jednak téz, predepiSeme-li hodnoty v; pro u,=c";; odtud vychézi, Ze lze
0, @, . ..a, urCiti tak, aby v; nabyly libovoln€ pfedepsanych hodnot pro
m=ch, Us==cyy ... Uy=c,. UZijeme-li déle téhoZ teorému na ty rovnice
(1), pro néZ r=2, kladouce v nich u; =¢'y, us==cs, - - . Un = Cm, vidime,
Ze lze libovolné pfedepsati hodnoty w pro w;=c’y, Us==<cs Us=cs
<+« Un=Cn; a takto pokraujice, vidime, Ze vskutku lze voliti oy, a; ...
o, jak bylo Zidano.

Nyni jsme s to ukdzati, Ze podminky (2) jsou nutné. Vskutku, deri-
vujeme-li (1) dle g, a odefteme rovnici, vzniklou zdménou r a s, obdrZime
rovnice tvaru
3 Agvo+Auvi+ ... + Ainva=0, {=0,1...m

kde
d ailn)

2 aix(®
A=
*=

+a " ap + ... + ain am — P 4,V ap” —. . — @i am-

T

BéZi o to, ukazati, Ze jest v oboru O identicky Au==0 (i, k=0,
1...m). Dejme tomu, Ze by tomu tak nebylo, Ze by tedy existovala
aspon jedna soustava hodnot u;=¢",, ty==<¢s..., u,=c’, v oboru O a
aspoii jedna soustava indexi i/, ¥ takova, Ze by bylo A =0 pro u,—c,
(r=1,2...q9). Dle toho, co vySe jsme fekli, lze a, @, ...a, ur€iti tak,
aby pro u,=c’, bylo v;=0 pro iZ k, w.=1. Na to v3ak rovnice (3)
pravi, Ze jest A =0 pro u.—=c',, proti pfedpokladu.

Abychom ukdzali, Ze podminky (2) také stai, uZijeme indukce
vzhledem ke ¢; vskutku, pro g=1 n43 teorém nepravi vice nez 63.

Budte tedy splnény podminky integrability. Dle pfedpokladu pro indukci
lze ur€iti jednim a jen jednim zpisobem funkce wy, wy ... w. proménnych
Uy, - .. Uy tak, Ze 1° pro a: < < by - - - ay S, < h, jest

Wi
u,

= [aio(r)l

(4) %= wU + [ail(r)]ul = wl + T + [a'.m(f)] Wm,

Uy =¢
. (=0,1...m, r=23...m
2° pro wy=cy, ... ug=c, jest

szao, w|=a,, “en wmzam,
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a funkce w;, jakoZ i denvace (t- 0,1...m;r=2,3...m) jsou spojité

v oboru, v némzZ w; jsou defmovany, vskutku podminky integrability rovnic
(4) jsou zfejmé splnény v dasledku (2). Hledané funkce vy, v, ... v, maji
pak zfejmé& tyto vlastnosti: g) v celém oboru O jest
%— @, Vv, + @My, + ..+ G v, @=0,1...m)
l

b) pro uy=c; jest vo==Wo, =Wy, ... Vu=—wn. Dle 66 existuje

viak jeden a jen jeden systém funkci v; (/=0, 1...m) o vlastnostech
Py

a), b), a jest %, Bu, AT
rovnice (1), v nichZ r=1. Abychom ukazali, Ze je tomu tak i pro r>1,
poloZme

Takto definované funkce spliuji jist€ ty

(5) Ve —:—: — a;vy—a, v, — ... — Gin V. (=0, 1...m; r=1,2...9)

Jest tedy v celém oboru O: Vi,;=0, a mimo to dle (4) a b) jest
V.i=0 pro uy=c¢; (r=2, 3...q). Derivujeme-li v3ak (5) dle g, ob-
drzime, jeZto

2*v; v F]
_— (a;o(l)vo + ..+ aim(l)Vm),
ausou, au,aur U
aVr,i  2a; (V) din(1) v Vm
=yt e VgV L b a T —
au, au, aur U au,
a7 2ain(™ v, WVm
—¢v0—-...——'——vm a;,\" 22— i
au, au, au, au,

tedy dle (5)

M

V q 2 ()] a.- (r) q
aVei [ aw'”  aai 2 (a.,.(l) an™ — an® d;.k“)\]wc +
au, i=1| 2us au, a1

q
—f—kZI(a.-k( We e — @ik Vi),

(x.lll, jeito Vl,k:0 a dle (2)

(6) a—a‘l,"—’i=a.-.(‘)v,,,+a,-.}‘)v,,2+...+a,-q(‘)v,,. i=0,1...m;r=23...q.
]

Funkce V,,; spliiuji rovnice (6) a mimoto pro u, =¢, jest V,,; = 0. Témito

dvéma vlastnostmi jsou V,,; upln&€ urCeny dle 66; na druhé stran& ob&

vlastnosti jsou splnény, kdyZ jest identicky V,;=0. Jest tedy vskutku

V.,i=0 a rovnice (1) jsou splnény i pro r > 1.

68. Ar. body xg Xx1...XxXn budte funkce ¢ promé&nnych
u,Us. .- ugv oboru O: a.<u.<b.(1<r<g);soufadnicear.bodil x;,
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i x|
ou.” 3w, 00, (=0
v O; av3udev O bud (xox;... x»)F0. Pak existuje jeden ajen
jeden systém funkcia.” (i, k=0,1...m; r=1,2...q9) promé&n-
nychu, us...u,definovanychvQO a takovych, Ze jestviudev O

.m; r,s=1, 2...q; rzs) budte spojité

ax;
1) 37:=a,-0(’)x0+a.-,(')x,+...+a.-m(')xm. i=0,1...m;r=12...q
r

Funkce ai®, aa"‘ (4 k=0, 1...m; r, s=1, 2...9; rzs) jsou

spojité v O. Obrécené, budte au® (1, k=0, 1...m;r=1,2...q)
funkce g proménnych uy, u,...u, definované v oboru O;
aaik

ax", (Gk=01...m;r,s=1, 2...q;r=s) budte spojité

vO a ]eln g>1, spliiujte rovnice 67 (2). Pak lze urciti m+1
lineérné nezdvislych ar. bodu: xp x;.-. xn jako funkce

.u,vOtak, Ze vSude v O plati diferencialni rovnice (1).
Kdyz a,.Lc.<b (1£r<Lg), jest

4 m m )
J‘ .(anii(l) du + ... +_20¢1.'i(") duy).
(XX, ... Xm) _ c,...c': =
[(xuxl e xm)]“lzen--.ugzeq =e" ¢

2)

Ar. body x¢nX,..- Xnlze z rovnic (1) urciti nekoneéné& mnoha
zplusoby; je-li viak xpyx1 ... Xnjedno uréeni, obdrzime viecka
ostatni, transformujeme-li xg, X;...Xn pevnou (na u, ty...uU,
nezédvislou), ale libovolnou kolineaci. Zejména, kdyz jest

Do =%ai® =, . =%a¥ =0,

=0 i=0 =0
a jen tehdy jest (xo X;...Xn)=konstanté& V tomto pfipadé
miZeme Zadati, aby bylo (xox;...xs)=1; viecka feSeni
obdrZi se pak z jednoho, libovolné& zvoleného, transformu-
jeme-li unimoduldrnimi kolineacemi.

Prva Cast teorému plyne ihned z 29. Nalezneme na pf.

(ax., )
— X, ... Xn
(l)__a"ni
(X Xy ... Xm)
. 1r . ~ . 3000(‘) . . ..
a odtud vidime ihned, Ze na pf. TR existuje spojitd. Budte tedy dany
i 2

diferencialni rovnice (1) a bud u;=1¢;, ur=ca ... 4g= ¢, jakkoli zvoleno
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v O. Zvolme ddile libovoln€ m + 1 pevnych linearné nezdvislych ar. bodi
Yo Yi+-Ym Z 67 plyne ihned, Ze lze jedm’m a jen jednim zpisobem
urCiti jako funkce u,...u, v O ar. body x,, X1 ... X. tak, aby 10 vSude
v 0 byly splnény rovnice (1) a 2° aby pro u,=c¢, (r=1,2... q) bylo
=y ((=0,1...m).
Z rovnic (1) pak se obdrZi

a(xx x)—(aix Xm| + + |x,x ) _
au, TR w )T 0T ame) T

=@, + 4,4 ... + A (X, %, ... Xm),
z CehoZ plyne (2) a zejména se vidi, Ze ar. body xg, x; ... Xa jsou line-
arné nezavislé viude v O. Ostatek teorému je pak zfejmy.

69. Jestlize lin. nezdvislé ar. body xo Xi ... Xm ZzAavislé
nagproménnychu,u...u,adefinovanévoboruO: a,<u.< b,y
spliiuji viude v O diferencidini rovnice

ax;
U,

(1) =a, " x4+ @, x, + ... + G xm, i=0,1...m;r=1,2...q
a tvofi-li ar. nadroviny §,8, ...&, viude v B dudlni jehlan
adjungovany k x¢ X1 ... Xn (v. 34), spliiuji ar. nadroviny
£y E1...8n viude v B diferenciadlni rovnice

ki . , .
@) £=—am()io—ﬂu()51 ,,_a,,,.-(')g,,.. i=0,1...m;r=12...q

Diferencidlni systémy (i)a(2) jmenuji se adjungované.
Dle pfedpokladu jest

) gig":; i k=0,1...m; {Zk
tedy
Sxife=konst, {. k=0,1...m
Odtud derivovdnim
U e 2% .
Ur

Je-li tedy

F]

2 ™ bt b & . Byl e,
jest

m : ’ m
S (Zain'™ xa) &+ Sxi (E b £4) =0,
=0 h=0

tedy dle (3)
ai M + b =0.
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Jednorozmérny prostor.

70. V 70 az 81 pfedpokladime, Ze m—=1.
Bud K korelace, v niZ

11,0[6010, — 1y, |0, 1[so0 |1, O]
Jelli x> & y~n v K, jest patrné&
m (xy) =), Sxa=(xy), Syi=(yx)=—(xp),
) {e} =Adi. {x}, {x}=Adi {t}.
Existence korelace K a zejména relaci (2) je divodem toho, Ze pro
m=1 zpravidla ar. nadroviny a geom, nadroviny se neuvaZuji. Vskutku

dle'(z) neni podstatného rozdilu mezi bodem a nadrovinou.

Korelace K jest nulov, t. j. z relace x ~§ v K nasleduje Sx&=0.
71, Jsouli {x} (i==1,2,3,4) Ctyfi riizné body, nazyvame
Cislo
M _ rx) 6y
(%, X3) (X, X3)

jejich dvojpom&r. Jest vidy d 40, d¥1. Jsou-li body {x},
{xa}, {xs} dany, lze ur€iti jednim a jen jednim zpisobem {x,}
tak, aby dvojpomé&r d nabyl dané hodnoty &0, 1. Je-li x;o
v kolineaci K, jest dvojpomé&r bodu {x,}, {xs}s {xs}, {xs roven
dvojpoméru bodu {yi}, {y2}, {3}, (¥4}

Abychom vidéli, Ze jsme k definici dvojpomé&ru opravnéni, musime
ukdzati, Ze dvojpomér se nemé&ni, pfejdeme-li od x; k X; tak, Ze {x;}z
={Xi}, t. j. Ze Xi=2A;x;, 44 0. To viak plyne ihned z rovnice (XiXi) ==
=Mk (Xt Xk)-

Je zfejmé, Ze d+4 0. Abychom ukézali, Ze d&1, dokaZme nejprve
identitu
(2) () X,) (X3 %) 1 (00, X3) (X, X5) = (X, X3) (X, X,).

Je-li nejprve x, =0, je (2) zfejma. Bud dale x, 305 (xx2)=0,
tedy x;=2Ax;. Pak levd i prava strana (2) jsou rovny 4 (x;xs) (x;x4)-
Bud kone¢né*) (x,x3)F 0. Dle 29 jest

Xa= A X 4 RXo, Xg=py X, + Xy
takZe dle 27 a 32 (3), (5)

(x320) = (A oy — A p1y) (X, X0), (X Xg) = 113 (X, X)), (X3 ) = — Xy (X1 203), (% X9) = R,y (X Xy),
(y39) = — pq (X Xy),

*) V naSem ptipadé je vidy (x, X;) 30, nebot pfedpoklddame, Ze {x} jsou razné
body.
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z CehoZ plyne ihned (2). Je-li nyni d=1, vychazi z (2), Ze (x; x3) (x3x;) =0,
coZ odporuje pfedpokladu, Ze body {x.} jsou riizné.

Ze dvojpomér se neméni kolineacemi, vychazi z 38 5°.

72, Budte {x;} (i=1, 2, 3,4) €tyFi riizné body, d jejich dvoj-
pomér. Ménime-li v3emi 24 moZnymi zpasoby pofidek
bodit {x.}, nabyva dvojpomé&r celkem Sesti hodnot:

1t d—1 d
1—d' d " d—1°

1
d, Y l—d:
d

Tyto hodnoty jsourtizné, kdyZ df—1,2,4; vopacném
pfipadé& redukuji se na tfi.
Diikaz vychézi snadno z identity 71 (2).

73. O dvou parech bodu: {x;}, {xs}; {xs}, {x} pravime, Ze
jsou harmonické, kdyZ body {x}, {xs}, {xs}, {x.} jsourtizné a
jejich dvojpomér rovnd se —1. Oba pary zistanou harmo-
nické, kdyz v kterémkoli padru vyménime oba body, i kdyZ
vyménime mezi sebou oba pary.

Dokaze se jako 72.

74. Bud
P=A"4+ A" M+ ... + Ant)"

forma m* stupné v soufadnicich ar. bodu |4, #|s; nebud sou-
Casné Ay Ar-..A.,=0. Pravime, Ze bod {x} je kofenem formy P,
jelli P=0, kdyZ dosadime #,=x©, f,==x". Je-li bod {x} ko-
fenem v3ech forem

*p

_aP (2 + 0y = a),
@t P

neni-li viak kofenem v3ech forem

a*tip

L _ 9= 1),
at,% ot y (@t ay=a+t 1)

pravime, Ze {x} jest andsobnym kofenem formy P. Polita-
me-li andsobny kofen za « kofeni, ma forma P nejvys$ n
kofeni.

Plyne ze zdkladni v&ty algebry.

75. Bud
(@) P=At2+ 2Bt t, + Ct?
kvadratickd forma v soufadnicich ar. bodu [f, &4}s; nebud

soutasné A=B=C=0. Vyraz B*— AC nazyva se diskriminant
formy P; jeli 1°>0, 20=0, 3°<0, ma forma P resp. 1° dva
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kofeny, 2° jeden dvojndsobny kofen, 3° nemd Zidny kofen.
Forma P nazyva se v téchto pripadech resp. 1° hyperbolick4,
20 parabolickd, 3° eliptickd. Bud K kolineace ar. bodi mo-
dulu g; bud v X

(2 LA ATRSIT AN AT T

bud identicky

&) Af2+ 2Bt £, + Ctr = A* % £ 2B* £ ¥ £,% | G*1,%,
Pak jest

4) B — AC = y2 (B¥> — A*C¥),

Vyznam nerovnosti B’ — ACZ 0 je zfejmy. Je-li v K

1, 0y, Bls, [0, 1]p 00 [, Bls,
takze
(5) p=ad—By
je dle (2)
L *=uaf, + 11, t,* =gt 1 &,

Bud [z, 7,5 ar. bod lin. nezavisly na ¢ tedy
(6) t,t,—t,7, 0.
Je-li [z, Ty o~ [7,% 7%, v K, je dle 38 5°

™ B*er — b=l — ).
Ziejmé& jest v K

L, Bl + M, e o [B% ¥ (s 4 M 1y%, 7" [s.

MiZeme tedy tyto dva aritmetické body dosaditi do (3), resp. za
[t1, tals, | 8%, ta*|5. UCinime-li tak a porovniame-li koeficienty pFi prvé
mocnosti 4, obdrZime identitu.

(8)  Aft+ Bty t+8,7) - Chn =AY *1,* + B*(f*0,* 4- £, %) + CH £, 5,%
Dle (3) a (8) jest

At 2Bt ¢, + Ct? Aty + B+ )+ Clry|
Atyr, + Bt 5+ 6,7) + Chry, Ay +2B5y1,+ Ot -
A*t %2 | 2 Bxf *®f % | Cxf,#? At R g B (F ¥ o0 fRo®)f Oxf %

A%t % % Be(f * %4 t% T, %) | C*f 2 1% A¥%r #2 | 2 Bre %)% 4 C¥r,*2

Leva strana jest rovna

(At + Bt))t, + (Bt, + Ct)t,, (Af, + Bty + (Bt + Cl)vy |

(At + Br)) t, + (Bry + Cry) by, (Aty+ Boy)ty+ (Bry+ Crp) 7ty | T
At +Bt, Bt,+-Ct|it ¢t A B||t t,2 ‘ )
=[4r+Bs  BoiCalln wl=|B clly o =—@—A0tu—tx).

Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 4
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Pretvofime-li stejn& i pravou stranu, obdrZime
—(B?—AC) (¢, 1y — £y 1)) =— (B*2 — A*C#).(#,* 1,* — £,# 1, %)%,
Odtud plyne (4) dle (6) a (7).
76. Budte
(1 P=At2+2BH1,+ Ch2, P=A#2+ 2Bt t,+ Ctp2

kvadratické formy v soufadnicich ar. bodu |t;, t2]s; nebud
soufasné ani A=B=C=0 ani A=B=C—=0. Bud K koli-
neace ar. bodd modulu g; budv K

2 [Ey 2,5 oo [B%, L,*)p;
bud identicky

At 22 Bt £, + Cty2= A%t 1+ 2 B*E % 1% + Crf,»?,

3) . . . : . .
At2+ 2Bt 1, + Ct2= A%t %2 2 B*E * §,* + C¥f,*%,

Pak jest

4) AC + CA—2BB =p?(A*C* + C*A*— 2 B*B¥),

Pravime, e formy P a P jsou apolarni, kdyZ
(5) AC+ CA—2BB=—0.

Dvé eliptické formy nemohou byti apolarni. Dvé hyper-
bolické formy jsou apoldrni, kdyZ a jen kdyZ kofeny obou
forem tvofi dva pary harmonickychbodi. KdyzZ forma P jest
parabolickd, jsou Pa P apolarni, kdyZ a jen kdyZ (dvoj-
nasobny) kofen formy P jest kofenem formy P.

Dle (3) a 75 (4) jest identicky

(B+1B)2— (A-+M)(C +10)=p?[(B* + hB)2 — (A* 4 LA%)(C* 4 1C¥)].

Porovname-li koeficienty pfi prvé mocnosti 4, obdrZime (4).
Ukazme dale, Ze, je-1i B* — AC <0, je-li tedy forma P elip-
ticka, jest
(6) (AC+ CA—2BB)*>4(B*— AC)(B*— AC).
Vskutku, kdyby bylo
(AC+ CA—2BB) <4(B:— AC)(B:—AC),
‘nebylo by moZno nalézti Zidné reélni i takové, aby bylo ¢ () =0, kde

(\)=B*— AC—(AC+ CA— 2 BB)\ + (B*— AC)\*=(B + \B)2— (A +1A4) (C+)0).
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Jezto dle pfedpokladu ¢ (0) = B*— AC < 0, bylo by tedy ¢ (4) <0 pro
kazdé 1. Aviak pro ).:———::—*) jest ¢ (1) = (B AB)’=0, coZ je spor.

Nerovnost (6) plati zejména, kdy? P i P jsou eliptické. Kdyby
v tomto pfipad® P a P byly apolarni, byla by leva strana v (6) rovna
nule, kdeZto pravd je >0, coZ je spor.
Ditkaz vyroku o tom, kdy dv& hyperbolické formy jsou apoldrni,
plyne ze 77.
Pfedpoklddejme, Ze P je parabolicka. Je-li {4, f;|,} kofen P, je dle 74.
1 9P 1P

—— =Af, 4 Bt,=0, —t== ,=0.
2 2t 1B 2 af, Bt +Ct,=0

Odtud plyne, Ze vymizi viecky determinanty natice

(A B c)

2 —tt, t
JeZto ani v3ecky prvky prvého fddku ani v3ecky prvky druhého Fadku
nejsou soucasné rovny nule, existuje A3=0 takové, Ze

A=\,  B=—\f,  C=A\2
Je pak identicky
AC+ CA—2BB=N\(At2+ 2Bt t,+ Ct2).

Je tedy {|#, %5} kofenem formy P, kdyZ a jen kdyZ P a P jsou apolarni.
77. Budte

(1) P=At?+ 2B, + Ct2,  P=A#2+2Bh 1+ Ctp

dvé kvadratické formy v soufadnicich ar. bodu |#,#s;
nebud soulasné ani A=B=C=0 ani A=B=C=0. Dvoj-
pomé&rem forem P, P nazyvame kterékoliv z obou &isel d
spliiujicich rovnici

2) 4(B*— AC)(B'— AC)(d + 1)*=(AC+ CA—2BBy(d — 1~

Rovnice (2) je splné&na identicky v d, kdyZ a jen kdyzZ
jedna z forem P, P jest parabolicka a jeji kofen jest i kofe-
nem druhé formy, Jest d=1, kdyZ a jen kdyZ aspoii jedna
z forem P, P jest parabolicka. Jest d=0, kdyZ a jen kdyZ
bud A:B:C= A:B:C nebo kdyZ existuje spole€ny kofen
forem Pa P. Jest d=—1, kdyZ a jen kdyZ P a P jsou apo-
larni. Ve v3ech ostatnich pfipadech ma rovnice (2) v oboru

*) Jest A0, jeito B2— AC < 0.
4\(-
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Cisel komplexnich dva riizné kofeny, jeZ jsou redlni, kdyz
a jen kdyz bud obé formy P a P jsou hyperbolické, nebo
ob& eliptické. Jsou-li ob& formy Pa p hyperbolické, je-li
d==1, a jsou-li {x1}, {xs}; {x;}, {x2} resp. kofeny Pa P, je dvoj-
pomérbodi {x}, {x {X:},{x:} rovenjednomuz dvojpomé&ru 4%).

Vyrok o tom, kdy (2) jest identita v d, plyne snadno ze 76. Podminky,
kdy d==1 a d=—1, jsou zfejmé. Bud d=0, ale (2) nebud identita v .
To nastane dle (2), kdyZ a jen kdyZ

3) (AC + CA — 2BB)* =4 (B:— AC) (B*— AC),

aviak B — AC=0, B'— AC=0. Rovnice v A

@ (B4 AB)2— (A + M) (C+1C)=0

ma dle (3) dvojndsobny kofen, zfejm& == 0. Rovnici (3) Ize v3ak psati

[(A+2A)C+(C41C)A—2(B + 1B, BP==

(5 . . ..
=4[(B + \B)2— (A +24) (C + 20)] (B: — AC),

a to af jakkoli zvolime A; vskutku v rovnici prévé' napsané 2 se vyskytuje
pouze zdanlivé€. Zvolme nyni A tak, Ze plati (4), takZe forma

P4 2\P=(A 4 At + 2(B+1B) 11, + (C + 2Ot

ma bud v3ecky koeficienty rovny nule, takZe A:B:CZ_A:_B':C, nebo
jest parabolickd. Predpokladejme, Ze neni A:B:C=A:B:C. Jeito dle
(4) a ()

) (A+ ) C+(C+20)A—2(B+2B)B=0,

jsou formy Pa P+ AP apoldri. Podobn& vidime, Ze i Pa P+ AP jsou
apolédrni. JeZto forma P AP je parabolicka, jest dle 76 kofen formy
P -1 P kofenem formy P i kofenem formy P. Obricené, kdyZ formy
P a P maji spoleény kofen, je tento kofenem formy P+ A P pro kaZdé A.
Zvolime-li A tak, aby forma P-+ 1P méla dvojndsobny kofen, t. j- aby
platilo (4), budou dle 76 formy P a P 1P apolarni, t. j. plati pak (6)
a dle (4) téz (5), coZ je ekvivalentni s (3); i jest d=1.

Budte P a P hyperbolické formy; {xi}, {x.} a {x,}, {xs} budte jejich
kofeny. Snadno se vidi, Ze jest .

P=2a(x,Vt,— xV¢) (2,01, — x,V¢,),

. . : . a0
P=2a(x V% —x"t) 2,0 —x,M¢),

*) Kterému, to zdlezl na tom, v jakém pofadku uvazujeme body {x,},{x,}, {x,}. {x.}-
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takzZe . Ce s
— AC=u0a?(x,x,)?% B:— AC=al(x, X)),
AC + CA —2BB =2as [x,X,) (£,X;) + (X, %) (x,X,)].
Rovnice (2) da se tedy psati, kratime-li 4a?a®
W) (36, %2 (%, %)% (d 4 12 = [0, %) (%, %) 4 (0, ) (%] (d — 13

PiSme na okamZik

(% ’.‘1) (x-).i'a) =hy, (x, ;f-;) (’.szl) = h,.
Mame ukdazati, Ze kofeny rovnice (7) jsou d—Z—l a d_%—. Dle identity
2 1

71 (2) je v3ak .
(o x) (X 20)) =y — By,

d 4 l) (h 4 h,
(d—l h —h,)
> . . g - v . ,11 ha
z CehoZ ihned vidime, Ze kofeny jsou he a b
1
Z tvaru rovnice (2) vidime ihned, Ze kofeny nejsou reélni, kdyZ a

jen kdyz

takZe (7) d4 se psati

(B*— AC) (B*— AC) <0,

t. j. kdyZ jedna z forem P, P jest eliptickd a druhd hyperbolicka.
78. Budte ’

) P=At>+ 2Bt #, + Cl?, P= Al + 2B 1, + Ct2

kvadratické formy v soufadnicich ar. bodu |t, ts|5; nebud
soufasné ani A—B=C=0 ani A=B—C=0. Kvadraticka
forma v soufadnicich ar. bodu |4, &s

At,+ Bt, Bt, + Ct,

@ Q= ) At, + Bt, Bt + Ct,

nazyvd se jakobien forem P a P. Jakobien forem PaPp jest
—Q. Jest také

A B C
@) Q=|A B (.
1 —tt, 12

Bud K kolineace ar. bodii modulu p; bud v X

4) FASIL AN SIPN
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Bud identicky

® At 4 2Bt t, + Ct2 = A*f*2 | 2B* 4+ £, + Crf,*,
At 4 2Bt t, + Ct2 = A*#%2  2B* £, % 4% + Cr i,

Pak jest identicky
A*8% 4 Brg%, BHf* + Cri

At, + Bt, Bt, + Ct.,.
(6) =p| . . . ) .
A*t* 4 Bet» Brgx 4 Crtx

At, + Bt,, Bt, + Ct,

Diskriminant formy Q jest

M 1 (AC +CA — 2BB)*— (B2 — AC) (B — AC).

Formy P a Q jsou apolarni; stejn& formy Pa Q. Forma Q

jest identicky rovna nule, kdyZ a jen kdyZ A:B:C=A:B:C.

Forma Q jest parabolick4, kdyZ a jen kdyZ formy P a P

maji spoledny kofen; ten je pak dvojndsobnym kofenem

formy Q. Forma Q jest eliptickd, kdyZ a jen kdyZ obé

formy Pi P jsouhyperbolickéajejichdvojpomé&ry zdporné.
Jest identicky

® Q*=(B*— AC)P*4 (AC + CA —2BB) PP + (B — AC) Pt.
UZijeme-1i oznafeni ze 75, je dle (5) a 75 (8)
‘ At + 2Bt + Ct?, Abyt, + B (£t + b1) + Chyry|
At + 2Bt t,+ Ct2, At,x,+ Bt + £,7,) + Chy,

. Axf e 2B*t*f,* 4 C*tz-xd’ A*t,*‘t,* 4 B¥ (£ ¥, * 4 £,* 1,%) + Cg %, *
A*tl*-z + 2B+ fxe,* + C"-x- 1,*2, A*tl* T,* 4 B+ (£ ¥ y® + f%o%) + C*f.;* T, *

Leva strana je rovna

‘ (At + Bty t, + (B, + Ch)ty, (At + Bt) v+ (Bt + Cty) 5| _
(At, + Bt) t, + (Bf, + Ct)t, (At, 4 Bt)t,+ (Bt, + Ct) 1,
i,

. ’ At, + Bt,, Bt, + Ct,
At, + Bt, B, + Ct,

T T

Upravime-li stejn€ i pravou stranu, obdrZime (6) dle 75 (6) a (7).

Je zfejmé, Ze ze (2) plyne (3). Ze (3) je ihned patrno, Ze na pr.
formy P a Q jsou apolarni, a Ze Q jest identicky rovno nule, kdyZ a jen
kdyZ A:B:C=A:B:C. Diskriminant formy Q je dle (3) roven

31(AC— CA®— (AB — BA)(BC — CB).



55

Snadny polet ukdZe, Ze tento vyraz jest roven vyrazu (7). Je-li Q elipticka,
nemiie (na pt.) P byti eliptickd, nebof Pa Q jsou apoldrni (v. 76). Je-li
(na pf.) P parabolicka, vidime ze (3) ihned, Ze Q nenf eliptickd. Q jest
elipticka, kdyZ a jen kdyZ

4(B*— AC)(B* — AC) > (AC + CA — 2BBy,

tedy dle 77 (2), kdyZ a jen kdyZ
(M)Q 1
d—1
¢ili kdyz d < 0.
Dle (7) a 77 je forma Q parabolickd, kdyZ a jen kdyZ formy Pap
maji spoleny kofen. JeZto viak Q a P i Q a P jsou apolarni, je tento
spole¢ny kofen dle 76 totoZny s dvojndsobnym kofenem formy Q.

Dle (3) jest
A B C C —2B A

2*=|A B C| |C—2BA|
12— H 2] |42 288, 82
Znéasobime-li dle fadkii, obdrzime dle (1)

| —2(B*— AC), AC+CA—2BB, P
2Q:=| AC+CA—2BB, —2(B*—AC), P/,
P, P, 0

z CehoZ plyne identita (8).
79. Budte
(1) P=At?+ 2Bt t,+ Ct2, P= At 1 2Bt t,+ Ctp, P— At,> - 2Bt, t, + Ct,?

kvadratické formy v soufadnicich ar.bodu |f, s Bud K koli-
neace ar. bodi modulu g; bud v K

AT AR AT
Bud identicky
A2+ 2Bt b, + Clr= A*# %2 4 2B* 1, *,* + C*1,*?,

@) At2 4 2Bt b, + Ct2 = A*1*2 4 2B* 4% 1% + C*1,»,
At + 2Bt t, + Chr= AR£*2 1 2B £ *4,* + C*4,*2.

Pak jest
A B C A* B* C*
(3) A B C|=pl|A* B* C*|
i el koo
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UZijeme oznaCeni ze 73. Die (2) a 75 (8) jest

At 4 2Bt t, + Ct? Alyt, + B(f,t, + #,5) + Cht, At + 2Bt 1+ Crp2
At + 2Bt t,+ Ct2r Akt + Bty + t,1,) + Chyr, Arf + 23:, 4 Cry? | =
At 2Bt t,+ Ct2 Abt,+ B(tn+ t,5,) + Ctyr,  Ar24 2Br, s, + Crp?
A2 2Bt + C*,2 A*tn + B* (87, + by7)) + C3ty1y  A%124 2B*rt, + C*r,2
= | A%t 2+ 2B* 8,4 C*y2 At + B* (5, + £r) + Cotyr, A*r,‘—{— 2B*rt, + C*r,2|.
A*t 24 2Bt b, 4 Ot A*e + B (tny+ £1) + Crtyr, A%t 24 2B*eyr, 4 Coep|

Leva strana je rovna

A B C! | t2 248 & A B C
A B C| |ty Lttty by|=—Euw—1t1) A B C|.
ABC 7,2 27,17, T, A B C

Upravime-li stejn€ i pravou stranu, obdrZime (3) dle 75 (6) a (7).

80. Bud
1 P=At2+2BLt, + C#?

kvadratickd forma v soufadnicich ar,bodu |4, &); nebud sou-
tasn& A=B=C=0. MnoZstviJ,paribodi{x}a{y}takovych,zZe

nazyva se involuce, urfité&ji involuce uréena formou P;je-li
{x}={y}, pravime, Ze {x} je dvojny bod involuce J, Bod {x}
je dvojny bod involuce J,, kdyZ a jen kdyZ jest kofenem
formy P. Je-li forma P1°hyperbolickd, 2° parabolick4, 3° elip-
ticka, pravime, Ze involuce /, jest 1° hyperbolicka, 2° para-
bolickéd, 3° eliptickd; poet dvojnych bodi jest resp. 2,1, 0.

~ Jeli J, parabolick4, tvofi {x}a{y} par involuce J, kdyZ
ajen kdyZ jeden z boda {x}, {y} je kofenem formy P.

Je-li J, hyperbolick, a jeli {x}3{y}, tvofi {x} a {y} par
involuce J,, kdyZ a jen kdyZ par {x}, {y} a par koFeni formy
P jsou harmonické.

Kofeny hyperbolické nebo parabolické formy Q tvofi
pér involuce urené formou P, kdyZ a jen kdyz P a Q jsou
apolarni.

Je-li K kolineace ar. bod, je-li v K

'tllt'z.b‘\’ltl*’tz*lb) x oo x¥, y‘\-’y*;
a je-li identicky
At + 2Bt 1, + Cl2= A*1*2 4 2B*#,* 1,* + C*$,*?,
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tvofi{x*}a{y*} parinvoluceurfené formouA*t>+4 2 B*tt,+ C*t?,
kdyZ a jen kdyZ {x} a {y} tvofi par involuce urené formou
At® + 2 Bty t; + Ct .

Jsou-li {x} a {y} kofeny formy Q, takZe {x}={y}, je-li Q parabo-
licka, a {x} =¥ {y}, je-li Q hyperbolicka, jest

Q=a XV t,—xVt) YOt —yVt) = at,? + 204, t, 4 ct,}, aF0

takze
Ac+ Ca—2Bb=2a[AxV y® 4 B (x® p) 4 ¥ y(0) 1 CxM y V],

a kofeny formy Q tvofi tedy par involuce J,, kdyZ a jen kdyZ P a Q
jsou apoléarni. Ostatni vyroky teorému plynou pak ze 76.

81. Jsou-li {x,}, {xs}, {xs} tfi riizné body, pravime, Ze jsou
v positivni (negativni) orientaci, kdyZ Cislo

(37 2,) (3, X4) (X3 %)

je kladné (zdporné). Vyménime-li mezi sebou dva z bodi
{x:}, {x:}, {xs}, pfejde positivni (negativni) orientace v nega-
tivni (positivni).

Bud K kolineace ar. bodi; bud x;~p (I=1,23)vK
Body {y:}, {3z}, {ys} isou v téze orientaci jako body {x,}, {xz},
{xs}, je-li K kladna kolineace; v opaéné orientaci, je-li K
zapornda kolineace.

Ze jsme k definici orientace oprdvnéni, plyne odtud, Ze, kdyZ X;= A xi
(i=1,2,3), jest

(X X3) (X, X5) (X3 X)) = A2 2 Ag? (3 Xp) (3 Xg) (6 Xy).

Je-li g modul K, jest dle 38 5°

D 72) (Pa¥a) (3330 = 17 (%, 2,) (X, X3) (X3 X,).

82, Budte {xi}, {31}; {xs}, {ys}; {xs}. {ys} tFi pary nepara-
bolickéinvoluce J;body {x;}, {xs}, {xs}, budtertizné. Orientace
bodi {x;} {x.} {xs} a orientace bodu {y.}, {ys} {ys} isou stejné
(opalné), jeli involuce Jeliptickd (hyperbolicka).

Je-li J urfena formou A#® + 2 Bt f + Cts?, jest dle pfedpokladu

(4xi® + Bxi™) i 4 (Bxi® 4 CxiV) yi) = 0. (i=1,23)
Odtud plyne, Ze

YO =0(Bx® + cxiM),  ypP=—2(Ax" 4+ BxY), (i=1, 2, 3; \if0)
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takze

iy yl.(o) yi(l) _ R Bx;(© + Cx;™  Ax; (@ + Bx;V

i = — A{ =
¥ i Bx: O 4+ Cxi  Ax® + Bx, Y
B C| | xi® x;»

= — Aj A =—Ai \ 2 __ i A

I BI 20 x(B*— AC) (xi xx)
Tedy

ey 0299 s 90) = M2 1,202 (B2 — AC) (x, x,) (x, Xy) (X3 Xy).

83. Budte {x;}, {x;} dva rizné body. MnoZstvi M boda
{x} takovych, Ze {xi}, {xs}, {x} jsou v positivni orientaci,
nazyva se isefka; bod {x;} imenujeme pocate&ni, bod {x,}
koncovy bod uselky M. Bud K kolineace ar. bodia; bud
VK x;0p Xgo P Mo M. Je-li kolineace K kladnd (zaporna),
jest M aseCkaopocCdtefnim (koncovém)bodé&{y;) akoncovém
(po&atecnim) bod& {y,}.

Vychézi ihned z 81.

Geometrie linedrniho systému.

84. Bud n<m. Bud S lin. systém dimense n m-rozmé&r-
nych ar. bodd (nadrovin). Bud T prostor nprozmé&rnych ar.
bodu. Budte x4 x;...x0 (&, §1...8,) lin.nezdvislé mrozmé&rné
ar. body (ar. nadroviny) z §; budte X, X;...x» lin.nezdvislé
nrozmérné ar. body. Libovolny ar. bod x (libovolna ar.
nadrovina £) z § dd se psati jednim a jen jednim zplisobem
ve tvaru

X=MX+MX, F .. haXn E=hl+MNE +...+  nba)
Pfifadime-li mu (ji) n-rozmé&rny ar. bod
X=hXo+ MNX 4 ... haXn,

obdrZime jednojednoznanou korespondenci & mezi S a T.
Pravime, Ze  je projektivni korespondence mezi Sa T.

85. Bud S lin. systém dimense n (<m) mrozmé&rnych
ar. bodit (nadrovin). Bud T prostor prozmérnych ar. bodi.
Bud k kolineace nrozmérnych ar. bodia. Bud & projektivni
korespondence Sa 7. Pak & .k jest projektivni korespon-
dence mezi S a T. Obrdacenég, kdyZ také & jest projektivni
korespondence mezi S a T, existuje kolineace k nrozmér-
nych ar. bodi takovd, Ze & =R . k.

Vychdzi ihned ze 35. a 84.
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86. Budte S, S lin. systémy dimense n (<m) mrozmé&r-
nych ar. bodi (ar. nadrovin)*).

Bud T prostor n-rozmérnych ar. bodia. Budte &, & projek-
tivni korespondenceresp. mezi S;a T, mezi S; a T*). Existuje
kolineace K m-rozmé&rnych ar. bodd (ar. nadrovin) takovi,
Ze S~ 8 v K aiZe kdykoli x {§ nédlezido S, ax~y(E~vr)
v K, jest ar. bodu x (ar. nadroviné& §) pfifazen v R, tyz
nrozmérny ar. bod jako ar. bodu y (ar. nadroviné ) v .
Obraceng bud R projektivni korespondence mezi S, a 7,
bud K kolineace m-rozmé&rnych ar. bodit (nadrovin), v niZ
Si1~8; a bud & korespondence mezi §; a T takova, Ze,
jeli x {¢&} libovolny ar. bod (libovoln4 ar. nadrovina) z S,
ajeli xop o) vKay~vx (Mvx) v Ry jest xvx (§vX)
v 8. Pak & jest projektivni korespondence.

Ptedpoklddejme na pf., Ze S, S, jsou lin. systémy ar. bodd. Budte
Xoy X1 --- Xn lin. nezdvislé np-rozmémé ar. body; bud x.~>X; v R
yioxi VR ((=0,1...n), takZe

Sy ={%0, X,- .. Xn}, S,={yo V1-.. Vn}-

Urfeme ar. body Xniy --- Xm tak, Ze (x, x1..- x») F 0 a ar. body
Ynt1> VYnts -+ Ym tak, Ze (yo p1--. vm) & 0. Pak kolineace K, v niZ
xivy: (=0, 1...m), md zfejm&€ Zadanou vlastnost. Podobné dokaze
se obraceni.

87. Pfedchozf véty umoZiuji v podstaté pfevedeni projektivni geo-
metrie lin. systému S dimense n (< m) m-rozmérnych ar. bodii (ar. nadrovin)
na projektivni geometrii prosioru T n-rozmérnych ar. bodd. K tomu stadi
uZiti projektivni korespondence & mezi § a T. Existuje ovSem nekone€né
mnoZstvi korespondenci f. UZijeme-li jich v3ak na pfeneseni do S z T
nékteré definice (teorému atd.), jeZ se neméni pfi kolineacich n-rozmé&rnych
ar. bodii, ukazuje 85, Ze je lhostejné, které z korespondenci R uZijeme.
Mimo to ukazuje 85, Ze jen v tomto pripadé neurCitost korespondence

. & neni na zdvadu. 86 pak ukazuje jednak, 7e timto zpiisobem obdrZena
definice (teorém atd.), tykajici se S, se neméni pfi kolineacich m-rozmér-
nych ar. bodid, za druhé, Ze viecky definice (teorémy atd.), jeZ se tykaji
vyhradné&®*) lin. systému S a neméni se kolineacemi m-rozmérnych ar,
bodii, daji se timto zplisobem obdrZeti.

Linedrni systém {x;, xs} ar. bodia ({&, &} ar. nadrovin)
dimense 1 nazyvad se fada ar. bodd (svazek ar. nadrovin).

*) Miaze byli S, =S,.
**) Mize bytl R, %R, i kdyz S,=S,.
*2%) Nesmi v takové definici (teorému atd.) bytl fe€ na pf. o ar. bodech mimo S.
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MnoZstvi bodi(nadrovin), obsaZenychvfadé ar.bodi.{x;, x»}
(ve svazku ar. nadrovin {§, &)) nazyvad se fada bodovi
(svazek nadrovin); oznaceni {x;, xa}° ({£, &}¢). Dle toho, co vy3e
feCeno, projektivni geometrie fady ar. bodii (svazku ar. nadrovin) da se
prevésti na projektivni geometrii prostoru jednorozmérnych ar. bodid. Tak
na pf. dvojpomér tyf riznych bodi fady bodové {x;, x.}°

{i}:{t',x,qttl.,xz} ({=1,2,3,4)
rovnd se dvojpomé&ru (v. 71) jednorozmérnych ar. bodu
{ |t',, i.z|b}. (i=1,23,4)

Dvojpomér nemé&ni se kolineacemi mrozmérnych ar. bodu.
Pfi tom jsme uZili projektivni korespondence ® mezi {x;, x} a prostorem
jednorozmérnych ar. bodd, v niz

X0 |1,00, X,~ 10, 1]

MiZeme ov3em zvoliti jakkoli dva lin. nezdvislé jednorozmérné ar.
body X;, Xy a definovati jako dvojpomér bodi {x’} (i=1,2, 3, 4) dvoj-
pomér jednorozmérnych boda _

{tx, + 4,7},

Podobné miliZeme pfenésti na fadu ar. bodid viecky vysledky v 74
aZ 80. Na pf. z 80 obdrZime tuto definici involuce v fadé bodové
{Xn xg}a: Bud

x=4x +1,x,
proménny ar. bod v {x;, x.}. Bud
P—At?+ 2Bt 1, Ctp
kvadratickd forma v proménnych ¢,, f,. MnoZstvi parii bodi {x} a {y}, kde
x=tx + 8%, y=nx+1nx,
takovych, Ze
Atjt,+B(t, v+ 1,1+ Clyt,=0,

nazyva se involuce urend formou P. Kolineaci pfejde involuce v involuci atd.

Naproti tomu nemiZeme dosud pfenésti definici orientace z 81 a
teorémy 82, 83. To uinime v 92 a 139, omezujice se na pfipady m =2
am—=3.

Dvojrozmérny prostor.

88. V 88 aZ 93 predpokldddme, Ze m =2. V tomto pfipad€ misto
slova nadrovina uZivd se slova pfimka. Mluvime tedy o ar. pfimce
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(18), o (geom.) pfimce (59), o svazku ar. pfimek a svazku pfimek
(87), o piimkové formé& (46).

Ze 17 vidime snadno, Ze prifez dvou riznych fad bodovych (svazki
pfimek) jest pfimka (bod). Jsou-li {x}, {y} dva riizné body, pravime,
Ze ptimka {xy}*)jest jejich spojnice. Dudlng, jsou-li {}, {n}
dvé rizné pfimky, pravime, Ze bod {&} jest jejich prasedik,

Misto vyrazu obecnd kvadrika (60) uZivd se pro m =2 zpra-
vidla vyrazu kuZeloseCka. Je-li P, obecna pfimkova kvadraticka forma,
znaCime kuZeloseCku, kterou tvofi body incidentni s P,: C[P,] (kdeito
pro m > 2 piSeme M[P,]. Divod této zmény oznaCeni vysvitne ve 169).

Bud C[P]kuzelose&ka; bud {x} bod neobsazeny v C[P,]-
Pravime, Ze bod {x} jestuvnitf kuzeloseCky C[P)], kdyZ jeho
poldra vzhledem k C[P;] neobsahuje Zddného bodu z C[P/];
v opafném pfipad& pravime, Ze bod {x} je vn& kuZeloselky
CI[P;). Bud

Pr=Xaubil ({,k=0,1,2)
ik
ay g dy,
D= a, a, ap |-
ay ay a,

Bod {x}jestuvniti (vn&) C[P,], kdyZ a jen kdyZ DSP.x >0
(DSP;x < 0).
Snadny dikaz ponechdvam Ctenéafi.

89. Jsou-li x;, x5, x5 ar. body, plati identity
(n [(xy 2,) (3 X3)] = (2, X, X3) X,
(2) L0ry 25) (26, X3) (X3 X )] = (2 X, X,)2

Pfi tom na pf. levd strana rovnice (1) znamend (£,&:), kde & = (x; x2),

§3 = (x.x;). Pro zfetelnost v té&chto a podobnych pfipadech uZivdme za-
vorky tvaru [].

Jsou-li ar. body x,, xa, x, lin. zdvislé, snadno se vidi, Ze levd i prava
strana formuli (1), (2) jsou rovny resp. 0,, 0. Sta&{ tedy (1) a (2) do-
kédzati, za predpokladu (x; xs xs) 3=0. Pak ale existuje kolineace, v niZ

[1,0,0[pc0x), 10,1, 0[pcvx,, 10,0, 1[povx,.
Staci tedy 1° verifikovati formule (1), (2) za pfedpokladu

x,=|1,0,0(3 x,=]|0,1,0]s, X, =10, 0,15,

*) Misto {(xy)} piSeme zpravidla {xy}; t.j. oviem podstatné rizné od {x, y}. Po-
dobn& misto {(&n)} piSeme obvykle {&n}).
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coZ je snadné, a 2° ukazati, Ze plati-li (1) a (2), a je-li v kolineaci K
xiop (=1, 2, 3), jest téz

&) (0192 01 9] =31 9293

“ (013D (D2¥) (V3 Y1) = (1 Y2 ¥a)™

Bud ¢ modul K; bud K'=Adj. K. Dle 38 5° jest

J1Y2Y2) =1 (X, X, Xy).
Dle 43 (1) jest v K’

1 1
(X, %) =— (" Y2 (e X3) == (3, ¥3)-
n p

Tedy jest dle 43 (2) v K

1 1 1
[y x,) (X, %) =1 [_ (P12 '_(.Vlya)] =— [y My}
» n i

Plyne tedy (3) vskutku z (1‘). Podobné& vidime, Ze (4) plyne z (2).
90. Jsou-li x;, xs ar. body a &, & ar.pfimky, plati identita

Sx, ¢, Sx,E,
Sx,§ Sx, ¢,

1) S(xlx'l)(elg'l):]

Jsou-li ar. body xy, x, lin. zavislé, vidime ihned, Ze ob& strany (1) rovnaji
se nule. Stali tedy dokazati (1) za pfedpokladu (x;, x;) 30, Pak ale
existuje kolineace, v nizZ

|ll 0; OleXI, |OI ll Olb(\)x-l--
Staci tedy 1° verifikovati formuli (1) za pfedpokladu
xlz‘lp 0’ 0!5; x.l:—‘IO, l,Olb,

coZ je snadné, a 2° ukdzati, Ze, plati-li (1), je-li K kolineace ar. bodi,
jelli KK'=Adj. K, ajeli xivy VK, Eiomy v K (i=1, 2), jest také

Sy, Sy )

@ S )= Sy, n, Sy, m,

Z definice adjungované kolineace je viak patrno, Ze prava strana (1) je
rovna pravé strané (2). Mimo to, kdyZ u je modul K, jest dle 43

1
(xlx2)~:(yly2) v K (& &) ooplnmy v K,

takZe opét dle definice adjungované kolineace

1
Six,;x,) (6, 8,)=S§ _P" O1)-2 () =8 (01 Y2) (1 M)



63

91. Bud & projektivni korespondence mezi fadou ar.
bodiu {x;, x:} (svazkem ar. pfimek {&, &}) a prostorem jedno-
rozmé&rnych ar. bodu. Bud v

X, X, X, VK, G oox; Eooxy).

Je-li (x;X;) =@, pravime, Ze ar. pfimka —‘lx—(X1XQ) (ar. bod %(§1§2))
jest jednotkou pfi &
Pfedpoklddejme na pf., Ze b&i o fadu ar. bodii {x;, xs}. Bud

{}’1 .Vz}z {xv x-z}y
tedy
n Yi=hy X, + Ay, (f=1,2)

Pak jest v & y;~ p;, kde
Yi=ky X, + Mg X, (i=1,2
Klademe-li (y, ys) =0, je tedy

B= =2l e
Av3ak dle (1)
(D1¥) = — A hyy) (%, X)),
takZe %(y,yg):%(xl xz). Na definici jednotky pfi 8 nema tedy vlivu

pfechod od x:, x: k yi, ya.

92, Bud {x;, x;} Ffada ar. bodi. Bud §=14(xy, xs5)= 0, libo-
volnd ar. pfimka z Adj. {x;, x;}. Bud & projektivni korespon-
dence mezi {x;, xs) aprostorem T jednorozmé&rnych ar. bodu
o jednotce £ Budte {y} (i=1,2,3) tfi riizné body z {xy, x3};
bud yi~vy, (1=1,2,3) v R Pravime, Ze body {y:} jsou v posi-
tivni (negativni) orientaci vzhledem ke § kdyZ jednoroz-
mérné body {y:} jsou v positivni (negativni) orientaci.

Je-li také £=40, ar. pfimka z Adj. {x,, x3}, tedy &' =& (¢ 3 0),
jest orientace vzhledem ke § tdZ jako orientace vzhledem
ke § nebo opacna dle toho, zda ¢ >0 ¢i ¢<0.

Bud K kolineace ar. bodi, bud K'=Adj. K. Bud v K
oo X, 0K, poof;, ooV, ypooVy

bud v K" §~ E Orientace boda {V,} (i=1,2,3) vzhledem k =
jest tdZ jako orientace bodi{y;} vzhledem ke § nebo opacna
dle toho, zda K je positivni ¢i negativni kolineace.

Dudln& definuje se orientace tfi riznych pfimek ze svazku pfimek
{61, &}® vzhledem k viastnimu ar. bodu z Adj. {&, &).
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Snadno se vidi, Ze, af jakkoli zvolime vlastni ar. pfimku § v Adj.
{x:. x3}, projektivni korespondence & o jednotce & existuje. Takovych
korespondenci je v3ak nekoneCné mnoho, a je tfeba zjistiti, Ze v3ecky
vedou k téZe definici orientace. To v3ak plyne z 81, nebof, je-li & jedna
z uvaZovanych korespondenci, z 91 vidime, Ze korespondence R. k (v. 85)
ma touZ vlastnost, kdyZ a jen kdyZ k jest unimoduldrni kolineace jedno-
rozmérnych ar. bodd. Obecnéji vidime z 91, Ze jednotkou korespondence
R.k jest £ =9&, kdyZ a jen kdyZ k jest kolineace jednorozmé&rnych ar.

bodit modulu %; dle 81 je tedy orientace vzhledem ke & rovna orientaci

vzhledem ke § kdyZ a jen kdyZ %>O, t. j-0>0.

Lehko se vidi, Ze orientace boda {y:} vzhledem ke §=14(x, x,) je
td%, jako orientace bodii {¥i} vzhledem k A(X, X;). Je-li # modul K, je
viak dle 43 (1) v K’

1
(x, x,) oo : X, X,),

tedy ,E:%.l(){1 X:). Tedy dle toho, co jiZ jsme dokazali, orientace
bodii {Yi} vzhledem k = je taZ, jako orientace bodd {y;} vzhledem ke &,
kdyZ a jen kdyZ u > 0.

93. Bud x ar. bod, bud & ar. pfimka; bud Sx£>0. Jsou-li
ih {ys), {ps) tFi riizné body z Adj. {&}, a je-li {n}, (i=1, 2, 3)
spojnice boda {yJ}, {x}, jest orientace bodu {y}, {ys}, {ys}
vzhledem ke § taZ, jako orientace pfFimek {n}, {m}, {ns}
vzhledem k {x}.

Bud Adj. {&}={x;, xs}- Bud R projektivni korespondence mezi
{x1, x,} a prostorem jednorozmé&rnych ar. bodi o jednotce & Je-li v &

X, VX, XX,

je tedy

m (X, X,) = (X, X;) &.

Bud

2 Yi=hy X, + Aiyx,, (i=1,2,3)

takZe orientace bodii {y;} vzhledem ke § je t4Z, jako orientace jednoroz-
mérnych bodil
(3) {)‘l'l}l + )\i-z-;-z}-
Dle 89 (1) jest
Dle (1) je v3ak

[(xx) (xx)] = (xx, x,) x.

] (xx,%,) = (x, x,) Sxt,
takze

[ex) (xx,)] = (x,%,) . Sxt . x.
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Jezto {(xx1), (xxs)} = Adj. {x}, vidime ze (4), Ze jednotkou projek-
tivni korespondence & mezi Adj. {x} a prostorem jednorozmérnych ar.
bodii, ve které _ o

(xx,) v X, (xx,) v Xy,

jest SxE.x. Zfejm& viak {n;} ={xy:}, takZe v & piimkam {7} (i=1, 2)
jsou pfifazeny jednorozmé&rné body (3). Orientace jednorozmérnych bodii (3)
je tedy taZ, jako orientace pfimek {n;} vzhledem k Sx{.x, tedy dle 92
i vzhledem k x, jeito Sx§> 0.

Aritmetické komplexy.

94, V 94 a7 146 predpokliddme m=3. V tomto pfipad& misto
slova nadrovina uZivd se slova rovina. Mluvime tedy o ar. roviné
(18), 0 (geom.) roviné& (89), o svazkuar.rovinasvazku rovin(87),
o rovinové formé (46).

Lin. systém {x;, xs, xs} ar. bodit dimense 2nazyv4 se pole
ar.bodi; lin. systém {§, &, Es} ar. rovin dimense 2 nazyv4 se
trsar.rovin. MnoZstvibodi(nadrovin) obsaZenych v {x;, xs, xs}
({8 5s £,)) nazyva se pole bodové (trs rovin); oznaleni
{xly Xz, xa}M ({§17 &5 gs}ﬂﬁ)_

95. Pfi studiu projektivni geometrie trojrozmérného prostoru je vy-
hodné uvaZovati také pétirozmé€rné ar. body a nadroviny; nazyvame je
ar. komplexy resp. prvniho a druhého druhu. Ar. komplexy
prvého druhu budeme znaliti zpravidla p, p,, p’, ¢, r atd. Mé&nice pon&kud
konvenci, uinénou v 1, nebudeme soufadnice ar. komplexu p znaliti p©),
pY ... p®, nybrZ

p(°1)’ p(Oﬂ)' p(03)’ p(’s), p(31), p(lﬂ);

podobné& ov3em pro p,, p’, g, r atd; divod vysvitne v 97. PiSeme také
p=1p®, p®, p®, p, pBh p12|,

t. j. k soufadnicim pfipojujeme index p, ponechdvajice index & pro troj-
rozmérné ar. body. Podobn& pro ar. komplex druhého druhu o piSeme

0= |w®, 40D ,O03) ,@3) LB, 12,

nahrazujice index r indexem .

Ar. komplex prvého druhu |0, O, 0, 0, 0, 0|, nazyvdme nulovou
piimkou a znalime 0,. Ar. komplexy prvého druhu |1,0,0,0,0,0,, ...
|0,0,0,0,0,1|, nazyvime soufadné ar. komplexy prvého druhu.

Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 5
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96. JeZto ar. komplexy prvého (druhého) druhu nejsou nic jiného
neZ pétirozmérné ar. body (ar. nadroviny), miaZeme na né& pfevésti fadu
definic a teorémii dfiv€jSich odstavcii. Pfipomefime ty, jichZ v dal3im
zvlasté bude tfeba. Souclin &isla a ar. komplexu (prvého nebo
druhého druhu) definujeme dle 2, soulet dvou ar. komplexu dle 3,
lin. zavislost ar. komplexa dle 5, lin. systém ar. komplexi
dle 6, dimensi lin. systému ar. komplext dle 11. Jedi p ar.
komplex prvniho druhu a o ar. komplex druhého druhu, kla-
deme dle 19

) Spw = OV w01 4 p02) ,(09) 1 p(09),(03) | p(28) ,(39) L p(81) 1) | p(19) (12

a pravime, Ze p a @ jsou incidentni, kdyZ Spw=0.

Je-li S lin. systém ar. komplext prvého (druhého) druhu dimense d,
definujeme dle 23 adjungovany lin.systém ar. komplexd druhého
(prvého) druhu, ktery znaCime Adj. S. Dimense Adj. S rovnd se 4—d
dle 24, Adj. (Adj. §)=_S dle 25.

Jsou-li py, pis P2, Ps, ps, ps ar. komplexy prvého druhu, definujeme
dle 27 symbol (p, p1 pepspsps)- Podobn&, jsou-li w,, ...w; ar. komplexy
druhého druhu, definujeme symbol (@@, w, wsw,w;5). Dle pravidla o néso-
beni determinantii plati identita

Spywy Spyw, Spyw, Spywy Spyw, Spywy
(2) Spywy Spyw, Spyw, Spiwy Spiwy Sp e
Spyw, Spyw, Spyw, Spywy Spywy Spye
Spyw, Spyw, Spyw, Spywy Spyey Spyug |
Spywy Spyo; Spyw, Sp,wy Spyw, Spyw,
Spywy Spgw; Spyw, Spyw; Spsey Spyws

(PoPy Py P3Ps Ps) (0y 0y 0y 030 w5) =

97. Nasledujici definice zprostfedkuje zavedeni aritm. komplexi do
projektivni geometrie trojrozmé&rného prostoru:

Jsou-li x, y ar. body, znalime (xy) ar. komplex prvého
druhu p o soufadnicich

oy |00 y_ |20 ]
LA O O I el OO L S FOIFOY
o [x®x® I

o=@y P =@ ym | P ym e |

Zfejmé& jest (xy)=0, kdyZ a jen kdyZ ar. body x, y jsou
lin, zavislé.

Dudln& definujeme ar. komplex druhého druhu (§7), jsou-li & 7 ar.
roviny.
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98. Jsou-li xg, x1, X3, xs ar. body a &, &, &, § ar. roviny,
plati identity

o Sx,& Sx.§,
(1) S(xoxl) (EOEI)—l leell legl |’
Sxo go Sx0 El qu E-z
@ S(xx) Gbi&)=| Sx b Sxi& Sxé, |,
Sx b Sub Sxb,

Sx,8 Sx,& Sx8, Sx8,
Sx & Sx§ Sx 8 Sxi
Sx,8 Sx,8, Sx,& Sxyb |
Sxy8y Sx38 Sxyb, Sx3

(3) S (xyx, 2305) (6§, 6289 =

Pfedpokladddme-li na okamZik, Ze identity (1), (2), (3) jsou jiZ do-
kdzany pro x,=x", x", ..., vidime snadno, Ze jsou spravné i pro
Xo=Nxo+ A x"y+ .... TotéZ plati o x;, xz, xs. Odtud je patrno, Ze
stali tyto identity verifikovati pro ten pfipad, Ze xo, X1, X3, X5 jsou sou-
fadné ar. body, coZ je zcela snadné.

99. Budte {x,y}, {x’, )} dvé fady ar. bodid. Jest
m (o} ={xr}
kdyZ a jen kdyz existuje €islo 4 takové, Ze
2) (x'y) =2 (xp)
Pfedpoklddejme nejprve, Ze plati (1). Pak jest
X=xhx+Lyp V=mX+my.

Odtud snadno se obdrZi
(XY= My —ry 1) (x9),

t. j. (2) plati pro A=A, 19 — Ao 14,.

Predpoklddejme za druhé, Ze plati (2); snadno vidime, Ze 4= 0.
Vskutku, jeZto {x’, ¥’} iest Fada ar. bodd, jsou ar. body x’,3’ lin. nezavislé,
tedy (x'y’) & 0, dle 97.

Ze (2) plyne snadno, je-li z jakykoli ar. bod,

(x'y'2)=NX(xyz).
Aviak (xyz) =0, kdyZ a jen kdyZ z ndleZi do {x,y}; (xy'z)=0,, kdyZ
a jen kdyZ z néleZi do {x’,y’}. Odtud plyne (1).
100. Bud {x,y} fada ar. bodii; bud {£ 7} svazek ar. rovin.
Jest

() {& 7} =Ad}.{x, y}.
5*
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kdyZ a jen kdyZ, klademe-li (xy)=p, (§7) = o, jest

@ POV, p0); p(08), p(28), p(31), p(19) _ (,(39), ,(81), ,(12), ,(O), ,(09), ,(99),
Pfedpoklddejme nejprve, Ze plati (1), takZe

3) Sxt=S8xq= 8yt =Syn=0.

At jsou {,j kterékoli dvé& (rizné nebo stejné) z cifer 0, 1, 2, 3, poloZme

FORNGY

(O )
PO |

7® 0

W) —

P —

’

takZe
P = W) — p® | pl) — o) 4 w09 =,

Ze (3) obdrZime snadno pro i=10,1,2,3

3 3 .
£ ptn) ¢ o, T pl") g, =0,

r=0 r=0

z &ehoZ plyne pro j=0,1,23

% pn) wln — g
0

Je-li § j, r, s jakdkoli permutace cifer 0,1, 2, 3,' je tedy
@) P wln) 4 plin o) — g,

nebof v soudtu X ty Cleny, pro néZ r—/ nebo r=j jsou rovny nule.
Ze (4) vidime, Ze jsou rovny nule v3ecky determinanty matice

( PG R CO R ORI CY p(m))

W@ L) L9 O 09 ©09)

t. j. Ze plati (2).
Za druhé pfedpokladejme, Ze plati (2). Bud
(%) {&, 7} = AdL {x, y}, o'= 7).
Dle toho, co jsme jiZ dokazali, jest
(6) p(Ol):p(OB): v :p(lﬂ) — m’(ﬂs) :m’(al): . :w’(OS).
Ze (2) a (6) je patrné, Ze existuje A takové, Ze o' = Aw.
Tedy dle 99
(7 {&,n}={¢& 7}
Z (5) a (7) vychdzi (1).
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101, Bud p ar. komplex prvniho druhu; bud x ar. bod.
Je-li
8O0 p(39) (1) _ p31) y(3) _ 5(13) 1)
£ — p(®8) O __ p(09) (3) | 1(02) (®),
@ :p(“) P p(03) xb _p(°1) x3),
£®) — p12) x0) _ p(0) y(1) 4 5(01) ®),

M

klademe
(px)=¢.

Pravime, Ze ar. bod x a ar. komplex p jsou incidentni, kdyZ
(px)=0.. Nulovéapfimka jest incidentni skaZdym ar. bodem.
Je-li {xy, x»} Fada ar. bodi, a p = (x; x2), jest

) (pX) = (X, X, X).

Ar. komplex (x,;x:)- a ar. bod x jsou pak incidentni, kdyZ a
jen kdyZ x naleZi do {x;, xz}.

Dilkaz je zfejmy. Je-li @ ar. komplex druhého druhu a & ar. rovina,
definujeme dudln€ symbol (w§) a pravime, Ze w a § jsou incidentni, kdyZ
(0§)=0;. Je-li o=(§&,), jest
(2) (wl) = (§,§,8).

102, Teorém 100 vede nas k této definici: Je-1i p ar. komplex
prvého druhu a w ar.komplex druhéhodruhu, klademe p=ow,
kdyzZ a jen kdyz

PO — W@ p0) _ (81 508 ,(19)

p(”):m(‘“), p(31):w(oa)’ p(m) ='w(os),

Teorém 100 ize pak vysloviti takto: Bud {x, y} fada ar. boda, bud
{§, n} svazek ar. rovin. Jest

&) =Adi. {x. y}.
kdyZz a jen kdyZ existuje islo A takové, Ze
En) =2 (xp).

Ve v3ech pfedchozich definicich myslime si nyni ar. komplex druhého druhu
nahrazen jemu rovnym ar. komplexem prvého druhu; ndsledkem této do-
hody muZeme mluviti prost€ o ar. komplexech, vynechavajice atribut
»prvého druhu“. Tak na pf. z 96 (1) obdrZime tuto definici: Jsou-1i
p,q ar. komplexy, klademe

1) SP’] :p(OI) q(ZS) + p(02) q(31) +p(03) q(l'.’.) + p(23) q(Ol) +p(51) q(02) +p(12) q(03);

pravime, Ze p a q jsou incidentni, kdyZ Spg=0.
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Pouze na jednu okolnost je nutno upozorniti: Jsou-li p; (@;) ar. kom-
plexy prvého (druhého) druhu a je-li p;=w; ({=0,1,2,3,4,5), neni

(PoP1P2D3PsPy) = (W w, 05w, 0,),
nybrz
(PanP1P2P3PsPs) + (w0 0,0 0,0) = 0.
Z identity 96(2) plyne tedy

Spypo SPopy SPoP: SPyPy SPoPs SPyPs
Sppy Spipy SPiPy SPiPy Spips SP. P
Sp.py Sp.py SPoP: SPaPs SP.Py SPyPy
Spypo Spspy SPypy SPapy Spipy SPaps |
Spipy SPuPy SPsP: SPiPs SPuPy SP.ipPs
Spspo SPspy Spspy Spspy SPyps SPyps

2 (PoP1P1PaPsPs) = —

Z (1) se snadno obdrZi: Jsou-li xg, x;, X3, X3 ar. body, jest
(3 S (%%, (X, 33) = (XX, X,X,);
jsou-li &, &, &, & ar. roviny, jest
4) S (&8 .8 = (&6, 6:8,).

103. Symbol Spq vede k dileZité definici: Ar. komplex pnazyva
se specidlni, kdyZ Spp==0. Specialni ar. komplex nazyva se Casto
ar. pfimka. Tak zejména jsme jiZ v 95 ar. komplex 0, nazvali nulovou
pfimkou. Diivod nazvu ar. pfimka je patrny ze 104.

104. Bud p ar. komplex; kdyZ ajenkdyZpjestar.pfimka,
existuji ar. body x, y takové, Ze p=(xy).

Bud nejprve p=(xy). Pak jest dle 102 (3) S(xy)(xy)=0, t.j. (xy)
jest ar. pfimka.

Bud za druhé p ar. pfimka, t. j. bud Spp=0. Je-li p=0,, je dle
97 p=(xy), jsou-li x, y lin. zdvislé ar. body. Bud tedy p3=0, a pfed-
poklddejme na pt., Ze p@=0. Bud

X = [p(oﬁ)’ p(12)7 o, __p(23)|b'

1
y= P 1p%, — p®h, pt*), 0},

Z relace Spp=0 plyne snadno p={(xy).

Dle principu duality plati: Bud p ar. komplex; kdyZ a jen
kdyZ p jest ar. pfimka, existuji ar. roviny § 7 takové, Ze
p=(5n).

Ze 102 (3) plyne: Ar. pfimky (xox;), (xsxs) jsou incidentni,
kdyZ a jen kdyZ ar. body xo, x1, X5, X3 jsou lin. zavislé
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105. Soufadné ar. komplexy jsou ziejmé specidlni; tedy: Kazdy
ar. komplex da se psati jako soucCet ar. pfimek. Dokonce v3ak
kaZdy ar. komplex da se psati jakosoufet dvou ar, pfimek.
To plyne z véty:

Budte p, ¢ ar. komplexy; g bud specidlni; pagnebudte
incidentnl. Pak existuje specidlni ar. komplex g’ takovy, Ze

() P=q+q
Dle pfedpokiadu jest

Spp¥0, Spg+0, Sgq=o.
S(p—2q)(p —rq)=Spp — 21 Spq.

Tedy

Klademe-li tedy
_ Sep
28pq

jest ¢ = p—Aq specidlni ar. komplex a plati (1). Abychom odtud odvodili,
Ze p lze psati jako soufet dvou ar. pfimek, tfeba nalézti ar. pfimku ¢
takovou, Ze Spg3-0. Zfejm& v3ak stali za g zvoliti n&ktery (vhodny)
soufadny ar. komplex.

Kolineace ar. komplexi.

106. Jsou-li x, x3, x2, Xxs ar. body, jest identicky
n [(eoxy), (eoxy)s (x40, (X, x3), (y3)), (36 26)) = (3, X, X, Xg)

OznaCme na okamZik A levou stranu identity (1). Klademe-li ve
102 (2)

Po=(Xo3), Pr=(XXy), Pr=(XyX3), Py=1{(%3X3), Py=(X3X)), Ps=1(X,X,),

obdrZime dle 102 (3)
A= (x, X X, X,)",
¢ili
[A — (3%, 2, 5)7) [A + (3, 2, X, %)% =0.

Leva strana je sou€in dvou polynomii v 16 proménnych x;® (i, k = 0,1, 2, 3);
jeZto tento soulin jest identicky roven nule, jest aspon jeden faktor identicky
roven nule; pro x¥=1, x*=0 ({, k=0, 1,2, 3; iF k) je viak druhy
faktor roven 2, jak se snadno vypocte; je tedy prvy faktor identicky roven
nule, t. j. plati (1).

Dle principu duality a dle pozndmky ufinéné ve (102) o symbolu
106 jest identicky, jsou-li &, &, &, & ar. roviny,

2) (B0 &) (o) Goda) (B283) (Bad))s (EiE]=—(Go & E280)™
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107. Bud K kolineace ar. bodd. Existuje jedna a jen
jedna kolineace K* ar. komplexi takovd, Ze, kdykoli x~ X,
yoy v K, jest (xyp)>(Xxy) v K* Pravime, Ze kolineace K* ar.
komplexi jest asociovdna ke kolineaci K ar,bodi, api§eme
K*=Ass, K.

Jelli @ modul K, jest pu*> modul K* Jsou-li p, ¢ ar. kom-
plexy a jeli pvp, goog v K% jest Spg=uSpg.

Je-li K’-—Adj. K a je-sli P podobnost ar. komplexi, v niZ
p~up, jest Ass. K=2P. Ass. K

Budte x,, x;, x2, x; lin. nezavislé ar. body. Bud x; ~ X; (=0, 1, 2, 3)
v K. Pak je patrn& (x;x;) ~ (X:xx) (f, k=0, 1,2,3) v K* Dle (1) tedy
modul K* rovnd se u3. Relace Spg==uSpq plyne ze 102 (3) pro ten
pfipad, Ze p a g jsou specidlni ar. komplexy. JeZto kaZidy ar. komplex je
souCet specialnich ar. komplexit (v. 105), je tato relace spravni obecné.

Bud ¢ ~7 v Ass. K. Dle definice K" a dle 98 (1) jest Spg=Spq
nejprve v pfipadé, Ze ar. komplexy p, g jsou specidlni; jako vySe v3ak
vidime, Ze i tato relace plati obecné. Srovname-li s relaci Spq = uSpq,
vidime, Ze jest identicky v p:Spg=uSpg. Odtud vychazi, Ze ¢g=ugq,
t. j. Ze Ass. K—=P. Ass. K"

108. Bud K korelace prvniho druhu. Existuje jedna a
jen jedna kolineace K* ar. komplexd takova, Ze, kdykoli
x~Eyonv K, jest(xy)~(En) v K* Pravime, Ze kolineace K* ar,
komplexh jest asociovdna ke korelaci K apiseme K* = Ass. K.

Je-li u modul K, jest —u® modul K* Jsou-li p, ¢ ar. kom-
plexy a jeli p~p, goog v K% jest Spg=uSpq.

Jeli KK=Adj. K a je-li P podobnost ar, komplext, v niz
p~up, jest Ass. K=P. Ass. K.

Ze modul K* rovnd se — p?, vychazi ze 106 (1), (2). Jinak je diikaz
stejny jako ve 107.

Identity v trojrozmé&rném prostoru.

109. Jsou-li x4, X1, Xs, X3 ar. body, plati identity

(n [(xg Xy ), (3, 35)] == (%, X, X, X5) (X, X)),
(2 [ 20250, (36,2, X3), (X X3 X)) = —- (X X, X, X3)% X,
(3) [(x 2 X, (X Xy X3). (XX, X3), (X%, X,)] = (X, X, X, X,3)%

Identity (1), (2), (3) jsou zfejmé, kdyZ (x,, x1, X2 x3) = 0. Mimo to
se snadno verifikuji, kdyZ x,, x;, xs, X3 jsou soufadné ar. body. Abychom
je dokazali obecné, stali tedy ukdzati, Ze, plati-li pro néjakou volbu ar.



73

bodit x,, x1, X3, x3 a je-li K kolineace ar. bodi, v niZ x; ~ y; (=0, 1, 2, 3),

je také

4 (Y1 ¥2)s Qe YN =¥ Y232 (o P

) {(Pedi 2D PoPaYs)s oYY =— (PP Y2 Y2) Vs,
(6) {12233, Poda¥)s Doy Y0 GV ¥ =W Y1 Y2 )

Bud ¢ modul K; bud K"—=Adj. K a K*=—Ass. K. PoloZme
=X x,Xy), §=00xX) &=00XXy), E&=(X XXy,

takZe dle pfedpokladu

(7 (8382 =(xy X, X, xy) (X, X)),

8) (838, 8 = (x X, X, X302 X,

(9) (80§, 8, 83) = (xyx 3,

Je-dli & ome v K7y je dle 43 (1)

(10) =1Vl Bu=00Ysy p=0Va) E=) Y.
Dle definice u jest

amn (Do Y1 V2 ¥a) = (x, X, X, ).

JeZto modul K’ jest u—! (v. 43), jest
(12) Mo M2 =p—1(& 8, €, 6))-
Z (9), (10), (11), (12) vychazi (6). Dle 43 (2) jest v K
(8§ RN G EN)
takZe dle (8)
(13) (MM ) = =1 (6 X} X, X3)2 Ve
Z (10), (11) a (13) vychazi (5). Dle 107 jest v K*
(%) 0 (P Y1) (E3€2) = 1t (My M),
takze dle (7)
(14) B (g M) = (X6 X, X, X3) (Po P0)-

Z (10), (11) a (14) vychazi (4).
110. Jsou-1li x4 X1, X2, xs ar. body, jest identicky

(n [(Xpx)) (Xa2,%,)] = — (X, 2, X5 X3) X

Jsou-li ar. body x,, x,, X2, X3 lin. zavislé, je pravd strana (1) rovna 0,,
TotéZ v3ak plati o levé stran&: Je-li (x, x;) = 0,, je to zfejmé; je-li viak
(x0x1) F 0y, jest dle 101 2102 [(x, x,), §] = 0, kdyZ & naleZi do Adj. {x,, x;}.
Je tedy tfeba pouze ukazati, Ze (x, x3 x3) naleZi do Adj. {x, x:}. Av3ak
S(x0 x2 x3)x0=1_(x0 X2 X3 X0) =0, S(x0 xa X3)x1= (X0 X3 X3 X1)=0, tedy x,
a x, jsou incidentni s (x¢ X3 Xx3), t- j. (xo X2 x5) naleZi do Adj. {xo x.}.
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Bud tedy (x, x; x: x3) 3 0. Dle 109 (1) jest

1
{(x,%;) = TEYXAD [(x, %, X,), (6%, Xy)]

z CehoZz vidime dle 101 (2), Ze

1
[(xe X)), (X, X,2y)] = XY {301 2,), (X2, X3), (Xp2,5)].
Dle 109 (2) je v3ak
[(26 20, Xp)y (35X, X3), (o2, X3)] = — (XX, X X3)2 X,

111. Bud p ar. komplex; bud x ar. bod. Je-li

jest
{2) (pYy=—1%8pp.x.

Dle 105 (1) lze nalézti ar. body xo, X1, X1, x5 takové, Ze
3) P =(X%;) + A (x, %,).

Neni-li p=0,, kdy (2) je zfejmé, miZeme pfedpokladati, Ze (x,x, X2 x5) 0.
Je-li totiz p specialni, maZeme zvoliti p = (xox.), A =0, a xs X3 zvoliti
tak, Ze (xox1x2x;) F 0. Neni-li vSak p specidlni, je jist€ (x,x1x2x3)F0,
nebof ze (3) plyne dle 102 (3)
4 Spp =2 (x,x, X, X,).
Bud nejprve x = x,. Pak jest dle (3)
& =(px,) = 1S (%3 %3 )
a tedy dle (3), (4) a 110 (1)
(P8o) = M [(xo %) (X0 X, X3)] + W [(x,X5) (X9 X0)] = — X (X6 X, X, X;3) Xo = — } SPP . Xy

takZe (2) plati pro x = x,. Podobné& se vidi, Ze (2) plati i pro x = x1, x2, X3
a z toho snadno soudime, Ze (2) plati i pro x=~4,x,+ 4; x; + 42 xa + A3 X3,
t. j. pro kazdy ar. bod x.

112. Bud p ar. komplex; bud x vlastni ar. bod. Jsou-li
p a x incidentni, jest p ar. pfimka a existuje ar. bod y ta-
kovy, Ze p=(xy).

Dle pfedpokladu jest (px)=0,, tedy dle 111 Spp.x=0, Jeito
x3 0, jest Spp=0, tedy dle 104 existuji ar. body {x,, x;} takové, Ze
p=1{(x1 x9). Jsou-li xy, xs lin. zavislé, jest p=0,, tedy p=(xy), zvolime-li
y lin. zavisly na x. Je-li v8ak {x,, x,} fada ar. bodii, nalezi x do {xi, x}
dle 101 a tedy die 13 existuje ar. bod 2z takovy, Ze {x;, x2}={x, 2}.
Dle 99 existuje pak 4 takové, Ze p—(x; xz)=4(x2). Klademe-li y =14z,
méme p=/(xy).
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Nulova korelace (m—=3).

113. Bud p nespecidlni ar. komplex. Pfifadime-Ili
kazdému ar. bodu x ar. rovinu (px), obdrZime korelaci
prvého druhu K. Pravime, Ze K jest nulovd korelace o basip.
Modul K jest {(Spp)*.

Duélné definuje se nulovd korelace druhého druhu o basi p. Duvod
nizvu nulovd korelace vysvitne ve 114. Dle 105 (1) existuji ar. body

xo, x1) Xz, xg takOVé, ie

(1) P=(x.%) + (X,%,).
Z (1) plyne
2 Spp =2 (x,x,%,%;) 0.

Ar. bodiim x, x;, xs2, X3 prisluSeji resp. ar. roviny
L= (px,) = (X, %3 X,), & = (Px;) = (X, X, X,),
£y = (px,) = (X, 2, Xy), &= (Px3) = (X, X, X;).

Dle 109 (3) je tedy
3) (5o 82 89) = (xo %, Xy %)%

Jest (& & & &) 0, tedy K je vskutku korelace. Ze (2) a (3) plyne
(5681 8:80) = 1(SPP) (x, x, X, Xy),

t. j. modul K jest 2(Spp)’, jak tvrzeno.

114, Bud K korelace prvniho druhu. Kjest nulovd kore-
lace, kdyZ a jen kdyZ z relace x ~ & v K ndsleduje SxE=0.
Jsou-1i x¢ X1, X2y X3 lin. nezdvislé ar. body a je-1i v kore-
laci Kxi~é& (i=0,1,2,3), jest K nulovéd korelace, kdyZ a jen
kdyz
() Sxi&i =0, Sxifk 4+ Sxi€i=0. (i, k=0,1,2,3).
Bud K'=Adj. K. K jest nulova korelace, kdyZ a jenkdyZ
z relace x~& v K ndsleduje {~—xv K.
Bud K korelace prvého druhu a bud v K
[1, 0, 0, 0|p ™ |@goy Ayo, Azor Tgolr,
[0, 1, 0, Olp v |@yys @y, Gy, Gylr,
0, 0, T, Ofp v |doy, @y, yy, Aol
0, 0, 0, 1]s v (doye A3 a3 Anglr,

takZe x o v K, kdyZ
£ = g, + g, XV + 2, ¥ + @, %%,

(2) E(l) — a'ox(o) + a, x(l) + a”x(l) + amx(a)’
g(l) =d,, x(o) + a.n x(x) + a_nx(g) + a_mx(a)’ »
E(s) = a,.,x(o) + day, x(l) + anx(g) + a”x(3>.
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Dle definice jest K nulova korelace, kdyZ a jen kdyZ Ize uriti ar. komplex p
tak, aby rovnice (2) byly totoZné r rovnicemi 101(1). To dava zfejmé&
podminky
(3 aii=0, @ik + ari=0. (, k=0,1,23)
K tymZ podminkdm v3ak dosp&jeme, hleddme-li, kdy jest identicky
v x:Sx§=0.
Je-li (xox1x:x3) F0 a x; > v K, jest x ~ § kdyz
x= )33 X xi, £E= % A Er.
i=) k=0
Odtud 3 3 ) 3 i—1-
Sxt= 2% X MWSxibr= X M?Sxi&i+2 2 T MiMS(rife+ xi k).
i=0 k=0 i=0 i=0 k=0
Je tedy identicky Sx§=0, kdyZ a jen kdyZ plati (1).
Bud K dana opé&t rovnicemi (2). Abychom nalezli, kdy jest identicky
v x: §~—x v Adj. K, musime dle 45 nalézti kdy z relaci x ~§,
y~n v K nasleduje Sxn - Sy§=0. Aviak dle (2)

B} 3 . 3
&(') =X aix x(")’ -q(‘) — 3 al-ky(k),
k=0 k=0

tedy

]

3 . .
Sxm + Sy& =3 ¥ g (x(‘,’ y(") + x(® y(') —
=0 k=0

3 . . 3 i—1 . .
=25 aixDyO £ T T an+ au (xO y® 4 1By,
i=0 i=l k=0

Hledané podminky jsou tedy opét (3).

115. Bud K (K') nulova korelace prvniho (druhého) druhu
o basi p. Bud P podobnost ar. bodid, v niZ x~4 Spp.x. Pak
jest K'=Adj. K.P.

Bud x~&=(px) v K. Dle 114 jest §~ —x v Adj. K, tedy
§~—1Spp.x vAdj. K. P. Dle 111 je viak téZ E~ —3Spp.x v K'.

Ptimky (m = 3).

116. Linearni systém {p} ar. pfimek dimense nula nazyva
se geom. pfimka, krdtce pfimka (v.59). Misto {(xy)} piseme
zhusta kratéeji {xy}, coZ tedy ma vyznam jiny neZ {x, y}. Pro lin.
systém nespecidlnich ar. komplexii dimense nula nezavadime zvlaStniho
jména. O bodu {x} (o rovin& {&}) pravime, Ze jestincidentni s pfimkou
{p}, kdyZ ar. bod x (ar. rovina §) jest incidentni s ar. pfimkou p. O pfim-
kach {p}, |q} pravime, Ze jsou incidentni, kdyZ ar. pfimky p, ¢
jsou incidentni,

Jd17. Pravime, Ze pfimka {xy} a Fada ar. bodu {x, y} (fada
bodova {x, y}°)jsou soumistné. Ze jsme k této definici opravnéni,
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plyne z 99. Dle 102 jest pak pfimka {xy} soumistnd se svazkem ar.
rovin {&, &} = Adj. {x), xs} (se svazkem rovin {§;, £,}%). Dle 101 jest
bod {x} (rovina {{}) incidentni s pfimkou {xy}, kdyZ a jen kdyZ ndleZi
fadé bodové soumistné (svazku rovin soumjstnému) s {xy).

Pravime, Ze pfimka {xy}je spojnice bodii {x} a {y}; pravi-
me, Ze pfimka {§n} je priaselnice rovin {£} a {n}.

118. Bod {x} a pfimka {p} nebudte incidentni. Rovina
{(px)} nazyva se spojnice bodu {x} a pfimky {p}. Je-li {x;, x}
fada ar. bodii soumistnd s {p}, vidime ze 101 (1), Ze pole ar. bodi
Adj. {(px)} je spojeni fady ar. bodit {x;, x;} a bodu {x}. Dle 26 jest
{(px)} prifez trsu ar. rovin Adj. {x} a svazku ar. rovin Adj. {x,, Xs).

Rovina {§} a pfimka {p} nebudte incidentni. Bod {(pf)}
nazyva se priselik roviny {§} a pFfimky {p}. Je-li {§, &} svazek
ar. rovin soumistny s {p}, je trs ar. rovin Adj. {(p%)} spojenim svazku
ar. rovin {§, &} a roviny {§}. Bod {(p)} je prifez pole ar. bodii Adj.
{} a Fady ar, bodit Adj. {5, &}.

119. Budte {p}, {g} dv& ruzné pfimky. Nejsouli {p} a {q}
incidentni,neexistuje Zddnybod ani Zddndrovinaincidentni
s {p} i s {q} Jsou-li {p} a {q} incidentni, existuje jeden a jen
jeden bod {x}a jedna a jen jedna rovina {£} incidentni s {p}
is{q}; pravime pak, Ze bod {x} je priasecik pfimek {p} a {q}
a zerovina {£} je spojnice pfimek {p} a{g}; bod{x}arovina
{£} jsou incidentni.

Budte {x1, xs}, {y1 y=} fady ar. bodit soumistné resp. s {p}, {g}, tedy
rizné, Dle 117 je bod {x} incidentni s {p} i s {q}, kdyZ a jen kdyZ jest
obsaZen v {x;, x3} i Vv {y;, ys}- Nejsou-li pfimky {p}, {g} incidentni, jsou
ar. body x;, X3, 1, pe lin. nezavislé dle 104, spojenim fad ar. bodi {Xn xz},
{y1,y:} jest prostor a tedy dle 17 jejich prifezem je nulovy bod. Jsou-li
viak pfimky {p}, {g} incidentni, jsou ar. body x;, Xz X3, Xs lin. zavisl¢,
spojeni obou fad ar. bodd je pak zfejm& pole ar. bodil a tedy prifezem
jest bod {x}. Dualn& se vidi, Ze spojnice incidentnich pfimek {p}, {q} jest
prifez svazkil ar. rovin Adj. {x,, x} a Adj. {yi, y=}. Tedy Adj. {£} obsahuje
{x}, t. j. {x} a {&} jsou.incidentni,

120. Budte {p},{q} dv& riazné incidentni pfimky; bud
{x} jejich priasecik a {§} jejich spojnice. Pak jest

A £O)  p19) B _ 531 (1) 5(0) &) — p(03) g{O1) _ pO) g(09),
Mx® g0 — p(E3) g(13) _ p13) 4(33) (1) g3)  p01) g _ p31) glo),
Ax®) £0) — p(31) o(23) _ p(38) gB1), 358 g®) — p(09) g8V _ p(®1) o(03),
30 g0 (09 g09) _ p0) gO3),  34(0) ¢(8) _ oY) gl0%) __ p03) (o1,
M) 1) = p03) g(38) __ p(38) g(02) lh) £(3) _ pO1) 4(13) _ p(13) glo1),
A®) £(1) — p09) o(3) _ p(39) 108) 3 y(®) £(3) — H(O) g(1) _ p(13) 09),
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200 g(0) = _ p(01) () 4 p(23) gOb — pBY (o2 4. p03) 461 p(03).q(1’)_ pie g03),
@ 2 )\xf;) gV — — p(on) (38 p(j3) qf01)+ py q(Of’)_ p? g®h— p(03) gD+ oD g,
20 e = p(01) g — p(3) g0V — p(d1) (02) 1 p(08) H(31)_ p(08) 418} pid g3,
2@ @ = pon q(zs)_p(zs) gOt) 4 plB1) g0B)__ p(08) 4811 5(08) 4(12)__ p(12) g3,

O Cisle A nemiiZzeme ov3em tvrditi nic vice, neZ Ze jest ritzné od nuly,
Vskutku, je-li na pf. &=uf, p=30, jest {§}={&}. Ze 112 vidime, Ze
existuji ar, body y, z takové, Ze p=(xy), ¢=(x2). Ziejm& miaZeme
pfedpokladati, Ze &= (xyz). UkdZeme, Ze pak v rovnicich (1) jest A=1.
PoloZme

f:]x(l), x(’), x® [ ;: I}’(l), y(2)7 y(S) ls, > |z(1), z(ﬂ), 23,
Snadno nalezneme
(xyz)=—£t",

xy)=1p@Y, p®h, pi2,

(xz)=14%%, S q(u)lb:
takze

[(E}T), (:;5)] — Ip(sl) q(l2) _p(lﬂ) q(SL)’ p(lﬂ) q(23) — p(SS) q(li)' p(ﬂs) q(SI) _p(ﬂl) q(”)lr-
Die 89 (1) je v3ak
[ep), (x2)] = (3yz) X.

Odtud vychdzeji prvé 3 rovnice (1) s A= 1. Podobné dokaZi se ostatni
rovnice (1).

Jeito SxE=0, jest

3) 2x) £0) 4 3x® g 4 ax® e® 4 ax® ® — g,
Dile jest

POV g8 _ p(®9) g(01) ) (x(®) g®) 4 (3 ®)) — _ ) (x(0) ¢©0 4 y(1) (1),
(@) PO 102 _ p02) 481 _ ) (x(1) g(1) 4 x(3) g®)) — _ x (x(0) g(0) | (D) g®),

P03 g(19) _ p(19) g03) ) (1(0) £0) 4 () g®)) — __ \ (V) g1) L x®) ),
Odvodme na pf. prvou rovnici (4), pfedpokladajice, Ze x40, &Y F=0,
Podobné& odvodi se vSecky rovnice (4) ve viech moZnych pfipadech. Zfejmé

jest identicky
(1) g — g(O1) pO)) (5(33) 4(09) __ 4(28) p(03))

+ (p1) g®%) — b 39 (p(0%) glOH _ gl0%) p(O%) 4
2
+ (PO g83) _ 40 p(38)) (p(01) (03) _ glo1) p(00)y g,

Dosadime-li z (1), obdrZime
N2x(0) x(3) £1) ) 1 Yx(0) (1) [ pO1) (33) _ p(39) 01 | ha x(0) x(®) (1) g®) — g,
z CehoZ plyne prva rovnice (4). Ze (3) a (4) vychazi (2).
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121. Lin. systém ar, pfimek dimense 1 nazyva se svazek
ar. pfimek. Lin, systém {p, g} ar. komplexid jest svazek ar.
pfimek, kdyZ a jen kdyZ p a ¢ jsou lin.nezdvislé incidentni
ar. piimky, tedy, kdyZ {p, g} jest dimense 1 g

(1 Spp = Spq = Sqq =0.

Je-li {p, g} svazek ar. pfimek, existuje jeden a jen jeden
bod{x} a jedna a jen jedna rovina {& incidentni se v§emi
pfimkami obsaZenymi v {p, g}; pravime, Ze {x} je stfed a {§}
zdkladni rovina svazku ar. pfimek {p, ¢}. Stfed a zdkladni rovina
svazku ar. pfrimek jsou incidentni. Obracenég, jsou-li bod {x}
a rovina {§} incidentni, existuje jeden a jen jeden svazek
ar. pfimek o stfedu {x} a zdkladni rovin& {£}; znaCime jej
nékdy {x; §.

MnoZstvi pfimek obsaZenych ve svazku ar. pfimek
{p, ¢} ={x;&} o stfedu {x} a zdkladni rovin& {{} nazyva se
svazek ptimek; oznaleni {p, ¢g}F ={x;§}"; bod {x} (rovina {§})
nazyva se stfed (zakladnirovina) svazku {x; §T.

Bud {p, ¢} lin. systém ar. komplexit dimense 1. Kazdy ar. komplex
z {p, q} je specialni, je-li identicky v A, 4,

Shp+2hg) M p+2q)=X2Spp+ 2} %, Spg+ 12 Sqq=0,

t. j. plati-li rovnice (1). Bud {x} priselik a {§} spojnice pfimek {p}, {g},
takZe {x} a {£} jsou incidentni dle 119. JeZto

MP+2q X)=X (px)+ X,(gx)

jest {x} incidentni s kaZdou pfimkou obsaZenou v {p,, ps}; stejn& {E}.

Je-li rovina {£} incidentni s bodem {x}, bud S=Adj. {£}. Jeito x
naleZi do S, existuji dle 13 ar. body y a z takové, Ze S=/x, y, z}. Bud
p=(xy), q=1(x2). Patmé& {p, q} je svazek ar. pfimek o stfedu {x} a
zdkladni roving {£}. Snadno se vak téZ vidi, Ze kaZd4 primka {r} inci-
dentni s {x} i s {§} naleZi do {p, g}T. Jeito r jest incidentni s x, existuje
dle 112 ar. bod X takovy, Ze r—= (xX). JeZto r jest incidentni s §, naleZi
§ dle 117 do Adj. {x, X}, tedy S5X=0, t. j. X naleZi do S, takZe

X=)x+py+vz,
r=p(xp)+vx2)=pp+q.

122, Jsou-li p, ¢q; p’, ¢ dvé& dvojice ar. pfimek a jsou-li
vidy ob& pFimky téZe dvojice incidentni, ale lin.nezdvislé,
pideme
m (P, 9=(p' 9"
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jeli
() PF=Mp+Ng §'=m P+,
)‘1 !"2—')‘2}"|=1-

Symbol (p, g) je tedy jen potud definovén, Ze jest pfedepsano, kdy dva
symboly tohoto druhu jest povaZovati za rovné; totéZ plati o symbolu (x; §):

Jsouli p,g lin.nezavislé incidentni ar. pfimky, je-li x ar.
bod a § ar. rovina, piSeme

&) P, O)=(x;§),
plati-lirovnice 120 (1), v nichZ A=1.

Ztejmé& jest {p, ¢} ={p’, ¢}, plati-li (1); ne viak naopak. Plati-li (3),
jest {p, g} ={x; &}; ne v8ak naopak.

Ze 120 (1) jest patrno, Ze, abychom o rovnosti pravé definované
mohli tvrditi, Ze dva vyrazy rovné tfetimu jsou si rovny, je nutné a stadi
definovati dale:

Jsou-li x, x’ vlastni ar. body a § & vlastni ar. roviny a
je-li SxX6=8x'§’ =0, klademe

4) (x; 8=(x"; §),
je-li
) x'=\x; £ =2\¢".

123. MnoZstviv§ech ar. pfimek incidentnich s bodem {x}
nazyva se trs ar. pfimek; bod {x} nazyva se stied trsu.
MnoZstviv3ech ar.pfimek incidentnich s rovinou {£} nazyva
se pole ar. pfimek; rovina {§} nazyvéd se zdkladni rovina
pole. Trs ar. pfimek (pole ar. pfimek) jest lin. systém ar.
pfimek dimense 2. Linedrni systém ar. pfimek dimense 2
jest bud trs ar. pfimek nebo pole ar. pfimek. Priifez dvou
riznych trsi (poli) ar. pfimek jest pfimka. Priifez pole ar.
pfimek a trsu ar. pfimek jest nulovd pfimka (svazek pfimek),
kdyZ zé&kladni rovina pole a stfed trsu nejsou (jsou) inci-
dentni. MnoZstvi v3ech pfimek obsaZenych v trsu ar. pfimek
o stfedu {x} (v poli ar. pfimek o zakladni rovin& {§}) nazyva
se trs pfimek ostfedu {x} (pole pfimek o zakladnirovin& {}).

Die 112 vidime, Ze misto ,mnoZstvi viech ar. pfimek“ bylo lze Fici
p,mnoZstvi viech ar. komplexii“. Opét dle 112, je-li p ar. pfimka trsu
o stfedu {x}, existuje ar. bod y takovy, Ze p=(xy). Budte xi, xs xs
ar. body takové, Ze (x x;x;3xs) 3+ 0. Pak

y=M+Ax, + 034 hx,,
=2 (xx,) 4 Xy (x3,) 4 My (),
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takZe dany trs jest lin. systém

{oexy), exy), (exy)).

Dualn& vidime, Ze pole ar. pfimek jest lin. systém.

Bud nyni {p, g, r} lin. systém dimense 2 ar. pfimek. Jako ve 121
vidime, %e kaZdé dv& z pfimek {p}, {g}, {r} jsou incidentni. Bud {x}, {£!
resp. prisedik a spojnice ptimek {gq}, {r}; stejny vyznam méjte {y}, {n}
pro {p}, {r} a {z}, {£} pro {p}, {g}. Lin. systém |x, y, z} je bud di-
mense 2 nebo dimense nula. Vskutku, kdyby byl {x, y, z} dimerise 1, byl
by zfejm& soumistny s kaZdou z pfimek {p}, {g}, {r} a bylo by {p} =
={q}={r}- Jeli {x, y, z} dimense nula, jest {x}={y}={z} a {p, g, r}
je zfejmé& trs ar. pfimek o stfedu {x}. Bud nyni {x, y, 2} dimense 2, takZe
body {x}, {y}, {2} isou lin. nezdvisié a tedy rizné. JeZto na pf. {p} jest
incidentni s {y}i {2z}, je dle 117 {p} soumistnd s {y, 2} a tedy {p}={yz}.
Podobn& {q} ={xz}, {r} ={xy}, takZe

{p.q. r}={2), x2), xy},

coZ je ziejmé& pole ar. pfimek o zakladni roviné {(xyz)}.
Tvrzeni o pritfezu dvou lin. systémt ar. pfimek dimense 2 jsou zfejma.

124. Neexistuje Zaddny lin.systém ar. pfimek dimense > 3.

Staci ukdzati, Ze dimense nemiiZe byti rovna 3. Bud {p,, pi, ps, ps)
lin. systém ar. pfimek dimense 3. Pak S;={po, p1, ps}, S2={pw 01, D5},
Ss={pe P2 ps} jsou lin. systémy ar. pfimek dimense 2. Dle 123 jest
S; bud trs nebo pole ar. pfimek. Bud S; na pf. trs ar. pfimek. Dle 17
dimense prifezu S, a S; (Ss) jest 1; tedy dle 123 S, a S; jsou pole
ar. pfimek; dle 123 tedy dimense prifezu S, a S; jest 0, coZ dle 17 je
nemoZné.

Reguly.

125, Bud S={py, pi, p»} lin.systém ar. komplexiidimense 2,
Jeli prufez S a Adj. Sroven O, pravime, Ze lin. systém Sjest
obecny; Adj. Sje pak také obecny. Sjest obecny, kdyZ a jen
kdyz

()

Spops  SPopy SPop,
Spp, Spp, Sp,p.
Sp.po Sp.p, SP,p:

+0.

Aby p=~24,po+ A1 p1 + 4. p» byla ar. pfimka z prafezu S a Adj. S,
je nutné a stali, aby bylo Sp,p=Spp= Sp:p=0 Cili

X 8Po Py + 2 Spopy + 2, 8p,p, =0,
) 2o 8pypo+ 2 Spipy + A Sp, p, =0,
X SPypo 4 2 SPyPy + 2o Spypa=0.

Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 6
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S jest obecny, kdyZ a jen kdyZ z (2) nasleduje Ay =4, =2,=0, t. j. kdyZ
plati (1).

126. Bud S=/{p,, p1, p:} obecny lin. systém ar. komplexi
dimense 2. Obsahujeli S aspofi jednu pfimku, nazyva se
mnoZstvi R, viech pfimek obsaZenych v S regulus, urcitéji
regulusobsaZenyvS.Regulusobsahujenekonené mnoZstvi
pfimek. Dvé riizné pfimky téhoZ regulu nejsou incidentni.

Aby ar. komplex p=~ayp,—+ 41 p, + A p. byl specidlni, je nutné
a stai, aby bylo Spp=0, t. j.

(1) A Spopo+ M2Sp py+ M2Sp,p, + 20, A 8P, Py - 2M, M, 8P, p, + 20 ), Sp p, = 0.

Dle predpokladu existuje aspoii jeden dvojrozmérny bod {| 4y, 4, A5|s},
pro né&jZ plati (1). Dle 125 (1) a 60 existuje tedy nekone¢né mnoho
takovych bodu, t. j. Ry obsahuje nekoneZn& mnoho pfimek. Jsou-li {p},
{q} dvé& rizné pfimky regulu R,, jest Spg=0. Vskutku, bez ijmy obec-
nosti miZeme pfedpokladati, Ze p—p, g = pi, tedy Spopo=Sp.p.=0.
Kdyby bylo také Sp,p, =0, nebyla by spln&na nerovnost 125 (1), nebof
viecky prvky prvého fadku determinantu na levé strané byly by rovny nule.

127. Bud S obecny lin. systém ar. komplexd dimense 2,
obsahujici regulus Ry; bud S§'=Adj. S. Také § obsahuje
regulus R’s. Pravime, Ze reguly R,, R’; jsou komplementarni.
Regulus R; jest mnoZstvi pfimek incidentnich s kaidou
pfimkou regulu R,

B&Zi pouze o to, ukdzati, Ze S’ obsahuje aspoii jednu pfimku. Bud
{p} pfimka regulu R;. Bud {x} bod incidentni s {p} a bud X trs ar.
piimek o stfedu {x}. Ziejm& {p} jest obsaiena v prifezu S a Z, tedy
dle 17 dimense spojeni S a X jest< 4. Tedy dle 24 a 26 priifez Adj. S
a Adj. £ ma dimensi >0. Zfejmé& viak Adj. =2, tedy dimense pri-
fezu §' a 2 jest>0. Bud tedy lin. systém {g} obsaZen v tomto prifezu.
Jeito {g} jest obsaZen v Z, je to ptimka. Tedy S’ obsahuje aspofi jednu
pfimku.

128. Budte xq X1, X3, X3 lin. nezavislé ar. body. Mnoistvi
prfimek
(1) {()‘xo'}‘l"xn )‘xz‘l‘an)}
jest regulus Rs. MnoZstvi pfimek
(2 {()‘xu‘i'}’-x-zv )‘xl'}‘l-lxa)}

jest regvlus Ry komplementarni k R;. Kazda dvojice komple-
mentdrnich regulii dd se takto vytvofiti. Pfi tom miuZeme
je3té pfedepsati, aby {xoxs), {x1xs} byly dv& libovolné& zvo-
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lené primky regulu Ryaaby {xyx}, {xaxs} byly dv& libovolné&
zvolené pfimky regulu R,
Ztejm& R, jest regulus ureny lin. systémem ar. komplexi

3) {0 X2), (x0%5) + (X, X,). (x;%5)}.
Vskutku ar. komplex
P =N (x%5) 4+ A, [(xy23) + (x, 2,)] + Xy (2, Xy)
je specialni, kdyZ a jen kdyZz
Spp =2 (72— Mhy) (o X, X,23) = 0.

Ztejmé v3ak lze urCiti |4, uly 3= 0y tak, Ze Ag:A 1Ay —=A%: Au: p?, kdyZ
a jen kdyZ A4,? —4,4,=0.
Linedrni systémy (3)a

{x0x|)1 (xy X3) — (X, X3), (X.,X-J)}

jsou zfejmé adjungované. Tedy R; a R’; jsou komplementarni.

Budte nyni R; a R dva komplementarni reguly. Budte {p}, {g}
dv& pFimky regulu Ry a {p’}, {¢’} dv& pfimky regulu R’;. Dle 127 pfimky
{p}, {P'} jsou incidentni; bud tedy {y,} jejich prusecik. Podobn& bud {y.};
{9a}; {ps} resp. prisecik {q} a {p'}; {p} a {¢'}; {q} a {g}- Kdyby {p,},
I {9} {ys} byly lin. zavislé, byly by, jak snadno se vidi, bud {p}
a {g} nebo {p’} a {g’} incidentni, coZ je nemoZné dle 126. Tedy jest
(3o 1 y2 y5) F 0.

Jeli tedy S={p, g, r} lin. systém ar. komplexii dimense 2 obsahuijici
R,, miiZeme poloZiti

P =Yy g=@snh  P=0un) - =0,
r' =g, Po¥1) + 2a 0 12) + Rog o¥s) + 2aa (02¥0) + Aoy (Pad) + Aa (01 )5

vskutku ar. komplexy (yoy,),.--(y1yy) jsou lin. nezavislé dle 106 (1).
Pak jest
Srp' =2y (1019293 Sr'q =y Qo)1 1Y)

Aviak SFp'=S8r'q' =0, jeito p’ a ¢ naleZeji do Adj. S a tedy
)-01 - lzs — 0;
r'=Xyp+iyq+r,
kde
r =123 (Yo¥a) + M2 (0 )

Jest 4,330, nebot jinak by {p} a{r} byly dv& incidentni pfimky regulu Ry,
coz jest nemoZné. Stejn€ vidime, Ze Ay 3-0. PoloZime-li

Xp = Yo, X, =Ma¥i Xy =Yy X3= M3 Y5
6.‘
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bude zfejm& S roven (3) a regulus R; bude obsahovati pfimky (1). Dle
pfedeSlého R’y bude pak obsahovati pfimky (2).

129. Budte Ry, R’s komplementarni reguly. Budte {p}, {g}
dv& pFimky regulu R, Budte {xy, x5}, {x, x5} Fady ar. bodt
soumistné resp. s {p}, {g}. Bud T prostor jednorozmé&rnych
ar. bodi. Bud ® projektivni korespondence mezi {xy, x;} a T.
Existuje projektivni korespondence & mezi {x, x,} aT
takova, Ze, kdykoli xox v Rax ~x v &, pfimka {xx’} ndleZi
regulu R

Dle 128 miZeme ptedpoklddati, Ze pfimky R,, R’. jsou resp. 128 (1),
2). Jelliv R

xn"\’x_ov x-z‘\’x_l'
staCi patrn€ zvoliti & tak, Ze v & jest
X, Xy, XX

Véta pravé dokdzand umoziuje pfendSeti definice a teorémy invari-
antni pfi kolineacich z T na R',. Tak na pf.: MnoZstvi parti pfimek
reguluRznazyvaseinvoluce, kdyZ mnoZstvi parupriseciki
s jednou (a tedy s kteroukoli, dle pravé dokazané véty) pfimkou
regulu Ry komplementdrniho k R’ jest involuce. Podobné
definujeme d va harmonické pary pfimek regulu R'.

130. Bud R; regulus. MnoZstvi bodii incidentnich s né-
kterou pfimkou regulu R, jest obecnd kvadrika; zna€ime ji
MR;. Je-li R’y regulus komplementarni k R,. jest MR's= MR;.

Jsou-li 128 (1), (2) resp. pfimky regulit Ry, R's, a je-li &, &, &z &
dudlni jehlan adjungovany k x,, xi, Xs, Xs Snadno se nalezne, Ze

MR,= MR';, = M [P],
kde
PTZEUE;,_ E| E-z-

131.Bud‘S={p0,p1,p2}lin.systém ar.komplexiidimense 2.
S nebud irs ar. pfimek anipole ar. pfimek. Bud Sneobsahuje
Zaddnou pfimku; nebo mnoZstvi pfimek obsaZenych v § je
regulus nebo toto mnoZstvi skldd4d se ze dvou svazk
{x15 &5, {x9; &0, takovych, Ze bud {x)={x;} nebo {£}=1{5}
nebo {X1XQ} {6:&}; nebo je to svazek piimek; nebo je to
jedina pfimka.

Je-li prifez S a Adj. S roven 0, je véta zfejmi ze 125 a 126.
MiZeme tedy pfedpokladati, Ze p, ndleZi do Adj. S, takZe

SPyPo=SpyP,= SPoP,=0,



85

a je-li p=~Agpy+ 2 p1+ 2ape,
Spp=8p, py . }* +28p py M My 4 Spypy - MR

Prava strana neni identicky rovna nule, nebof pak by v3ecky ar. komplexy
z 8 byly specidlni a S by byl dle 123 bud trs nebo pole pfimek. Rovnice

M SPiPy- M+ 28P, Py Mihy o+ Spupy 2 =0

v soufadnicich jednorozmérného ar. bodu |4,, ;) md tedy bud dva, nebo
jeden, nebo Zadny kofen. Je-li vSak {|[i;, 4,;} koFen rovnice (1), jest patrn&

'{Poy \p+ )‘-2p'2}r

svazek pfimek obsaZeny v S. Existuji-li dva svazky {x;; &}, {xs; &}5
maji zfejm& spole€nou piimku {p}, z EehoZ snadno je patrno, Ze bud
{X1}:{xz}; nebo {§1}‘—‘{§2}; nebo {xl xe}:{§1 §3}

Linearni kongruence a linearni komplexy.

132.Bud S={po, p1, P2, ps} lin.systém ar. komplexii dimense 3.
MnoZstvi L pfimek obsaZenychv S nazyva se linedrni kon-
gruence, ur&ité&ji lin. kongruence obsaZend v S. Linedrni
kongruence obsahuje vZidy nekone&né& mnoho pfimek.

Ridici pfimkou lin. kongruence L nazyva se pfimka
incidentni s kaZdou pfimkou z L. Bud Z=|{q, ¢:} = Adj. S.
Pfimka {q} jest fidici pfimka lin. kongruence L, kdyZ a jen
kdyZ jest obsaZena v 2. Je-li X svazek pfimek {x;§}, roz-
paddse Lvtrspfimek o stiedu {x}avpolepfimeko zdkladni
roviné {§}; pravime pak, Ze L jest degenerovana.

Neni-li L degenerovand, md bud 1° dvé nebo 2° jednu,
nebo 3° nemi Zddnou pfimku fidici. Pravime pak, Ze L
jest 1° hyperbolickd, 2° parabolicka, 3° elipticka. Ridici
pfimky hyperbolické lin. kongruence nejsou incidentni.

UkaZme nejprve, Ze v L lze udati &tyfi lin. nezavislé pfimky. Neni-li
tomu tak, miZeme pfedpokladdati, Ze neexistuje v L Zidna pfimka, jeZ by
nebyla obsazena v S'=/{p,, pi, p2}. Neni-li S trs, vidime ze 130 a 131,
Ze existuje bod {x} takovy, Ze S’ neobsahuje Zadnou pfimku incidentni
s {x}. Bud 8” trs ar. pfimek o stfedu {x}. Prifez S a S” obsahuje aspofi
jednu pfimku; vskutku dle 17 dimense tohoto prifezu jest > 0 a v3ecky
ar. komplexy z S” jsou specialni. Bud tedy {r} takova pfimka. Jeito {r}
jest obsaZzena v S, je dle pfedpokladu obsaZena v §’, coZ je v3ak ne-
mozZné, jeito {r} a {x} nejsou incidentni. Je-li S trs, dosp&jeme k témuz
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sporu, volice za S” pole ar. pfimek, jehoZ zakladni rovina neni incidentni
se stfedem trsu S’

Jezto kaZdy trs pfimek obsahuje aspon jednu pfimku z L, vidime,
Ze L obsahuje nekoneCné mnoho pfimek.

Z identity

SPogo+2a)0q+ 2q)=58q4q,. %2+ 28q,q,. %} -+ Sq,q, . }*

vychazi, Ze Z je bud svazek ar. pfimek, nebo obsahuje jednu, nebo Zidnou
pfimku. Obsahuje-li Z pravé dvé pfimky, miiZeme pfedpoklddati, Ze to
isou {go} a {q:}; pak {qo} a {g.} nejsou incidentni, jeito jinak by = byl
svazek ar. pfimek.

JeZto L obsahuje Ctyfi lin. nezavislé pfimky, je patrné, Ze pfimka {q}
jest Fidici pfimkou lin. kongruence L, kdyZ a jen kdyZ jest obsaZena v Z.

Je-li = svazek ar. pfimek {x;§&), vidime snadno, Ze pfimka {p)
naleZi do L, kdyz a jen kdyZ jest incidentni bud s {x} nebo s {£}.

133. Bud S=/{po pi, Ps ps, ps} lin. systém ar. komplexi
dimense 4. MnoZstvi K pfimek obsaZenych v § nazyvai se
linedrni komplex, ur€it&ji lin. komplex obsaZeny v S. Je-li
{g)=Adj. S, pravime téZ, Ze K jestlin. komplex adjungovany
ku {g). Ridici pfimkou lin. komplexu K nazyvéa se pfimka
incidentni s kazdou pfimkou zK. Lin. komplex K ma bud 1°
jednu,nebo 2° nemd Zddnou pfimku fidici dle toho, zda ar.
komplex ¢g jest ¢i neni specidlni; pravime pak, Ze K jest 1°
specidlni, 2° obecny. Ridici pfimkou specidlniho komplexu
jest {g}.

UkaZme nejprve, Ze v K lze udati pé&t lin. nezdvislych pfimek. Dle
ditkazu ve 132 obsahuje {p,, pi, ps, ps} Ctyfi lin. nezavislé pfimky. Totéz
plati o {po, Pu Py p4}. Kdyby tedy K neobsahoval pét lin. nezavislych ptimek,
bylo by {po, pi, ps, ps} =S, coZ je nemozné, jeZto dimense S jest 4.

KdyZz {q} je ptimka, jest to patrn& Fidici pfimka lin. komplexu K.
Z prave dokazaného pak vysvita, Ze pfimka {r} 3= {¢} neni Ffidici pfimkou.

134. Bud K obecny lin. komplex adjungovany ke {gj,
tedy Sgg+0. Jeli xF0,a x~§& vnulové korelaci o basi g.
pravime, Ze {§} jest poldara bodu {x} vzhledem ke K, a Ze {x|
jest pélroviny {§} vzhledem ke K. Bod {x} a rovina {&} jsou
incidentni. KaZda pfimka svazku {x;§} n4leZi do K.

Dle 113 jest £§=(gx), tedy Sx§=0, a je-li y libovolny ar. bod,

() Sty = Sq (xp).

Je-li pfimka {xy} obsaZena v {x;§&}, jest dle (1) Sg(xy)=0, t. j.
{xy} nalezl do K.
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135. Bud K obecny lin. komplex adjungovany ke {q}.
Jsouli poldry vzhledem ke K bodi obsaZenych v fadé& ar.
bodit SobsaZeny ve svazku ar.rovin X, jsou poldary vzhledem
ke K bodii obsaZenych v Adj. £ obsaZeny v Adj. S; pravime
pak, Ze pfimky {p,}, {ps} soumistné resp. s S a Z jsou konju-
govany vzhledem ke K. KdyZ {p,} ndleZi do K, jest{ps} ={p,}.
KdyZ% {p,} nendleZi do K, nejsoupfimky {p,} a {p,} incidentni.

Ptimky {p.} a {p:s}F{p:} jsou konjugoviny vzhledem
ke K, kdyZ a jen kdyZ ar. komplexy ¢, p1, p» jsou lin. zavislé.

Jelli K specidini ar. komplex adjungovany ke {q}, pra-
vime, Ze pfimky {p,}, {p.} isou konjugovany vzhledem ke K,
kdyZz bud {p:}={q} nebo {p,j ={q].

Bud K nulovéd korelace o basi ¢g. Jeito S~ X v K, jest patrné
Adj. S~ Adj. Z v Adj. K, tedy dle 114 Adj. Z~ Adj. S v K.

NéleZi-li {p,} do K, jest {p)=1{p,} dle 134. Nenalezi-li {p,} = {x, )
do K, jest Sgp; 0. Dle 105 existuje ar. pfimka (x.y.) takova, Ze

M g=23.0, ) + 1, (X, 1,).

Bé&Zi pouze o to, ukazati, Ze ze (1) plyne, Ze {x,y:} a {x:y.} jsou kon-
jugovany vzhledem ke K. Je-li vSak x libovolny ar. bod, je dle (1)

(@) =y (X, %) + X, (%, 9, %).

Poldra vzhledem ke K bodu {x|} incidentniho s {x,y.} je tedy
I(xsy2x)}, t. j. tato polara jest incidentni s {x,y.].

136. Budte R,, R komplementarni reguly. Bud L linedrni
kongruence obsahujici R,. Existuje mnoZstvi /fpara pfimek
regulu R, takové, Ze, kdyZ a jen kdyZ {q:}, {g:} naleZi do /.
existuje lin. komplex K. jemuZ nileZeji {q,}, {¢a}, ale Zadna
jind pfimka z Ry, a jenZ obsahuje L. MnoiZstvi / jest involuce.
Kazid4 dvojnd pfimka J jest fidici pfimkou L a obrdcené.
Lin. kongruence L je tedy hyperbolickda, parabolicka nebo
elipticka stejné& jako involuce /. Naopak, zvolime-li libo-
voln& vregulu R involuci J, existuje jedna a jen jedna
lin. kongruence L, vzhledem k niZ md Juvedenou vlastnost.

Dle 128 mtZeme nalézti lin. nezavislé ar. body x,, x;, X, X3 takové,
Ze R, jest mnoZstvi ptimek

{0x, + pxy, e, + pxg))
a Ze R, jest mnoZstvi pfimek -

{()‘xu + Xy, Ax, + P‘x:!)}'
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Bud S lin. systém ar. komplexii dimense 3 obsahujici L. Zfejmé jest
(1 §={(xx), (%), (0X5) + (x, %), P,

kde p jest jisty ar. komplex. JeZto ar. pfimky (xox:), (xoX2), (XoX3),
(x2 x3), (xsx1), (x,x3) jsou lin. nezavislé (dle 106), miZeme patrn& pfed-
pokladati, Ze

P = (%, 2,) + B (3,%)) + 1 [(%X3) — (2, X,)],

pfi ¢emzZ la, 8, 33+ 0,. Bud nyni K lin. komplex obsahujici L a pfimku
lq) regulu R, takZe
g = (Axg + Xy Xy + pxy).

Aby K obsahoval téZ pfimku {q’} regulu R's, kde
g =(\x, 4 p'xy, Nx+ p'xy)

je nutné a stadi, aby ar. komplex ¢ byl lin. zdvisly na ar. komplexech
napravo v (1) a na ¢, t. j. musl existovati €isla ¢; (=1, 2. .. 5) takova, Ze

A2 (X 3) + 12 (0 X5) + M [(%6X5) — (X, X,)] =
=€, (X, ) + €, (X X3) + €3 [(X0 %) + (2, %)) +
T ey fa (6 X,) 4+ B (6, X,) + 1 [(%0 X5) — (%, X1} +
+ Cs {)‘2 (%02 12 (X, ) + N [(X,X5) — (%, xa)]}-

Vzhledem k jiZ pfipomenuté lin. nezavislosti ar. komplexii (xo X;), . - - (X1 X2)
je to jen tak mozno, Ze
(=0C=10¢,=0,
Cia+ B =0" ¢, B+ eypt=p" v+ o hp=Np"

Eliminaci €isel ¢; obdrZime podminku

@ N2 a7l
7 A AMp =0 — Np) [BA — 1 (A - Mp) + app] =0.
B o

Zadanou vlastnost mé tedy ta involuce J v regulu R';, jejiZ pary ptimek
]'()‘xa + pxy, A+ P’Ql)}: {(7\'!0 +p'x, Mx P"x:l)}
jsou uréeny podminkou
BA — 7 (\p' + A'p) + app’ = 0.
Snadno vidime nyni, Ze involuci J v regulu R, miZeme libovoln& zvoliti
a Ze jest ji lin. kongruence L jednoznaCné urlena.

137. Budte R, R’: komplementarni reguly. Bud K linearni
komplex obsahujici Ry. Existuje involuce J v regulu R, do
niz nalezi par pfimek z R, kdyZ a jen kdyZ ob& pfimky
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paru jsou konjugované vzhledem ke K. Naopak, zvolime:-li
libovoln& v regulu Ry involuci J,existuje jeden a jen jeden
lin.komplex K, vzhledem k némuZ ma Juvedenou vlastnost.
Lin. komplex K jest specidlni, kdyZ a jen kdyZ involuce J
jest parabolickd; fidici pfimkou K jest pak dvojna pfimka
involuce /.
Zvolme opét lin. nezavislé ar. body x, xi, Xs xs tak, Ze pfimky

regulu R, jsou

0%, + px,, Ax, + pxy)),
a primky regulu R', \

10, + px, Ax, + pxg)).

Lin. komplex K bud adjungovan ke {g}. Snadno se nahlédne, Ze
g = (XX;) + B (X Xy) + 7 {(,X3) — (X, X))
Budte {p}, {p’} dv& pfimky regulu R, tedy

p=(x, + WXy, )‘xl + pxy),
P=(Nxy+ p'xy, Vx4 p'xg).

Jsou-li primky {p}, {p’} rtizné, jsou dle 135 konjugovany vzhledem
ke K, kdyZ a jen kdyZ ar. komplexy p, p’, ¢ jsou lin. zavislé, &ili, jeZto
a A A2
T A A
Boprope

= (A’ — W) [BAN — ¢ (' + M) + app),

kdyZ a jen kdyZ pfimky {p}, {p’} tvofi par involuce J urlené rovnici
BV — v (A +Mp) + app' =0.
Totéz viak plati i kdyZz {p}={p’}, nebof
Spq=[BA — 1 (M + M) + app'] (XX, X, X,),
takZe primka {p} ndlezi do K, kdyZ a jen kdyZ je dvojnou pfimkou
involuce J.

Je-li J parabolickd, jest jeji dvojna pfimka konjugovana vzhledem
ke K s kaZdou pfimkou regulu R’;, takZe K nemiiZe byti obecny a dvojna
pfimka J jest Tidici pfimkou K. Naopak, kdyZ K je specidlni, jest jeho
fidici pfimka {p} incidentni s kaXdou pfimkou z R, a tedy dle 127 naleZi

do Ry. JeZto pak dle 135 {p} jest konjugovana vzhledem ke K s kaZdou
piimkou z R’s, jest J parabolicki a ma dvojnou pfimku {p}.

Orientace v trojrozmérném prostoru.

138. Bud & projektivni korespondence mezi fadou ar.
bodit {xj, xo} (svazkem ar. rovin {§, %)) a prostorem jedno-
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rozmé&rnych ar. bodd. Bud v &

XX, oox 5 ax, §oox,).

Je-1i (x,X2s) =@, pravime, Ze ar. pfimka -(x,xg) (— (§,§2)) jest
jednotkou pfi &

Jako v 91 vidime, Ze definice jednotky pfi & nezdvisi na tom,
kterymi ar. body vytvofime {x;, x»}.

139. Bud p+0, ar. pfimka. Bud {x,, x,} fada ar. bodi sou-
mistna s {p}. Bud & projektivni korespondence mezi {x, x:}
a prostorem T jednorozmérnych ar. bodia o jednotce p.
Budte {y;} (=1,2,3) tfi riizné body z {x;, xo}%; bud y, >y,
(i=1,23) v & Pravime, Ze body {y:;} jsou v positivni (nega-
tivni) orientaci vzhledem k {p}, kdyZ jednorozmérné body
ly:;} jsou v positivni (negativni) orientaci.

Je-li{p’} ={p}, tedy p’=¢p (¢F0), jest orientace vzhledem
k p’ tdZ jako orientace vzhledem k p nebo opaclna dle toho,
zda ¢ >0 &i ¢ <0.

Bud K kolineace ar. bodti, bud K*=Ass. K. Bud v K

oo X, 0K, poo¥, oty pyaty;

budv K* p~p. Orientace bodi {Vi} vzhledem k p je taZ jako
orientace bodi {y;} vzhledem ku p.

Dudlné& definuje se orientace tfi rilznych rovin ze svazku rovin sou-
mistného s pfimkou {p} vzhledem k ar. pfimce p.

Ze jsme k uin&né definici opravnéni a Ze orientace vzhledem k r
souvisi s orientaci vzhledem k p tak jako vysloveno, vidime stejn€ jako
v 92. Ze orientace se neméni kolineaci, je zfejmé.

140. Budte p, ¢ ar. pfimky; bud Spg > 0. Jsou-li {y,}, {y.},
{ps} tFi rtizné body z Fady bodové soumistné s {p}, a je-li
{ni} (i=1,2,3) spojnice bodu {y;} a pfimky {g}, jest orientace
bodi {yl} {y:}, {ys) vzhledem k p taZ, jako orientace rovin
{m}, {ns}, {ns} vzhledem ke gq.

Bud p=1(x,x1), ¢=(xa2xs), tedy dle 102 (1) (x,x; x2 x3) > 0. Bud

y;:)..-ox,,+).,-, Xy (i=1,2, 3)

Bud R projektivni korespondence mezi {x,, x,} a prostorem T jedno-
rozmérnych ar. bodit o jednotce p; je-li v & x, X, X3~ X, je tedy
(XoX;)=1. Orientace bodii {y;} (/=1,2,3) vzhledem k p je dle definice
rovna orientaci jednorozmé&rnych bodi

(l) {)'i|;£)+)‘i|;'|}'
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Dle 109 (1) jest
[0, x5 x40, (0 353)] = (%, %, X, X4) (3, 05).

Jezto {(xsxsxo), (x2X3x1)} = Adj. {xa, x5}, a jeZto (x,x;) =1, vidime
tedy, Ze jednotkou projektivni korespondence & mezi Adj. {x;, x5} a T,
v niZ (xg X3 X0) ~ Xo, (X2 XsX1) X, jest (xoX1Xs X5) (x2X3). ZFejm& viak
{n:} = {(x:x59:)}, takZe v & rovindm {n;} jsou pFifazeny jednorozmérné
body (1). Orientace jednorozmérnych bodit (1) je tedy tdZ jako orientace
rovin {n;} vzhledem k (x,x,x:Xs) (x2xs) a tedy i vzhledem k (x;3x3) = ¢,
jezto (xox1 xgXxs) > 0.

141. Bud p=#0, ar. pfimka. Bud {x,, xs}° fada bodova sou-
mistna s {p}. Bud R jednojednoznaénd korespondence mezi
body z {x;, x;}° a rovinami obsaZenymi v Adj. {x;, x,}. JestliZe
ka?dé trojici bodi z{xl, xz}"vpositivni orientaci vzhledem
k ppfifazuje & trojici rovin vpositivni(negativni) orientaci
vzhledem k p, pravime, Ze & zachovadva (méni) orientaci.

Ze definice korespondence { zachovavajici (ménici) orientaci se ne-
méni, prejdeme-li od p k 2p (2=:0), plyne ihned ze 139.

142, Bud & korespondence mezi body fady bodové
{x, X3} a rovinami svazku [Adj. {x, xs}]°. Bud K kolineace ar.
bodi; bud x;~x;, xavx, v K. Bud & korespondence mezi
{x's, X3} a [Adj. {xy, x5}]¢ takova, Ze, kdykoli {x}~{&} v & x~ X'
VK ab~§E v Ad) K, jest {X] ~ {8} v®. KdyZ K jest positivni
kolineace a kdyZ & zachovdva (mé&ni) orientaci, pak R za-
chovava (méni) orientaci. KdyZ K jest negativni kolineace
akdyZ & zachovdvd (méni) orientaci, pak & méni (zacho-
vidva) orientaci.

Budte {y;}, {ys}, {ys} tfi rizné body z {x, x»}° Bud y;~): v K,
i)~ {n) v & mia e v Adj. K, takie {yi}~ {7} v &. Bud p~ py
v Ass. K, bud p~ p» v Ass. (Adj. K). Pfedpokliddejme na pf., Ze & za-
chovavd orientaci, takZe orientace bodii {y;} vzhledem k p rovnd se
orientaci rovin {7} vzhledem k p. Dle 139 orientace bodii {y’;} vzhledem
k p. rovnd se orientaci bodii {y} vzhledem k p; dle duality orientace
rovin {7;} vzhledem k p, rovnd se orientaci rovin {7;} vzhledem k p.
Tedy orientace bodii {y":} vzhledem k p, rovnd se orientaci rovin {7}
vzhledem k p,. Je-li v8ak u modul K, jest p,=up,. Tedy R zachovdva
(mé&ni) orientaci, kdyZ u > 0 (u < 0).

143. Bud {p,, p.} svazek ar. pfimek. Bud & projektivni
korespondence mezi {p,,pg} a prostorem jednorozmé&rnych
ar. boda. Bud v &

ProoX, Py X,.
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Bud (x;X,)==«. Jednotkou pfi & nazyvdme kaZdy symbol
rovny symbolu (%pl,pg) dle definice ve 122,

Jako v 91 vidime, Ze definice jednotky nezavisi na tom, kterymi
ar. pfimkami vytvorime {p;, p,).

144. Bud {p, p;} svazek ar. pfimek. Bud R projektivni
korespondence mezi {p;, p,} aprostorem T jednorozmé&rnych
ar. bodd o jednotce (p, ps) =(x;§). Budte {g:} (i=1,2,3) tFi
rizné pfimky z {p, psjr; bud {q} ~ {5} v & Pravime, Ze
pfimky {g:} jsou v positivni (negativni) orientaci vzhledem
k (p;; p:) nebo vzhledem k (x;&), kdyZ jednorozmérné body
{y:} jsou v positivni (negativni) orientaci.

Orientace vzhledemk (¢, py, 0 ps) (2, 220) jest tdZ jako
orientace vzhledem k (p;, p;) nebo opa&néa dle toho, zda
003 >0 i @3y < 0. Orientacevzhledem k (8, x; 8; &) (81, B: % 0)
jest tdZ jako orientace vzhledem k (x; §) nebo opacna dle
toho, zda 8,8, >0 ¢i 8,6, < 0.

Bud K kolineace ar. bodi; bud K*= Ass. K, K'— Adj. K.
Bud v K* _ _ _ _ _

ProopPy PPy §1o0q), G000y 3o Gy
budvKx~Xx;bud vVK'E§~E Orientacepfimek |{g:} vzhledem
k (1, pe) je taZ jako orientace pfimek {g:} vzhledem k (p;, p)-
Orientace piimek g} vzhledem k (x; §) je tdZ jakoorientace
pfimek {¢:} vzhledem k (x; %) nebo opalna dle toho, zda K
jest positivni &i negativni kolineace.

Ze jsme k definici orientace oprdvnéni, ukaZe se stejné jako v 92;
totéZ plati o tom, co feCeno o orientaci vzhledem k (o, py, @3 ps). Vyrok
o (B, x; B:£) nasleduje pak z definice rovnosti ve 122 (3). Ze orientace
pfimek {g:} vzhledem k (py, p,) je taZ jako orientace pfimek {¢;} vzhledem
k (py, p2), je zfejmé. Vyrok o orientaci pfimek {g:} vzhledem k (x; &)
odiivodnime ve 145,

145. Bud {x; &" svazek pFfimek; bud &= (x x; x2)- Jsou-li
{v1), {2}, {ys) tFirizné body z fady bodové {x,, x,}°a je-li {g:}
(i=1,2,3) pfimka soumistna s {x;y;), jest orientace bodu
Iyl {y:h {ys) vzhledem k (x;x;) tdZ, jako orientace pfimek
{g:} 192}y g8} vzhledem k (x;§).

Bud p; = (xx1), p» = (x x.); pak dle ditkazu ve 120 jest (py, p:) =
= (x; &). Bud & projektivni korespondence mezi {x,; xo} a prostorem T
jednorozmérnych ar. bodii o jednotce (x; xz), V miZ x; ~ X5, Xz o~ Xy,
takZe (x; Xs) = 1. Bud y: ~ y: (i=1,2,3) v R, takZe orientace bodi {y:}
vzhledem k (x; x;) rovna se orientaci jednorozmérnych bodi {j;‘}. Bud &,
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projektivni korespondence mezi {p;, p.} a T, v nii p, ~ X%, py -~ Xs
Jeito (x, x:) = 1, jest (p,, p.) a tedy téZ (x; &) jednotkou pfi R,. Patrné&
jest v & (xyi) ~ yi. Zfejm& vSak {xy:} = {q:}, takZe orientace pfimek {g}
vzhledem (x;§) rovnéZ se rovnd orientaci jednorozmé&rnych bodu {j:).

Na zédkladé€ pravé dokazané véty miZeme doplniti diikaz ve 144, Je-li
totiz v K x; > X1, XacoXa, yicoyi (1=1,2,3), jest dle této véty orientace
pfimek {g;} vzhledem k (X; (x X, X2)) rovna orientaci bodi {y;} vzhledem
k (X1 Xs), jeZ opét je dle 139 rovna orientaci bodii {y;} vzhledem k (x; x,).
UZijeme-li znovu vé&ty v tomto odstavci dokazané, vidime tedy, Ze orientace
ptimek {g;} vzhledem k (X ; (x x, X)) rovna se orientaci pfimek {g;} vzhledem
k (x x; x,). AvSak dle 43 (x x, x,) = u§, kde ¢ je modul K, takZe dle 144
orientace vzhledem k {X; (x X, X.)} je tZ jako orientace vzhledem k (x; &)
nebo opagna dle toho, zda > 0¢iu <0.

Geometrie pole ar. bodii.

146. Podiame nyni né&které daldi definice a teorémy (v. 84 aZ 87)
o projektivnich korespondencich, omezujice se na pfipad m—3, n=2.
Bud S={xy, xi, xs} pole ar. bodd. Bud T prostor dvoj-
rozmérnych ar. bodi. Bud £ projektivni korespondence

mezi Sa T, vniZ
Xy 0 Xy, Xy Xy, XXy

Bud S*={(xyx), (xox2), X:1x:)} pole ar. pfimek o zikladni
rovin€ Adj. S. Bud T* prostor dvojrozmérnych ar. pfimek
(nadrovin). Libovolnd ar. pfimka p z S* dd se psdti jednim
a jen jednim zpiisobem ve tvaru -

P =N (X X)) + My (X, X)) + Ay (X, Xy).
Pfifadime-li ji dvojrozmé&rnou ar. pfimku
E= )‘o (;Oi-l) + 7\1 (-‘?u Ez) + )‘z (EI Y-z)v

obdrZime jednojednoznalnoukorespondenci 8 mezi S*a T*.
Pravime, Ze &* jest projektivnikorespondence mezi S*a T*
asociovand ku projektivni korespondenci  mezi Sa T a
piSeme R* — Ass. 8.

147. Bud S* pole ar. pfimek; bud T* prostor dvojroz-
mérnych ar. pfimek. Bud k kolineace dvojrozmé&rnych
ar. pfimek. Bud & projektivni korespondence mezi S* a T*
Pak & .k jest projektivni korespondence mezi S* a T*
Obricend, kdyZtaké & jestprojektivnikorespondencemezi
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S* a T* existuje kolineace £ dvojrozmé&rnych ar. pfimek
takova, Ze ' =8 . L.
Vychazi ihned ze 35 a 146.

148. Budte S, S; dvé& pole ar. bodd, riznd nebo rovna.
Bud S;*(S.*) pole ar.pfimek o zdkladni rovin& Adj. S; (Adj. S).
Bud T (7*) prostor dvojrozmé&rnych ar. bodd (dvojrozmé&r-
nychar pfimek). Bud &, (R;) projektivni korespondence mezi
S.(S:)a T.Bud &*= Ass. &, 8%, = Ass. &,. Bud (v.86) K kolineace
ar. bodd, v niZ §;,~ S, ajeZ je takova, Ze, kdykoli x nalezZi
do 8 ax~y v K, jest ar. bodu x pfifazen v & tyZ dvoj-
rozmérny ar. bod jako ar. bodu y v &,. Bud K*=Ass. K, takZe
Si*~ Sy* v K* Kdykoliar.pfimka p, ndlezi do S* a p, ~p. v K¥
jest ar. pfimce p, pfifazena v R* tdZ dvojrozmérna ar.
pfimka jako ar. pfimce p; v &*

Diikaz je snadny. .

149. Bud S={x, x;, x;} pole ar. boda; bud 7T prostor
dvojrozmérnychar.bodia. Bud® projektivni korespondence
mezi SaT,vniZ x;,~Xx; (I=0,1,2). Bud (x,x, x) =a. Pravime,

Ze ar. rovina %(xoxlx,)jestjednotkou pii & Je-1i R* = Ass. R,

. 5 1 . . -
pravime, Ze —- (xo X1 x3) jest jednotkou pFi &*.

Snadno se vidi (v. 91), Ze jsme k témto definicim oprdvnéni.

150. Bud S(S*) pole ar.bodii (ar.pFimek); bud T (7*) prostor
dvojrozmérnych ar. bodd (ar. pfimek). Bud & projektivni
korespondence mezi S a T (mezi $* a T%). Bud k kolineace
dvojrozmérnych ar. bodi (ar. pfimek). Ar. rovina § bud
jednotkou pfi & KdyZ a jen kdyzZ k jest unimodulérni, jest
§ jednotkou pfi projektivni korespondenci £ . £

Diikaz je snadny.

151. Jsme nyni s to, doplniti (v pfipadé m =3, n =2) poznamky
u€inéné v 87. Bud & viastni ar. rovina. Bud T prostor dvojrozmérnych
ar. bodi. Bud R projektivni korespondence mezi Adj. {§} a T; bud
f* = Ass. R. KaZdd definice (teorém atd.) tykajici se dvojrozmé&rnych ar.
boda a dvojrozmé&rnych ar, pfHimek, jeZ se neméni, kdyZ ar. body v ni
se vyskytujici zmé&nime dle kolineace 4 a souCasné ar. pfimky v ni
se vyskytujici zménime dle kolineace Adj. k, d& se pfenésti pomoci &
a §* na definici (teorém atd.), tykajici se trojrozmérnych ar. bodii inci-
dentnich s § a trojrozmé&rnych ar. pfimek incidentnich s § Neurcitost
korespondence & neni pfi tom dle 85 a 147 na zdvadu. Z 86 a 148
vidime snadno, Ze takovym zpiisobem obdrZend definice (teorém atd.)
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se neméni, kdyZ ar. body v ni se vyskytujici zménime dle kolineace troj-
rozmérnych ar. bodi K a souCasné ar. pfimky v ni se vyskytujici zmé-
nime dle kolineace K*— Ass. K. Zhusta timto postupem neobdrZime nic
nového: tak z incidence dvojrozmérného ar. bodu a dvojrozmé&rné ar.
pfimky (= nadroviny) definované v 19 obdrzime zfejmé& incidenci troj-
rozmérného ar. bodu a trojrozmé&rné ar. ptimky definovanou ve 101.

Zejména si vSimnéme, Ze miZeme takto pfenésti pojem kuZelosecky
a pojem polary bodu vzhledem ke kuZeloselce.

MiZeme také pfenadeti takové definice (teorémy atd.), tykajici se
dvojrozmérnych ar. bodi a dvojrozmérnych ar. pfimek, jeZ se neméni
pouze tehdy, kdyZ ar. body v ni se vyskytujici zménime dle unimo-
duldrni kolineace &k a soulasné ar. pfimky v ni se vyskytujici zménime
dle (rovnéZ unimodularni) kolineace Adj. k. Stali se omeziti (v. 150)
na takové projektivni korespondence &, pfi nichZ § jest jednotkou,
a k definici (teorému atd) naznalenym zpiisobem obdrZené pfidati atribut
ovzhledem ke §“ Snadno vidime, Ze takovym zplisobem obdrZena defi-
nice (teorém atd.) se neméni, kdyZ ar. body v ni se vyskytujici zm&nime
dle kolineace K a souCasné ar, pfimky v ni se vyskytujici zménime dle
kolineace K*=— Ass. K; nulno pouze atribut ,vzhledem ke &“ nahraditi
atributem ,vzhledem ke &%, kde &=uf, je-li E~ & v Adj. K a je-lip
modul kolineace K. Na pf. z pojmu (definovaného v 92) orientace trojice dvoj-
rozm&mnych pfimek obsaZenych ve svazku Adj. {x} dvojrozmé&mych ar.
pfimek vzhledem k ar. bodu Xx obdrZime timto postupem pojem (defino-
vany ve 144) orientace trojice trojrozmérnych pfimek obsaZenych ve svazku
{x; &} vzhledem k symbolu (x;£). Odtud vychizi snadno novy dikaz
véty (v. 144 a 145): Bud K kolineace ar. bodii; bud x ~x v K, §~§
v Adj. K; orientace trojice pfimek svazku {x; §} vzhledem k (x; &) a orien-
tace trojice pfimek, oném pfifazenych v Ass. K, jsou stejné nebo opalné
dle toho, zda K je positivni & negativni kolineace,
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