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K a p i t o l a I. 

Základní definice a teorémy projektivní geometrie. 

Lineární systémy aritmetických bodů. 

1. Buďm libovolné pevně zvolené číslo přirozené. Skupinu m + 1 čísel*), 
na př. x-u), x^, • • • x'm) nazveme a r i t m e t i c k ý b o d , krátce ar. b o d ; 
označení X'l), • . . x'M>\- Čísla xw,... x'm) jmenujeme s o u ř a d -
n i c e ar. bodu. Při tom pořádek souřadnic považujeme za podstatný, takže 
na př. pro m = 1 | l , l ' 3 t a j / 3 , 1|& jsou různé ar. body. Je-li třeba vy-
tknouti hodnotu přirozeného čísla m, mluvíme o m - r o z m ě r n ý c h ar. 
b o d e c h . Množství všech m-rozměrných ar. bodů jmenujeme p r o s t o r 
( m - r o z m ě r n ý c h ) ar. b o d ů . 

Ar. body budeme zpravidla označovati jediným písmenem; zejména 
písmena x, Xi, x, y, z. X atd. budou vždy znamenati ar. body. Při tom 
vždy na př. souřadnice ar. bodu x budou ;t(0), x'-l),... ^ ; podobně 
Xi{0), je/1', • • • Xi(m) pro ar. bod xi atd. 

Ar. bod JO, 0 . . . 0|,, jmenujeme n u l o v ý b o d ; označení 0*,. Ostatní 
ar. body jmenujeme v l a s t n í . 

Ar. body |1, 0 , . . . 0',„ ¡0, 1, 0 , . . . 0|», |0, 0, . . . 1 | 4 , t. j. ty, jichž 
všecky souřadnice rovnají se nule až na jedinou rovnou jedné, nazýváme 
s o u ř a d n é ar. body. 

2. Za s o u č i n č í s l a l a ar . b o d u jc = |jc0), xw, • • • xim)\t pro-
hlásíme ar. bod**) 

Zejména tedy i 0h = 0,, pro každé )., kdežto JC = L x pro x 0,„ 
jen když = ?.3; dále Ox = 04 pro každý ar. bod x-

3. Za s o u č e t ar. b o d ů jci a x2 prohlásíme ar. bod 

X, + x.2 = !x,™ + x./0 ' , *, ( 1 ) + x P *,<•) + 

*) Číslem bez dalšího dodatku rozumíme vždy číslo reálné. 
**) Místo — 1 x budeme psáti kratčeji — x. 
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4. Okamžitě se přesvědčíme o správností pravidel početních 

(X, + X = X, X + liX, X (X, + x2) = Xx, + Xx2. 
X | + X2 = X. + X,, 
(,X, + X2) + X, = X, + (x2 + X3) = X, + x.2 + x „ 
X -)- Oj = X. 

5 . Pravíme, že ar. bod x 0 jest l i n e á r n ě z á v i s l ý na ar. bodech 
Xi, Xs. • • xn, existují-li čísla . . . A„ taková, že jest 

(1) X0 = X, X, + X2X2 -f . • • + X„ Xn. 

Nulový bod jest lineárně závislý na kterékoli skupině ar. bodů xi, 

x-i, • • • Xn, stačí zvoliti )n = ).3 = . . . = l„ = 0. Je-li jeden z ar. bodů JC0> 
Xu Xz, • • • xn lineárně závislý na ostatních, pravíme, že tyto ar. body jsou 
l i n e á r n ě z á v i s l é ; jinak jsou l i n e á r n ě n e z á v i s l é . Nutná a posta-
čující podmínka, aby ar. body x0, xlf • • • xn byly lineárně nezávislé, jest, 
aby rovnice 
( 2 ) X„x0 -f X,x, + . . . + X„x„ = 0 j 

platila pouze pro A0 = A ! = . . . = A„ = 0. Vskutku, je-li na př. ar. bod x0 

lineárně závislý na xí} • • • x„, platí rovnice (1) a tedy i (2), kde A0 = 
= — 1 0- Naopak, je-li (2) splněna tak, že na př. ¿0 0, jest 

Xj Xn 
X0 = 7~~ X, . . . — Xn. 

Aby toto kriterium zůstalo v platnosti i pro n = 0, budeme pod jedním 
lineárně nezávislým ar. bodem rozuměti vlastní ar. bod. 

6 . Množství všech ar. bodů lineárně závislých na ar. bodech x0, Xi, 

... xn nazýváme l i n e á r n í s y s t é m ar. b o d ů , nebo úplněji lin. systém 
určený ar. body x0 , Xi, • • • xn-, označení {x0> x„ • • • x„}. Jest {Oj,} = 0», 
t. j. nulový bod sám o sobě tvoří lin. systém; ostatní lineární systémy 
nazýváme v l a s t n í . Vlastní lin. systém obsahuje zřejmě nekonečně mnoho 
ar. bodů, mezi nimiž vždy se vyskytuje nulový bod. 

7 . J e - l i ar. b o d x l i n . z á v i s l ý n a ar. b o d e c h x„, , • • • 
j e s t 
(1) {^Xo.X, . . . x „ } = {xu, X, ...Xn}. 

Vskutku dle předpokladu 

x = X0x„ + X, X, + . . . + X„xn . 
Je-li tedy 

y = P* + řo*0 + Rl *1 + . . . + H-n*n, 
jest též 

y = (ftj + H*o) *0 + (H-l + X, + . . . + (H-n + H-Xr) 
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Každý ar. bod lineárního systému nalevo v (1) náleží ledy lineárnímu 
systému napravo; avšak zřejmě také obráceně. 

8 . K a ž d ý v l a s t n í l ín . s y s t é m {y0, y1.. . ar. b o d ů (f^O) 

l z e u r č i t í n -f- 1 l i n e á r n ě n e z á v i s l ý m i ar. b o d y t a k , ž e n = 

= v (n < v), j s o u - l i y0, yi •.. yv 1 i n. n e z á v i s l é ( z á v i s l é ) . 
Je-li v = 0, je tvrzení zřejmé. Buď tedy ^ > 0 a dokazujme indukcí 

vzhledem k v. Jsou-li ar. body y0, ylf... yv lin. nezávislé, je tvrzení opět 
zřejmé. Jsou-li však lin. závislé, můžeme předpokládati (v. 5), že na př. 
ar. bod. yv je lin. závislý na y0í yu.. . j / v _ , . Pak jest dle 7 

{yo,y, •••yv} = {y0.y l • • •yv- i } 

a dle předpokladu pro indukci 

{y„,y, . . . y , - i ) = {x0,x, . . .Xr}, 

kde ar. body napravo jsou lin. nezávislé a — 1 . Tedy 

= . . . x„}, 
a n<y. 

9 . N á l e ž e j í - l i l in . n e z á v i s l é ar. b o d y y0, yx,... y.t l i n e á r -
n í m u s y s t é m u {x0 , xu . • • *„}, j e s t v <[n-

Pro /7 = 0 tvrzení se velmi snadno dokáže. Bud tedy r t > 0 a do-
kazujme indukcí vzhledem k n- Dle předpokladu 

y. = >>ioXo + Xit X, + . . . + hnXn (/ = 0, 1 . . . v). 

Je-li A0n = A,„ = . . . = Avn = 0, náležejí ar. body y0, yu ... y v lin. sy-
stému {jc0, Xi, . . . j c b _ i } a tedy dle předpokladu pro indukci v < , n — 1. 
Je-li však na př. AVIJ 0, náležejí ar. body 

»̂in . -
y.-r— yv (Í = o, i . . . v — i) 

'•Wl 

lin. systému {x0 , x i y . . . x B _ i } a tedy dle předpokladu pro indukci 
v — 1 — 1 . V obou případech je tedy vskutku v ^ n . 

1 0 . J e - l i 
(1) {xCJ,x, . . . x n } = {y0,y, . . .yv} 

a j s o u - l i ar. b o d y x0, xlt •.. xn l in . n e z á v i s l é , j e s t v — n (v > n)' 

když ar. bo dy y0, y1}...yv jsou lin. nezávislé (závislé). 

Předpokládejme nejprve, že ar. body y0, yu ... yv jsou lin. nezávislé. 
Ježto y0, yu • •. yv náležejí do {jco, Xi, • • • JCnJ, jest dle 9 v^n; ježto 
ar. body x 0 , JCi, - . . xn náležejí do yi, • • -yv}, jest dle 9 n<Lv. Tedy 
jest v = n. 
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Jsou-li však j>„, yíy.. y,, lin. závislé, je dle 8 

(2) {y0lyt...y,} = {z„ zt.-.zp}, 

kde a ar. body zu • • • z^ jsou lin. nezávislé. Dle (1) a (2) je 
však 

{ * „ , * , . . . * » } = { r 0 , z , . . . z n } 

a tedy dle toho, co již jsme dokázali, fi = n• Tedy n-Cv. 

11. Lin. systém {0/,} jmenujeme l in . s y s t é m d i m e n s e — 1 . Lin. 
systém určený n -j- 1 lin. nezávislým bodem jmenujeme l in . s y s t é m 
d i m e n s e n. Z 10 vychází, že každý lin. systém má zcela určitou dimensi. 

12. D i m e n s e l in . s y s t é m u ar. b o d ů j e s t v ž d y P r o s t o r 
ar. b o d ů j e s t j e d i n ý l in . s y s t é m ar. b o d ů d i m e n s e m-

Všimněme si, že všecky dosud učiněné definice mají význam i pro 
m = 0 a že v tomto případě věta, kterou chceme dokázati, je zřejmá. 
Možno ji tedy dokazovati indukcí. Buďte xu, Xi • . • x„ lin. nezávislé ar. 
body a n7>m. Označme obecně x(m — 1) rozměrný ar. bod, který vznikne 
z m rozměrného ar. bodu x vynecháním poslední souřadnice, a x[m) tuto 
poslední souřadnici. Dle předpokladu pro indukci, a ježto n > m — 1, 
(m — 1) rozměrné ar. body x», Xi • • • xn jsou lineárně závislé. Existují tedy 
čísla A0> ¿x . . . ).n) ne vesměs rovná nule a taková, že 

>.„*„ + X, X, + . . . + X„ Xn 

jest (m — 1) rozměrný nulový bod. Naproti tomu 

a = ).„ x(;m] + )., x,(m) +...+>,„ xn<m> + 0, 

neboť jinak by ar. body xi • •. x„ byly lineárně závislé. Ar. bod 

ym = ^ (x0 xu + ... + x„ xn) = jo, o,... o, i|b 

náleží tedy lin. systému {x0i JCi Podobně se vidí, že tomuto lin. 
náležejí také všecky ostatní souřadné ar. body a tedy všecky ar. body 
vůbec. Daný lin. systém je tedy prostor ar. bodů a jeho dimense je patrně 
rovna m-

13. N á l e ž e j í - 1 i l in. n e z á v i s l é ar. b o d y j/0, yí}.. l in . sy-
s t é m ů S d i m e n s e n, jest v<^ti. Je-li v = n, j e s t 

(!) s = {yo, yv • • • ; 
je- l i v < n, e x i s t u j í v S ar. body yv + ... yn t a k o v é , ž e 

(2) S = {yn, y, 
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Dle definice dimense Iin. systému jest 5 = Xi • • • x„j. Dle 9 je 
tedy > <1/7. Buď nejprve v = n. Kdyby neplatilo (1), existoval by ar. bod z 
náležející do S, ne však do {_y0> • • • jVv}- Není možno, aby ar. body 
z, yi . • •y., byly lin. závislé, neboř pak by buď z patřil do {j/0, yi • • -yv} 
nebo by y0, yx ... yv byly Iin. závislé. Lin. systém {x0, Xi • • • x„} obsahuje 
tedy v + 2 = n-j-2 lin. nezávislé body, což je dle 9 nemožné. 

Ježto věta je nyní dokázána pro n — ^ = 0, můžeme předpokládati, 
že n — ^ > 0 a užiti indukce vzhledem k n — v. Rovnice (1) nyní neplatí, 
nebof levá strana má dimensi n a pravá dimensi v. Existuje tedy v S 
ar. bod yv + i takový, že yQ, yt... j/v +, jsou lin. nezávislé. Dle před-
pokladu pro indukci existují tedy v S další ar. body y,, 2 • • • yn takové, 
že platí (2). 

14. S p o j e n í m l in . s y s t é m ů {x0, Xi • • • a yt... yv) na-
z ý v á m e l in . s y s t é m {x„, . •. Xn, j/„, ^í • • • j/v}- J e s t to l ín . s y s t é m 
n e j m e n š í d i m e n s e , který o b s a h u j e v š e c k y ar. b o d y z {x0, xL • • • x„} 
i z {_y0, yv... j/v}. 

15. Z definice Iin. systému je patrno, že, o b s a h u j e - 1 i 1 in. s y s t é m S 
ar. b o d y x a y, a je-li A l i b o v o l n é č í s l o , 5 o b s a h u j e t é ž x-{-y 

a Ax- N a o p a k , m á - I i n ě j a k é m n o ž s t v í 5 ar. b o d ů t y t o d v ě 
v l a s t n o s t i , j e s t 5 l i n e á r n í s y s t é m . Vskutku, obsahuje-li 5 jen 
nulový bod, je věc zřejmá. Nechť tedy lze v 5 udati n — 1 lín. nezávislý 
ar. bod ( n < m dle 12) a ne více 0). Buďte x0- Xi . . . x , tyto ar. body. 
Pak všecky ar. body z 5 jsou Iin. závislé na x0 , Xt • • • x„, neboť jinak 
by bylo lze v 5 udati více než n + 1 lin. nezávislý bod. Na druhé straně 
každý ar. bod lin. závislý na jcg, Xi • . • x„ je v 5, dle předpokládaných 
vlastností. Tedy 5 = { x 0 , x t . . . x„}-

16. Z věty právě dokázané vychází, že m n o ž s t v í ar. b o d ů s p o -
l e č n ý c h d v ě m a d a n ý m l in . s y s t é m ů m j e s t l in. s y s t é m . Vskutku 
jeden takový ar. bod vždy existuje, totiž 04. Tento lin. systém nazývá se 
p r ů ř e z d a n ý c h l in . s y s t é m ů . 

17. J s o u - l i Sj, S2 d v a l in . s y s t é m y ar. b o d ů , 5 j e j i c h s p o -
j e n í , 2 j e j i c h p r ů ř e z , a j s o u - l i di, d2, d, d r e s p . d i m e n s e S „ 5a> 
S, 2, j e s t dL + di = d + ó. Buď d ^ O . Lin. systém Z buď určen lin. 
nezávislými ar. body 

E={Z u , ,, ...Z,}. 

Dle 13 můžeme určiti Sj a S ž lin. nezávislými ar. body 

51 — zv • • • zj>> xu xi- • • • Xdt-o}' 

52 = {z0, z„ . . . z s > j . - y ^ . - ^ ^ s } -
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Pak jest 
S = (z0, z,. . . . z . , x „ x2, . . • J f ^ g , y „ y2, . . . 

Potřebujeme pouze ukázati, že ar. body, jimiž jsme určili S, jsou 
lineárně nezávislé, neboř pak dimense S rovná se dy + d2 — í , jak chceme 
dokázati. 

Je-li však 

>.0Z0 + X1Z, + . . . + + M-.X, + fL2x4+ .. . + + -!- v.2y, + . . . . + 

jest 
- v . y . - v 2 y 2 - • • • - V - s J , d í - ž = xo z° + x ' z> + ••• + +14* » + • • • + 

Ar. bod nalevo této rovnice náleží do 5a» ar. bod napravo náleží 
do Si. Oba ar. body jsou rovné a tedy náležejí do 2. Avšak ar. body, 
jimiž jsme určili Si, jsou lin. nezávislé, a tedy, má-li náš ar. bod náležeti 
do 2 , jest 

Nato však z lin. nezávislosti ar. bodů, jimiž jsme určili S2, plyne, 
že také všecky ostatní koeficienty předpokládané lineární relace rovnají 
se nule. 

Dosud jsme předpokládali, že když <1 = — 1 , důkaz probíhá 
podobně. 

Aritmetické nadroviny; adjungované lineární systémy. 

18. Je vhodné, nedávati vždy skupině m -j- 1 čísel jméno ar. bod. 
Někdy budeme skupinu m -j-1 čísel nazývati a r i t m e t i c k o u n a d r o -
v i n o u , krátce ar. n a d r o v i n o u . Chceme-li skupinu čísel § ( 1 ) . . . 
nazývati ar. nadrovinou, označíme ji . . . Také ar. nadroviny 
budeme zpravidla označovati jediným písmenem; tak zejména rj, 
f , 3 atd. budou vždy značiti ar. nadroviny. I zde na př. souřadnice ar. 
nadroviny £ označíme vždy £<% § ( ' ) . . . 

Ar. nadroviny liší se pouze jménem od ar. bodů. V e v š e c h d e f i -
n i c í c h a t e o r é m e c h p ř e d c h o z í c h o d s t a v c ů m ů ž e m e t e d y 
s l o v o b o d n a h r a d i t i s l o v e m n a d r o v i n a . I není třeba výkladu, 
co jest rozuměti pod nulovou nadrovinou 0r, souřadnou ar. nadrovinou, 
lin. závislými ar. nadrovinami atd. 

19. J e - l i x ar. b o d a £ ar. n a d r o v i n a , k l a d e m e 

( i ) Sxí = Sšx = x<°> 5<°> + x<° 5(,) + ... + x(m) {<">. 
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P r a v í m e , ž e ar. b o d x a ar. n a d r o v i n a £ j s o u i n c i d e n t n í , 
k d y ž 5 x 1 = 0. Nulový bod jest incidentní s každou ar. nadrovinou a 
nulová nadrovina jest incidentní s každým ar. bodem. 

Následující identity jsou zřejmé: 

Místo 5 x i í i + 5xa?2 píšeme někdy 5 ( x i £ i - r x2£3). 

20. Ke každé definici, kterou v dalším zavedeme, jest si vždy mysliti 
zavedenu také t. zv. d u á l n í definici, jež vznikne z původní tím, že vždy 
slovo b o d nahradíme slovem n a d r o v i n a a obráceně. Zpravidla luto 
duální definici výslovně neuvedeme, i když jí v dalším textu užijeme. 
Někdy je definice totožná s duální definicí; tak tomu je na př. s definicí 
incidence v 19. 

Zřejmě z každého správného teorému obdržíme nový správný teorém, 
zvaný d u á l n í teorém, jehož netřeba již dokazovati, když opět vyměníme 
slova b o d a n a d r o v i n a . V tom záleží t. zv. p r i n c i p d u a l i t y . 

21. Jsou- l i Xo, Xi • • • x n j a k é k o l i ar. b o d y , j e s t m n o ž s t v í 
ar. n a d r o v i n s n i m i i n c i d e n t n í c h l i n e á r n í s y s t é m 2. K a ž d á 
ar. n a d r o v i n a z e 2 j e s t i n c i d e n t n í s k a ž d ý m ar. b o d e m l i n e -
á r n í h o s y s t é m u {x0, Xi • • • x„}. 

Dle 19 (2), (4) vidíme, že množství 2 má obě vlastnosti, charakte-
ristické pro lin. systém dle 15. Dle 19 (2) (3) vidíme, že každá ar. nad-
rovina ze 2 jest incidentní s každým ar. bodein z {xo> Xi • • • :<„}• 

22. T v o ř í-1 i a r. n a d r o v i n y i n c i d e n t n í s a r. b o d y xi, X j . . . xre 

l i n e á r n í s y s t é m 2 d i m e n s e v, a ar. n a d r o v i n y i n c i d e n t n í s ar. 
b o d y x0 , Xi • • • x„ l in . s y s t é m 2' d i m e n s e v', j e s t buď r' = v n e b o 
v' = v — 1. 

Pro v = —1 je tvrzeni zřejmé. Buď tedy c ^ O a 

Aby ar. nadrovina £ náležela do 2', musí zřejmě náležeti do 2, tedy 

Je-li tomu tak, aby £ náležela do 2', je nutné a stačí, aby 

(2) 
(3) 
(4) 

Slx . £ = Sx . = 

+ +SXÍ,. 

S = {?o> • • • ?v}, 

takže ar. nadroviny f 0 , ^ . . . £v jsou lin. nezávislé a 

Sxtik = 0, ř = l, 2, ...n, A: — 0, 1, ... v. 

Sxu í = Sxa {0 + SxJ, + . . . + Xy Sx„ ;v = 0. 
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Je-li Sxo!* = 0 pro k = 0, 1 . . . V, je tudíž 2'= 2 a P' — V. Je-li však na 
př. Sxofo + O» máme podmínku 

\ = (»0 = 0 pro v = 0) <?v £ 
tedy 

H^-št' «.-IÉM- p-w»»—» 
v'=&v—1, neboť kdyby ar. nadroviny, jimiž jsme určili 2', byly line-

árně závislé, byly by lineárně závislé i ar. nadroviny . . . | v , proti 
předpokladu. 

2 3 . Je-li 5 l in. s y s t é m ar. b o d ů , n a z v e m e m n o ž s t v í 2 ar. 
n a d r o v i n i n c i d e n t n í c h s k a ž d ý m ar. b o d e m z 5 a d j u n g o -
v a n ý m l in . s y s t é m e m k 5 ; o z n a č e n í 2 J = A d j . S-

2 jest lin. systém dle 21. Dle 2 0 netřeba již výslovně definovati, 
co jest rozuměti pod Adj. 2, je-li 2 lin. systém ar. nadrovin. 

2 4 . Je-li 5 1 i n. s y s t é m ar. b o d ů d i m e n s e n, a j e - I i^ d i m e n s e 
l in. s y s t é m u Adj. S, j e s t = m — 1. Dokažme nejprve, že jest 
p^m — n— 1. To je zřejmé, když n = — 1, i můžeme dokazovati indukcí 
vzhledem k n. Je-li tedy S ~ { x o , X i . . . x»}> platí pro dimensi rL lin. sys-
tému adjungovaného k { x t . . . x,,} dle předpokladu pro indukci nerovnost 

v, m — (n — 1) — t = m — n. 

Dle 2 2 jest však v = v1 nebo v = — 1, tedy v ^ m — n — \ . Do-
kažme za druhé, že v <m — n — 1. To je zřejmé, když n = m, i můžeme 
dokazovati indukcí vzhledem km — n• Je-li však opět 5 = {x0, Xi • • • x„}, 
n<m, buď y ar. bod mimo S; dle předpokladu pro indukci platí pro 
dimensi vt lin. systému adjungovaného k {x0, X i . . . x„, y} nerovnost 

v3 ̂  m — (n + l) — l = m — n — 2 . 

Dle 22. jest však v = vi nebo ^ = . - ^ + 1 , tedy r<m — n—1. Oba vý-
sledky dohromady dávají v = m — n — 1. 

2 5 . B u ď S l i n . s y s t é m a r . b o d ů ; b uď 2= Adj. 5- Pak S = Adj. 2. 
Vskutku, buď 5' = Adj. 2, a buďte n, v, rí resp. dimense S, 2, S'. Je 
zřejmé, že S jest obsažen v S'- Avšak dle 2 4 

n + v = m — l, v + n' = m — 1, 

tedy n = rí. Tedy 5 = ^ dle 13. 
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2 6 . J s o u - l i Si, S2 d v a l in. s y s t é m y ar. b o d ů , S ' j e j i c h s p o -
j e n í a S" j e j i c h p r ů ř e z , a j e-li 2

t
 = Adj. Si , 2

2
 = Adj. S

3
,2' = Adj. S', 

2" = Adj .S" , j e s t 2' p r ů ř e z 2^2, a 2" j e s t s p o j e n í 2U 2,. Dle 
definice jest každá ar. nadrovina ze 2' incidentní s každým ar. bodem 
z S ' ; ježto Si jest obsažen v S', jest každá ar. nadrovina ze 2' incidentní 
s každým ar. bodem z Si , a tedy náleží do 2,. Podobně se vidí, že 
každá ar. nadrovina ze 2' náleží také do 2it a tedy 2' jest obsažen v prů-
řezu lin. systémů 2l} 2.,. Naopak každá ar. nadrovina z průřezu 2lt 2.Á 

jest incidentní s každým ar. bodem z Si i z S 3 a tedy i s každým ar. 
bodem z S ' ; tedy průřez 2U 23 jest obsažen v 2'. Je tedy vskutku 2' 

průřez a 2á. Výrok o 2" plyne nyní dle 2 5 z principu duality. 

Symboly (x I) Xl • • • Xm ) a (xi • • • x,„). 

27. J s o u - l i X.- (/ = 0, 1 . . . tri) ar. b o d y v p o č t u m + 1, o z n a -
č í m e (Xo, Xi • • • x,„) č í s l o 

y (0) 
• • Xm 

(*„ X, ... x j = 
v. (1) V. (1) 
A || A, 

v- ("') V i'") 
A,, Aj 

Duálně definuje se číslo (§0. l i • • • U -
Z definice vycházejí ihned tyto důležité v l a s t n o s t i s y m b o l u 

s = (x0. Xi • • • Xm): 1° násobíme-li jeden z ar. bodů x,- číslem A, násobí 
se s týmž číslem, na př. (Ax0, x t . . . x,„) = A ( x ()> Xl • • • Xm ) ; 2° přičteme-Ii 
k jednomu z ar. bodů x, ar. bod lineárně závislý na ostatních ar. bodech 
vyskytujících se v symbolu s, hodnota s se nemění, na př. (x0 + fai, 
Xi • • • x,„) = (xux i • • • x,„); 3° vyměníme-li v symbolu s dva z ar. bodů x.-, 
změní s znamení, na př. (xi x 0 x2 • • • x™) = — (x 0 x~> • • • x,„); 4° je-li 
jeden prvek symbolu s součet několika sčítanců, jest hodnota s rovna součtu 
hodnot symbolů, v nichž onen součet je po řadě nahrazen jednotlivými 
sčítanci, na př. (x 0 "T > Xl • • • Xm o Xl •• • Xm 

2 8 . N u t n á a p o s t a č u j í c í p o d m í n k a p r o l i n e á r n í zá-
v i s l o s t m + 1 ar. b o d ů xn ,Xi . • • x,„ j e s t (x 0 Xi • • • xm) = 0. Vskutku 
ar. body x. jsou lineárně závislé tehdy a jen tehdy, když m + 1 lineárních 
rovnic o m + 1 neznámých A0, A, . . . Am 

(1) x„ * „ « + X, + .. . + Xm = 0. 

má řešení různé od triviálního řešení A0 = Aj = . . . = A„, = 0. Z teorie 
lineárních rovnic je známé, že, aby tomu tak bylo, jest nutné a stačí, 
aby determinant soustavy rovnic (1) rovnal se nule. Tento determinant 
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je však zřejmě (x 0 X i . . . J s o u - l i ar. b o d y JC,„ x , . . . xm v p o č t u 
m + 1 l i n . n e z á v i s l é , p r a v í m e n ě k d y , ž e t v o ř í j e h l a n * ) . 

2 9 . Je- l i ( xo* ! • • • 4= °> a j e - l i x j a k ý k o l i ar. b o d , l z e u d a t i 
j e d n u a j e n j e d n u s k u p i n u m + 1 č í s e 1 A0, Aj . . . A„ t a k, a b y b y l o 

(O * = '-U + X, x, + . • • + >-,„ xm. 

T o je důsledek teorému 1 2 ; je to však možné nahlédnouti také přímo, 
nahradíme-li rovnici (1) mezi ar. body ekvivalentním systémem rovnic 
mezi čísly. Čísla A0, A , . . . Am j m e n u j e m e s o u ř a d n i c e ar. bodu x 
v z h l e d e m k j e h l a n u Xi • • • xn- Zejména, když JC0i Xi • • • xm jsou 
souřadné ar. body, obdržíme čísla, která jsme v 1 definovali jako souřad-
nice ar. bodu 

3 0 . J s o u - l i xi, x2 • • • xm ar. b o d y v p o č t ů m , e x i s t u j e j e d n a 
a j e n j e d n a ar. n a d r o v i n a £ t a k o v á , ž e j e s t i d e n t i c k y v s o u -
ř a d n i c í c h l i b o v o l n é h o ar. b o d u x-

(X, x , . . . Xm xi = S?x. 

Souřadnice ar. roviny £ jsou tedy minory souřadnic ar. bodu x v de-
terminantu (xi x3 •. • xm x). Na př. pro m = 3 a xt = |xí(0), Xi"\ Xi(,)|* 
(/ = 1 , 2 , 3), S = jest 

x,í'> xjl> x 

x,<3) x, (3) X W 

x, í 3 ) X p x 

Xi(0) x (o) X:1(0) 

v ( i ) v ( i ) r ( > ) 

• (3) v- (3) X3 

00 v 0>) v W 

X,<á> X./2) X, 

* 
(3) xtW 

* 
(0) x,<°> 

* 
(1) *3 

* (-') X.p *3 

• JC„,) 

• Xm). 

Značíme | = Xi • • . x,„). Je zřejmé, že m členný symbol (xt, x3 

má vlastnosti 1°,2°, 3°, 4" (v. 2 7 ) (m -+- l)-členného symbolu (AT0XI . 
Duálně definujeme ar. bod m). 

31 . N u t n á a p o s t a č u j í c í p o d m í n k a p r o l i n e á r n í z á v i s l o s t 
M ar. bodů JCI, x3 • • . xm j e s t (JCI, x2 • • • xm) = 0r. 

D ů k a z j a k o v 2 8 . 

3 2 . J e-li £ 1 i b o v o l n á ar. n a d r o v i n a , e x i s t u j i v ž d y a r . b o d y 
Xi, x-i • • • xm takové, že 
(L) 5 = ( * I * Í ••*„ ) . 

*) Duálni termín jest d u á l n í j e h l a n . 
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j e - l i j e s t t e h d y a j e n t e h d y t é ž 

(2) 
k d y ž 
(3) 

(4) 

Xji XJJ . . . Xim 

2̂1 2̂2 • • • -̂írn 

ml . . X„ 

= 1. 

Je-li f = 0r, platí (1) dle 31 tehdy a jen tehdy, když ar. body Xi, *2- • • xm 

jsou lin. závislé, tedy na př. když xra = 04. Buď tedy i? 4=0,. a buď 
{ s i , * . . . z . } = A dÍ- {£}• Je-H ¥ = (zlz,...zm), jest dle 3 0 (1) inci-
dentní s z „ z , . . . zm, t. j. {£'} jest adjungovaný lin. systém k {zlt Zi •.. zm} 

a tedy { r } = {1} dle 2 5 , t. j. g = A£'. Je-li tedy = zt (i = 1, 2 . . . , m — 1), 
xm = Azm, jest (xi x2 • • • xm) = X(z1z2 • • • zm) = Af = Je-li (1), tedy aby 
platilo (2), musí především ar. body ylt y2... ym náležeti do {jcx, x3 • • • xm}, 

neboť i {yiy2 • • •ym} i {jci jc2 - - - x™} jsou adjungované ke {§}. Platí tedy 
především (3), načež však formule pro násobení determinantů dává ihned 

(5) (yt y* • • • yJ = 

Xu Xu . . . Xlm 

hl ha •'• • ^Sra 

Xflil Xm2 « . • 

(X, x 2 . . . x j . 

3 3 . J s o u - l i x0, Xi • • • xm l in . n e z á v i s l é ar. b o d y , l z e u r č i ti 
j e d n í m a j e n j e d n í m z p ů s o b e m ar. n a d r o v i n y £„, i t • . . §m tak , 
ž e j e s t 

(1) S x , ? i = l , S x ť = 0. (/, k=0, 1 .. .m; idpk). 

J e s t p a k t é ž 
( 2 ) ( X 0 X , . . . X m ) ( 5 0 ? , . . . U ) = l . 

Rovnice (1) dávají pro souřadnice každé z ar. nadrovin | 0 , . . . 
m + 1 lineárních rovnic, jichž determinant je (jc0, • • • xra) a tedy dle 
2 8 je různý od nuly. Rovnice (2) plyne z (1) dle pravidla o násobení 
determinantů. 

3 4 . Platí-li rovnice 3 3 (1), pravíme, že j e h l a n x0, Xi ••• xm (v. 2 8 ) 
a d u á l n í j e h l a n f „, £ i . . . j s o u a d j u n g o v a n é . 

Jehlan souřadných ar. bodů a duální jehlan souřadných ar. rovin jsou 
zřejmě adjungované. 

Č e c h , Pro jekt ivn í di ferenciální geometr ie . I. 2 
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Kollneace. 

3 5 . Pojem souřadnic ar. bodu vzhledem k jehlanu ( 2 9 ) vede k ná-
sledující definici základní důležitosti: B u ď t e x->, Xi • • • xm; X0> XL ... Xn 

d v ě s k u p i n y m + 1 l ín . n e z á v i s l ý c h a r. b o d ů, t e d y (x 0 X i . . . xm) 

4=0, (X0 , Xi.--Xm)^0. L i b o v o l n é m u ar. b o d u x p ř i ř a ď m e 
ar. b o d X d l e t o h o t o p r a v i d l a : J s o u - l i A 1 . . . A r a s o u ř a d n i c e 
ar. b o d u x v z h l e d e m k j e h l a n u JC0, xx • • • xm, buď X t e n ar. b o d , 
j e h o ž s o u ř a d n i c e v z h l e d e m k j e h l a n u X0, Xl • • • Xm j s o u t á ž 
č í s l a l i . . . l m . J i n a k ř e č e n o , ar. b o d u 

X = Xq -f- Xj -1- . . . + Xm 

p ř i ř a d í m e ar. b o d 

X = Xq Xq X| X^ ... -j- Xn» Xm' 

T a k t o d e f i n o v a n á j e d n o j e d n o z n a č n á k o r e s p o n d e n c e 
v p r o s t o r u ar. b o d ů n a z ý v á s e k o l i n e a c e ar. b o d ů . Č í s l o 

{Xq Xi . . . Xm) 
[i = 

(Xux, . . .Xm) 

n a z ý v á s e m o d u l k o l i n e a c e . J e v ž d y ^ 4 = 0 ; je—1 í /x > 0 (u < 0) , 
p r a v í m e , ž e k o l i n e a c e j e p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) . 

Je důležito povšimnoutí si, že táž kolineace dá se vytvořiti nekonečně 
mnoha způsoby. Vskutku, buďte y0, ... ym ar. body lin. nezávislé, ale 
jinak libovolné. 

Je-li 

(1) y> = H-ii) xu -(- fi;, X| . . . + ¡lim Xm (1 = 0, 1.../H) 

přísluší jim v dané kolineaci resp. ar. body Y0, •.. Ym> kde 

(2) Yi — piuX0 + (J.;,*, + .. . + ILtmXm-

Jestliže nyní v hořejší definici kolineace ar. body x0, Xi . . . xm, 

X<>, Xi • • • Xm nahradíme po řadě ar. body y0, yt... ym, Y0, Vi • • • Ym, 

obdržíme novou kolineaci, v níž libovolnému ar. bodu 

(3) y = ity0 + ityi + •.. + Uym 

je přiřazen ar. bod 

(4) Y = l0Yu + l1Yi + ... + UYm. 

Dle (1) a (3) je však 
m m m 

y = % li ii.ÍQ . X0 + S /ífJL,", .Xx - f . . . + £ /i|ii m-Xm. 
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Stejně obdržíme z (2) a (4) 
m m m 

Y = E li JJLf0 . X0 + £ li (U, . X, + . . . + S li [1<M . Xm. 
i = 0 »=0 i = 0 

Je tedy také v původní kolineaci ar. bodu y přiřazen ar. bod Y, 
tedy, ježto ar. bod y je libovolný, obě kolineace splynou. 

Odtud vidíme, že též číslo 

11 0\>yi---y») 

můžeme považovati za modul dané kolineace. Přes to modul kolineace je 
číslo zcela určité, nezávislé na tom, jak je kolineace vytvořena; neboť 
snadno se ukáže, že ^ — fi. Vskutku z (1) odvodíme dle věty o násobení 
determinantů 

Ovy i • • • y«o 
= M(X0X, ... Xm), 

kde M je determinant j^ l , a stejně obdržíme z (2) 

(Y0Yt... Ym) = M(XtlXl...Xm). 

3 6 . Je-li K k o r e s p o n d e n c e v p r o s t o r u ar. b o d ů , v n í ž 
ar. b o d u x j e p ř i ř a z e n ar. b o d X, p í š e m e x^X v K, n e b o 
k r á t c e x ^ X- I n v e r s n í k o r e s p o n d e n c i ke K, o z n a č e n í K"1, 
d e f i n u j e m e t a k t o : k d y k o l i x ~ X v K, j e s t X ~ x v • J s o u - l i 
Ku Ki d v ě k o r e s p o n d e n c e v p r o s t o r u ar. b o d ů , n a z ý v á m e 
j e j i c h s o u č i n e m (v t o m t o p o ř á d k u ) a z n a č í m e K^K* k o r e -
s p o n d e n c i t a k t o d e f i n o v a n o u : k d y k o l i x ™ y v Ki a y ™ z v K2, 
j e s t x ~ z v Kv AT2. 

M n o ž s t v í k o r e s p o n d e n c í n a z ý v á s e g r u p a , má-l i t u t o 
v l a s t n o s t : k d y k o l i o b s a h u j e K\ a K2 (K2 n e m u s í b ý t i r ů z n á 
od Ki), o b s a h u j e t é ž / f i - 1 a Ki K2-

37. M n o ž s t v í v š e c h k o l i n e a c í ar. b o d ů je g r u p a . Jsou- l i 
HuPi m o d u l y k o 1 i n e a c í K u K2 , j e s t f i ^ 1 m o d u l K r l a ^ f t j e s t 
m o d u l ATi AV 

Důkaz je zřejmý. 

3 8 . B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů m o d u l u fi. Snadno se dokáže, 
že v K 

1° Oj ™ Oj, 
2° je-li x™ X, j e s t lx ~ IX, 
3° j e-1 i x ~ X, y ~ Y, j e s t x 4 - y ™ X + Y, 
4° j e-1 i x> ~ Xi (i = 0, ! . . . « ) , j e s t { x „ , Xi • • • x„} ~ {X0, X\. • -Xn}', 

j s o u - l i ar. b o d y x, l i n e á r n ě z á v i s l é ( n e z á v i s l é ) , p l a t í t o t é ž 
o ar. b o d e c h Xi, 

5° je-li Xí oo Xi (ř = 0, 1 . . . m), jest (Xc,Xt... Xm)=-fi(x0xi- • -xm). 
2* 
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3 9 . K o l i n e a c e m o d u l u -f- 1 n a z ý v á s e u n i m o d u l á r n í . 
M n o ž s t v í v š e c h u n i m o d u l á r n í c h k o l i n e a c i j e s t g r u p a . Je-li 
v u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c i xí ~ Xt ( / = 0, 1 . . . m), j e s t ( X 0 Xi •. . 
Xvi) = (Xq JCl • • • Xm)• 

4 0 . Z v o l m e č í s l o ¿ 4 = 0 a p ř i ř a ď m e k a ž d é m u ar. b o d u x 
ar. b o d AJC; t a k t o d e f i n o v a n á k o r e s p o n d e n c e j m e n u j e s e 
p o d o b n o s t ar. b o d ů . M n o ž s t v í v š e c h p o d o b n o s t í j e s t grupa . 
Je- l i m l i c h é , p o d o b n o s t j e s t p o s i t i v n í k o l i n e a c e ; je-l i m 

s u d é a A > 0 ( A < 0 ) , p o d o b n o s t j e s t p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) ko-
l i n e a c e . Vskutku modul jest Am + 1. 

41 . Je- l i m s u d é a je-li K l i b o v o l n á k o l i n e a c e ar. b o d ů , 
l z e u r č i t i j e d n í m a j e n j e d n í m z p ů s o b e m u n i m o d u l á r n í , 
k o l i n e a c i U a p o d o b n o s t P t a k , a b y b y l o K=UP. Vskutku 
je-li /i modul K, jest dle 3 7 fi též modul P a v P jest x o^jV. x• Tím 
je P určena a tedy U=KP~1, což je zřejmě unimodulární kolineace. 

4 2 . Je-1 i m l i c h é a je-1 i /¡T p o s i t i v n í k o l i n e a c e ar. b o d ů , 
l z e u r č i t i d v ě m a a j e n d v ě m a z p ů s o b y u n i m o d u l á r n í k o l i -
n e a c i U a p o d o b n o s t P tak , a b y b y l o K= UP• Že je nutno před-
pokládal , že modul fi kolineace K jest > 0, plyne z 3 7 a 4 0 . Je-li však 

ju > 0, lze opakovati hořejší úsudek s tím rozdílem, že I'P můžeme dle 
libosti vzíti kladně nebo záporně. 

4 3 . Je - l i K l i b o v o l n á k o l i n e a c e ar. b o d ů , e x i s t u j e j e d n a 
a j e n j e d n a k o l i n e a c e A" ar. n a d r o v i n t é v l a s t n o s t i , že , k d y -
k o l i x^X v K a § v K', jest SxŠ = SXS. P r a v í m e , ž e k o l i -
n e a c e K' j e s t a d j u n g o v á n a k e K a p í š e m e A" = Adj. R, J e s t 
t é ž K= Adj. A". J s o u - l i fi, p' r e s p . m o d u l y K, K'} j e s t nn' = 1. 
Je- l i 

íc^E v K', Xic^Xi v K (i=\,2,...m) 
a je - l i 

4 = (Xt X2. . . Xm)} 
j e s t 
(1) |l3 = ( * , * , . . . * « ) . 

P o d o b n ě , je - l i 

x^X v K, l.coSi v K' ( í = l , 2... m) 

a je - l i 

j e s t 
(2) ( i - ' X = ( S , S i . . . S r a ) . 

Zvolme libovolně jehlan y0, ... ym. Buď r)0, tj, . . . rjm duální jehlan 
adjungovaný k y0, yx ... y,„ (v. 34 ) , takže 

(3 ) Syira=\, Syiv = 0. (/, Ar = 0, l...m; i ^ k ) 
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Buď yi Yi v K, a 7?.- ~ / / . v žádané kolineaci /T. Dle (3) a dle 
předpokládané vlastnosti kolineace IC jest 

(4) SYtHi=\, SYiHk = 0. (i, k= 0, 1 ...m; /4=Ár) 

Tím jsou dle 3 3 ar. nadroviny Ht (/ = 0, 1 . . . /n) jednoznačně určeny 
a totéž platí tedy i o kolineaci AT'- Zbývá ukázati, že takto definovaná IC 
má vskutku žádanou vlastnost. Avšak, je-li 

* = Xoyo + ^ t t + • • • + W « i . 5 = H-Ô o + M-i r/i + • • • + |Anrjm, 

jest dle (3) a dle 19 
Sxi = X0 (i0 + X, + . . . + X„ |xra 

a podobně též, když x ^ X v K a š ^ S v K ' , 

SX£ = X0 ^ + X, |j.t + . . . -j- X„ fj-m. 

Ze 3 3 (2) plyne, že, je-li fi modul K, jest TJ-1 modul A"- Z rovnice 
Sxš — SX3 vysvítá, že, jsou-li x a ^ incidentní, jsou též X a £ incidentní. 
Rovnice (1) je zřejmá, když (xi x a • • • JU) = 0r, neboť dle 31 a 38 , 4°,je 
pak též (X, X3...Xm) = 0r. Je-li však § = (Xl x2 • •. xn) 4= 0„ je dle 3 0 
{£} = Adj. {*„ x 3 . . . xm}. Ježto SSXi = SŠXi = 0 ( / = 1, 2 . . . ni), je také 
{ £ } = Adj. { X L ^ . . . ^ , } . Zřejmě však Adj. {Xu X* - • • Xm} = {(Xi X2... 

X™)}- Tedy {£"} = {(Xi X2 • • • Xn)}, t. j. existuje číslo v takové, že VA = 
= X2 • • • Xm). Abychom dokázali formuli (1), potřebujeme ještě zjistiti, 
že f = fi. Buď xo ar. bod neincidentní s § a buď x0^X0 v K. Dle 3 8 , 
5° jest 

(X, Xi-. .XmXa) = [J.(X,X2. . . Xm Xfi). 

Avšak dle definice symbolu (xi x2... x„) 
(X, X2. . . Xm x„) = S(X, Xi... Xm) X„ = £ 0, 

<Xx X-i. . . Xm Xu) = S (XI X-i. . . Xm) Xít = vSEX„ = vS?X0, 

tedy v SÍx0 = <" SŠx0, v = p. 

Je zřejmé, že / f = A d j . IC, neboť vztah mezi K a fC je souměrný. 
Formule (2) je tedy duální k (1) a netřeba ji již dokazovati. 

Korelace. 

4 4 . Jsou-1 i ar. b o d y x 0 , X i . . .xra, j akož i ar. n a d r o v i n y • -Em 

l in . n e z á v i s l é , p ř i ř a ď m e ar. b o d u , j e h o ž s o u ř a d n i c e v z h l e d e m 
k j e h l a n u x 0 , Xi • • • xm jsou A , . . . km, t. j. ar. b o d u 

X — X0 X0 + X, X| + • • • + m̂ Xm 
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ar. n a d r o v i n u , j e j i ž s o u ř a d n i c e v z h l e d e m k d u á l n í m u je-
h l a n u So, Si.. • Sn j s o u t á ž č í s l a A0) . . . Xm, t. j. ar. n a d r o v i n u 

a = X„a„ -)- X, a, -J- . . . + Xm&n; 

t a k t o d e f i n o v a n á k o r e s p o n d e n c e n a z ý v á s e k o r e l a c e prv-
(Sn Si . . • S ) 

n í h o d r u h u , a č í s l o / i = , ' ' ' *""". 0 j m e n u j e s e je j í modul . 
(•Xo Xl • • • Xm) 

I n v e r s n í k o r e s p o n d e n c e , j e ž ar. n a d r o v i n ě 5 p ř i ř a z u j e ar-

b o d x, n a z ý v á s e k o r e l a c e d r u h é h o d r u h u , m o d u l u Je-li 

0 (a < 0) . k o r e l a c e n a z ý v á s e p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) . Stejně 
jak v 3 5 se vidí, že každá korelace má zcela určitý modul. 

4 5 . J e-1 i A" k o r e 1 a c e p r v n í h o d r u h u , e x i s t u j e j e d n a a j e n 
j e d n a k o r e l a c e /(" d r u h é h o d r u h u t é v l a s t n o s t i , že , k d y k o l i 
x™ S v K a š™ X v IC, j e s t Sxš — SXS. P r a v í m e , ž e k o r e l a c e A" 
j e s t a d j u n g o v á n a k e K a p í š e m e A" = Adj. A!". J e s t t é ž A r = A d j . A" 
J s o u - l i fi, n' r e s p . m o d u l y K, K', j e s t fifi ' — I. Je-li 

i^X v K', *,-<NJ3,- V K, {i = 1,2 ... m) 

a je- l i 
£ = (Xj X2 . • . Xm), 

j e s t 
p X = ( 3 1 a 2 . . .a m ) . 

P o d o b n ě , je-l i 
v K, íic^Xi v K', (/ = 1,2 ... m) 

a je - l i 
* = (5 , í j . . . U), 

j e s t 

|i-'3 = (X, X.2 . . . Xm). 

Důkaz je úplně týž jako ve 4 3 . 

Bodové a nadrovlnové formy. 
4 6 . Buď 

(1) P = lí(0)]i3 [É(1)]il - - • [ i ^ ] 1 * Co + / , + . . . + = n) 

forma (homogenní polynom) «-ho stupně v souřadnicích proměnné ar. 
nadroviny jj. Jsou-li 

yo = |i,0...0|»f 

y, = |o, i . . . o|t, 

ym=|o,o... 
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souřadné ar. body, jest zřejmě 

P = Saj,,!, ...Ím (Sj. «)<. (Sy, í ) i . . . . (Symy (/„ + /, + . . . + = rí) 

Obecněji vidíme, že je možno nekonečně mnoha způsoby nalézti ar. body 
x, y, z ... takové, že 

(2) P = XAM...(Sxt-y(Syt;)HSziy... (l + k + l+ ...=/!) 

Je výhodné, přiřaditi formě (2) symbol 

(3) Pb = 2Atki...x'y*zi..., (i + k + l+...=n) 

který nazýváme b o d o v o u f o r m o u n-ho s t u p n ě . Bodová forma prvého 
stupně dle 2 a 3 není nic jiného než ar. bod. I když n > 1, bylo by 

snadné definovati bodovou formu (3) jako — lj-rozměrný ar. bod. 

Pro naše účely stačí považovati bodové formy pro n > 1 za pouhé sym-
boly, přiřazené jednojednoznačně formám n-ho stupně v souřadnicích pro-
měnné ar. nadroviny í , a v podstatě tedy se nelišící od takových forem. 
Je-li na př. bodová forma Ph dána symbolem (3), klademe pro libovolnou 
ar. nadrovinu £ 
(4) SPh 5 = ZAtki... {Sxiy (Syí)* (Szi)'... 

A definujeme formálně: B o d o v é f o r m y Ph a Qj j s o u r o v n é , k d y ž 
a j e n k d y ž j s o u i d e n t i c k y r o v n é f o r m y SPbSQb§ v s o u ř a d -
n i c í c h p r o m ě n n é ar. n a d r o v i n y To je zřejmě v souhlase s tím, 
že bodovou formu prvého stupně považujeme za ar. bod. Symbol SPb§ 
je zobecnění symbolu Sx!;- Je-li SPb š identicky rovno nule, klademe Pb = Qh. 
To je zobecnění symbolu Oj v 1. 

N a d r o v i n a £ n a z ý v á s e i n c i d e n t n í s b o d o v o u f o r m o u P j , 
k d y ž S A £ = 0. 

Bodové formy značíme obvykle Pb, P'h, Qt atd. Dle principu duality 
definujeme n a d r o v i n o v é f o r m y , které značíme obvykle Pr, P'T, Qr atd. 
Nadrovinová forma prvého stupně jest ar. nadrovina atd. 

Někdy jest pohodlné, považovati č í s l a za bodové (nadrovinové)formy 
stupně nula. Je-li c číslo, klademe 

Sci - c, Sex = c. 

4 7 . B u ď Ph b o d o v á f o r m a ; b u ď £ ar. n a d r o v i n a . Buď K 
k o l i n e a . e e ar. b o d ů ; b u ď A " = Adj. K• B u ď A ^ Q j V K, buď 
I ~ rj v A". Pak jest 
(1) SPb £ = SQb i]. 

Z e j m é n a t e d y j e s t TJ i n c i d e n t n í s Qb, k d y ž a j e n k d y ž £ j e s t 
i n c i d e n t n í s Pj. 
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Důkaz vychází ihned z definice symbolu SPbš ve 4 6 a z definice 
adjungované kolineace ve 4 3 . 

4 8 . B u ď P j b o d o v á f o r m a s t u p n ě /i; b u ď P * n a d r o v i n o v á 
f o r m a s t u p n ě v<^n. P ó l e m n a d r o v i n o v é f o r m y PT v z h l e d e m 
k b o d o v é f o r m ě Ph n a z ý v á m e b o d o v o u f o r m u s t u p n ě n — v 
( č í s l o , k d y ž n = f) [ P j ; P r ] t a k t o d e f i n o v a n o u : l ° J e - l i 

(1) Pb = XtXi... Xnt Pr = 5, Í2 - . . ív, 

j e s t 

[PJ ; P , ] = 1 £ SXi, 5,. S X I 2 S x I V Í V • Xiv + ! . • • • . Xin, 

k d e v s o u č t u 2 i n d e x y . . . / „ p r o b í h a j í v š e c k y p e r m u t a c e 
c i f e r 1, 2 . . .n; 2° j e - l i 

(3) P j = VP'b + X"P"i +..., Pr = p.'P'r + ft"P"r +..., 
j e s t 
(4) [P»;Pr] = 
= xy [P'b; P'r\ + X V [P"b ;/*,] + ... + [Pb i P 'r] + x y ' [P"6; P" r ] + • - • T • • • 

J e-1 i [Pb; Pr] = Oj (= 0 p r o n = f ) , p r a v í m e, ž e b o d o v á f o r m a 
Pb a n a d r o v i n o v á f o r m a Pr j s o u a p o l á r n í ; p r a v í m e p a k t a k é , 
ž e f o r m a SPtŠ v s o u ř a d n i c í c h ar. n a d r o v i n y g a f o r m a SPrx 
v s o u ř a d n i c í c h ar. b o d u x j s o u a p o l á r n í . 

P r o v = 1 o b d r ž í m e , ž e p ó l e m ar. n a d r o v i n y £ v z h l e d e m 
k b o d o v é f o r m ě /z-ho s t u p n ě 

(5) Pb = AxiXi . . . Xn + ¿V*,'*./ . . . Xn' + . .. 

j e s t b o d o v á f o r m a ( n — l ) - n o s t u p n ě 

(6) [PJ; 5] = — A (SX,Í .X2 . .. Xn + SX.2|. X, X3 .. . Xn + .. . + SXni . X, X2. . . Xn - L) + 
n 

1 — i4'(Sx',4.X'.2 . . . Xn + Sx'.2? -X'iX'3 .. + . . . + Sx'n % . X\ X\ . . . * ' n - l ) + . • • 
n 

M í s t o [[P»;ÍI]řa] p í š e m e [P»;£X;ŘJ; m í s t o [ [Pj;£i pí-
š e m e [p„; £s] a t d . 

D u á l n í d e f i n i c e p l a t í p r o v ^ n . D u á l n í v ý r a z y k vý-
r a z ů m : p ó l , a p o l á r n í j s o u : p o l á r a , a p o l á r n í . 

Abychom ukázali, že k těmto definicím jsme oprávněni, musíme uká-
zati, že, když PJ = QJ, P R = Q R , jest [P»; PJ = [Q&; Qr], t. j. že, když 
jest identicky v resp. v x 

SPbt=SQbl SPrX=SQrX, 
že jest identicky v § 

S[Pb-,Pr]í = S[Qb-,Qr]í 
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Máme tedy ukázati, že 1° 

(7) S[Pt-,Pr]í = S[Qi]Pr]í, 

když S A £ = SQ»£; a 2° 

(8) S[Q6;PrJ? = S[Q«;QrJ5, 

když SPrX = SQrX• Dokažme nejprve (7). Tu zřejmě můžeme bez újmy 
obecnosti předpokládati, že 
(9) P r = I, 52 • • • 

nebof když 

jest 
[Ph; pr] = a [Pi • P'r] + ¡3 [Pj; P"T] -r- ... 

Buďte S i , S i . . . S . libovolné ar. nadroviny A a . . . A„ libovolně proměnné. 
Dosadime-li do předpokládané identity SPtŠ = SQbŠ 

5 = X, C| + + . . . + Xncn 

a porovnáme-li koeficienty při Xí . . • • • . ).„, obdržíme identitu 

SASx3,. SXÍ, Sj. • • • • SxÍBS„ + 
+ £ BSyi, 3,. Syi, 5.2. • •••Syin 3„ 
= SyVSx';, 3,. Sx% S2. •••.Sx'^3, 
+ £B Sy'i, 3, Sy>, S2. • • •. S/<„S, + ... 

Při tom 
Qb = A'x\ x\ ...*'» + B'y\y\... y'„ + ... 

a indexy ilt i2... in probíhají opět všecky permutace cifer 1 , 2 . . . / ? . 
Stačí nyní dosaditi 

a l = , a2 = • • • =v = 4v> +1 = • • • = an = I. 

abychom obdrželi (7) za učiněného předpokladu (9). 
Při důkaze rovnice (8) stačí předpokládati 

(10) Q& = z ,z2 . . . z„, 

neboť když 
Qi = aQ't + bQ"i + ..., 

jest 
[Qb; Pr] = a Pr] + b [<?"»; Pr] + ... 

Buďte Xí, X2 • • . Xn libovolné ar. body, £ libovolná ar. nadrovina a 
Xu A3... Xn libovolné proměnné. Dle předpokladu jest identicky SPT x = 

= SQrX a tedy též SPrx . (Six)"'" = SQr x . (S§x)"~v. Dosadíme-li 

x = \lXt + \iX1+ ... 
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a porovnáme-li koeficienty při . X2 . • • • . l n , obdržíme 

SaS^Xt, . SlfXit , . ••• . S5vXív . S?X;V+1 . • • • . SHXtn + 

+ . S^Xi, . • • • . STjvXťv . SíXiv+1 . SZXin + . . . = 

= S A - S Í ' , X i , . SÍ'.2Xk . • • • . SÍ'vXiv . SÍXiv+1 . •••. SĚX,„ + 

+ SP-SR)',^, . ST)'2X-.2 . • • • . ST)'vXřv . S4XV + 1 . • • • . SiXi„ + •••. 

Při tom jest 

Qr = . í'.2 • ••• • 5'v + PVi • Vi • ••• • ••• 

a v součtech 2 indexy / » . . . /„ probíhají všecky permutace cifer od 1 
do n. Stačí dosadili 

X^ —- Xp — X-2» • • • Xn —- JCtíj 

abychom obdrželi (8) za učiněného předpokladu (10). 
4 9 . B u ď P j b o d o v á f o r m a s t u p n ě n\ b u ď P r n a d r o v i n o v á 

f o r m a s t u p n ě v Buď [ A ; Pr] p ó l n a d r o v i n o v é f o r m y PT 

v z h l e d e m k b o d o v é f o r m ě Ph. Buď / f k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď 
A" = Adj. K. B u ď Pb ~ Qb v K\ b u ď Pr ~ Qr v K'. J e - l i v = n, j e s t 

[ f t ; Pr] = [Q» ; Qr]. 

J e - l i v < n, j e s t v K 

[ P f , Pr] ~ [Q>,- QrJ . 

J s o u - l i t e d y Pb a PT a p o l á r n í , j s o u Qh a Qr a p o l á r n í . 
Vychází ihned z definice symbolu [P6; P r ] ve 48 a z definice ad-

jungované kolineace ve 43. 

5 0 . B u ď [Pj; g] p ó l ar. n a d r o v i n y § v z h l e d e m k b o d o v é 
f o r m ě Pb s t u p n ě n^ 2. J e s t 

S[PJ; 5]4 = SP Í Í . 

Z e j m é n a t e d y £ j e s t i n c i d e n t n í s P6 , k d y ž a j e n k d y ž 
j e s t i n c i d e n t n í s [Pb; £]. 

Vychází ihned ze 46 (4) a 48 (2), (4). 
0 1 m 

51. B u ďt e P4 , P 6 j . . . Ph b o d o v é f o r m y s t u p ň ů resp. n0, tli,... nm. 
0 1 m 

J a k o b i e n e m t ě c h t o f o r e m n a z ý v á m e b o d o v o u formu (P,„Pb,...Pb) 
s t u p n ě n0 + /U + ...+ nm — m — 1 t a k t o d e f i n o v a n o u . J e - l i 
n e j p r v e 

T r r r 

( 1 ) Pt = XlXi . ••• . Xnr, ( r = 0 , 1 . . .tlí) 

jest 
0 1 m 0 1 m 0 0 0 1 1 1 mm m 

(2) n0\ntl. ..nj- (PÍ,Pb Pb) = . .*,) x2x3.. . x n „ r 2 x 3 . . . * „ , . . .x.2x3.. .x«m. 
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P ř i t o m s y m b o l 2 z n a m e n á s o u č e t n0! th\...nn\ č l e n ů , 
z n i c h ž j e d e n j e s t v y p s á n a o s t a t n í z n ě h o v z n i k n o u t ím , ž e 
p r o r = 0, \ ...m p e r m u t u j e m e v š e m i m o ž n ý m i z p ů s o b y d o l n í 

r t r 
i n d e x y př i xu x2,-- •x*r• J e - l i v š a k na př. 

0 0 0 0 0 0 0 

(3) Pí = i4x, x4 . . . Xn0 + Byl y2.. .yn„ + 
k l a d e m e 

0 1 m 0 0 0 1 m 0 0 0 1 m 
(4) (Pb,Pb,... Pb) = A(xlxi...Xn0,Pb,...Pi,) + B(y,y.i...ynů,Pb, ...Pb)+ ...; 

1 m 
a p o d o b n ě pro A , . . . Ph. 

J e - l i íir —— 1 (r = 0, l . . . m ) , j s o u - l i t e d y P r ar. b o d y , p ř e j d e 
0 1 m 

s y m b o l ( A A - • -Pb) v s y m b o l d e f i n o v a n ý v e 27. 
0 1 m 

J s o u - l i ar. n a d r o v í n y , p l a t í i d e n t i t a 

0 0 0 1 0 m 
[Pb-, I], [Pb; 4], . . . [A; 4] 

1 0 1 1 1 m 
[Pb-, 4], í], . . . [Pij 4] . 

m 0 m 1 m m 

[P»i {], [Pb; I], . . . [PÍ; 4] 

Je třeba ukázati, že jsme k učiněné definici oprávněni, t. j. že, když 
0 0 1 1 m m 0 1 m 0 1 m 

Pb = Qb, Pb = Qb,-- Pb = Qb, jest také ( A , Pb,..- Pb) = Qb, (Qb,. • • Qb). 
i k i k 

Z předpokladu však následuje dle 48, že [ A ; £] = [Q4; £], takže z (5) 
O l m 

vidíme, zvolíme-li za £ . . . £ lin. nezávislé ar. nadroviny, že vskutku 
0 1 m 0 1 m 

(Pb, Pb---Pb) = (Qb, Qb,- - Qb). Je tedy pouze třeba odvoditi (5). Ze (3) 
a (4) snadno vidíme, že stačí tak učiniti za předpokladu, že platí (1) a 
tedy (2). Dle pravidla o násobení determinantů je však 

0 1 m 0 1 m 0 4,, l i , m km 
(6) (x,x,. . .x,)(44. • .4) = £*(±l)*Sx,5 • Sx,4 . ••• . Sx,4, 

při čemž 2* znamená, že k0, k\.--kn probíhají všecky permutace cifer 
1, 2 . . . m a ( ± 1)4 rovná se + 1 ( — 1 ) , když ko, kL...km jest positivní 
(negativní) permutace Dle (2) a (6) jest 

0 1 m 0 1 m 
n0\n,l...nml{tt...t)(Pb,Pb,...Pb) = 

' ' ' 0 0 0 0 1 i, 1 1 1 m km mm m 
= SS*(±l)4Sx,4 . XoXj.. • Xm • • Xm • • • Xmy 

při čemž 2, 2* mají týž význam, jako ve (2), (6). Pravá strana v (7) 
rovná se dle (1) a 47 (6) 

0 &o 1 fcj m km 

nu\nll...nmn*(±\)k[Pb-, 4] [A; 6] . . . [A; 6]. 

Porovnáním s levou stranou v (7) vychází (5). 

0 1 m 0 1 m 
(5) (44 . . . 6 ) (P» ,P» , . . .A) = 
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0 1 m 0 1 m 
5 2 . B u ď ( A A . • -Pt) j a k o b i e n b o d o v ý c h f o r e m A , A , . • - Ps. 

B u ď / f k o l i n e a c e ar. b o d ů m o d u l u fi. Buď v K 
0 0 1 1 m m 
Ph^Qb, Pb^Qb, . Pb^Qb-

0 1 m 0 1 m 
B u ď (Qj, Q j . . . Qb) j a k o b i e n f o r e m Qb, Qb... Qb. P a k j e s t 

0 1 m II 1 f/1 
(•QbQb-..Qb) = ii(PbPb...Pb). 

To plyne ze 3 8 (5) a 51 (2), nebo také ze 3 8 (5), 4 9 a 51 (5), 
připomeneme-li si, že dle 4 3 Adj. K má modul fi~l. 

53 . B u ď P 6 k v a d r a t i c k á b o d o v á f o r m a . M n o ž s t v í 2 
ar. n a d r o v i n , j i c h ž p ó l e m v z h l e d e m k u P 6 j e s t 0», j e l i n e á r n í 
s y s t é m ů ; p r a v í m e , ž e - S j e v r c h o l f o r m y P f , . J e - l i ¿ d i m e n s e 27, 
p r a v í m e , ž e h o d n o s t f o r m y P A j e s t m—d. J e - l i £ ar. n a d r o v i n a 
i n c i d e n t n í s Pb, a j e - l i 5 s p o j e n í 2 a {£}, j e s t k a ž d á ar. nad-
r o v i n a z S i n c i d e n t n í s Pb. K v a d r a t i c k á b o d o v á f o r m a na-
z ý v á s e o b e c n á , j e - l i h o d n o s t i m + 1, když tedy 2 J = { 0 r } . 

Jsou-li jc0, Xi • • • xm lin. nezávislé ar. body, můžeme dle 2 9 psáti 

(1) Pb = ZaikXiXk. (i, k = Q, . .m-, aiit = aki) 

Dle 4 8 (4) je tedy 

(2) [Pb-, ?] = Eai*.Sxi5 .xk. (i, k = 0, \...m) 

Odtud vychází ihned 
[P 4 ; X £ ] = X [ P I ; 5], 

[P»; Í-F IQ] = [P»! Í] + [PÍ; 

Když tedy § a T\ náležejí do 2, náležejí do 2 i a £ -F ÍJ. 2 je 
tedy lineární systém dle 15. 

Z (1) a (2) se nalezne snadno 

SPb (Y; + X|) = SPb Y] + 2XS [Pb; K)1 4 + SPb l 

Buď.£ = {T)O, Ví-• = + + • • • + d, takže\Pb;v) = 
= 0 a dle 5 0 5 P ^ = 0. Je-li též SPbš = 0, je tedy SPb (A0TJ0 + ... + 
-)- ld r\\ -j- — 0, t. j. každá ar. nadrovina ze spojení 2 a {£} jest in-
cidentní s Pb. 

5 4 . B u d Pb k v a d r a t i c k á b o d o v á f o r m a . H o d n o s t Pb j e s t 
k d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e h l in . n e z á v i s l ý c h 

ar. b o d ů JCI, x%---xh t a k o v ý c h , že 

(1) Pb=?a,kX>Xk. (i, k= i, ... h; aik = ciki) 
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H o d n o s t j e p r á v ě h, k d y ž a j e n k d y ž d e t e r m i n a n t 

| aik | (/, Ar = 1, . . . h) 
j e r ů z n ý o d n u l y . 

Ukažme nejprve, že, když x i , x s . . . Xh { h ^ m - f 1) jsou lin. nezávislé 
ar. body takové, že platí (1), hodnost formy Ph jest < h. Je-li 2 vrchol P», 
máme ukázati, že dimense 2 jest m—h• Je-li však 2'= Adj. {jti, x2• • 

a je-li § v 2', jest 
(2) S?x t=S?x2 = . . . =S?xA = 0 

a tedy pól £ vzhledem k Pb je 0 t . Je tedy každá nadrovina ze 2' ob-
sažena v 2. Avšak dimense 2' je dle 24 rovna m—h, tedy dimense 2 

je vskutku m—h-
Předpokládajíce stále, že platí (1) a že ar. body xi, x° • •. Xh jsou 

lin. nezávislé, hledejme, kdy hodnost Pb je právě h. To nastane dle pře-
dešlého, když a jen když 2—2', když tedy z předpokladu, že | náleží 
do 2, plynou rovnice (2). Podmínka, aby £ náležela do 2, je však 

ZaikXiS£xk = 0, (/, Ar=l , . . . h) 

čili, ježto x 2 • • • Xh jsou lin. nezávislé, 

(3) latkSíxk = 0, Ia2*SÉx* = 0 , . . . Sa^SiXk = 0. (Ar = 1, . . . h) 

Aby z rovnice (3) plynuly rovnice (2), je však nutné a stačí | aík \ = 0. 
Zbývá ukázati, že, když hodnost Ph jest existují lin. nezávislé 

ar. body xi, x2, • • • Xh takové, že platí (1). Zřejmě stačí predpokládati, 
že hodnost Pb rovná se h. Vrchol formy Pb buď 2 7 = {£A+1, £4+3.. . f r a+i} 
a určeme gu & . . . & tak, že £ g . . . £ m + 1 )4=0 . Buď x2 • • • x m +, 
jehlan adjungovaný ke §„ § a . . . š m + 1, takže 

(4) S x i í i = 1, 5x; 0. (/', k= l, 2 . . . m+ l;/=£Ar) 

Ježto {xi, Xj • • • x« + i} je prostor ar. bodů, existují čísla o í t taková, že 

(5) Ph = ZdikXiXk. (i, k — l, 2 . . . m + 1; aik = au) 

Pól ar. nadroviny ( / = 1,2 . . . m + 1) vzhledem ku Ph je dle (4) a 5 3 (2) 

171+1 

Dle definice 2 je tedy pro / = h + 1, h -p 2, . . . m 4- 1 

171+1 

k=1 

a tedy, ježto ar. body x 2 • • • x m +i jsou lin. nezávislé, o<i = 0 pro 



30 

i—h-\-\,...m+ 1; k— 1 ... m + 1; a tedy též pro / = 1, . . . m + 1; 
/c = h \-\,... m+l. Tedy (5) přejde v (1). 

5 5 . B u ď PÍ o b e c n á k v a d r a t i c k á b o d o v á f o r m a . E x i s t u j e 
k o r e l a c e d r u h é h o d r u h u K t a k o v á , ž e , k d y k o l i £ <v> x v A", 
ar. b o d x j e p ó l ar. n a d r o v i n y £ v z h l e d e m ku P ( , P r a v í m e , 
ž e A ' j e p o l á r n í k o r e l a c e d r u h é h o d r u h u o b a s i Pb. 

J e - l i Pr o b e c n á k v a d r a t i c k á n a d r o v i n o v á f o r m a , de-
f i n u j e m e d u á l n ě p o l á r n í k o r e l a c i p r v é h o d r u h u o b a s i PT. 

Buď 
Pb = lúikXiXu, (i, k = 0, l ... m; aa = au) 

takže determinant | au, | =j= 0 dle 5 4 . Buď £0> Ši • • • Šm duální jehlan ad-
jungovaný k x0 , Xi • • • xm. Buď AT korelace, v niž 

m 
ÉiOoEfljtXt. 

t= o 

K je korelace, neboť pravidla o násobení determinantů 

m m m 
(EaokXk, EaikXk, . •. E amkXk) = | as* | (x0xt ... xm) 0. 
4-0 i=o k—0 

Snadno se vidí, že K má žádanou vlastnost. 

5 6 . B u ď A' k o r e l a c e d r u h é h o d r u h u ; b u ď K' = Adj. K. K je 
p o l á r n í k o r e l a c e , k d y ž a j e n k d y ž K ' = K"1 , t. j. k d y ž z r e l a c e 
x ^ > í ) v A ' n á s l e d u j e TJ ^ x v A". 

J e s t l i ž e A " p ř i ř a z u j e l in. n e z á v i s l ý m a r. b o d ů m x0, Xi • . . xm 

r e s p . ar. ň a d r o v i n y TJ0, t^ . . .rjn , j e s t A ' p o l á r n í k o r e l a c e , k d y ž 
a j e n k d y ž 
(1) Sxíy)4 = 5x*tií. (í, k = 0,1 .. . m) 

Buď Xi^ni (¿ = 0, 1 . . . m) v A!" a (x0 Xi • . • xm) 4= 0. Bu < ! § „ & . . . § „ 
duální jehlan adjungovaný k x0 ,Xi • • • xm, tedy 

(2) S x i 5 i = i, S x i í s = 0. (i,k = 0, i ...m) 
Je-li 

m 
(3) T),= Ea;tifc, (i = 0,l .. .ní) 

k=0 

vidíme z 5 5 , že nutné a postačující podmínky pro polární korelaci jsou 
aik = aki\ jsou-li splněny, je SatkXiXk base korelace K-

Buď x libovolný ar. bod, t] libovolná ar. nadrovina. Buď 

m m 0.. .m 
X=EXjXj , Y ]= E pn TT]i = E (liťmíjt. 

ií̂ O > = 0 i, k 
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Pak jest 
m O.. .m m 

x ^ S Xj r ) i = S k a u c t k v /f, r ) o o S ( i j X i v K — 1 . 
¡ = 0 i, 4 i = 0 

Aby A' - 1 = Adj. A', je nutné a stačí, aby bylo identicky v (Uť 

S SXíxí S ¡xifli*?* = S £ Um klk £ i^iXi, 
t. j. dle (2) 

O.-.m 0...Í71 

it k iyk 

tedy opět aik = aki. Dále jest dle (2) a (3) 

Sxi7)4 = aki, 

takže i rovnice (1) dávají opět podmínky a i t = a t i . 
5 7 . B u ď A!" p o l á r n í k o r e l a c e d r u h é h o d r u h u o b a s i Pb. 

T a k é Adj. K j e p o l á r n í k o r e l a c e ; b u ď Pr b a s e k o r e l a c e Adj. AT. 
P r a v í m e , ž e k v a d r a t i c k á n a d r o v i n o v á f o r m a PT j e s t a d j u n -
g o v á n a k e k v a d r a t i c k é b o d o v é f o r m ě A ; označení Pk = Adj. Pb. 

J e s t t a k é p 4 = Adj. PT. Je-l i Qh b o d o v á f o r m a s t u p n ě ^ 2 , pra-
v í me, ž e Qb a Pb j s o u a p o l á r n í , k d y ž Qh a Adj. Pb j s o u a p o l á r n í . 

Z 5 6 vidíme ihned, že Adj. K jest polární korelace. Ježto dle 4 5 

Adj. (Adj. K) = K, 
jest 

Adj. (Adj. Pb) = Pb. 

5 8 . B u ď Xo, Xi • • • xm j e h l a n ; b u ď £„, & . . . §„ d u á 1 n í j e h 1 a n 
ad j u n g o v a n ý k x0, xt • • • xn- B u ď 

(1) Pb = ZaikXiXk (i, k = 0,1 .. .m\ aik = aki) 

o b v e c n á k v a d r a t i c k á b o d o v á f o r m a , t a k ž e D = \aik\ =f= 0. P a k j e s t 

"oo lni • • • #1)77» £() 

fllll aM . • • flj m 

Cm o Qm\ • • • Qmm 

5o . . Cm 0 

Užíváme-li označení ze 4 8 , a značíme-li zatím Pr pravou stranu rov-
nice (2), máme ukázati, že, je-li 

(3) x = [ P j ; ? ] = SaitXiSĚXk, (i,k = 0,l... m) 

jest, ať £ je jakákoli ar. nadrovina, \Pr; x] = Avšak dle tvaru PT vidíme 
snadno, že 
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(4) [ P R ; * ] = - -

floo "01 • .. a0m 

On • ..atm Sl,x 

Cno flin 1 • • . Omm S^m X 

(0 5. • .. í«. 0 

Dle (3) jest, ježto jehlan x0 . X i . . . xm a duální jehlan | 0 , ^ . . . | m jsou 
adjungované, 

SZjX = £ aikSíjXiSíxn = £ a,* SUt- (/, k = 0,1... m) 
i, J: Jfc 

Dosadíme-li do (4), máme po snadné úpravě determinantu 

[Pr\X\ = —— 

fff»0 • • * Qmm 0 

5, . . . í „ - Č í i S í X i 

0...TO 
= £ ÍÍSIXÍ. 

Zbývá tedy pouze ukázati, že jest identicky v | 

Z\iSíxi = l 
i 

Je-li však S = 2 l j § f , jest 

jak bylo dokázati. 
£5ÍS£xí = ZljtiSijXi = £XÍ£Í = 6, 
i ij i 

Geometrické body a nadrovlny. 

5 9 . L i n e á r n í s y s t é m ar. b o d ů d i m e n s e n u l a n a z ý v á s e 
g e o m e t r i c k ý bod , k r á t c e b o d . L i n e á r n í s y s t é m ar. n a d r o v i n 
d i m e n s e n u l a n a z ý v á s e g e o m e t r i c k á n a d r o v i n a , k r á t c e n a d -
r o v i n a . Množství všech bodů nazývá se p r o s t o r , určitěji m-rozměrný 
prostor; množství všech nadrovin nazývá se d u á l n í p r o s t o r . 

Geometrické body {x} a {y} jsou rovné, když a jen když 
x ( 0 ) : x ( 1 ) : • • • : x("'> = : . . . Z tohoto důvodu x'0), x ( 1 ) . . • x(m> 
nazývají se obvykle homogenní souřadnice bodu {£}, a v geometrických 
učebnicích zpravidla se zaměňují pojmy ar. bod a geom. bod. V diferen-
ciální projektivní geometrii je však nevyhnutelné, uvažovati též ar. body 
jako samostatné elementy. 

Pravíme, že geom. body {xi}, {X2}, • • • {xm} jsou l ín. z á v i s l é (ne-
z á v i s l é ) , jsou-li ar. body Xi, Xj, • • • xm lin. závislé (nezávislé). Pravíme, 
že bod {x} a nadrovina {£} jsou i n c i d e n t ní, když ar. bod x a ar. nad-
rovina £ jsou incidentní. 
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Pravíme, že geom. bod {*} je i n c i d e n t n í s nadrovinovou formou 
Pr, je-li ar. bod x incidentní s Pr. Pravíme, že geom. ňadro vina {£} je 
i n c i d e n t n í s bodovou formou Pb, je-li ar. nadrovina £ incidentní s Pb 

Je jasné, že k těmto definicím jsme oprávněni. 

6 0 . B u d Pr kvadratická nadrovinová forma hodnosti 3. Je- l i £ 
p o l á r a ar. b o d u x + Oa v z h l e d e m k u Pr a je- l i £=t=0„ p r a v í m e , 
ž e { £ } j e s t p o I á r a b o d u { x } v z h l e d e m k u P r . E x i s tu je- l i m — h + 2 
l in . n e z á v i s l ý c h b o d ů i n c i d e n t n í c h s PT, a je- l i 5 l ín . s y s t é m 
ar. b o d ů d i m e n s e h— 1, j e h o ž p r ů ř e z s v r c h o l e m f o r m y PT 

j e s t n u l o v ý b o d , e x i s t u j e v 5 n e k o n e č n ě m n o h o t a k o v ý c h 
b o d ů ; m n o ž s t v í b o d ů i n c i d e n t n í c h s PT n a z ý v á s e p a k k v a -
d r i k a h o d n o s t i h\ o z n a č e n í M[Pr]. P o l á r u b o d u {x} v z h l e d e m 
k u Pr n a z ý v á m e p a k t a k é p o l á r o u {*} v z h l e d e m k M[Pr\ 
V r c h o l f o r m y Pr n a z ý v á m e v r c h o l e m k v a d r i k y M[P,]. 

Dle principu duality definujeme d u á l n í k v a d r i k u h o d n o s t i h\ 

označení aJi[A]. 
Buď 2 vrchol formy P r , tedy lin. systém ar. bodů dimense m — h. 

Z daných m — h + 2 lin. nezávislých bodů incidentních s Pr aspoň jeden 
tedy není obsažen v 2. Buď 2' spojení tohoto bodu a 2, tedy lin. systém 
ar. bodů dimense m — h-\-1. Ze 17 se nalezne, že průřez S' lin. systémů 
2' a 5 má dimensi ^ 0 . Avšak dle 5 3 každý ar. bod ze 2', tedy každý 
ar. bod z S', jest incidentní s Pr. Tedy existuje v 5 aspoň jeden vlastní 
ar. bod incidentní s Pr. Buď JC0 takový ar. bod a buď (v. 13) 

S = {*„, x,... Xa-,}, £ = ... xm}-

Ježto průřez 5 a 2 jest {0 t}, jsou ar. body x 0 . . . xm lin. nezávislé. 
Buď £0, duální jehlan adjungovaný k Xu, Xi • • • Jako v 5 4 
nalezneme, že 
(1) Pr = £ai*íi£*. (/,A- = 0,1 ...h- 1; aik = aki) 

Jest 
SPrxu = a00 = 0, [Prixn\ = Zaukí* Oř (k=\,2 ... h — 1) 

Je tedy aspoň jedno z čísel o 0 1 , . . . a0> A-I různé od nuly. Buď na př. 
a u + 0. Dle (1) jest 

SPr(Kx<i + x.t)=a nX,2 + a.n + 2an X0 X, + 2 a0,X0 + 2alíX1. 

Zvolíme-li jakkoli, pouze různé od — — , můžeme určití tak, že bod 
floi 

{^•0*0 + Xi + jest incidentní s Pr. 
61. Projektivní geometrie studuje ty vlastnosti množství lin. systémů 

ar. bodů a lin. systémů ar. nadrovin, (zejména tedy vlastnosti množství 
Č e c h , P r o j e k t i v n í d i f e r e n c i á l n í g e o m e t r i e . I. 3 
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bodů a nadrovin), které se neměnf kolineacemi ( i n v a r i a n t n í pfi koli-
neacích). 

Je-li m sudé, je dle 41 každá kolineace součinem unimodulární koli-
neace a podobnosti. Avšak při podobnosti zřejmě každý lín. systém je 
invariantní. Při sudém m je tedy invariantní při kolineacích každá vlastnost 
množství lín. systému ar. bodů (ar. nadrovin), jež se nemění unimodulár-
ními kolineacemf. Je-li m liché, lze dle 4 2 pouze positivní kolineace takto 
nahrazovali unimodulárními kolineacemi. Jsou-li však K\, Ka dvě negativní 
kolineace, jest K2 = K% Ku kde je positivní kolineace (v. 37) . Víme-li 
tedy při lichém m o nějaké vlastnosti množství lin. systémů, že jest in-
variantní při unimodulárních kolineacích, a chceme-li zjistiti, je-li invariant-
ní při všech kolineacích, stačí zjistiti, že jest invariantní při jedné (libovolně 
zvolené) negativní kolineaci. 

Při jakémkoli m, chceme-li zjistiti o nějaké vlastnosti, o níž víme, 
že jest invariantní při kolineacích, jak se změní při korelacích, stačí zjistiti, 
jak se změní při jedné (libovolně zvolené) korelaci. Vskutku, jsou-li Llt L2 

dvě korelace téhož druhu, existuje kolineace K taková, že L2 = KLi. 

• Proměnné ar. body. Diferenciální rovnice. 

6 2 . Jsou-li souřadnice ar. bodu x — x (u) funkcemi proměnné u, pra-
víme, že x je p r o m ě n n ý ar. b o d z á v i s l ý na u. Mají-li všecky sou-
řadnice derivaci, klademe 

dx 

du 

dx' o) rfxíD 

du 

dxW 

du du 

Vyskytuje-li se v nějaké úvaze vedle proměnných ar. bodů ar. bod z, 

jehož souřadnice jsou konstanty, pravíme, že ar. bod z je p e v n ý . Po-
dobně mluvíme o pevné ar. nadrovině, o pevném bodě atd. 

Následující pravidla jsou zřejmá, existují-li derivace v nich se vy-
skytující : 

d , dl dx 
— (Xx) = — x + X — , 
du du du 

d dx, dx., 

Tu[Xi + Xí) = Tu+lu' 

du du du 
d_ 

du 

d_ 

du 

(dx„ \ í dXm\ 
(x„x, . . . * „ ) = I — X , . . . x J + . . . -f ^x 0 x, . . . — j , 

( x , x . í . . . x r a ) = | ^ x 4 . . . x r a J + . . . + | x , x . 2 . . . 
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Můžeme býti také několik nezávisle proměnných: u, v •. • ; pak je 

zřejmé, co znamená ^ ^ atd. 

Je-li 

bodová forma, při čemž koeficienty Atu • • • jakož i ar. body x, y, z • • . 

závisejí na proměnné u, klademe 

d dAíki — Pb = S— vy** + ZIAÍU..y*z' + ... . d u d u 

Zřejmě jest pb — ^Qbt když Pb = Qb. 

Dle 47 (6) je patrně 

a ) 

Z téže formule soudíme snadno, že, když n je stupeň formy Pb 

( 2 ) TUSPBÍ = S ( Í U p b y + N S [ P ^ Í } ' ( n = 2 ) 

flS[ftiS]e+,,(,,-i)S[ft!S5S]í (n=3) 
(3) 

ŠL 
dlí1' 

atd. Je zřejmé, jak je tyto formule modifikovati, když n < 3. 

6 3 . B u ď t e a0 0 , a 0 i ' ' ' a m m s p o j i t é f u n k c e p r o m ě n n é u v i n t e r -
v a l u / o t e v ř e n é m n e b o u z a v ř e n é m ) * ) . B u ď c l i b o v o l n é č í s l o 
z / ; b u ď t e a0 , a l . . . a m l i b o v o l n á č í s l a . E x i s t u j e j e d e n a j e n 
j e d e n s y s t é m m-j- 1 f u n k c í p r o m ě n n é a v i n t e r v a l u / : Vo> Vli • • • Vmf 
o t ě c h t o d v o u v l a s t n o s t e c h : 1° v c e l é m i n t e r v a l u J j s o u 
s p l n ě n y l i n e á r n í d i f e r e n c i á l n í r o v n i c e ' 

dvi 
(1) = + + ... -t aimvm, (/ = 0, l...m) au 

2° p r o u = c j e s t 

V0 = a 0. V, = o „ . . . Vm = am. 

Snadno se vidí, že stačí provésti důkaz za předpokladu, že interval 

*) Buď a < b. Množství čísel u, pro něž a < u < ů (a ^u £ 6 ) , n a z ý v á s e o t e -
v ř e n ý ( u z a v ř e n ý ) i n t e r v a l ; o z n a č e n i <a + 0, b — 0> ( (a, b)). 

3« 
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y = <a, ť> jest uzavřený. Definujme indukcí vzhledem k v systémy funkcí 
v0

(v), Vi<v> • • • vm
(v) (»' = O, 1 . . . ) v intervalu / takto: 

U 
( 2 ) V i ( v + 1 ) = a i + J (a i„ v „ ( v ) + flj, v , ( v ) + . . . + a i n V m ( v ) ) du. 

c 

Při tom /?j ( / = 0, 1 . . . m) jsou libovolně zvolené konstanty. Pak je 
zřejmě 1° v celém J : 

tfv;(v+1) 
(3) — — = fliovu(v) + a;,v,(v) + .. • T aimvnM 

au ' 

2° pro u = c, 
(4) Vi(v)=ať. 

Buďte M, N kladná čísla taková, že jest v celém J 

M 
I O« | < — — , | VIW — VÍ'.°) | <N , i,k = Q,l...m. 

m + l 

Pak je v celém a, b 
Afv 

(5) | Vi(v+1) — ViCv) I < N — I U — C |V. 
— vl 

Vskutku, tyto nerovnosti platí pro v = 0 dle definice N. Můžeme je 
tedy dokazovati indukcí vzhledem k v. Předpokládejme tedy, že (5) platí 
pro jisté v. Pak jest dle (2) 

u 
I Vť(v+9) — ViCv+l) | = | j[<7i„(V0(v+l) — V„(v)) + . . . + fli™(Vmív+l) _ V«(v))] du | =< 

"r Afv+i } 
á I J [|a«ol l v 0 C v + i ) _ V u ( v ) | + . . . + l a ™ ! | v „ ( v - H ) - v m M | ] du | \ J \ u - c | v du\, 

tedy 
Aív+i 

|Vi(v+S) _ Vi(v+OI < N \u — c|v+i, 
( v + l ) ! • 

což jest právě (5), v níž místo v je nyní v 1 . Nerovnosti (5) jsou takto 
obecně dokázány; z nich a z (3) plyne, že jest v celém (a, ti> 

M' 
ivrfv+i) — V iM l < N — (b — a)v, 

v! 
, £řl/i(v+l) dvjfv) w AÍV 

— - — I < N (b — a ) v - i . 
1 o ř u du ' = (V — i ) ! ^ ' 
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Odtud vidíme, že pro / = 0, 1 . . . m konvergují stejnoměrně v J po-
í/Vi(v) 

sloupnosti v/v>, —.— (»'^O, 1, 2 . . . ) a že tedy jednak existují limity lim 
dli 

VÍ(v), j e d n a k jest 

- - lim Vi(v) = lim - - ví(v). 
QU v-xs v-»-00 au 

Kíademe-li tedy lim Vi(v)--V, a přejdeme-li v rovnicích (3) a (4) 
v-^-oo 

k limitě v= oo, vidíme, že funkce v, splňují požadavky 1° i 2°. Běží ještě 
o důkaz, že naopak, mají-li týž význam jako dosud, a splňují-li funkce Vi 
požadavky 1° a 2°, jest vť = lim v<M. Avšak z 1° a 2° plyne 

V-̂ -00 
u 

Vi = ai+J (ca,) vu + ai,v, + ... + atm v™) du, 

tedy dle (2) 
u 

( 6 ) v ; - V Í ( V + 1 ' = f [A.« (v „ - V 0 M) + . . . + aim (v™ - v m W ) ] du. 

c 

Buď nyní AT kladné číslo takové, že jest v celém (a, b) 

| VŤ — VÍ(°) I < N', / = O, l ... m. 

Indukcí vzhledem k v najde se z (6) podobně jako nahoře 
JlfV 

lvi — A T ' ^ - |u —c|v, 

a jest tedy vskutku v.- — lim V((v). 
V ->-08 

6 4 . B u ď t e (fi (o, w0, ivx . . • ivm) (/ = 0. 1 . . - m ) s p o j i t é f u n k c e 
p r o m ě n n ý c h u, iv0, wx • • • wm v oboru O ; A ^ u ^ Z ? ; Ci<Lwi<,Dt 
(/ = 0, 1 ...m). N e c h ť e x i s t u j í a j s o u s p o j i t é v O t a k é f u n k c e 

(/>£= 0 ,1 . . . m). Bud 

A < c < B, Ci < ať < Di. (¿ = 0, l ... m). 

L z e u r č i t í u z a v ř e n ý i n t e r v a l J=(a, b> t a k o v ý , ž e 

a že v J l z e u r č i t í j e d n í m a j e n j e d n í m z p ů s o b e m iv0, h>I • • • u>m 

j a k o f u n k c e u tak , aby 1° v š u d e v f p l a t i l y d i f e r e n c i á l n í 
r o v n i c e 

dwi 
(1) — = fi (U, W, •. • w™)> (/ = O, 1 ... m) au 

2° a b y p r o u = c b y l o 

W0 = <*o. W, = a„ ... w™ = a„. 
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O b e c n ě j i l z e u d a t i e > 0 t a k , ž e l z e u r č i t i v o b o r u O i : 

aáuáb; Ihi]£e (l = o, i ... m) 

j e d n í m a j e n j e d n í m z p ů s o b e m iv0, Wi, • • • wra j a k o f u n k c e u, 
h0, hi-.-hm tak , a b y 1° v š u d e v J p l a t i l y d i f e r e n c i á l n í r o v -
n i c e (1 ) ; 2° aby pro u=c b y l o 

Wo = ao + K, W, = a, + /f„ . . . Wm = am -)- hm. 

T a k t o d e f i n o v a n é f u n k c e wť ( / = 0 , 1 ...m) m a j í v š u d e 

v O, s p o j i t é d e r i v a c e (/,,• = 0, 1 . . . « ) ; zejména 

p r o u = c j e s t ^ = 1 , ^ = 0 (/, r = 0, l . . . / n ; í + r). 

Určeme H> 0, A í > 0 tak, aby v oboru O bylo 

3 v>i 
I fi\<H, 

M 
< — — • (/, Ar=0, l ...m) 

Til 4- 1 3wk 

Zvolme a = c — p, b = c-\-Q, kde q je menší než kterékoli z čísel 

ai — Ci Dí — o; 
c-A, B-c, — — , — - — . (/ = 0, 1 . . . m) 

Definujme indukcí vzhledem k v systémy funkcí w0
(v), HV v ) , . . . wra

(v) 

v = 0, 1, 2 . . . ) v J={a, b~> takto: 

Wi«>) = ait 

u 
(2) Wj(v41) = o, + f <fi (U, W0(v), w,(v), . . . wmM) du. 

c 

Tato definice je přípustná; ze způsobu, jak jsme určili q, vychází 
totiž indukcí vzhledem k v, že pro n v J jest C<<LiVť(v) (/ = 0, 1 , . . .tri). 

Zřejmě jest 1° všude v J 

dwt.vW = fi (U, W0(v), iv,(v), .. . wra(v)), 
2° pro u = c jest 

W0M = a0, = a„ . . . IVm(v) = am. 

Dále jest pro všecka v a pro u v J 

Mv 
(3) IwiCv+1) — Wi(v)I<p — Iu — civ. (i=0, l .. .m) 

v! 

Vskutku pro platí (3) dle (2) a dle definice q. Můžeme tedy 
dokazovali (3) indukcí vzhledem k v. Předpokládejme tedy, že (3) platí 
pro jisté v. Dle (2) jest 

e 

Wi(v+Í) — H>i(v+1) = J[cpť (U, JV0(v4-l), w/v+l), . . . »„(•'+')) — <p{ (U, W0(v), . . . w„(v))] du. 
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Avšak dle definiče čísla f l 

I <fi (U, W 0 ( v + l ) , W t (v+1), . . . W m ( v + 1 ) ) _ ?i(u, U>0(v), Jp/v), . . . w m ( v ) ) | < 

M 
á — T [ I W o ( v + 1 > - W 0 M | + | W,(v+1) _ w (v) | + . . . + | H»n (v+1) _ H/ ra(v+l))], 

m +1 

takže dle předpokladu pro indukci 

I W v + 2 ) — W s ( v - N ) | £ 

M M r 
< / [ | W 0 ( v + D - W0(v)| + | H / , ( v + l ) _ U»,M | + . . . + | W j v + l ) _ W m ( v ) \ ] d a \ ^ 

m+lj 
a « 

Aí̂ -K r Afv+i 
^p^—| / \u C|vdu| = p7~TTT~,\u-cť+\ 

v ! J ( v + l ) l 

takže (3) platí i když píšeme v - f 1 místo v. Klademe-li 

(4) Wi = llm*'jM, (1=0, 1 ...m) 
V OD 

vidíme jako v 6 3 , že funkce w, mají vlastnosti 1° a 2°. Obráceně, mají-li 
funkce wí vlastnosti 1° a 2°, je dle (1) 

u 
i = <*• + Jf•(". W0, W, . . . Wm)du. 

Odtud a ze (2) soudíme opět indukcí, že 

mj 
(5) Im—WiMI<N'— \u—cjv, (/'=0, l...m) 

při čemž N' jest určeno tak, aby (5) platilo pro v = 0, z čehož plyne (4). 
Obecněji definujeme WtM ( / = 0, 1 . . . tri) indukcí takto: 

u 

Wi(v+I)=ai + Ai+J(pi(uf w0(v), w,(v)f ...wm(v))du, 
e 

a položme (/, k = 0, 1 . . . m) 

ža= i, = o, (lz£k) 

1» 

(6) Zi*(v+i)=žifc+|T £ ~-zrk(y)\ du 

e 

Indukcí vidíme, že 

Mimo to existují limity 
lim ZjtO) = Zik 
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a zikm konvergují ke svým limitám stejnoměrně, jak čtenář nyní již sám 
snadno dokáže. Dle (7) je tedy 

(8 ) j r r Z i k 

a dle (6) 9 zik m 3 Cpj 
"T— — ^ Zrki 

du r = 0 3 wt 

takže dle (8) existuje spojitá též takže dle známé věty ^ ^ = 

= Pro u — c je dle (6) zik = óik, tedy dle (8) = ^ jako 

tvrzeno. 

6 5 . Je - l i ar. b o d x f u n k c í p r o m ě n n é u v i n t e r v a l u J a 
p l a t í - l i v š u d e v J r o v n i c e (n^m) 

d*+ix rfx rf»x 
(l) — — = a„x + <7, —- + . . . + —, du» +1 du dun 

př i č e m ž • • • an j s o u s p o j i t é f u n k c e «, e x i s t u j e p e v n ý 
l in . s y s t é m 5 d i m e n s e n, j e n ž o b s a h u j e x p r o v š e c k a u z J. 

Zřejmě stačí udati lin. systém 5 dimense Zvolme libovolně 
hodnotu c v intervalu J a položme 

Lineární systém 5 má dimensi <1 n a obsahuje x pro každé u v /. Vskutku 
buď 2 = Adj. S a buď £ pevná ar. nadrovina ze 2. Položme 

dx dnx 
(2) V0 = SXÍ, V, = S —?,... V„ = S í. 

du dun 

Pro u = c je dle definice 2 

(3) v„ = v, = . . . = v„ = o. 

Dle (1) a (2) jest všude v J 

dvn dv, dv „-, 
V v2,... = Vn, 

<4> A . —- = fll)v0 + a1v, + ... +a„v„. du 

Víme-li o nějakých funkcích v0> Vi. • • vn> že 1° pro u = c splňují 
rovnice (3) a všude v J splňují rovnice (3), můžeme souditi, že tyto funkce 
jsou právě ty, jež jsou' definovány rovnicemi (2); neboť dle 6 3 vlast-
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nostmi 1° a 2° jsou funkce y0, vt • . . v„ úplně určeny. Avšak funkce 
Vo— 0, vi = 0, . . . vn = 0 zřejmě mají vlastnosti 1° i 2°. Jest tedy zejména 
všude v J Sx£ = 0. Jelikož | byla zvolena libovolně v Z, náleží x(u) 
do Adj. Z= S, jak bylo dokázati. 

6 6 . B u ď t e a00, a0i, • • • amm s p o j i t é f u n k c e q p r o m ě n n ý c h 
a l t u 4 . . . Uj v o b o r u O : a ^ i h ^ b í , . • • a 3 < , u t < , b q . B u ď c 
l i b o v o l n é č í s l o v(a i ,b i> a b u ď t e a0> ai> • • • a<* s p o j i t é f u n k c e 
u3, • • - Uj v o b o r u Oi • a2 <ji-í <Jb2,. •. aq^Uqúbq. E x i s t u j e j e d e n a 
j e n j e d e n s y s t é m m-\- 1 s p o j i t ý c h f u n k c í v0, Vi, • • • vm pro-
m ě n n ý c h Ui, Uí, • • • uq d e f i n o v a n ý c h v o b o r u O a t a k o v ý c h , 
ž e 1° v c e l é m o b o r u O j s o u s p l n ě n y d i f e r e n c i á l n í r o v n i c e 

(1) — = ai0Vo + a»,v,-|-... + aimVffl, i = 0,\,...m 
dUy 

2° p r o uL==c a u a , . . . uq v Oi j e s t 

(2) V0 = a0, V, = a„ . . . Vm = am. 

E x i s t u j í - li v o b o r u O s p o j i t é p a r c i á l n í d e r i v a c e 

^^ (i, k=0, 1 ... m; r = 2,3...q), e x i s t u j í v O s p o j i t é par-

c i á l n í d e r i v a c e ^ - , = — = ~ I' (i=0, 1 , . . . m\ r = 2 , 3 . . . q). 
dUr dUylUr 3Ur9í/l 

Definujeme posloupnosti v<(v) jako v 6 3 , a položme opět v( = lim v,(v). 

Funkce v, splňují zřejmě požadavky 1°, 2°; potřebujeme ukázati, že jsou 
spojité v O. Avšak čísla Aí, AT můžeme zřejmě voíiti nezávislá na u2, . . . uq, 
načež 6 3 ( 5 ) ukazují, že vi(v) konvergují k v, stejnoměrně v O; mimo to, 

v,M jsou spojité funkce v O. Zbývá ukázati existenci derivací = 

3aVi r 1 
— Předpokládáme-li na okamžik, že tomu tak jest, a klademe-li 

3 Ur ' 

Yu~~Wr,i 1 . . . m ; r = 2, 3 ... q), obdržíme, derivujíce (1) a (2) 

dle ur, že funkce v,-, w,, i mají tyto vlastnosti: o) v celém oboru O jest 

dvi 
-— = flí„ V0 + Oi, V, + . • . + flim Vm, 
OÍly 

dWr.i 3ain 3a,, daim -r- = — -t- — V, + . . . + — Vm + aioWr,0 + ff„1Vr,l + . . . + OimWr.n,-, 
ou| aUr dur tfUr 

b) pro Uj = c a u2, u3, • • • uq v Oi jest 

3a i 
Ví = Oj, Wr,i = . 3 Ur 
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Víme však již, že, abychom dospěli k funkcím v<, wr,i o vlastnostech 
a), b), stačí definovati v/v ) , wr,¡(v) indukcí rovnicemi 

da.% 
Vi(0)=ai, Wr,i(0) = — , 

3Ur 

' "i 
(3) Vi(v + x ) = a; + j ( a Í 0 v 0 M + a„ v/v> + ... + aiMvJv)) du„ 

C 

(v+D = £ * + fey0(v> + ... + Vra(v) + ai0Wr,oM + ... + « , ^ „Mlr f » , , 
3Ur J \3Ur 3Ur ) 

e 

a položití v,- = limvi ( v\ u v . t ^ K n i W r , ^ . Nyní však dle definice wr,£Q) = 
V — s » - » 

3V.(0) 3v.(v) 
-, a z (3) se dokáže indukcí, že pro každé v wriiM = --—; ježto 

dur' v ' ' ť r' dar 

pak HV,/v) stejnoměrně konvergují k n/r | j jest také iyrji = — K o n e č n ě 
Ollr 

3ví . .... , . . . - dfi 
vime, ze v„ Wr.i, , - = — jsou spojité funkce, t. j. ze v„ — , -=—, 

OU i "ííl 0Ur "U1 
av.- . . . . . . . , . asVí 38VÍ 

jsou spojité funkce; tedy — 
dUr 3«J ' <>Ur 3Ul 3Ur" 

6 7 . B u ď t e fl„o«, a 0 i w , •• • a»™(r) ( r = 1, 2 . . . A) s p o j i t é f u n k c e q 
p r o m ě n n ý c h u„ uiy • • • uq v o b o r u O : ar<ur<br ( r = l , 2 . . . g ) ; 

t a k é p a r c i á l n í d e r i v a c e '* (i, k = 0, 1 . . . m ; r , i = l , 2 . . . g ; r ^ s ) 
O Ug 

b u ď t e s p o j i t é v O ; buď U! = Ci, Ui = c2, • • • un = cm p e v n á s o u -
s t a v a h o d n o t z o b o r u O. A b y , ať j a k k o l i z v o l í m e č í s l a a0 , 
a „ ... a„, e x i s t o v a l o m-\- 1 f u n k c í , v0, V i . . . vm, p r o m ě n n ý c h 
Uv Ut • • • uq, d e f i n o v a n ý c h v o b o r u O, z d e s p o j i t ý c h a m a j í c í c h 

s p o j i t é d e r i v a c e ( / = 0 , 1 . . . m; r, s= 1 ,2 . . . k; r% s), 

o t ě c h t o d v o u v l a s t n o s t e c h : 1° v c e l é m o b o r u O j e s t 

BV' 
(1) —L = aiu(r)v0 + ail(r)v1 + ... + flim(r)vm,Z = 0,1 ...m-,r=\,2...q 

3Ur 

2° p r o Uí = Ci, u2 = c3, ... um = Cm j e s t v 0 = a0> vx = ai, . . • v« = a « : 
k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y b y l y s p l n ě n y v o b o r u O r o v n i c e 

+ a a ] + a i , ( r i + a , . « a™*« = 
( 2 ) /,* = 0,1 ... m; 

= ^ + « „ « + + . . . + *„*<'>. r ' S = 1 ' 2 ' í ; 

9 Ur 

R o v n i c e (2) n a z ý v a j í s e p o d m í n k y i n t e g r a b i l i t y d i f e -
r e n c i á l n í c h r o v n i c (1). J s o u - l i s p l n ě n y , af j a k k o l i z v o l í m e 
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a0, ax . . . . am, e x i s t u j e j en j eden systém funkc í v0, Vi • • • • v» 
o v l a s t n o s t e c h 1°, 2°. 

Ukažme nejprve, že, existují-li k jakkoli zvolenému systému konstant 
«o? « i • • • <*m funkce v0, V i . . . vm o vlastnostech 1°, 2°, lze zvoliti a0, at... 
«m tak, aby bylo v0 = Vi = &> . . . vm = @m pro Ui = c\, Ui = c'2, ... 

ixq = c?qf kde c'u c'a • • • c'j jest jakkoli daná soustava hodnot z O a /?„, 
libovolně předepsané konstanty. Vskutku, užijeme-li 66 na ty 

rovnice (1), pro něž r = l , kladouce v nich u2 = Ci, •••um = cm, vidíme, 
že lze těmto rovnicím jedním a jen jedním způsobem vyhověti, jednak 
předepíšeme-li hodnoty, jichž mají nabýti v ť ( / = 0 , 1 . . .m ) pro Ui = Ci, 
jednak též, předepíšeme-li hodnoty v; pro ul = c\~, odtud vychází, že lze 
a0, at . . ,am určití tak, aby Vj nabyly libovolně předepsaných hodnot pro 
U\ = c'i, U2 = Ci, •••uq = c1. Užijeme-li dále téhož teorému na ty rovnice 
(1), pro něž r = 2, kladouce v nich Ui = c\, us = c3, • ••um = cm, vidíme, 
že lze libovolně předepsati hodnoty vť pro u\ = c\, u2 = c'%, u$ = c», 

• •• um — cm; a takto pokračujíce, vidíme, že vskutku lze voliti a0, . . . 
am, jak bylo žádáno. 

Nyní jsme s to ukázati, že podmínky (2) jsou nutné. Vskutku, deri-
vujeme-Ii (1) dle u, a odečteme rovnici, vzniklou záměnou r a s , obdržíme 
rovnice tvaru 
(3) i4i0 v„ + A(l v, + ... + Aim vra = 0, / = 0,1 ... m 

Běží o to, ukázati, že jest v oboru O identicky A * = 0 (i,k = 0, 
1 . . .m) . Dejme tomu, že by tomu tak nebylo, že by tedy existovala 
aspoň jedna soustava hodnot U\ = c\, u2 = c'2 • • •, Uj = c'q v oboru O a 
aspoň jedna soustava indexů i, k taková, že by bylo Au 4= 0 pro ur = c'r 
( r = 1, 2...q). Dle toho, co výše jsme řekli, lze a 0 , a 1 . . . a m určití tak, 
aby pro ur = c'r bylo Vi = 0 pro i%k, v * = l . Na to však rovnice (3) 
praví, že jest Atk = 0 pro uT-—dn proti předpokladu. 

Abychom ukázali, že podmínky (2) také stačí, užijeme indukce 
vzhledem ke q\ vskutku, pro q=-1 náš teorém nepraví více než 63. 

Buďte tedy splněny podmínky integrability. Dle předpokladu pro indukci 
lze určití jedním a jen jedním způsobem funkce w0, Wi • • • wm proměnných 
«<,, ... ug tak, že 1° pro a2<Lu2<Lb2, • • • aq<^uq<Lbq jest 

(4) - j p = [au}\ _CW, + [a,-,«] * , + . . . + [aj\ _ wm, 
dllr = "l — c' = e' 

kde 

Aa = 3-~- + a*« aj>> + ...+ aj'> W 
O U.6 

. « a . » « . 

i = 0, 1 . . . m, r = 2, 3 . . . m 
2° pro u3 = Ci, •. -Uq = cq jest 

Wa = a0, W, = <z„ ... Wn = am, 
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a funkce jakož i derivace ^ ( / = 0, 1.. ./n; r—2, 3 . . .m) jsou spojité 
vítr 

v oboru, v němž jsou definovány; vskutku podmínky integrability rovnic 
(4) jsou zřejmě splněny v důsledku (2). Hledané funkce v0> Vi • •. vm mají 
pak zřejmě tyto vlastnosti: a) v celém oboru O jest 

^ = »„ + a,,« », + ... + aJV Vm, [i = 0, 1.. m) 

b) pro Ui = Ci jest v0 — w0, Vi = w » • •. vm = H>m. Dle 6 6 existuje 
však jeden a jen jeden systém funkcí vx (/ = 0, 1 ...m) o vlastnostech 

a), b), a jest - 8 ^ . Takto definované funkce splňují jistě ty 
OUlOUr OUrOUi 

rovnice (1), v nichž r— 1. Abychom ukázali, že je tomu tak i pro r > 1, 
položme 

(5) Vr,i = — - a i 0
( r ) v , l - f l , 1

( r ) v 1 - . . . - f l i , ( r ) v „ . (1 = 0, l . . . m ; r=h2...q) 
BU r 

Jest tedy v celém oboru O : Vi,i = 0, a mimo to dle (4) a b) jest 
yr>i = 0 pro Ui = Ci (r = 2, 3...q). Derivujeme-li však (5) dle m, ob-
držíme, ježto 

= (flH| ( 1 ;V0+ . . . + flin^Vm), 
3U, 3Ul au, ailr dllr 

dVr.i afli,/1) , , 3cnmb) m av0 m a v « 
= v„ + . . . + Vm + — + ... + aim{> — — 

3UX dUr dllr 3Ur 3Ur 

_ gflluW 
3U, 

tedy dle (5) 

tm\ ¿"to (r\dVm 
Vo — ... — Vm + flioW - ... - diJ-r) —; 

3U, 3U. 3U, 

3 Vři l V 3dik{ ) 3úit(r) f l l (r) ,r) a| ,l , 
= 2 — + S \Ctih ahť> — diti dhk( >) V* + 

3tlx *=][_ 3Ur 3U, A=1 J 

k-1 

čili, ježto l/i,* = 0 a dle (2) 

(6) = ca, O Vr,, + a,2(1) V„, + . •. + ai«(1) Vrí. i = 0, 1 • • • m; r = 2,3 ... q. 
dli) 

Funkce Vr, .• splňují rovnice (6) a mimoto pro ut = cx jest Vr, i = 0- Těmito 
dvěma vlastnostmi jsou VT,i úplně určeny dle 6 6 ; na druhé straně obě 
vlastnosti jsou splněny, když jest identicky y r , , = 0. Jest tedy vskutku 
Vr,i = 0 a rovnice (1) jsou splněny i pro r > l . 

68. A r . body x0, Xi,. •. xn buďte funkce q p r o m ě n n ý c h 
«i , iz2 • • • u2 v obo ru O: ar ur _< bT (1 r < q); s o u ř a d n i c e a r. b o d ů 
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^ , ¿ ^ 0 = 0, l . . . m ; r,s=h 2 ...q- r%s) b u ď t e s p o j i t é 

v O ; a v š u d e v O buď (jt0Xi . . . XmJ + O. Pak e x i s t u j e j e d en a jen 
j e d e n s y s t é m f u n k c í ajr) (i, k=0, 1 ... m\ r= 1, 2 . . . q) proměn-
nýchu , , u2. • . ^ d e f i n o v a n ý c h v O a t a k o v ý c h , ž e j e s t v š u d e v O 

(1) — = al0Wx0 + a i I (r )x1 + ... + aim{r)xm. i = 0, 1... r= 1, 2... q. 
BUr 

F u n k c e aik(r), (i, k = 0, 1 . . . m; r, s = 1, 2 ... q\ r % 5) j sou 

s p o j i t é v O- Obráceně , buďte {i, k = 0, 1 • • m; r = 1, 2 . . . q) 
f u n k c e q p r o m ě n n ý c h ult u2 • • • uq d e f i n o v a n é v obo ru O; 

Ci*W' ^'k=0 1 •••"*'> r,s=l, 2 ...q;r>s) buďte spojité 

v O a je-li q > 1, s p l ň u j t e r o v n i c e 67 (2). Pak l z e urč i t i m-f-1 
l i n e á r n ě n e z á v i s l ý c h ar. b o d ů : X0, . . . JC„ j a k o f u n k c e 
fli v O tak, že v šude v O p la t í d i f e r e n c i á l n í r o v n i c e (1). 
Když d r^Cr^b r (1 <Lr^q ) , j es t 

«, 
/> m m 

( S a » ( 1 ) . d u , + . . . + £ f l i i ( í ) c ř a „ ) . 

(2) (XpX| • • • xm) = ... 
[ (XyX, . . . X i » ) ] « 1 =e„ . . .u a =< ! J 

Ar. b ody xocJCi.. • l z e z r o v n i c (1) urč i t i n e k o n e č n ě mnoha 
z p ů s o b y ; je-li v šak x0>Xi • •. xm j e d n o určení , obdrž íme všecka 
o s t a t n í , t rans fo rmu jem e-li XoiXi-.-Xm p e v n o u (n a uly u% . . . uq 

n e z á v i s l o u ) , a l e l i b o v o l n o u ko l ineac í . Z e j m é n a , když j e s t 

£ fli;(1) = £ a»™ = ... = £ a,-¡M = 0, 
•=0 i=U »=0 

a j en t e h d y j e s t (x0, Xi • • • xm ) = konstantě . V t o m t o p ř í p a d ě 
m ů ž e m e ž á d a t i, aby b y l o (jc0 Xi • • • xm) = 1; v š e c k a ř ešen í 
o b d r ž í se pak z j e d n o h o , l i b o v o l n ě z v o l e n é h o , t r ans f o rmu-
jeme-l i u n i m o d u l á r n i m i k o l i n e a c e m i . 

Prvá část teorému plyne ihned z 29. Nalezneme na př. 

a W — 
«íin — (X0 Xj . . . Xm) 

'b (X O 

a odtud vidíme ihned, že na př. ^ existuje spojitá. Buďte tedy dány 

diferenciální rovnice (1) a buď ul = clt u2 = c2,.. • uq= cq jakkoli zvoleno 
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v O. Zvolme dále libovolně m + 1 pevných lineárně nezávislých ar. bodů 
y0, yi - • • ym. Z 67 plyne ihned, že lze jedním a jen jedním způsobem 
určiti jako funkce . . . uq v O ar. body x0, xi • • • xm tak, aby 1° všude 
v O byly splněny rovnice (1) a 2° aby pro ur=cT(r= 1,2 . • • <7) bylo 

x> =yt (i — 0, 1 • •. m). 
Z rovnic (1) pak se obdrží 

= (fl0(J(r) + a, ,(r) + ... + a-™(r)) (*u *i • • • *»), 

z čehož plyne (2) a zejména se vidí, že ar. body jc0> Xi • • • xm jsou line-
árně nezávislé všude v O• Ostatek teorému je pak zřejmý. 

69. J e s t l i ž e lin. n e z á v i s l é ar. b ody Xi, • • • xm< z á v i s l é 
n a ^ p r o m ě n n ý c h í z 1 , í / a . . . u ^ a d e f i n o v a n é v o b o r u O : f l r ^ ; a r ^ 6 r r 
s p l ň u j í v šude v O d i f e r e n c i á l n í r o v n i c e 

(1) — i = fli0(r)x0 + a i l ( r ^ 1 + . . . + a i J r ) x m , 1 = 0, l . . . m; r = 1, 2 ...q 
o Ur 

a t v o ř í - l i ar. n a d r o v i n y §0, & . . . £ra v š u d e v B duá ln í j e h l a n 
a d j u n g o v a n ý k x0, Xi • • • xn (v. 34), sp lňu j í á r. n a d r o v i n y 
Šo> ši ••• Š* v šude v B d i f e r e n c i á l n í r o v n i c e 

(2) ^ = - a„yHa-avfrHx - ... - amfr) U. í = 0, 1 ... m; r = 1, 2... q. 
otír 

D i f e r e n c i á l n í s y s t é m y (1) a (2) j m e n u j í se a d j u n g o v a n é . 

Dle předpokladu jest 

(3) /,* = 0 . l . . . m , l 5 * , 

tedy 
SxiU = konst., i. k = 0, 1 ...m. 

Odtud derivováním 

S ^ + S n ^ O . 
dUr dUr 

Je-li tedy 

~ = bko(r) ío + bktT)+ + bkJ-T) U, 
o Ur 

jest 

S ( í ajr) xh) & + Sxí (E bkh{r) 1») = 0, 
*=o 4=0 

tedy dle (3) 
au(r) + Í>4í(r) = 0. 
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Jednorozmfirný prostor. 

70. V 70 až 81 předpokládáme, že m = 1. 
Buď K korelace, v níž 

(i) 

(2 ) 

|1,0|»~|0,— l!r, |0,l|s~|l,0|r. 

Je-li x ™ š, y OJ r] v K, jest patrně 

(xy) = (4'í;), Sxq = (xy), Syi = (yx) = -(xy), 

{ í } = Ad|.{x}. {x }=Adj. {? } . 

Existence korelace K a zejména relací (2) je důvodem toho, že pro 
m = 1 zpravidla ar. nadroviny a geom. nadroviny se neuvažují. Vskutku 
dle (2) není podstatného rozdílu mezi bodem a nadrovinou. 

Korelace K jest nulová, t. j. z relace v i ř následuje = 0. 

71. Jsou-li {JCÍ} (i-= 1, 2, 3, 4) č ty ř i různé body, n a z ý v á m e 
č í s l o 

j e j i c h d v o j p o m ě r . Jest v ždy d 4=0, d-1. Jsou-li body {x i } , 
{jca}> {xs} dány, l ze urč i t i j edn ím a jen jedním způsobem { x j 
tak, aby d v o j p o m ě r d naby l dané hodnoty 1. Je-li OJ 
v kolineaci K, jest d v o j p o m ě r bodů {JC ,̂ {xa }, r o v e n 
d v o j p o m ě r u bodů {y^, {y2}, {ys } , {y^}. 

Abychom viděli, že jsme k definici dvojpoměru oprávněni, musíme 
ukázati, že dvojpoměr se nemění, přejdeme-li od x, k Xt tak, že {*,•} = 
•= { X } , t. j. že Xi = hxi, A; 4=0. To však plyne ihned z rovnice (XiXk) = 

= (XiXk)• 

Je zřejmé, že Abychom ukázali, že dokažme nejprve 
identitu 
(2) (X, X.2) (X3 X4) + (X, X4) (X.2 X3) = (X, X3) (X2 x4). 

Je-li nejprve Xi = 06, je (2) zřejmá. Buď dále Xi + Oj, (x ix2 ) = 0, 
tedy x3 = lxi. Pak levá i pravá strana (2) jsou rovny l (X1X3) (xix4)-
Buď konečně*) ( j t , * , ) ^ 0 - Dle 2 9 jest 

X3 = X l Xt + X.2X2, X4 = (J., x, + mx.2, 

takže dle 27 a 3 2 (3), (5) 

(X3 X4) = (X, |J.2 - X.2 (i,) (X, X2), (X, X4) = (i, (X, x2), (x2 x3) = — X, (X, X.2), (X, x3) = x2 (x, x.2), 
(X.2X4) = — ŘJ-L (*. *»). 

(1) d = (x tx 3 ) (x.2x4) 

(x,x4) (X.2X3) 

*) V našem případě je vždy (x, x2) =(= 0, nebof předpokládáme, že {x.} Jsou různé 
body. 
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z čehož plyne ihned (2). Je-li nyní d= 1, vychází z (2), že (xi xt) (JC8X4) = 0, 
což odporuje předpokladu, že body jsou různé. 

Že dvojpoměr se nemění kolineacemí, vychází z 38 5°. 

72. Buďte { * , } ( / = l , 2, 3, 4) č ty ř i různé body , d j e j i c h d vo j -
poměr . Měn íme- l i v š em i 24 m o ž n ý m i z p ů s o b y p o ř á d e k 
bodů {*, } , n a b ý v á d v o j p o m ě r c e l k e m šes t i h o d n o t : 

J l l d— l d 
d,~, l - d, 

d 1 — d d d-1 

T y t o h o d n o t y j sou různé, k d y ž cř — 1 > 2, -J-; v o p a č n é m 
p ř í p a d ě r e d u k u j í se na tři. 

Důkaz vychází snadno z identity 71 (2). 

7 3 . O dvou párech bodů: {jcj}, { jc3 } ; {x* } p r a v íme , že 
j sou ha rmon i cké , když body {x i } , {x8 } , {x3}> {x4 } j sou různé a 
j e j i c h d v o j p o m ě r r o v n á se — 1. Oba p á r y zůs tanou harmo-
n ické , když v k t e r é m k o l i páru v y m ě n í m e oba body , i k d y ž 
v y m ě n í m e mez i sebou oba páry . 

Dokáže se jako 72 . 

7 4 . Buď 
P = A0 + A, i,—'11, + ... + A, 

f o r m a n*° stupně v s o u ř a d n i c í c h ar. bodu nebuď sou-
časně Ao, Ai • • • An — 0. Pravíme, že bod { x } je kořenem formy P, 
je-li p = 0, k d y ž d o s a d í m e ti = x{0\ t2 = x(l). Je-li bod { x } ko-
řenem v š e ch f o r em 

(a, + a2 = a), 

není-l i v š a k ko ř enem všech f o r e m 

31+1/Ja , ( a , - f a . 2 =a+ l ) , 
3ttai dtf* 

p r a v í m e , že { x } j es t « n á s o b n ý m ko ř enem f o r m y P. P o č í t á -
me-li a n á s o b n ý kořen za a kořenů, má f o rma P n e j v ý š n 
kořenů. 

Plyne ze základní věty algebry. 

7 5 . Buď 
(2) P — At,1 -{- 2B/, ti + Ct* 

k v a d r a t i c k á f o rma v s o u ř a d n i c í c h ar. bodu Ift, nebuď 
s o u č a s n ě A=B = C = 0. V ý r a z B* — AC nazývá se diskriminant 
f o r m y P; je-li l u > 0 , 2° = 0, 3 ° < 0 , má f o r m a P resp. 1° d v a 
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ko řeny , 2° j e d e n d v o j n á s o b n ý kořen, 3° nemá ž á d n ý kořen. 
F o r m a P n a z ý v á se v t ě ch t o p ř í p a d e c h resp. 1° hyperbol ická, 
2° p a r a b o l i c k á , 3° e l i p t i c k á . B u ď / f k o l i n e a c e ar. bodů mo-
dulu f i ; buď v K 
(2) | ř . * ! » ; 
buď i d e n t i c k y 

(3) At* + 2Bt, t, + Cf,2 = A* ť,*2 + 2fi* + G* 

P a k j e s t 

(4) B1- AC = ič(B*2 — A*C*). 

Význam nerovností Bi — AC^O je zřejmý. Je-li v K 

takže 
(5) 
je dle (2) 

| l = B Í - P T 

*.* = + T*«. řt* = Př, + 8í1. 

Buď |tu r2|6 ar. bod lin. nezávislý na t, tedy 

(6) Í,T2-/,T,4=0. 

Je-li | rD t2\h OJ v K, je dle 38 5° 

Zřejmě jest v K 

I ř2 |» + X | T„ T2 [to, I ť.2* 1» + X | t,», t2* [„. 

Můžeme tedy tyto dva aritmetické body dosaditi do (3), resp. za 
\tuU\b, \ t*, t*\h- Učiníme-li tak a porovnáme-li koeficienty při prvé 
mocnosti X, obdržíme identitu. 

(8) Atx t, + B(tt t2 +1± t.) + at x2 = A* t2* + fl* (t* t2* + *2* t,*) + C* t* -..*. 

Dle (3) a (8) jest 

At*+2Bttti+Ct * i4ř,T, + B(t, x.2 + ř.2x,) + C/.jX2 _ 
i4í,T1+fi(řl1:.2+ť2T1) + C/2T2 Ar,2 + 2B:1T.i + Cr1í ~ 

I4*Ř,« + 2 * /2* + C*£2*'2 A*ty* T,*+ B* (/,*T,*+ t* T,*)+ C*t* T.2* 
A*t*B*{t*t.2*+ t.*i,») + C*t*t.2* + 2B*z*t.2* + C*r.2*'2 

Levá strana jest rovna 

(A^+BQ^ + iBt^Ct,)^ 
(-Art + ř, + + Cxa) 

Atx + Bt, Bt, + Cí,2 f , Í.2 Í4 fi 

Í 4T , +BC. 2 fic. + Cr, T, T, B C 

(Ai, + fi^)x,+(fi/, + C/2)T2 

(il^ + fir^T.+ CBr. + Ct^Tj 

J ¡ ' ^ - ( B i - ^ O ^ t . - ^ T , ) * . 
TI 2 I 

Č e c h , Projekt ivní diferenciální geometrie. I. 
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Přetvoříme-li stejně i pravou stranu, obdržíme 

— (B2 — AC) (*, T2 - ti T,)2 = — (fí*2 — i4*C*) . (f,» x4* - ti* T,*)2. 

Odtud plyne (4) dle (6) a (7). 

76. Buďte 

(1) P = At* + 2Bt,ti + Cti*, P = Áti* + 2Bt,t.1+Ct.i2 

k v a d r a t i c k é f o rmy v souřadnic ích ar. bodu |/i,ř2|&; nebuď 
současně ani A = B = C = 0 ani Á=É=Č= 0. Buď K kol i-
neace ar. bodů modulu buď v AT 

(2) |/„M»CV|/,•,/,*!»; 
buď i d e n t i c k y 

At,2 + 2 Bt, t± + Ct.il=A*t*2 + 2B*t* t * + C*t.*\ 
(3) . . . . . 

Ati2 + 2Btlti+Ct1l=A*t*i+2B*t*t.i*+ C»F2*2. 
Pak jest 

(4) ÁC+CÁ — 2BB = (i2 (A*Č* + C*Á* — 2 B*B*). 

Prav íme , že f o rmy P a P j s o u apolární , když 

(5) ÁC+ CÁ — 2 BB = 0. 

Dvě e l i p t i c k é f o rmy nemohou býti apo lárn í . D v ě hyper-
b o l i c k é f o rmy jsou apo lárn í , když a jen když k o ř e n y obou 
f o r em t vo ř í dva páry harmon ických bodů. Když f o rma P j es t 
p a r a b o l i c k á , jsou P a P apo lárn í , když a jen kdy ž (dvo j -
násobný ) kořen fo rmy P j e s t kořenem fo rmy P 

Dle (3) a 75 (4) jest identicky 

(.B + lěy - (A + XÍ) (C -F XČ) = FI2 \(B* + XB)2 - (I4* + *) (C* + XČ*)]. 

Porovnáme-li koeficienty při prvé mocnosti A, obdržíme (4). 
Ukažme dále, že, j e - l i B*— J4C<0, j e - l i t edy f o rma P e l ip-

t ická, jest 

(6) (AC+CÁ-2BBf>4(Bi-AQ(B2—ÁČ). 

Vskutku, kdyby bylo 

{AČ+CÁ-2BB)2 <4(B2-AC) (B1—ÁČ), 

nebylo by možno nalézti žádné reální A takové, aby bylo cp (A) = 0, kde 

f (k) = B*—AC— (AČ+ CÁ-2BBA + (B2 - Á Č)X2 = (fl + xá)2 - (A + \Á) (C+ XČ). 
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Ježto dle předpokladu y (0) = B* — AC < 0, bylo by tedy y ( A ) < 0 pro 

každé A. Avšak pro A = — jest (p (A) = ( B + Atf)9 > 0, což je spor. 

Nerovnost (6) platí zejména, když P i P jsou eliptické. Kdyby 
v tomto případě P a P byly apolární, byla by levá strana v (6) rovna 
nule, kdežto pravá je > 0, což je spor. 

Důkaz výroku o tom, kdy dvě hyperbolické formy jsou apolární, 
plyne ze 77. 

Předpokládejme, že P je parabolická. Je-li kořen P, je dle 74. 

i dP i dP 

Odtud plyne, že vymizí všecky determinanty natice 

A B 
V - t , U ř)-

Ježto ani všecky prvky prvého řádku ani všecky prvky druhého řádku 
nejsou současně rovny nule, existuje A=j=0 takové, že 

A = B = - Xř, tit C= Xř,2. 
Je pak identicky 

AČ+ CA — 2BB = \(Át? + 2Btl /.2 + Čt.*). 

Je tedy {\h,t2\b} kořenem formy P, když a jen když P a P jsou apolární. 

77. B u ď t e 

(1) P=Ati1-\ 2Bttti + Cř.22, P=Átli + 2Btlti + Čt.í1 

d v ě k v a d r a t i c k é f o r m y v s o u ř a d n i c í c h ar. bodu |/i,řj|»; 
n ebuď s o u č a s n ě ani A = B = C = 0 ani Á = B = Č ~ 0. D v o j -
p o m ě r e m f o r e m P, P n a z ý v á m e k t e r é k o l i v z obou č í s e l d, 
s p l ň u j í c í c h r o v n i c i 

(2) 4 (B1 -AC)(Bi-ÁČ)(d+í)1 = (AČ+CÁ-2 BB)1 (d - 1 )\ 

R o v n i c e (2) j e s p l n ě n a i d e n t i c k y v d, k d y ž a jen k d y ž 
j e d n a z f o r e m P, P j e s t p a r a b o l i c k á a j e j í kořen j e s t i koře-
nem druhé f o rmy . Jest d = 1, k d y ž a jen k d y ž a s p o ň j e d n a 
z f o r e m P, P j e s t p a r a b o l i c k á . Jest d = 0, k d y ž a j en k d y ž 
buď A'-B: C= Á-B: Č n e b o k d y ž e x i s t u j e s p o l e č n ý ko řen 
f o r e m P a P . Jest d= — 1, když a jen k d y ž P a P j s ou apo-
lárn í . Ve v š e ch o s t a t n í c h p ř í p a d e c h má r o v n i c e (2) v obo ru 

*) Jest A 4:0, ježto B2 — AC<0. 

4* 
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č íse l komplexn ích dva různé kořeny, j ež jsou reální, když 
a jen když buď obě formy P a P jsou hyperbo l i cké , nebo 
obě e l ip t i cké . Jsou-li obě f o rmy PaP hyperbo l i cké , je- l i 
d=t= 1, a jsou-l i {JCI}, {jca}; { i ] } , {x2 } resp. kořeny P a P, je dvoj -
p o m ě r b o d ů {xi}, {x2> {.¿i}, {x2 } r o ven jednomu z d v o j poměrů d*). 

Výrok o tom, kdy (2) jest identita v d, plyne snadno ze 76. Podmínky, 
kdy d = 1 a d=— 1, jsou zřejmé. Buď d — 0, ale (2) nebuď identita v rf. 
To nastane dle (2), když a jen když 

(3) (AČ + CÁ - 2BB)J = 4 (B2 - i4C) (B2 - ¿Č), 

avšak —i4C=M, B3 — jÍČ4=0. Rovnice v A 

(4) (B + XB)'2 — (i4 + \Á) (C + XČ) = 0 

má dle (3) dvojnásobný kořen, zřejmě 4= 0. Rovnici (3) lze však psáti 

(5, HA + XÍ) Č+(C+IČ)Á~2(B + IB, B]'2 = 

= 4 [(B + XB)2 - (A + X/i) (C + XČ)j (B2 - AC), 

a to af jakkoli zvolíme X-, vskutku v rovnici právě napsané X se vyskytuje 
pouze zdánlivě. Zvolme nyní X tak, že platí (4), takže forma 

P + XP = (A + Xi4)/,'2 + 2 (B + J.B) f, ř2 + (C + XČ)í22 

má buď všecky koeficienty rovny nule, takže A: B'- C=Á: B: Č, nebo 
jest parabolická. Předpokládejme, že není A:B:C=Á'- B:Č Ježto dle 
(4) a (5) 

(6) (j4 + XÍ4) Č + (C + XČ) Á — 2(B + XB) B = 0, 

jsou formy PaP-j-Xp apolární. Podobně vidíme, že i P a P-\-XP jsou 
apolární. Ježto forma P-\-Xp je parabolická, jest dle 76 kořen formy 
P-\-Xp kořenem formy P i kořenem formy P. Obráceně, když formy 
P a P mají společný kořen, je tento kořenem formy P-\-Xp pro každé X. 
Zvolíme-li X tak, aby forma P-\-XP měla dvojnásobný kořen, t. j. aby 
platilo (4), budou dle 76 formy P a P-\-XP apolární, t. j. platí pak (6) 
a dle (4) též (5), což je ekvivalentní s (3); i jest d= I. 

Buďte P a P hyperbolické formy; {xi} , a {¿i}, {x2 } buďte jejich 
kořeny. Snadno se vidí, že jest • 

P = 2«(*1Wř1-x/1)ř1)(*1W<4-*Wř1), • . „ 

P = 2a (i, W tt - i/1) /,) (x,m tt - x2<l> /,), a a T 

*) Kterému, to záleží na tom, v jakém pořádku uvažujeme body {x , } , {x 2 } , {xt}, {x2}. 
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takže 
B 2 — AC = a 2 ( x , x2 )2 , B 2 — AC= a 2 (x , x2 )2 , 

í4Č + Či4 — 2 B B = 2 a á [X, x , ) ( x 2 x 2 ) + ( x , x 2 ) (x . 2x, ) ] . 

Rovnice (2) dá se tedy psáti, krátíme-li 4aaá8 

(7) (X,X,)2(X1X2)2(flř+ l ) »= [ (x1 i , ) (x2 i2 ) + (x1i.2)(x2x1)]2(cř- 1)J. 

Pišme na okamžik 

( x , x j ( x 2 x , ) = ň „ (X,x.2) (x.2x,) = h r 

h h 
Máme ukázati, že kořeny rovnice (7) jsou a Dle identity 

71 (2) je však 

takže (7) dá se psáti 

h 

(X ,X . 2 ) (X 1 X 2 ) = A1 — ft2, 

+ n 2 _ / V H W 4 

U - i J U , - A J . 

h h• 
z čehož ihned vidíme, že kořeny jsou -í- a 

«2 «1 
Z tvaru rovnice (2) vidíme ihned, že kořeny nejsou reální, když a 

jen když 
( B 2 — AC) ( B 2 — i4Č) < 0, 

t. j. když jedna z forem P, P jest eliptická a druhá hyperbolická. 

78. Buďte 

(1) P =At,2 + 2B/, f2 + C/.22, P = Át* + 25/, /2 + á 2 2 

k v a d r a t i c k é f o r m y v s o u ř a d n i c í c h ar. bodu |/i, fc|»; nebuď 
současně ani A = B = C = 0 ani Á = B= Č = 0. K v a d r a t i c k á 
f o rma v s o u ř a d n i c í c h ar. bodu \ti,ti\b 

(2) 
At, + Bř.2 B/, + Cř2 

i4í, + B*.2 Bř, + Čti 

n a z ý v á se j a k o b i e n f o r e m P a P. Jakob i en f o r em P a P j es t 
— Q. Jest t aké 

(3) Q 

Buď K k o l i n e a c e ar. b odů modulu f i ; buď v K 

A B C 

A B Č 

t 2 — i t t 2 l —«1*2 »1 

(4) 
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B u ď i d e n t i c k y 

At*, + 2 Bt, t2 + Ct? = A*t,*> + 2B*t*t.1* + C*t2*\ 
(5) . . . . 

i4/,2 + 2Bt, t.2 + C/22 = i4*/,*2 + 2B*t,*t.2* + C*/.2*2. 

P a k j e s t i d e n t i c k y 

(6) 
Atx + Btv Bt, + C/2 

Átx + Bt2, Btx + Čt, 

A*tt* -(- B* t2*, B* tx* + C*t2* 

Á*/,* + B*t.2*, B*/,* + Č*I./ 

D i s k r i m i n a n t f o r m y Q j e s t 

(7) i (AČ+CÁ - 2BB)* — (B* - AC) (B* — ÁČ). 

F o r m y P a Q j s o u a p o l á r n í ; s t e j n ě f o r m y P a Q. F o r m a Q 
j e s t i d e n t i c k y r o v n a n u l e , k d y ž a j e n k d y ž A-B:C= Á'-B:Č-

F o r m a Q j e s t p a r a b o l i c k á , k d y ž a j e n k d y ž f o r m y P a P 
m a j í s p o l e č n ý k o ř e n ; t e n j e p a k d v o j n á s o b n ý m k o ř e n e m 
f o r m y Q. F o r m a Q j e s t e l i p t i c k á , k d y ž a j e n k d y ž o b ě 
f o r m y P i P j s o u h y p e r b o l i c k é a j e j i c h d v o j p o m ě r y z á p o r n é . 

J e s t i d e n t i c k y 

(8) Q2 = (B1 - AČ) P2 + {AČ + CÁ — 2BB) PP + (B2 — AC) P2 . 

Užijeme-li označení ze 7 5 , je dle (5) a 7 5 (8) 

Atx* + 2Btx t.2 + C/,2, At, T, + B (7, TJ + Í2T,) + CA2T2 

IF,2 + 2B/, t.2 + A22, I Í , X, + B (F, T2 + t21,) + Á2T2 

I4*Ť,*2 + 2B*ií*ť2* + C*F2*2, Í4*/|*T,* + B* (/,»X.2* + /2*T2*) + C*ř2*x2* 

Á*t*2 + 2B*t,*t.2* + Č*F2*2, Í4*/,*T,* + B * ( Í | * T + /.2*T,*) + Č*t.2**.2* 

Levá strana je rovna 

(AU + Bt2) t, + (Btx + a2)t2, (At, + Bt2) x, + (Bt, + Ct.2) r, 

(Átx + Bť2) t, + (Btt + Ct2)t2, (Átx 4- B/j) t, + (Bt, + Ct2) t2 

Att + Bt.lt Btt + Ct2 

Át, + Btv Btx + Čť2 

Upravíme-li stejně i pravou stranu, obdržíme (6) dle 7 5 (6) a (7). 

Je zřejmé, že ze (2) plyne (3). Ze (3) je ihned patrno, že na př. 
formy P a Q jsou apolární, a že Q jest identicky rovno nule, když a jen 
když A: B: C= Á: B: Č. Diskriminant formy Q je dle (3) roven 

t,T2 

i(AČ- CÁ)2 — (AB — BÁ) (BČ - CB). 
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Snadný počet ukáže, že tento výraz jest roven výrazu (7). Je-li Q eliptická, 
nemůže (na př.) P býti eliptická, neboť P a Q jsou apolární (v. 76) . Je-li 
(na př.) P parabolická, vidíme ze (3) ihned, že Q není eliptická. Q jest 
eliptická, když a jen když 

4 (B* — AC) (B* -ÁČ)>(AČ+CÁ- 2BB)\ 

tedy dle 77 (2), když a jen když 

čili když d < 0. 
Dle (7) a 77 je forma Q parabolická, když a jen když formy PaP 

mají společný kořen. Ježto však Q a P i Q a P jsou apolární, je tento 
společný kořen dle 7 6 totožný s dvojnásobným kořenem formy Q. 

Dle (3) jest 
~ ~ C - 2 B A 

Č —2 B Á 

'. 2 2 t,t.2 V 

Znásobíme-li dle řádků, obdržíme dle (1) 

A B C 

2 Q* = Á B Č 

V -t,t2 V 

2 Q* = 

— 2{B*—AC), AC+ CA — 2BB, P 

AČ+CÁ-2BB, -2(B*-AČ), P 

P, P, 0 

z čehož plyne identita (8). 

7 9 . Buďte 

(1) P= At,* + 2Bt, t2 + C t P = Át* + 2Bt, ř.2 + Čt.2l, P = Á t + 2Bt, t.2 + Čt* 

k v a d r a t i c k é f o r m y v s o u ř a d n i c í c h a r . b o d u \tly U\b- B u ď / f k o l i -
n e a c e ar. b o d ů m o d u l u fi; b u ď v K 

Buď identicky 

(2) 

P a k j e s t 

(4) 

IřníjlKMlř,*, t*\h. 

At* + 2 Bt, tt + CT/2 = A*t*'í + 2B't*t* + C*t*\ 

Át* + 2Bt, + Čt* = Á*f,** + 2 B * t , * t * + Č*/.2*'2, 

Át,* + 2Bt, t2 + Čt? = Á*t** + 2B*t,*t.2* + Č*t.**. 

B 

B 

B 

A* B* C* 

Á* B* Č* 

Ä* B* Č* 
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Užijeme označení ze 75 . Dle (2) a 7 5 (8) jest 

At* + 2Bt, t, + CT/2 Atx T, + B (t, T2 + Í41,) + C/2T2 4 V + 2Bt, t2 + Ct4* 

i/,2 + 2fi/, ř2 + C/,2 AI, -, + B (ř, t2 + f.2T,) + CT.2T4 ÁT,2 + 2fit, T4 + ČT22 

4 2BÍ, f2 + CV Att t. + fi (ř, t4 + Í.2t,) + C/2t2 ¿t,2 + 2fit, t4 + Čx22 

A**,1 r2B'ř , ř2 + C*f22 ÍW.t, + + í4t,) + C% t2 ¿ V + 2B>V4 + C*t22 

Á*tl>+2B*tlt, + Č*/.24 JW.T, + FI*(/.TJ + F4T,) + Č:,Í2T4 + 2FI*T,T.2 + ¿ V 

+ 2B*t{ tt + C%2 + B<(/,t4 + ř4t,) + + 2¿V- 2 + C V 

Levá strana je rovna 

ABC 

Á B Č 

Á B C 

ti* 2í,ř4 

T2 + /2 T, ť2T2 

T,2 2T,T4 T42 

= - (/ 1 t 4 - í 4 T, ) ' 

ABC 

ABC 

ABC 

Upravíme-li stejně i pravou stranu, obdržíme (3) dle 7 5 (6) a (7). 

8 0 . B u ď 
i) P = Atx* + 2Btxti+ C#4* 

k v a d r a t i c k á f o r m a v s o u ř a d n i c í c h a r . b o d u /a | (; n e b u ď s o u -
č a s n ě A = B= C=0. M n o ž s t v í / p p á r ů b o d ů { * } a { y } t a k o v ý c h , ž e 

(2) Axm/ 0) + B {xm y{i) + X(I) yo ) } + Cx ( i ) y i ) = 0; 

n a z ý v á s e i n v o l u c e , u r č i t ě j i i n v o l u c e u r č e n á f o r m o u P ; je- l i 
{*} = {}>}, p r a v í m e , ž e {*} j e d v o j n ý b o d i n v o l u c e Jp. B o d {*} 
j e d v o j n ý b o d i n v o l u c e Jp, k d y ž a j e n k d y ž j e s t k o ř e n e m 
f o r m y P. Je- l i f o r r a a P 1° h y p e r b o l i c k á , 2° p a r a b o l i c k á , 3° e l i p -
t i c k á , p r a v í m e , ž e i n v o l u c e J p j e s t 1° h y p e r b o l i c k á , 2° p a r a -
b o l i c k á , 3° e l i p t i c k á ; p o č e t d v o j n ý c h b o d ů j e s t r e s p . 2, 1, 0. 

Je- l i Jp p a r a b o l i c k á , t v o ř í {*} a {y} p á r i n v o l u c e Jp, k d y ž 
a j e n k d y ž j e d e n z b o d ů {*}, {y} j e k o ř e n e m f o r m y P. 

Je-l i / p h y p e r b o l i c k á , a je - l i {JC} =t= {y}, t v o ř í {*} a (y} p á r 
i n v o l u c e Jp, k d y ž a j e n k d y ž p á r {*}, {y} a p á r k o ř e n ů f o r m y 
P j s o u h a r m o n i c k é . 

K o ř e n y h y p e r b o l i c k é n e b o p a r a b o l i c k é f o r m y Q t v o ř í 
p á r i n v o l u c e u r č e n é f o r m o u P , k d y ž a j e n k d y ž P a Q j s o u 
a p o 1 á r n í. 

Je- l i K k o l i n e a c e ar. b o d ů , je - l i v K 

I M i V i * l » i x^x*, 

a je - l i i d e n t i c k y 

Att* + 2 Btx t3 + Cti1 = i4*/,*2 + 2fi*f,* t* + C*/4*2, 
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t v o ř í {JC*} a{y*} pár in v o l u c e u r č e n é f ormouA*t\ s -\-2B*t iU-\-C t t2 , 

k d y ž a j e n k d y ž {x} a {y} t v o ř í p á r i n v o l u c e u r č e n é f o r m o u 
Atf + 2 Btx U + Cti". 

Jsou-li {*} a {y} kořeny formy Q, takže {JC} = {;/}, je-li Q parabo-
lická, a {*} + {.v}> je—1 i Q hyperbolická, jest 

Q = « (*<°) f2 - ř,) (/0) tt - yw tt) = at* + 2 W, f.2 + cí23, a * o 
takže 

¿c + Ca - 2Bb = a + B + *(1¥0)) + 

a kořeny formy Q tvoří tedy pár involuce Jp, když a jen když P a Q 

jsou apolární. Ostatní výroky teorému plynou pak ze 7 6 . 

81. J s o u - l i {jca}, {x8}, {x3} tři r ů z n é b o d y , p r a v í m e , ž e j s o u 
v p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c i , k d y ž č í s l o 

(x, x,) (x.2 x3) (x3 xt) 

j e k l a d n é ( z á p o r n é ) . V y m ě n í m e - l i m e z i s e b o u d v a z b o d ů 
{ x ^ , {x3}» {x3}, p ř e j d e p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c e v n e g a -
t i v n í ( p o s i t i v n í ) . 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď ( / = 1, 2, 3) v / f 
B o d y {j/j}, {y2}, {j>3} j s o u v t é ž e o r i e n t a c i j a k o b o d y {xi}, {x2}, 
{x3}, je- l i K k l a d n á k o l i n e a c e ; v o p a č n é o r i e n t a c i , je- l i K 

z á p o r n á k o l i n e a c e . 

Že jsme k definici orientace oprávněni, plyne odtud, že, když Xt = h Xi 
( / = 1 , 2 , 3 ) , jest 

(X, X2) {X, X3) (X3 X,) = X,2 l* \3- (X, x.2) (x.2 xj (x3 x,). 

Je-li fi modul K, jest dle 3 8 5° 

Cy, y-J (y, y„) <y3 = ^ (*, **) *3) (*s *.)• 

8 2 . B u ď t e {*,}, {j/i}; {x8}, {j>a}; {x3}. {j>3} tř i p á r y n e p a r a -
b o l i c k é i n v o l u c e ý ; b o d y {x t}, {x2}, {x3}, b u ď t e r ů z n é . O r i e n t a c e 
b o d ů {jci} {x*} {x3} a o r i e n t a c e b o d ů { j^}, {j/3} j s o u s t e j n é 
( o p a č n é ) , je- l i i n v o l u c e J e l i p t i c k á ( h y p e r b o l i c k á ) . 

Je-li J určena formou Ati> + 2 BtiU + Ct2, jest dle předpokladu 

( W 0 ' + BxP) y>W + (W°> + Cx<v>) y^ = o. ( í = 1, 2, 3) 

Odtud plyne, že 

I-/0) = X( (flrjW + CXÍ(1)), = - XŤ ( W 0 ) + BXiW), (/ = 1, 2, 3; * 0) 
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takže 

(yf y*) = 
y*(*V (1) 

= - U* 

- — Xj Xj 
B C *i<°> X i « 
A B 

fix^ + Cx,-« Axí^ + BX^ 

W0) + Cxť> Axk((>> + Bxk(1> 

= -X;X*(B2-i4C)(XiX*). 

Tedy 
(y. yů (y-2 y,) (y. y.) = V V K2 (B2 -Acy (x, x2> (x2 x3) (x, *,)• 

8 3 . B u ď t e {jti}, {x2} d v a r ů z n é b o d y . M n o ž s t v í M b o d ů 
{*} t a k o v ý c h , ž e {jci}, {x2}, {.*} j s o u v p o s i t i v n í o r i e n t a c i , 
n a z ý v á s e ú s e č k a ; b o d j m e n u j e m e p o č á t e č n í , b o d {jca} 
k o n c o v ý b o d ú s e č k y M. B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď 
v K Xi^yu x» ~ ya, M ~ M'- Je- l i k o l i n e a c e K k I a d n á ( z á p o r n á ) , 
j e s t A f ú s e č k a o p o č á t e č n í m ( k o n c o v é m ) b o d ě { y ^ a k o n c o v é m 
( p o č á t e č n í m ) b o d ě {y2}. 

Vychází ihned z 81. 

Geometrie lineárního systému. 

8 4 . B u ď / i < m . B u ď S l in . s y s t é m d i m e n s e n m-rozměr-
n ý c h ar. b o d ů ( n a d r o v i n ) . B u ď T p r o s t o r n - r o z m ě r n ý c h ar. 
b o d ů . B u ď t e jc0, JCI . . . x« (š0, §i • • • | B ) l in . n e z á v i s l é m - r o z m ě r n é 
ar. b o d y (ar. n a d r o v i n y ) z 5 ; b u ď t e x0, Xi • • -Xn l in . n e z á v i s l é 
n - r o z m ě r n é ar. b o d y . L i b o v o l n ý ar. b o d x ( l i b o v o l n á ar. 
n a d r o v i n a §) z 5 dá s e p s á t i j e d n í m a j e n j e d n í m z p ů s o b e m 
v e t v a r u 

* = *0 + K + . . . X„ Xn• = X0 50 + X, + . . . + X„ 5n). 

P ř i ř a d í m e - l i mu (j í) n-rozměrný ar. b o d 

X = XQ XQ "l- Xj X( -j- . .. Xn Xn> 

o b d r ž í m e j e d n o j e d n o z n a č n o u k o r e s p o n d e n c i fí m e z i S a T. 

P r a v í m e , ž e fí j e p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e m e z i S a T-

8 5 . B u ď S l in . s y s t é m d i m e n s e n ( < m ) m - r o z m ě r n ý c h 
ar. b o d ů ( n a d r o v i n ) . B u ď T p r o s t o r / i - r o z m ě r n ý c h ar. b o d ů . 
B u ď A : l < o l i n e a c e n - r o z m ě r n ý c h ar. b o d ů . B u ď í í p r o j e k t i v n í 
k o r e s p o n d e n c e 5 a T. P a k f í . / t j e s t p r o j e k t i v n í k o r e s p o n -
d e n c e m e z i S a T. O b r á c e n ě , k d y ž t a k é íí' j e s t p r o j e k t i v n í 
k o r e s p o n d e n c e m e z i 5 a T, e x i s t u j e k o l i n e a c e A: n - r o z m ě r -
n ý c h ar. b o d ů t a k o v á , ž e = 8 . k. 

Vychází ihned ze 3 5 . a 8 4 . 
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8 6 . B u ď t e St, S2 I i n. s y s t é m y d i m e n s e n (<m) m-r o z m ě r-
n ý c h ar. b o d ů (ar. ň a d r o v in)*) . 

B u ď T p r o s t o r n - r o z m ě r n ý c h ar. bodů. Buďte fí^ S?a pro jek-
t i v n í k o r e s p o n d e n c e r e s p . m e z i Si a T, m e z i S 3 a T**). E x i s t u j e 
k o l i n e a c e K m-rozměrných ar. b o d ů (ar. n a d r o v i n ) t a k o v á , 
ž e S i <v > S a v K a že, k d y k o l i x {£} n á 1 e ž í d o S! a x j; (£ 77) 
v K, j e s t ar. b o d u x (ar. n a d r o v i n ě £) p ř i ř a z e n v t ý ž 
/ i - r o z m ě r n ý ar. b o d j a k o ar. b o d u y (ar. n a d r o v i n ě TJ) V 
O b r á c e n ě , b u ď p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e m e z i S2 a T, 

b u ď K k o l i n e a c e m-rozměrných ar. b o d ů ( n a d r o v i n ) , v n í ž 
Si^ S2, a b u ď fíj k o r e s p o n d e n c e m e z i Si a T t a k o v á , že, 
je - l i x {£} l i b o v o l n ý ar. b o d ( l i b o v o l n á ar. n a d r o v i n a ) z Si , 
a je- l i X CN> y ^ 7]) V Ř A P Í (V ™ x) V FÍ-J, j e s t x (|OO x ) 
v fíj. P a k fíj j e s t p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e . 

Předpokládejme na př., že Sl7 St jsou lín. systémy ar. bodů. Buďte 
3č0, Xi • •• xn lin. nezávislé «-rozměrné ar. body; buď x, ~ X; v 
yi ™ Xi v ®a (/ = 0, 1 . . . n), takže 

S, = {*„, • • • S-i= {y0, y,... y„}. 

Určeme ar. body x„ + 1 • • • xm tak, že (x 0 Xi •. • xm) 4= 0 a ar. body 
yn+1, yn+3 ... ym tak, že (y0 J/J . . . ym) 0. Pak kolineace K, v níž 
xi^yi (i — O, 1 ... m), má zřejmě žádanou vlastnost. Podobně dokáže 
se obrácení. 

8 7 . Předchozí věty umožňují v podstatě převedení projektivní geo-
metrie lin. systému 5 dimense n (< m) m-rozměrných ar. bodů (ar. nadrovin) 
na projektivní geometrii prostoru T n-rozměrných ar. bodů. K tomu stačí 
užiti projektivní korespondence $ mezi S a T. Existuje ovšem nekonečné 
množství korespondencí fí. Užijeme-li jich však na přenesení do 5 z T 
některé definice (teorému atd.), jež se nemění při kolineacích n-rozměrných 
ar. bodů, ukazuje 8 5 , že je lhostejné, které z korespondencí $ užijeme. 
Mimo to ukazuje 85 , že j e n v tomto případě neurčitost korespondence 
& není na závadu. 8 6 pak ukazuje jednak, že tímto způsobem obdržená 
definice (teorém atd.), týkající se S, s e nemění při kolineacích m-rozměr-
ných ar. bodů, za druhé, že v š e c k y definice (teorémy atd.), jež se týkají 
v ý h r a d n ě * ) lín. systému 5 a nemění se kolineacemi m-rozměrných ar. 
bodů, dají se tímto způsobem obdržeti. 

L i n e á r n í s y s t é m {xi, x2) ar. b o d ů £2} ar. n a d r o v i n ) 
d i m e n s e 1 n a z ý v á s e ř a d a ar. b o d ů ( s v a z e k ar. n a d r o v i n ) . 

*) Může býlí S, = S2. 
**) Může býtl i když S ^ S y 

***) Nesmi v takové definici (teorému atd.) býtl řeč na př. o ar. bodech m i m o S . 
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M n o ž s t v í bodů (nadrov in ) , o b s a ž e n ý c h v ř a d ě ar. bodů . { x i , x 2 } 
( v e s v a z k u ar. n a d r o v i n {£„ £„}) n a z ý v á se řada b o d o v á 
( s v a z e k n a d r o v i n ) ; o z n a č e n í {jc1; JCa}0" ({^1, )• Dle toho, co výše 
řečeno, projektivní geometrie řady ar. bodů (svazku ar. nadrovin) dá se 
převésti na projektivní geometrii prostoru jednorozměrných ar. bodů. Tak 
na př. dvojpoměr čtyř různých bodů řady bodové {JCI, Xi } ° 

{ * } = {/,*,+Í2X.2} ( / = 1,2,3,4) 

r o v n á se d v o j poměru (v. 71) j e d n o r o z m ě r n ý c h ar. bodů 

{lí,,/»!»}. (¿=1,2,3,4). 

D v o j p o m ě r neměn í se k o l i n e a c e m i m- r o změrných ar. bodů. 
Při tom jsme užili projektivní korespondence íř mezi {x1( x2} a prostorem 
jednorozměrných ar. bodů, v níž 

x,cv> 11, 0|A, XJÍXJ !0: 11». 

Můžeme ovšem zvoliti jakkoli dva lin. nezávislé jednorozměrné ar. 
body xi, x3 a definovati jako dvojpoměr bodů { * ' } (/ = 1,-2, 3, 4) dvoj-
poměr jednorozměrných bodů 

Podobně můžeme přenésti na řadu ar. bodů všecky výsledky v 74 
až 80. Na př. z 80 obdržíme tuto definici involuce v řadě bodové 
{ X l , X i }°-. Buď 

x = tlx, + tix.i 

proměnný ar. bod v {JCI, Buď 

P^AtS + lBtJi + Ct? 

kvadratická forma v proměnných ti, 
t2. Množství párů bodů { * } a {y } , kde 

x=tlxl + f.2 x.ít + Ti x.i, 
takových, že 

Att t, + B (tt t2 + ť.2 T,) + Cti t4=0, 

nazývá se involuce určená formou P. Kolineací přejde involuce v involuci atd. 
Naproti tomu n e m ů ž e m e dosud přenésti definici orientace z 81 a 

teorémy 82, 83. To učiníme v 92 a 139, omezujíce se na případy m = 2 
a m -— 3. 

Dvojrozměrný prostor. 

88. V 88 až 93 předpokládáme, že m = 2. V tomto případě místo 
slova n a d r o v i n a užívá se slova př ímka . Mluvíme tedy o ar. p ř í m c e 
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(18), o (geom.) přímce ( 5 9 ) , o svazku ar. přímek a svazku přímek 
( 8 7 ) , o p ř í m k o v é f o rmě ( 4 6 ) . 

Ze 17 vidíme snadno, že průřez dvou různých řad bodových (svazků 
přímek) jest přímka (bod). Jsou-li {x } , {];} d va různé -body , p r a v í m e , 
že p ř í m k a {JCJ }̂*) j es t j e j i c h s p o j n i c e . Duálně , jsou- l i {£}, {77} 
dvě rů zné př ímky , p r a v í m e , že bod {£/;} j es t j e j i ch p r ů s e č í k . 

Místo výrazu o b e c n á k v a d r i k a ( 6 0 ) užívá se pro m = 2 zpra-
vidla výrazu k u ž e l o s e č k a . Je-li Pr obecná přímková kvadratická forma, 
značíme kuželosečku, kterou tvoří body incidentní s Pr: C [P r ] (kdežto 
pro m > 2 píšeme AÍ[P,]. Důvod této změny označení vysvitne ve 169 ) . 

Buď C [ P J k u ž e l o s e č k a ; buď { * } bod n e o b s a z e n ý v C [Pr]-
P r a v í m e , že b o d { x } j e s t u v n i t ř k u ž e l o s e č k y C[P r ] , k d y ž j e h o 
p o l á r a v z h l e d e m k C [ P J n e o b s a h u j e ž á d n é h o bodu z C [Pr ] ; 
v o p a č n é m p ř í p a d ě p r a v í m e , že bod { x } je vně k u ž e l o s e č k y 
C[Pr]. Buď 

P r=Sj i t5 i5t (í, Ar = 0, 1,2) 
i,k 

D = a \ a a i x 
020 0*1 

B o d { x } j es t uvn i t ř ( vně ) C[P r ] , kdy ž a jen k d y ž DSPrx> 0 
(DSPrX < 0). 

Snadný důkaz ponechávám čtenáři. 

8 9 . Jsou-li xi, Xi, x3 ar. body , p la t í i d e n t i t y 

(1) [(x, r j (x, x3)] = (x, x 2x 3)x, , 

(2) [(x, x.2) (x t x:1) (x:lx,)] = (x, x.2 x3)2. 

Při tom na př. levá strana rovnice (1) znamená 2), kde £1 = (XÍ x2), 
£9 = (JC1.X3). Pro zřetelnost v těchto a podobných případech užíváme zá-
vorky tvaru [ ]. 

Jsou-li ar. body xif JC3 lin. závislé, snadno se vidí, že levá i pravá 
strana formulí (1), (2) jsou rovny resp. 0t, 0. Stačí tedy (1) a (2) do-
kázati, za předpokladu (xi Xa x3) 0- Pa lc flie existuje kolineace, v níž 

| 1, 0, 0|JOOX„ |0, 1, 0|»CX>X2, |0, 0, l|»OJX, . 

Stačí tedy 1° verifikovati formule (1), (2) za předpokladu 

* , = ( ! , 0, 01», X . 2 =|0 , 1, 01», X3 = |0, 0,11», 

*) Místo {(xy)} píšeme zpravidla {xy}; t. j. ovšem podstatně různé od {x, y}. Po-
dobně místo {(C"Q)} píšeme obvykle 
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což je snadné, a 2° ukázati, že platí-li (1) a (2), a je-li v kolineaci K 
X i ^ y t ( i = 1, 2, 3), jest též 

(3) [CT, y-i) O'I y3)] = CJ'i X2 J's) 

(4) [Oi w Oiy3) o3y.)=Oi y2y3)'2-
Buď (i modul K\ buď A" = Adj. K. Dle 38 5° jest 

O. J ^ ) = 1̂ 1*1 
Dle 43 (1) jest v K ' 

(x, x.2) = - (y, y2), (x, x3) = — (y, y3). 

Tedy jest dle 43 (2) v K 

[(X, x.2) (X, x3)] =|11 - (y,y.2), - (y,y3)1 = - [(y,y2) (y,y3)]. 

Li1 H- J v-

Plyne tedy (3) vskutku z (1). Podobně vidíme, že (4) plyne z (2). 
90. Jsou-li xi, Jta a r. b o d y a §2 a r. p ř í m k y, p l a t í i d e n t i t a 

(1) S(X,X2)(Í142) = S*,í, Sx,i2 
Sx2?, Sx2i2 

Jsou-li ar. body jc1; x2 lin. závislé, vidíme ihned, že obě strany (1) rovnají 
se nule. Stačí tedy dokázati (1) za předpokladu (jci, JCg) 4= Or. Pak ale 
existuje kolineace, v níž 

|1, O, 0|4~X„ |0, 1, 0|&cv>x2. 

Stačí tedy 1° verifikovati formuli (1) za předpokladu 

x, = |i,o, O!», x.2=i o, i,o [ft, 

což je snadné, a 2° ukázati, že, platí-li (1), je-li K kolineace ar. bodů, 
je-li K' = Adj. K, a je-li jc, ~ y ; v K, ši^r}-, V IC ( / = 1, 2), jest také 

(2) S(y1y2)(Yi,Yl2) = Sy, -1, Sy, Y)2 

Sytili Sy2T)j 

Z definice adjungované kolineace je však patrno, že pravá strana (1) je 
rovna pravé straně (2). Mimo to, když (i je modul K, jest dle 43 

(x, x2) ™ — (yt y2) v K, (I, l2) oo p. (vj, i].2) v K\ 
H-

takže opět dle definice adjungované kolineace 

S (X, x.2) (5, i 2 )=S - Ol y-i) -F-^t li) = s (y, y2) fo, t]2). 
H-
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91. Buď $ p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e mez i řadou ar. 
bodů x2} ( s v a z k e m ar. p ř í m e k { f j , £a}) a p r o s t o r e m j edno -
r o z m ě r n ý c h ar. bodů. Buď v fí 

X2~X2, (4,^*, 4,00*4). 

Je-li (3čix2) = cc, p rav íme , ž e ar. p ř ímka -^-(xixa ) (ar. bod -^-( l i f » ) ) 

j e s t j e d n o t k o u při fí. 

Předpokládejme na př., že běží o řadu ar. bodů {JCI, x3}. Buď 

tedy 

(1) yi = Xťl + X,..2jfi. (ř = 1,2) 

Pak jest v fí j i (V) yt, kde 

Klademe-li j>2) = ¡3, je tedy 

P=(X|| K i ~ X12X.2]) a. 
Avšak dle (1) 

<y, yj=(xi 1 Ki -Kihi) (x, x 

takže -jj (yiy2) = ~(xi x2). Na definici jednotky při fí nemá tedy vlivu 

přechod od x u x3 k yl} y2. 
92. Buď {xi, x8} rada ar. bodů. Buď Š = A(xi, x9)4= 0r l ibo-

v o l n á ar. p ř ímka z Adj. {xi, Buď fí p r o j e k t i v n í korespon-
d e n c e mez i {xi, x2} a p r o s t o r e m T j e d n o r o z m ě r n ý c h ar. bodů 
o j e d n o t c e §. Buďte \yt) ( 1 = 1,2, 

3) tři různé b o d y z {xi, x2}a; 
bud ( / = 1 , 2 , 3) v P r a v í m e , že body (y ť } j sou v pos i -
t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c i v z h l e d e m ke když j e d n o r o z -
měrné b o d y {j/,} j s o u v p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c i . 

Je-li t aké £' + 0r ar. p ř í m k a z Adj. xa}, t e d y = (í»4=0)> 
j e s t o r i e n t a c e v z h l e d e m ke táž, j a k o o r i e n t a c e v z h l e d e m 
ke £ nebo opačná d le toho , zda p > 0 č i ( ><0 . 

Buď K k o l i n e a c e ar. bodů, buď A" = Adj. K- Buď v K 
x, 00 X„ x2 xv y, 00 Yv yž ~ Y.lt y} <x> Y3; 

buď v K £ <v S. O r i e n t a c e bodů {K,} ( / = 1, 2, 3) v z h l e d e m k & 
j e s t t á ž , j a k o o r i e n t a c e b o d ů { ^ j v z h l e d e m k e £ n e b o o p a č n á 
d le toho, zda A ' j e p o s i t i v n í či n e g a t i v n í k o l i n e a c e . 

Duálně definuje se orientace tří různých přímek ze svazku přímek 
vzhledem k vlastnímu ar. bodu z Adj. {£1, £g}. 
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Snadno se vidí, že, ať jakkoli zvolíme vlastní ar. přímku | v Adj. 
{xi, Xa}, projektivní korespondence fí o jednotce £ existuje. Takových 
korespondencí je však nekonečně mnoho, a je třeba zjistiti, že všecky 
vedou k téže definici orientace. To však plyne z 81, nebof, je-li $ jedna 
z uvažovaných korespondencí, z 91 vidíme, že korespondence ® .k (v. 85) 
má touž vlastnost, když a jen když k jest unimodulární kolineace jedno-
rozměrných ar. bodů. Obecněji vidíme z 91, že jednotkou korespondence 
R.k jest §' = çjj, když a jen když k jest kolineace jednorozměrných ar. 

bodů modulu dle 81 je tedy orientace vzhledem ke rovna orientaci 

vzhledem ke když a jen když — > 0, t. j. q > 0. 

Lehko se vidí, že orientace bodů {y;} vzhledem ke Š—¿OciXa) í e 

táž, jako orientace bodů {K.} vzhledem k X(XiXi ) . Je-li (i modul K, je 
však dle 43 (1) v A" 

(x, x2) CX> — X, X2), 

tedy 3 = —. I (Xi X2)- Tedy dle toho, co již jsme dokázali, orientace 
M 

bodů {Ki} vzhledem k 3 je táž, jako orientace bodů {y ť } vzhledem ke f, 
když a jen když fi > 0. 

93. Buď x ar. bod, buď £ ar. p ř ímka ; buď Sx£ > 0. Jsou-li 
{^i}» {^a}, tři různé body z Adj. {£}, a je-li ( /=1 , 2, 3) 
spo jn i c e bodů {y,}, {x } , j es t o r i e n t a c e bodů {j^}, {y2}, {y3} 
v z h l e d e m ke £ táž , j a k o o r i e n t a c e př ímek { 7 7 , } , { ? j a } , {-řj3} 

v z h l e d e m k {x}-
Buď Adj. {1} = {jci, xa}- Buď $ projektivní korespondence mezi 

{*i> a prostorem jednorozměrných ar. bodů o jednotce f. Je-li v fí 

X, O J X,, X.2 O J X2, 
je tedy 
(1) (x, x.2) = (x, x2) i 
Buď 
(2) y; = X„ x, + Xi2x.2) (i = 1,2,3) 

takže orientace bodů {y;} vzhledem ke £ je táž, jako orientace jednoroz-
měrných bodů 
(3) {X.-.x, + X 1 2x 2 j . 

Dle 89 (1) jest 
[(xx l)(xx.2)] = (xx ,x 2 )x . 

Dle (1) je však 
(XX, X.2) = (X, X.2) Sxi, 

takže 
[(XX,) (XX.2)] = (X, X2) . Sxi . x. 
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Ježto {(JCXI), (jcxa)} = Adj. {X}, vidíme ze (4), že jednotkou projek-
tivní korespondence & mezi Adj. {JC} a prostorem jednorozměrných ar. 
bodů, ve které 

(XX,) no*, (XX2)cx>ř2, 

jest Sxš-x- Zřejmě však {77,•} = {xj>.}, takže v přímkám {^J ( / = 1, 2) 
jsou přiřazeny jednorozměrné body (3). Orientace jednorozměrných bodů (3) 
je tedy táž, jako orientace přímek {??;} vzhledem k Sxš-x, tedy dle 92 
i vzhledem k x, ježto Sx£ > 0. 

Aritmetické komplexy. 

94. V 94 až 146 předpokládáme m — 3. V tomto případě místo 
slova n a d r o v i n a užívá se slova rov ina . Mluvíme tedy o ar. r o v i n ě 
(18), o (geom.) r o v ině (59), o s va zku ar. r o v in a s va zku rov in (87), 
o rovinové formě (46). 

Lin. sys t ém {xi, XA, X3} ar. bodů d imense 2 n a z ý v á se p o l e 
ar. bodů ; lin. sys t ém {£,, £3} ar. r o v i n d imense 2 n a z ý v á se 
trs ar. rov in. M n o ž s t v í bodů ( n a d r o v i n ) o b s a ž e n ý c h v {xi, JC3, x3 } 
({£i> Š2, £3}) n a z ý v á se p o l e b o d o v é (trs r o v i n ) ; o z n a č e n í 
{Xt, X„ X 3 } M ( { S O S I , I , } ® ) . 

95. Při studiu projektivní geometrie trojrozměrného prostoru je vý-
hodné uvažovati také pětirozměrné ar. body a nadroviny; nazýváme je 
ar. k o m p l e x y resp. p r vn ího a druhého druhu. Ar. komplexy 
prvého druhu budeme značití zpravidla p, pu p', q, r atd. Měníce poněkud 
konvenci, učiněnou v 1, nebudeme souřadnice ar. komplexu p značiti 
pM . . . pW, nýbrž 

p ( ° V í S ) , p(03), P m . P(31), p(13); 

podobně ovšem pro pi,p',q,r atd; důvod vysvitne v 97. Píšeme také 

p=\p^K P(°a>, p«>»>, p^ťX, 

t. j. k souřadnicím připojujeme index p, ponechávajíce index b pro troj-
rozměrné ar. body. Podobně pro ar. komplex druhého druhu 10 píšeme 

u, = |u,(°1)I »(*»), J " ) . » ( '^u, 

nahrazujíce index r indexem w. 

Ar. komplex prvého druhu |0, 0, 0, 0, 0, 0|p nazýváme nu l o vou 
př ímkou a značíme 0P. Ar. komplexy prvého druhu 11,0,0,0, 0, 0|p, . . . 
|0, 0,0,0,0, 1 |p nazýváme s o u ř a d n é ar. k o m p l e x y prvého druhu. 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 5 
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9 6 . Ježto ar. komplexy prvého (druhého) druhu nejsou nic jiného 
než pětirozměrné ar. body (ar. nadroviny), můžeme na ně převésti řadu 
definic a teorémů dřívějších odstavců. Připomeňme ty, jichž v dalším 
zvláště bude třeba. S o u č i n č í s l a a ar. k o m p l e x u (prvého nebo 
druhého druhu) definujeme dle 2 , s o u č e t d v o u ar. k o m p l e x ů d l e 3 , 
l i n . z á v i s l o s t ar. k o m p l e x ů d l e 5 , l in . s y s t é m ar. k o m p l e x ů 
d l e 6, d i m e n s i l i n . s y s t é m u ar. k o m p l e x ů d l e 11. Je-li p ar. 
k o m p l e x p r v n í h o d r u h u a a ar. k o m p l e x d r u h é h o d r u h u , k l a -
d e m e dle 19 

(i) Sp *= P ( 0 1 W 0 1 > + «,(<«) + + p ( a 9 U S 3 ) + p<31) J31) + 

a p r a v í m e , ž e p a co j s o u i n c i d e n t n í , k d y ž S p « = 0. 
Je-li S lin. systém ar. komplexů prvého (druhého) druhu dimense d, 

definujeme dle 2 3 a d j u n g o v a n ý l in . s y s t é m ar. k o m p l e x ů druhého 
(prvého) druhu, který značíme Adj. S. Dimense Adj. 5 rovná se 4 — d 
dle 2 4 . Adj. (Adj. S) = S dle 2 5 . 

Jsou-li p0, pi, p2, ps, pi, Pí ar. komplexy prvého druhu, definujeme 
dle 2 7 symbol (poPiPíPaPiPs) • Podobně, jsou-li w0, . . . ©5 ar. komplexy 
druhého druhu, definujeme symbol (a>0 w1 to2 cos tot cob). Dle pravidla o náso-
bení determinantů platí identita 

9 7 . Následující definice zprostředkuje zavedení aritm. komplexů do 
projektivní geometrie trojrozměrného prostoru: 

J s o u - l i x, y ar. b o d y , z n a č í m e ( x y ) ar. k o m p l e x p r v é h o 
d r u h u p o s o u ř a d n i c í c h 

p(0 1>= , P l , S ) = Z2 ) ,P ( ° 3 ) = 
¿0)^(3) 

/>)/» ) 

p ( a 3>= 
»(»xí» ) 
j,(a)y3) ,P l > 1 ) = 3,(3)/») ,P ( 1 2 ) = 

& )xm 

yWyW 

Z ř e j m ě j e s t ( x y ) = Op, k d y ž a j e n k d y ž ar. b o d y x, y j s o u 
l i n . z á v i s l é . 

Duálně definujeme ar. komplex druhého druhu (£TJ), jsou-li 7j ar. 
roviny. 

(2) 

(PoPl PiPiPiPi) K ">1 ">2 ">3 ">4 ">5) = 

Sp0 <U0 Sp„u>, Sp0 UJj Spot»3 SPu Ul4 SA»6 

Sp, U)0 Sp, u>, Sp, U)2 Sp, U)j Sp, U)4 SjP, iu5 

Sp-i % Sp-i ID, 5p2U>.2 Sp-i IU3 Sp.2U)4 S>2UJ5 

5p3iu0 Sp3 U), Sp3(u2 Sp3U)3 Sp3U>4 Sp30)5 

Sp4 <u0 Sp4a), 5p4 U)2 Sp4U)3 Spi»>i Sp4u> 5 

SptU)0 SpB U), Sp,u>2 Sp,u,3 Spsu>4 Sp5<u5 



67 

9 8 . J s o u - l i x0, Xi, x3, x3 ar. b o d y a š0, f 8 , §3 ar. r o v i n y , 
p l a t í i d e n t i t y 

Sx0 5o ^XQÍ, 
(1) 

(2) 

(3) 

S(*o*i)(ío6.) = 

5 (x0 x, x.2) (5u4,y = 

S(*0Jf,*a*j) (So = 

Sxt?0 Sx,S, 

Sx0£„ Sx„£, Sx0t.2 

Sx,?0 Sx,í, Sx,É.2 

S*,ío Sx.25, SX.2?2 

<Sx0 Sx0 í2 Sx„í3 

Sx,£0 Sx.5, Sx,i2 Sx, í3 

Sx.2?0 SX.2|, Sx.2i2 Sx.2íj 
5X3|0 SX35, SX3?.2 SX3?3 

Předpokládáme-li na okamžik, že identity (1), (2), (3) jsou již do-
kázány pro Xo = x'o, x"o • • •) vidíme snadno, že jsou správné i pro 
x0 = + + Totéž platí o xlf x2, x3. Odtud je patrno, že 
stačí tyto identity verifikovati pro ten případ, že x0, Xi, x2, x3 jsou sou-
řadné ar. body, což je zcela snadné. 

9 9 . B u ď t e { x , y } , { x ' , y ' } d v ě ř a d y ar. b o d ů . J e s t 

(i) { * . ? } = { * ' , / } . 

k d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e č í s l o A t a k o v é , ž e 

(2) (X'JO = X (xy). 

Předpokládejme nejprve, že platí (1). Pak jest 

x ' =X ,x + X2y, / = + 

Odtud snadno se obdrží 

t. j. (2) platí 
pro A — Ax fi2 — X2 fiy. 

Předpokládejme za druhé, že platí (2); snadno vidíme, že A 0. 
Vskutku, ježto { x ' , y } jest řada ar. bodů, jsou ar. body y ! , ý lín. nezávislé, 
tedy ( x ' / ) + 0P dle 9 7 . 

Ze (2) plyne snadno, je-li z jakýkoli ar. bod, 
(xyz)=X(xyr). 

Avšak ( x y z ) = 0 r , když a jen když z náleží do {x,.y}; ( x ' y ' z ' ) = 0 T , když 
a jen když z náleží do { x ' , / } . Odtud plyne (1). 

1 0 0 . B u ď {x,y} ř a d a ar. b o d ů ; b u ď ,77} s v a z e k ar. r o v i n . 
J e s t 
(i) {6.i} = Ad|.{*.y}, 

4* 
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k d y ž a j e n k d y ž , k l a d e m e - l i ( . xy )—p , ]) — (<>, j e s t 

(2) p<01>: p(°2>: p(°3>: p<28> : p W : p^> = u>(a3>: J91>: u»(12): J01 ) : u,(08>: m^K 

Předpokládejme nejprve, že platí (1), takže 

(3) Sxí = Sx q = Syí = Syr, = 0. 

Af jsou i,) kterékoli dvě (různé nebo stejné) z cifer 0, 1,2, 3, položme 

takže 

x « x « ' 
/*) ytí) I' „(« = 

p ( « ) = „ , ( « ) = + p(Ji)=„,(';) + mw = 0< 

Ze (3) obdržíme snadno pro / = 0, 1, 2, 3 

í P(W) 6r = 0. I / r l l ] , = 0 , 
r = 0 r = 0 

z čehož plyne pro j = 0 , 1 , 2 , 3 

S pW Ui0v) = 0. 
r = 0 

Je-li /, j, r, s jakákoli permutace cifer 0 ,1 , 2, 3, je tedy 

(4) p ( í r ) u>(>'r> + pC'*) «i1» = 0, 

neboť v součtu 2 ty členy, pro něž r=l nebo r=j, jsou rovny nule. 
Ze (4) vidíme, že jsou rovny nule všecky determinanty matice 

(p(01> p(°8) p(°9) p(29> p(31) p(18)] 

L ( » ) m(91' u/18» u,(°l) u/03) u.(°3)J' 

t. j. že platí (2). 
Za druhé předpokládejme, že platí (2). Buď 

(5) { e W } = Ad].{* ly} lu,' = <í'tf). 

Dle toho, co jsme již dokázali, jest 

(6) p<01>: p<03): . . . : p ^ = w'(a3> : u/<31>: . . . : u/(03>. 

Ze (2) a (6) je patrné, že existuje X takové, že o)' = Xco. 

Tedy dle 9 9 
(7) = 

Z (5) a (7) vychází (1). 
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101. B u ď p ar. k o m p l e x p r v n í h o d r u h u ; b u ď x ar. b o d . 
J e - l i 

| ( 0 ) = _ p ( 8 9 ) P ( 9 1 ) x<3) _ p ( 1 2 ) x ( 3 ) ( 

4(1) = p (23) ¿0) _p(°3) + p(°2) JCW, 
( 1 ) {(*) =p(3 1 ) JfW + p(°3) - p ( 0 1 ) *<»>, 

5<»> = p(12) x(°) - p(0:!> x < + p<01> x ' 8 \ 
k l a d e m e 

(px) = l 

P r a v í m e , ž e ar. b o d x a ar. k o m p l e x p jsou incidentní, když 
( p x ) = Or. N u l o v á p ř í m k a j e s t i n c i d e n t n í s k a ž d ý m a r . b o d e m . 
Je-li {xi, x2} řada ar. bodů, a p = ( x ix 2 ) , jest 

(1) (px) = (x,x.2x). 

Ar. k o m p l e x (X1X2) a ar. b o d x j s o u p a k i n c i d e n t n í , k d y ž a 
j e n k d y ž x n á l e ž í d o {xi, x2}. 

Důkaz je zřejmý. Je-li a ar. komplex druhého druhu a £ ar. rovina, 
definujeme duálně symbol ( «£ ) a pravíme, že a a £ jsou incidentní, když 
( « £ ) = 06. Je-li w = jest 

(2) («,£) = (£, 5tS). 

1 0 2 . Teorém 1 0 0 vede nás k této definici: J e - l i p ar. k o m p l e x 
p r v é h o d r u h u a w ar. k o m p l e x d r u h é h o d r u h u , k l a d e m e p = co, 
k d y ž a j e n k d y ž 

p(Ol) = ( B W p( <») = „,(«), p(0«) = n)(H)> 

p ( a 3 ) = l u (01) ) p (31 ) = ( u (03) i p ( l ^ ) = l u (03) i 

Teorém 1 0 0 lze pak vysloviti takto: Buď {x, y} ř a d a ar. b o d ů , b u ď 
{£, 7)} s v a z e k ar. r o v i n . J e s t 

{4,T1} = Adj. {x, y), 

k d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e č í s l o i. t a k o v é , ž e 

(5Y|) = X (xy). 

Ve všech předchozích definicích myslíme si nyní ar. komplex druhého druhu 
nahrazen jemu rovným ar. komplexem prvého druhu; následkem této do-
hody můžeme mluviti prostě o ar. komplexech, vynechávajíce atribut 
„prvého druhu". Tak na př. z 9 6 (1) obdržíme tuto definici: J s o u - l i 
p, q ar. k o m p l e x y , k l a d e m e 

(1) Spq = p<01> + p<02> q^ + p(°3) q(lr> + p(a3) <7<01) + p(31) <7(0S) + p<12) g(03); 

p r a v í m e , ž e p a q j s o u i n c i d e n t n í , k d y ž Spq = 0. 
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Pouze na jednu okolnost je nutno upozorniti: Jsou-li p,- (<a,) ar. kom-
plexy prvého (druhého) druhu a je-li />, = «; ( / = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) , n e n í 

(PaPiPiP3PiPt> = K ">I ">2 '"A "»4 ws\ 
nýbrž 

(Po.Pl PlPiPiPi) + (U)0U)I TU2U)3(U4LU5) = 0. 

Z identity 9 6 ( 2 ) plyne tedy 

(2) (PoPiPiPsPtPs)1^ — 

SPoPo Sp0pi Sp()p2 Sp„p3 SpuPi Sp0ps 

SPlPo SPtPi Spip2 Sptp3 Splpi Spipi 

SPiPu SPíP, Sp.2p2 Sp2p3 SPiPi Sp.2ps 

Sp3p0 Sp3pt Sp3p2 Sp3p3 Sp3pt Sp3ps 

SPíPo SptPt Sptp2 Sptp3 Sptp4 Sptps 

SPíPo SPiPl SPiP-2 SPiPi SPtPt SPtPs 

Z (1) se snadno obdrží: J s o u - l i x0, Xi, XA, x 3 ar. b o d y , j e s t 

( 3 ) 5 (X0 X,) (X2 X3) = (XuXt X2 X3); 

j s o u - l i Šo, Š lf š2, Šs ar. r o v i n y , j e s t 

(4) 5(6, 6.) (6, 6,) = (606,6,6,). 

1 0 3 . Symbol Spq vede k důležité definici: Ar. k o m p l e x p n a z ý v á 
s e s p e c i á l n í , k d y ž Spp = 0. Speciální ar. komplex nazývá se často 
ar. p ř í m k a . Tak zejména jsme již v 9 5 ar. komplex 0P nazvali nulovou 
přímkou. Důvod názvu ar. přímka je patrný ze 1 0 4 . 

1 0 4 . B u ď p a r . k o m p l e x ; k d y ž a j e n k d y ž p j e s t ar. p ř í m k a , 
e x i s t u j í ar. b o d y x, y t a k o v é , ž e p = (xy). 

Buď nejprve p = (xy). Pak jest dle 1 0 2 (3) S(xy) (xy) = 0, t. j. (xy) 
jest ar. přímka. 

Buď za druhé p ar. přímka, t. j. buď Spp = 0. Je-li p = 0P , je dle 
9 7 p = (xy), jsou-li x, y lín. závislé ar. body. Buď tedy p 4 = 0 p a před-
pokládejme na př., že p(ss> = 0. Buď 

x = \pW, 0, -p^X, 

y = - ^ \ p { M \ - p { n \ P(29), 01,. 

Z relace Spp = 0 plyne snadno p = (xy). 
Dle principu duality platí: B u ď p a r . k o m p l e x ; k d y ž a j e n 

k d y ž p j e s t ar. p ř í m k a , e x i s t u j í ar. r o v i n y r\ t a k o v é , ž e 

Ze 1 0 2 ( 3 ) plyne: Ar. p ř í m k y (x 0Xi) , ( x 3 x 3 ) j s o u i n c i d e n t ní, 
k d y ž a j e n k d y ž ar. b o d y x0 , XI, x3 , x 3 j s o u 1 in. z á v i s l é . 
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1 0 5 . Souřadné ar. komplexy jsou zřejmě speciální; tedy: K a ž d ý 
ar. k o m p l e x d á s e p s á t i j a k o s o u č e t ar. p ř í m e k . Dokonce však 
k a ž d ý ar. k o m p l e x d á s e p s á t i j a k o s o u č e t d v o u ar. p ř í m e k . 
T o plyne z věty: 

B u ď t e p, q ar. k o m p l e x y ; q b u ď s p e c i á l n í ; p a g n e b u ď t e 
i n c i d e n t n í . P a k e x i s t u j e s p e c i á l n í ar. k o m p l e x q' t a k o v ý , ž e 

(1) p = q' + lq. 

Dle předpokladu jest 

Spp 4:0, Spq O, Sqq = 0. 
Tedy 

S (p — Iq) (p - Iq) = Spp — 2ISpq. 
Klademe-li tedy 

l=Spp_ 

2 Spq 

jest q'=p — Xq speciální ar. komplex a platí (1). Abychom odtud odvodili, 
že p lze psáti jako součet dvou ar. přímek, třeba nalézti ar. přímku q 

takovou, že Spq-1=0. Zřejmě však stačí za q zvoliti některý (vhodný) 
souřadný ar. komplex. 

Kolineace ar. komplexů. 

1 0 6 . J s o u - l i x 0 , Xi, x2, x3 ar. b o d y , j e s t i d e n t i c k y 

(1) [(xux,), (X0X.2), (X 0X 3 ) , (X.2X3), (X 3 X, ) , ( X 1 X 2 ) ] = ( X 0 X , X . 2 X 3 ) : 1 . 

Označme na okamžik A levou stranu identity (1). Klademe-li ve 
102 (2) 

p„ = (x0x,), p,=(x0x.2), p.2=(x0x3), p3 = (x2x3), p4 = (x3x,), p5 = (x,x2), 

obdržíme dle 1 0 2 (3) 
A * = (x0 X-2 x3)0, 

čili 
[A — (Xy x, x.2 Xj)3] [A + (x0 x, x.2 x,)1! = 0. 

Levá strana je součin dvou polynomů v 16 proměnných Xi{k) (i, k = 0 , 1 , 2 , 3) ; 
ježto tento součin jest identicky roven nule, jest aspoň jeden faktor identicky 
roven nule; pro X Í ( , ) = 1 , XÍ(&) = 0 (i,k = O, 1 , 2 , 3 ; /=f=Ar) je však druhý 
faktor roven 2, jak se snadno vypočte;"je tedy prvý faktor identicky roven 
nule, t. j. platí (1). 

Dle principu duality a dle poznámky učiněné ve (102) o symbolu 
106 j e s t i d e n t i c k y , j s o u - l i £0, jjlt S2, £3 ar. r o v i n y , 

(2) [(íoíOííoííXSoSa)^«»). (6,«i). ( 5 , y ] = - ( í 0 5 , i 2 y i . 
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107 . B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů . E x i s t u j e j e d n a a j e n 
j e d n a k o l i n e a c e K* ar. k o m p l e x ů t a k o v á , že , k d y k o l i x ~ 
y™y v K, jest ( x y ) ~ ( x y ) v K*. P r a v í m e , ž e k o l i n e a c e K* ar. 
k o m p l e x ů j e s t a s o c i o v á n a ke k o l i n e a c i K ar. b o d ů , a p í š e m e 
K* = Ass. K. 

Je-li (i m o d u l K, j e s t fi3 m o d u l K*. Jsou-li p, q ar. kom-
p l e x y a je- l i p^p, q™q v K*, j e s t Spq = nSpq. 

Je-l i A" = Adj. K a je-li P p o d o b n o s t ar. k o m p l e x ů , v níž 
p ™ pp, j e s t Ass. K = P- Ass. K'. 

Buďte x„, Xi, xe, x 3 lin. nezávislé ar. body. B u ď x , ~ x; (i = O, 1, 2, 3) 
v K. Pak je patrně (x; xk) ~ (x, xk) (i, k = O, 1, 2, 3) v K*. Dle (1) tedy 
modul K* rovná se n3. Relace Spq — MSpq plyne ze 1 0 2 (3) pro ten 
případ, že p a q jsou speciální ar. komplexy. Ježto každý ar. komplex je 
součet speciálních ar. komplexů (v. 105), je tato relace správná obecně. 

Buď p | v Ass. K'. Dle definice K' a dle 9 8 (1) jest Spq = Spq 
nejprve v případě, že ar. komplexy p, q jsou speciální; jako výše však 
vidíme, že i tato relace platí obecně. Srovnáme-Ii s relací Spq — pSpq, 
vidíme, že jest identicky v p:Sp'q — fJ-Spij- Odtud vychází, že q = fiq> 

t. j. že Ass. K—P. Ass. K'. 

108 . B u ď A" k o r e l a c e p r v n í h o d r u h u . E x i s t u j e j e d n a a 
j e n j e d n a k o l i n e a c e K* ar. k o m p l e x ů t a k o v á , že , k d y k o l i 
x oj f, y (x> ?j v K, j e s t (xy) ~ (šij) v K*. P r a v í m e , ž e k o l i n e a c e A'* ar. 
k o m p l e x ů j e s t a s o c i o v á n a ke k o r e l a c i A"a p í š e m e A!-* = Ass. K-

Je-li (i m o d u l K, j e s t — f i 3 m o d u l K*. J sou- l i p, q ar. kom-
p l e x y a je-l i p^p, q^q v K*, j e s t Spq = fiSpq-

Je-1 i K' = Adj. K a je-li P p o d o b n o s t ar. k o m p l e x ů , v n í ž 
p f i p , j e s t A s s . K — P. Ass. A". 

Že modul K* rovná se — ( i 3 , vychází ze 1 0 6 (1), (2). Jinak je důkaz 
stejný jako ve 107. 

Identity v trojrozměrném prostoru. 

1 0 9 . J s o u - l i jc0, Xi, x s , * 3
 a r - b o d y , p l a t í i d e n t i t y 

( 1 ) [ ( x 0 x , X2), (Xa X, x 3 ) ] = • (X„ X, X 2 X, ) (X„X, ) , 

(2 ) [(X() X| X2) f (X ( )X2X : ) ) , ( X 0 X 3 X i ) ] = - ( X i ) X 1 X 2 X j ) 2 X | „ 

(3) [(*i*í*3\ (*0*1*3). (*U*|*j), (*U*I *í)] = (*«*! 

Identity (1), (2), (3) jsou zřejmé, když (x0, Xi, x2, x3) = 0. Mimo to 
se snadno verifikují, když x0 , XI, x2, x 3 jsou souřadné ar. body. Abychom 
je dokázali obecně, stačí tedy ukázati, že, platí-li pro nějakou volbu ar. 
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bodů Xo, Xu xa, x 3 a je-li K kolineace ar. bodů, v níž x» ^ yi (/ = 0, 2, 3), 
je také 
(4) [0\,y, y-2), <y»y, y3)]=Oo^. ^ x.) Ov^), 

(5) [(Wi/Í). OWJÍVI). (yo^yi)] = — O^iJ^) ' 2^, 

(6) [(^iJ^j), OWitt). (yuyty3) (y0yx y2)]=(y,, y^^-

Buď fi modul K\ buď A" = Adj. K a K* = Ass. K. Položme 

í , = (x0x2x3) , í ^ i x . x . x ; ) , 53 = (x0x,x.2), 

takže dle předpokladu 
(7) (?3 í.) = (x„ X, X,2 X;1) (X0 X, ), 

(8) (5
3
Í,5.

2
) = ( * O * I * I * 3 V

2

X
0
, 

O) (5„í,í.2e.1) = (xl)x1x.2x3):1. 

Je-li Ř t v ni v Á", je dle 4 3 (1) 

(10) n - i ^ O ^ i j ^ . M3=(ytly,yd-

Dle definice /í jest 
(11) (y»yt y-iy-J=i<- (*» *2*3). 

Ježto modul K' jest fi~l (v. 4 3 ) , jest 

(12) Olo 1 i l i 1j) = H--1 (?u í i i2 5a)-

Z (9), (10), (11), (12) vychází (6). Dle 4 3 (2) jest v K 

(M l^ i ) ^ Kla l l li). 
takže dle (8) 
(13) (fi3 T), Y].2) = |1 - 1 (x0 x, x.2 x3)2 y„. 

Z (10), (11) a (13) vychází (5). Dle 107 jest v K* 

(x0x) no (y0y,), (53i2) = n (iiia), 
takže dle (7) 
(14) fA (isli) = (X„x, x,x3) (yayy). 

Z (10), (11) a (14) vychází (4). 
110. J s o u - l i x0 , xu x 2 , x 3 ar. b o d y , j e s t i d e n t i c k y 

(1) l(*o*l) <*oX.2X3)] - — ÍX0X, X.2X3)X„. 

Jsou-li ar. body x0, xlf x2, x 3 lín. závislé, je pravá strana (1) rovna 06. 
Totéž však platí o levé straně: Je-li (x0 XI) = Op, je to zřejmé; je-li však 
(xo Xi) Op, jest dle 101 a 1 0 2 [(x 0 x , ) , f ] = 0», když £ náleží do Adj. {x 0 ,Xi} . 
Je tedy třeba pouze ukázati, že (x0 x 2 x3) náleží do Adj. {x0, Xi}- Avšak 
5 ( x 0 x a x 3 ) x o = ( x o x 2 x 3 x o ) = ^ 0 , S ( x 0 x a x 3 ) x i = ( x 0 x á x 3 x i ) = 0, tedy Xo 
a xi jsou incidentní s ( x 0 x a x 3 ) , t. j. ( x 0 x 2 x 3 ) náleží do Adj. {x0 , x ^ . 
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Buď tedy (JC0 Xi x2 x3) + 0. Dle 1 0 9 ( 1 ) jest 

(*0*l) 
(XffXy X.2X^) 

z čehož vidíme dle 101 (2), že 

Dle 1 0 9 (2) je však 
[l*0 x, *2), (X„X, x3), (X0x2X,)] = — (x0X, x2x3)2x0. 

111. Buď p ar. k o m p l e x ; b u ď x ar. b o d . J e - l i 

( i ) (px) = í, 
jest 
(2) <pi) = — iSpp.x. 

Dle 1 0 5 ( 1 ) lze nalézti ar. body x0>xi,xi,xs takové, že 

p = (x0x,) + 1 (x.2x3). (3) 

Není-li p = 0P, kdy (2) je zřejmé, můžeme předpokládati, že (x0 Xi x2 x3) 0. 
Je-li totiž p speciální, můžeme zvoliti p = (x0Xi), ¿ = 0, a x2, x3 zvoliti 
tak, že (xoXi^XsJ + O- Není-li však p speciální, je jistě (x0JCiJCáJC3) + 0, 
neboť ze (3) plyne dle 102 (3) 

a tedy dle (3), (4) a 110(1) 

(pío) = X [(*o*i) (*o*a*j)] + >-2 [(x.2X,) (x.2x,x0)] = — \ (x„x,x2x3) x0 = — i Spp. x„, 

takže (2) platí pro x = x0- Podobně se vidí, že (2) platí i pro x = xi, x2, *s> 
a z toho snadno soudíme, že (2) platí i pro x = A0x0 + hx1-\-hx2-\- ¿3*3» 
t. j. pro každý ar. bod x-

112. B u ď p ar. k o m p l e x ; b u ď JC v l a s t n í ar. b o d . J s o u - l i 
p a x i n c i d e n t n í , j e s t p ar. p ř í m k a a e x i s t u j e ar. b o d y ta-
k o v ý , ž e p = (Xy). 

Dle předpokladu jest (px) = 0r, tedy dle 111 Spp • x = 0b. Ježto 
jest Spp = 0, tedy dle 1 0 4 existují ar. body {JCI, JC2} takové, že 

/? = (* 1 Xa). Jsou-li Xu X2 lin. závislé, jest p = 0P, tedy p = (xy), zvolíme-li 
y lin. závislý na x. Je-li však {JCI, řada ar. bodů, náleží x do {JCX, x2] 
dle 101 a tedy dle 13 existuje ar. bod z takový, že {jci, Xa} = {*> z}-
Dle 9 9 existuje pak l takové, že p — (JCI x2) = X(xz)- Klademe-li y = lz, 
máme p = (xy). 

(4) Spp = 2X(X0X,X.2X3). 

Buď nejprve x — xa- Pak jest dle (3) 

= (PXO) = X (X.2X;,X0) 
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Nulová korelace (m = 3). 

113. B u ď p n e s p e c i á l n í ar. k o m p l e x . P ř i ř a ď í m e - l i 
k a ž d é m u ar. b o d u x ar. r o v i n u (px) , o b d r ž í m e k o r e l a c i 
p r v é h o d r u h u K. P r a v í m e , ž e K j e s t n u l o v á k o r e l a c e o b a s i p. 
M o d u l K j e s t \(Spp)\ 

Duálně definuje se nulová korelace druhého druhu o basi p. Důvod 
názvu nulová korelace vysvitne ve 114. Dle 1 0 5 (1) existují ar. body 
Xo, Xu x2, x3 takové, že 
(O p = (x0x,) + (x4x1). 
Z (1) plyne 

(2) Spp = 2 ( x 0 x , x 2 x 3 ) 4 : 0 . 

Ar. bodům x 0 , Xi, x2, x3 příslušejí resp. ar. roviny 

1« = (PX«) = (*2*3*o), í, = (P* , ) = (x2X3X,), 

= (px-i) = (x0 X, X.2), 4:, = (px,) = (X0 X, X3). 
Dle 1 0 9 (3) je tedy 

(3) l í . 5 , 5 » W = ( x 0 r , 

Jest (So Si S2 S 3 ) =t= tedy K je vskutku korelace. Ze (2) a ( 3 ) plyne 

(So 5, ilts) = i(Spp)>(xaxlx.lx,), 

t. j. modul K jest ^(SppY, jak tvrzeno. 

114. B u ď / C k o r e l a c e p r v n í h o d r u h u , A!" j e s t n u l o v á k o r e -
l a c e , k d y ž a j e n k d y ž z r e l a c e x ^ S v / ¿ " n á s l e d u j e S x S = 0. 

J s o u - l i x 0 , JCi, x2, Xs 1 i n. n e z á v i s l é ar. b o d y a j e - l i v k o r e -
l a c i kxí ~ Si ( / = 0 , 1 , 2 , 3 ) , j e s t k n u l o v á k o r e l a c e , k d y ž a j e n 
k d y ž 
(1) Sx¡|i = O, Sxilt + Sxk I; = 0. (í, k = 0, 1, 2, 3). 

B u ď / ř " = A d j . K. A!" j e s t n u l o v á k o r e l a c e , k d y ž a j e n k d y ž 
z r e l a c e x S v K n á s l e d u j e S ^ — x v K'. 

Buď K korelace prvého druhu a buď v K 

|1, 0, 0, 0|6~|aoo, <?,„, a20, a3P|r, 
|0, 1, 0, 0|&~|flol, au, fl.2„ a31|r, 
|0, 0, 1, 0|»~|aOi, 
|0, 0, 0, l|»cv> a03. a13, a.a, fl^lr, 

takže x ~ S v /ř, když 

= a00xW + flol x 1̂' + a,,2x(2) + flo3x^, 
(2) 1 ^ = fl,0xW + „,,*(») + flltXP) + „„¿»J, 

= a.^ + fl.2t x « + a.22x(a) + «„*<»>, 
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Dle definice jest K nulová korelace, když a jen když lze určiti ar. komplex p 

tak, aby rovnice (2) byly totožné r rovnicemi 101(1). To dává zřejmě 
podmínky 
(3) aa = 0, aik + aki = 0. (l,k=0,1,2,3) 

K týmž podmínkám však dospějeme, hledáme-Ii, kdy jest identicky 

v x : Sxš = 0. 
Je-li (x0 Xi x2 x3) =J= 0 a x; ~ §( v K, jest x ~ když 

x = ! xť*i, 6 = í X»5i. 
i =3 4=0 

Odtud 3 9 3 

Sx£ = 2 2 k h S x i t t = 2 X^SjCi^i + a I X iX*S(x ií* + x*5j). 
¡ =0 4=0 ¿=0 i - 0 t = 0 

Je tedy identicky Sx£ = 0, když a jen když platí (1). 
Buď K dána opět rovnicemi (2). Abychom nalezli, kdy jest identicky 

v x : x v Adj. A", musíme dle 45 nalézti, kdy z relací x ~ 
ycv?j v /f následuje Sxr} + Sy£ = 0. Avšak dle (2) 

^=ZaikX(k\ r?> = íaikik\ 
4=0 4=0 

tedy 3 „ 
Sxt) + Sy? = £ £ aik (x"' y-k> + x(k> y,ť> = 

i =0 4=0 

= 21 Oii x'*' y(i) + E 'Ý a* + aki <x''> y<-k> + x(k> /''•>)• 
i = 0 ¡ = 1 4 = 0 

Hledané podmínky jsou tedy opět (3). 

115. Buď K (A" ) nu l o vá k o r e l a c e p r v n í h o (druhého) druhu 
o basi p. Buď P p o d o b n o s t ar. bodů, v níž x ^ i Spp • x. Pak 
j es t A" = Adj. K-P. 

Buď x ~ š = (px) v K- Dle 114 jest š ~ — x v Adj. K, tedy 
š ~ — A Spp . x V Adj. K. P. Dle 111 je však též £ ~ — \ Spp . x v K'. 

Přímky (m = 3). 

116. L i n e á r n í s ys t ém {/?} ar. p ř ímek d imense nula n a z ý v á 
se geom. př ímka, k r á t c e p ř ímka (v. 59). Místo { ( x y ) } píšeme 
zhusta kratčeji {xy } , což tedy má význam jiný než {x, y } . Pro lin. 
systém nespeciálních ar. komplexů dimense nula nezavádíme zvláštního 
jména. O bodu { x } (o rovině {£} ) pravíme, že jest i n c i d en tn í s přímkou 
{/?}, když ar. bod x (ar. rovina f ) jest incidentní s ar. přímkou p. O přím-
kách {p), pravíme, že jsou i n c i d e n t n í , když ar. přímky p, q 
jsou incidentní. 

J 1 7 . P r a v í m e , že p ř í m k a {xy } a řada ar. bodů {x, y } ( řada 
b o d o v á {x, y j ^ j s o u soumís tné . Že jsme k této definici oprávněni, 
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plyne z 9 9 . Dle 1 0 2 jest pak přímka {xy} soumístná se svazkem ar. 
rovin {šj, £2} = Adj. {xi, x 3} (se svazkem rovin {£l5 Dle 101 jest 
bod {x} (rovina {£}) incidentní s přímkou {xy}, když a jen když náleží 
řadě bodové soumístné (svazku rovin soumjstnému) s {xy}. 

P r a v í m e , ž e p ř í m k a {xy} je s p o j n i c e b o d ů {x} a {y}; p r a v í -
me, ž e p ř í m k a {£TJ} j e p r ů s e č ni c e r o v i n {£} a {TJ}. 

118. B o d {x} a p ř í m k a {p} n e b u ď t e i n c i d e n t n í . R o v i n a 
{(px)} n a z ý v á s e s p o j n i c e b o d u {x} a p ř í m k y {p}. Je-li {xj, x 2 } 
řada ar. bodů soumístná s {p}, vidíme ze 101 (1), že pole ar. bodů 
Adj. {(px)} je spojení řady ar. bodů {XÍ, X2} a bodu {x}. Dle 2 6 jest 
{ (px)j průřez trsu ar. rovin Adj. {x} a svazku ar. rovin Adj. {xi, x2}. 

R o v i n a {£} a p ř í m k a {p} n e b u ď t e i n c i d e n t n í . B o d {(p£)} 
n a z ý v á s e p r ů s e č í k r o v i n y {£} a p ř í m k y {p}. Je-li {£1; £2} svazek 
ar. rovin soumístný s {p}, je trs ar. rovin Adj. {(p£)} spojením svazku 
ar. rovin £2} a roviny {£}. Bod {(pš)} je průřez pole ar. bodů Adj. 
{£} a řady ar. bodů Adj. {fu &>}. 

119. B u ď t e {p}, {q} d v ě r ů z n é p ř í m k y . N e j s o u - l i {p} a \q) 
i n c i d e n t n í , n e e x i s t u j e ž á d n ý b o d a n i ž á d n á r o v i n a i n c i d e n t n í 
s {p} i s J s o u - l i {p} a {<7} i n c i d e n t n í , e x i s t u j e j e d e n a j e n 
j e d e n b o d {x} a j e d n a a j e n j e d n a r o v i n a {£} i n c i d e n t n í s {p} 
i s {<7}; p r a v í m e p a k , ž e b o d {x} je p r ů s e č í k p ř í m e k {p} a {ç} 
a ž e r o v i n a { £ } j e s p o j n i c e p ř í m e k {p} a b o d {x} a r o v i n a 
{£} j s o u i n c i d e n t n í . 

Buďte {xi, XS}, {yi, y 2 } řady ar. bodů soumístné resp. s {p}, {q}, tedy 
různé. Dle 117 je bod {x} incidentní s {p} i s {<7}, když a jen když jest 
obsažen v {xi , x 3 } i v {ya, y2}. Nejsou-li přímky {p}, {g} incidentní, jsou 
ar. body xi, x 2 , y 1 ( y 2 lin. nezávislé dle 1 0 4 , spojením řad ar. bodů {xi, x2}, 
{ y „ y j } jest prostor a tedy dle 17 jejich průřezem je nulový bod. Jsou-li 
však přímky {p}, {q) incidentní, jsou ar. body xlf x2, X3, x 4 lin. závislé, 
spojení obou řad ar. bodů je pak zřejmě pole ar. bodů a tedy průřezem 
jest bod {x}. Duálně se vidí, že spojnice incidentních přímek {p}, {9} jest 
průřez svazků ar. rovin Adj. {xi, XA} a Adj. {yi ,y2}. Tedy Adj. {£} obsahuje 
{x}, t. j. {x} a {£} jsou incidentní. 

1 2 0 . B u ď t e {p}, {9} d v ě r ů z n é i n c i d e n t n í p ř í m k y ; b u ď 
{x} j e j i c h p r ů s e č í k a {§} j e j i c h s p o j n i c e . P a k j e s t 

xx(i) { ( o ) = p ( » ) qm _ p ( « ) qm, XXW sm=p(°») QW-p(°l) q(°v, 

É(0) = p ( "> <7(la) - P ( 1 3 ) <7(23), Jot*1) = pW <7(31) - q{ol), 
XX(3) 5(0) =p(31) 9(33) _P(23) q(»l)t Xx(3) g») = p(03) g(3l) _ p(»l) ^ 

1^0) li1) =p(°3) - pW 9(oa), = p(ol> g(oa) - p(oa) <7(01), 
XjjW ^)=pWqm_p(2B)q(02): lx(l) |(3)=p(01)(7(í8)_p(13)í7(Ol)) 
Xx(3) 5(1) = p(03) g(23) _ p(23) g[03)t g(8) = p(03) g(18) _ p(12) ^(03). 
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2 X j f (0) 4 (0) = _pm qm + p(23) q{0l)_p(.3l) q(or)+ p(03) q(il)+ p (03) 9 ( H ) _ P ( 1 S ) 9 ( 0 8 ) i 

2 { (1 ) = _ p ( 0 1 ) ? ( 3 S ) + p (29) ? ( 0 1 ) + p (S l ) 9 ( 0 2 ) _ p ( 0 2 ) g ( 3 I ) _ p ( 0 3 ) p (12) ^(03)^ 

( 2 ) 2 Xx<3> = pm) 9'01)—p(91) 9 ' M + p ( ° a ) ¿W_p(o») 9(1»)+ P(19) (̂03)( 

2 Xjc(3) = p'01) — p(í3> + p(si) p(°a) G(3L)+ p(0») 9 ( 1 S ) _ p ( i a ) 9(03)_ 

O čísle A nemůžeme ovšem tvrditi nic více, než že jest různé od nuly. 
Vskutku, je-li na př. £' = /uf, ,«=1=0, jest {£} = {£'}. Ze 112 vidíme, že 
existuji ar. body y, z takové, že p = (xý), g = (xz). Zřejmě můžeme 
předpokládati, že š = (xyz). Ukážeme, že pak v rovnicích (1) jest A = l . 
Položme 

í = | xC1), x<3> y = yM, \t, i= |z^, z«3), *<«>». 

Snadno nalezneme 

(íyž;=-6f0>, 
w=lp(a3), P ( 9 1 ) , P ( 1 2 V 
(xz) =! q(23), q(3l\ q(") 

takže 

[(*y), (ízl] = |/31Va,-P(laV91). p^qW-pWq'1'), p<21» qM - p™ q("» ¡r. 

Dle 8 9 (1) je však 
\(xý), (xž)] = (xyž)x. 

Odtud vycházejí prvé 3 rovnice (1) s X — 1. Podobně dokáží se ostatní 
rovnice (1). 

Ježto Sxi = 0, jest 

(3) Xx<°> ť°> + Xxfl> ¿V + Xx<a> 5(a) + Xx;3) ^ = 0. 

Dále jest 

p(01) cP3) _ p (83) 9(01) = X ( x ( 8 ) 5(2) + x (3 ) { ( l ) ) = _ x (JC(0) gfl» + ¿ 1 ) 5(1)), 

(4) pW q'^ - p ( ° a ) = X (X« + *(») ť3 )) = - X (x<0> + ¿i) 
p(03) 9 (13) _ p (13) g(03) = x ( j t (0) { (0 ) + ¿ 3 ) ¿(3)) = _ X ( j f ( l ) + { ( » ) ) _ 

Odvoďme na př. prvou rovnici (4), předpokládajíce, že JC^ + O, gWifzO. 
Podobně odvodí se všecky rovnice (4) ve všech možných případech. Zřejmě 
jest identicky 

( p m q m _ ¿01 ) p(OÍ)) (p(23) ? (08) _ 9 (a3 ) p (03 ) } + 

+ (p(°l) 9(83) _ q ^ p W ) (p(03) 9(0i) _ 9(03)p(0a)} + 

+ (p(°2) g(8S) _ 9(«a)p(á3)) (p(«L) g(03) _ g W p W ) = 0. 

Dosadíme-li z (1), obdržíme 
X i * ( 0 ) jf(3) í t l ) í ( 3 ) + lx(0) 5(1) [ p ( 0 t ) 9 ( 2 3 ) _ / j ( 2 3 ) ^(01)] + X , ¿ 0 ) ¿ 2 ) | (1) { ( J ) = ^ 

z čehož plyne prvá rovnice (4). Ze (3) a (4) vychází (2). 
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121. L in . s y s t é m ar. p ř í m e k d i m e n s e 1 n a z ý v á s e s v a z e k 
ar. p ř í m e k . Lin . s y s t é m {p,q) ar. k o m p l e x ů j e s t s v a z e k ar. 
p ř í m e k , k d y ž a j e n k d y ž p a q j s o u l in. n e z á v i s l é i n c i d e n t n í 
ar. p ř í m k y , t e d y , k d y ž {p, q) j e s t d i m e n s e 1 a 

(1) Spp = Spq = Sqq =- 0. 

Je-l i {p, q} s v a z e k ar. p ř í m e k , e x i s t u j e j e d e n a j e n j e d e n 
b o d { x } a j e d n a a j e n j e d n a r o v i n a {£} i n c i d e n t n í s e v š e m i 
p ř í m k a m i o b s a ž e n ý m i v {p, q}; p r a v í m e , ž e {x} j e s t ř e d a {£} 
z á k l a d n í r o v i n a s v a z k u ar. p ř í m e k [p, q). S t ř e d a z á k l a d n í r o v i n a 
s v a z k u ar. p ř í m e k j s o u i n c i d e n t n í . O b r á c e n ě , j s o u - l i b o d {x} 
a r o v i n a {£} i n c i d e n t n í , e x i s t u j e j e d e n a j e n j e d e n s v a z e k 
ar. p ř í m e k o s t ř e d u {x} a z á k l a d n í r o v i n ě {£}; z n a č í m e j e j 
n ě k d y { x ; £}. 

M n o ž s t v í p ř í m e k o b s a ž e n ý c h v e s v a z k u ar. p ř í m e k 
{p> <7} = { j e ' £ } 0 s t ř e d u {jt} a z á k l a d n í r o v i n ě {£} n a z ý v á s e 
s v a z e k p ř í m e k ; o z n a č e n í {p, q}T = { x ; £} r ; b o d {x} (r o v i n a {£}) 
n a z ý v á s e s t ř e d ( z á k l a d n í r o v i n a ) s v a z k u {x; £ } r . 

Buď {p, q} lin. systém ar. komplexů dimense 1. Každý ar. komplex 
z {P> <l) Je speciální, je-li identicky v A15 1.2. 

S(\p + \q) (X, p + X.2 q>) = X,* Spp + 2 X, \Spq + a.2'2Sqq = 0, 

t. j. platí-li rovnice (1). Buď {x} průsečík a {£} spojnice přímek {p}, {q}, 

takže {x} a jsou incidentní dle 119. Ježto 

(X, p + \ q, X) = X, (px) + Xj (qx) 

jest {x} incidentní s každou přímkou obsaženou v {pif p a } ; stejně {£}. 
Je-li rovina {§} incidentní s bodem {x}, buď 5 = A d j . Ježto x 

náleží do S, existují dle 13 ar. body y a z takové, že S = { x , y , z). Buď 
p — (xy), q — (xz). Patrně {p, q] je svazek ar. přímek o středu {x} a 
základní rovině {£}. Snadno se však též vidí, že každá přímka {r} inci-
dentní s {x} i s {£} náleží do {p, Ježto r jest incidentní s x , existuje 
dle 112 ar. bod X takový, že r~ ( x X ) . Ježto r jest incidentní s náleží 
£ dle 117 do Adj. {x, X}, tedy S š X ^ O , t. j. X náleží do S, takže 

X = X x , + |xy + vr, 

r=ji (xy) + v (xz) = H-p + vg. 

122 . J s o u - l i p, q\ p', cf d v ě d v o j i c e ar. p ř í m e k a j s o u - l i 
v ž d y o b ě p ř í m k y t é ž e d v o j i c e i n c i d e n t n í , a l e l in . n e z á v i s l é , 
p í šeme 
(1) (p,q) = (p',q'), 
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j e-1 i 
(2) 

X,|i2—X2(J., = 1. 

Symbol ( p , q) je tedy jen potud definován, že jest předepsáno, kdy dva 
symboly tohoto druhu jest považovati za rovné; totéž platí o symbolu (x; £): 

Jsou-li p, q 1 in. ne záv i s l é i nc iden tn í ar. př ímky, je-li x ar. 
bod a £ ar. rov ina, p í šeme 

platí-li r o v n i c e 120 (1), v nichž A = l . 

Zřejmě jest {p, q) = [p, q), platí-li (1); ne však naopak. Platí-li (3), 
jest {p, q) = { x ; £ } ; ne však naopak. 

Ze 120 (1) jest patrno, že, abychom o rovnosti právě definované 
mohli tvrditi, že dva výrazy rovné třetímu jsou si rovny, je nutné a stačí 
definovati dále: 

Jsou-li x, x' v l as tn í ar. body a §,2;' v las tn í ar. r o v i n y a 
je-li SxŠ = Sx'§' = 0, k l ademe 

(4) (* ; 5) = (*•;«'), 

123. M n o ž s t v í všech ar. př ímek i n c i d e n t n í c h s bodem {x } 
n a z ý v á se trs ar. p ř ímek ; bod { x } n a z ý v á se střed trsu. 
M n o ž s t v í všech ar. př ímek inc iden tn í ch s r ov inou {£} nazývá 
se po l e ar. p ř ímek ; rov ina {£} n a z ý v á se z á k l a d n í r o v i n a 
pole . T rs ar. př ímek (po le ar. p ř ímek ) j es t lin. systém ar. 
př ímek d imense 2. L ineárn í systém ar. př ímek d imense 2 
j es t bud trs ar. př ímek nebo po l e ar. přímek. P růře z dvou 
různých trsů (po l í ) ar. př ímek jest př ímka. Průřez p o l e ar. 
př ímek a trsu ar. př ímek j es t nulová př ímka (svazek přímek), 
když zák ladn í rov ina po l e a střed trsu ne jsou ( j sou) inci-
dentní. M n o ž s t v í všech př ímek o b s a ž e n ý c h v trsu ar. přímek 
o středu {x } (v po l i ar. př ímek o z á k l a d n í rovině {£}) n a z ý v á 
se trs př ímek o středu {x } (po le př ímek o z ák l adn í r o v i n ě {£}). 

Dle 112 vidíme, že místo „množství všech ar. přímek" bylo lze říci 
„množství všech ar. komplexů". Opět dle 112, je-li p ar. přímka trsu 
o středu {x } , existuje ar. bod y takový, že p = (xy). Buďte Xi, x2, x9 

ar. body takové, že (xxixaxsí + o. Pak 

(3) (p, <7) = (x; ?), 

je-li 
(5) x' = Xx; í = w . 

y = lx + X, x, + X2 + X3 x3, 

p = X, (xx,) 4- X2 (xx2) + X3 (xx3), 
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takže daný trs jest lin. systém 
% 

{ ( X X , ) , (XX.2), ( X X j ) } . 

Duálně vidíme, že pole ar. přímek jest lin. systém. 
Buď nyní {p, q, r} lin. systém dimense 2 ar. přímek. Jako ve 121 

vidíme, že každé dvě z přímek {p}, {r} jsou incidentní. Buď {*}, {£) 
resp. průsečík a spojnice přímek {q}, {r}; stejný význam mějte {_y}, {77} 
pro {p}, {r} a {z}, {£} pro {p\, {q}. Lin. systém {x, y, z} je buď di-
mense 2 nebo dimense nula. Vskutku, kdyby byl {x, y, z} dimense 1, byl 
by zřejmě soumístný s každou z přímek {p}, {^j, {r} a bylo by {p} = 
= {flř} = {/"}- Je_ l i {x>y< z ) d i m e n s e n u l a> jest {x} = {;>} = {z) a {p, q, r} 
je zřejmě trs ar. přímek o středu {*}• Buď nyní {x, y, z) dimense 2, takže 
body {x}, {_y}, {z} jsou lin. nezávislé a tedy různé. Ježto na př. {p} jest 
incidentní s {y} i {z}, je dle 117 {p} soumístná s {y, z} a tedy {pj = {yz}. 
Podobně {q} = {xz}, {r} = {xy}, takže 

{p. <7. r) = {(yz), (xz), íxyjj, 

což je zřejmě pole ar. přímek o základní rovině {(xyz)}. 
Tvrzení o průřezu dvou lin. systémů ar. přímek dimense 2 jsou zřejmá. 

124 . N e e x i s t u j e ž á d n ý l in . s y s t é m ar. p ř í m e k d i m e n s e > 3 . 
Stačí ukázati, že dimense nemůže býti rovna 3. Buď {p0, p t , pa, p s j 

lin. systém ar. přímek dimense 3. Pak S t = {p0, pi, p2}, S2 = {p0, Pi, p3}, 
St = {p0, p2, p3} jsou lin. systémy ar. přímek dimense 2. Dle 123 jest 
Si buď trs nebo pole ar. přímek. Buď Si na př. trs ar. přímek. Dle 17 
dimense průřezu Sa a S a (Ss) jest 1; tedy dle 123 S2 a S 3 jsou pole 
ar. přímek; dle 123 tedy dimense průřezu S2 a S3 jest 0, což dle 17 je 
nemožné. 

Reguly. 

125. B u ď S = { p 0 » P o P á } l i n . s y s t é m ar. k o m p l e x ů d i m e n s e 2 . 
Je-li p r ů ř e z S a Adj. S r o v e n 0P, p r a v í m e , ž e l in. s y s t é m S j e s t 
o b e c n ý ; Adj. S j e p a k t a k é o b e c n ý . S j e s t o b e c n ý , k d y ž a j e n 
k d y ž 

SPoPo S P o P i S P o P i 

(1) S p , p 0 S p , p , Sp,p.2 + 0 . 

SPiPo SPiPl SPiPi 

Aby p = A0p0-(- Xíp1 A2p2 byla ar. přímka z průřezu S a Adj. S, 
je nutné a stačí, aby bylo S p 0 p = S p i p = S p a p = 0 čili 

K SP0P0 + K spoPt + x.2 Sp0p.2 = o, 

(2) lo Sp, Po + X, Sp ,p , + X2 Sp, p.2 = 0, 
x„ Sp.2p0 + >M 5p.2p, + X2Sp.2p, = 0. 

Č e c h , Projekt ivní di ferenciální geometr ie . I. 6 
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5 jest obecný, když a jen když z (2) následuje A0 = A2 = = 0, t. j. když 
platí (1). 

126 . B u ď S = {p0, pi, p*} o b e c n ý l in . s y s t é m ar. k o m p l e x ů 
d i m e n s e 2. O b s a h u j e - l i S a s p o ň j e d n u p ř í m k u , n a z ý v á s e 
m n o ž s t v í fa v š e c h p ř í m e k o b s a ž e n ý c h v 5 r e g u l u s , u r č i t ě j i 
r e g u l u s o b s a ž e n ý v S. R e g u l u s o b s a h u j e n e k o n e č n é m n o ž s t v í 
p ř í m e k . D v ě r ů z n é p ř í m k y t é h o ž r e g u l u n e j s o u i n c i d e n t n í . 

Aby ar. komplex p = A0p0 - j - ^ p, - j - ksp2 byl speciální, je nutné 
a stačí, aby bylo Spp = 0, t. j. 

(1) VSP .Po -i- V S P . P i + K2SPiPt + 2XoXi Sp0pt 4 2X0X2Sp0p, + 2X,X2Sp,pJ = o. 

Dle předpokladu existuje aspoň jeden dvojrozměrný bod {| A0, 
pro nějž platí (1). Dle 125 (1) a 6 0 existuje tedy nekonečně mnoho 
takových bodů, t. j. fa obsahuje nekonečně mnoho přímek. Jsou-li {p}, 

dvě různé přímky regulu fa, jest S p q ^ O . Vskutku, bez újmy obec-
nosti můžeme předpokládati, ž e p = p0, q = pif tedy Sp<,p<> = Sp1pi = Q. 
Kdyby bylo také Sp0p1 = 0, nebyla by splněna nerovnost 125 (1), neboť 
všecky prvky prvého řádku determinantu na levé straně byly by rovny nule. 

127. B u ď S o b e c n ý l in . s y s t é m ar. k o m p l e x ů d i m e n s e 2, 
o b s a h u j í c í r e g u l u s fa; buď 5 ' = A d j . 5. T a k é S' o b s a h u j e 
r e g u l u s P r a v í m e , ž e r e g u l y fa, /?'g j s o u k o m p l e m e n t á r n í . 
R e g u l u s fa 2 j e s t m n o ž s t v í p ř í m e k i n c i d e n t n í c h s k a ž d o u 
p ř í m k o u r e g u l u fa. 

Běží pouze o to, ukázati, že S' obsahuje aspoň jednu přímku. Buď 
\p) přímka regulu fa. Buď {x} bod incidentní s {p} a buď 2 trs ar. 
přímek o středu {x}. Zřejmě {p} jest obsažena v průřezu 5 a 2, tedy 
dle 17 dimense spojeni S a 2 jest 4. Tedy dle 2 4 a 2 6 průřez Adj. 5 
a Adj. 2 má dimensi ^ 0 . Zřejmě však Adj. 2 = 2, tedy dimense prů-
řezu S' a 2 jest 0. Buď tedy lin. systém {9} obsažen v tomto průřezu. 
Ježto {9} jest obsažen v 2, je to přímka. Tedy S' obsahuje aspoň jednu 
přímku. 

128. B u ď t e Xo> Xi, x2 , X3 l ín . n e z á v i s l é ar. b o d y . M n o ž s t v í 
p ř í m e k 

j e s t r e g u l u s fa. M n o ž s t v í p ř í m e k 

(2) {(Xx0 + fJX2, Xx, + |XX,)} 

j e s t r e g u l u s ^ a k o m p l e m e n t á r n í k fa. K a ž d á d v o j i c e k o m p l e -
m e n t á r n í c h r e g u l u dá s e t a k t o v y t v o r i t i . Př i t o m m ů ž e m e 
j e š t ě p r e d e p s a t i , a b y {x«x2}, { x i x 8 } b y l y d v ě l i b o v o l n ě z v o -
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l e n é p ř í m k y r e g u l u / ? a a a b y {x 0 x i } , { x 2 x 3 } b y l y d v ě l i b o v o l n ě 
z v o l e n é p ř í m k y r e g u l u R't. 

Zřejmě R* jest regulus určený lin. systémem ar. komplexů 

(3) {(X„x,), (x„x,) +-(x,x,) (X,x3)}. 

Vskutku ar. komplex 

p = X0 (x0x,) + X, [(x0 x;J) + (x, x,)] + X, (x, x3) 

je speciální, když a jen když 

Spp = 2 ( V - (x0x, x.2x3) = 0. 

Zřejmě však lze určití | A,¿u =|= o» tak, že A0: Aj : A2 = : X/J>:fi 3

, když 
a jen když V — A0A2 = 0. 

Lineární systémy (3) a 

{x0x,), (x,Jx3)-(x1x.2), (X.2X3)} 

jsou zřejmě adjungované. Tedy /?a a R'2 jsou komplementární. 
Buďte nyní Ra a R'2 dva komplementární reguly. Buďte {p}, {q} 

dvě přímky regulu /?a a {p'}, { q } dvě přímky regulu R\. Dle 127 přímky 
[p\, {p'} jsou incidentní; buď tedy {_y0} jejich průsečík. Podobně buď {j^}; 
tó W r e s P- Průsečík {?} a {p'}; {p} a {7'}; {?} a {( f ) . Kdyby {>>„}, 
{^1}» {^í}» [ys} byly lin. závislé, byly by, jak snadno se vidí, buď {p} 
a {q} nebo \p') a \q') incidentní, což je nemožné dle 126. Tedy jest 

Je-li tedy S = {p, q,r) lín. systém ar. komplexů dimense 2 obsahující 
/?2, můžeme položití 

p = (yoy-i), Q=(y3yt), p' = (y»yi), <?'=O^), 
r' = X0| (y„ j>,) + Xoí 0>(ly2) + X03 (yuy3) X.23 (y.^,) + X31 (ysy,) + X,.2 (y, y.2); 

vskutku ar. komplexy (y0 . . . (y^ y2) jsou lin. nezávislé dle 1 0 6 (1). 
Pak jest 

Sřp' = X.23(y„y,J/.2J/s), Sťq' = X01 {yayiy.1y.). 

Avšak Sr'p' = Sr'q' = 0, ježto p' a q' náležejí do Adj. 5 a tedy 
A01~ A2S = 0, 

r' = X0Jp + X3l9 + r, 
kde 

Jest Aia=|=0, neboť jinak by {/>} a {/•} byly dvě incidentní přímky regulu/?*, 
což jest nemožné. Stejně vidíme, že Ao9 0. Položíme-li 

xn=y0, = *> = y-i, x3=x03^3, 
4* 



84 

bude zřejmě S roven (3) a regulus bude obsahovati přímky (1). Dle 
předešlého R'2 bude pak obsahovati přímky (2). 

129. B u d t e R2, R\ k o m p l e m e n t á r n í r e g u l y . B u ď t e {p}, {q} 
d v ě p ř í m k y r e g u l u fa. B u ď t e {x0, Jc8}, {jciř x3} ř a d y ar. b o d ů 
s o u m í s t n é r e s p . s {/?}, Buď T p r o s t o r j e d n o r o z m ě r n ý c h 
ar. b o d ů . B u ď $ p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e m e z i {x0, x 2 } a T. 
E x i s t u j e p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e fí' m e z i {xi, x 3 } a T 
t a k o v á , že , k d y k o l i x ~ x v S a x' ~ x v J?', p ř í m k a {xx ' } n á l e ž í 
r e g u l u R\. 

Dle 128 můžeme předpokládati, že přímky R2, R's jsou resp. 128 (1), 
(2). Je-li v íř 

stačí patrně zvoliti Šť tak, že v Šť jest 

* i~*o, Ci-

věla právě dokázaná umožňuje přenášeti definice a teorémy invari-
antní při kolineacích z 7 n a R'2. Tak na př.: M n o ž s t v í p á r ů p ř í m e k 
r e g u lu R\ n a z ý v á s e in v o l u c e , k d y ž m n o ž s t v í p á r ů p r ů s e č í k ů 
s j e d n o u (a tedy s kteroukoli, dle právě dokázané věty) p ř í m k o u 
r e g u l u R2 k o m p l e m e n t á r n í h o k fa2 j e s t i n v o l u c e . Podobně 
definujeme d v a h a r j n o n i c k é p í r y p ř í m e k r e g u l u R'2. 

1 3 0 . B u ď R2 r e g u l u s . M n o ž s t v í b o d ů i n c i d e n t n í c h s ně-
k t e r o u p ř í m k o u r e g u l u R2 j e s t o b e c n á k v a d r i k a ; z n a č í m e ji 
MR2. Je-li R'a r e g u l u s k o m p l e m e n t á r n í k R2. jest MR'2 = MR2. 

Jsou-li 1 2 8 ( 1 ) , (2) resp. přímky regulů R2, 2ž'a, a je-li §0, £„ §2, £3 

duální jehlan adjungovaný k x0 , XI, xa , XS, snadno se nalezne, že 

MRt = MR', = M [Pr], 
kde 

Pr=6„í,-í,?2. 

131. B u ď S={p0) pi» p2} l í n . s y s t é m ar. k o m p l e x ů d i m e n s e 2. 
S n e b u ď t r s ar. p ř í m e k a n i p o l e a r . p ř í m e k . B u ď S n e o b s a h u j e 
ž á d n o u p ř í m k u ; n e b o m n o ž s t v í p ř í m e k o b s a ž e n ý c h v 5 j e 
r e g u l u s ; n e b o t o t o m n o ž s t v í s k l á d á s e z e d v o u s v a z k ů 
{ * i ; £ , } r , t a k o v ý c h , ž e b u ď {x,} = {xa} n e b o {£,} = {£,} 
n e b o {xi x a } = £2}; n e b o j e to s v a z e k p ř í m e k ; n e b o j e t o 
j e d i n á p ř í m k a . 

J e - l i p r ů ř e z S a Adj. S roven 0P, je věta zřejmá ze 125 a 126 . 
Můžeme tedy předpokládati, že p0 náleží do Adj. S, takže 

SPvPo = Sp0p, = Sp„pi = o, 
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a je-li p = i.0p* + h p i + i-ipz> 

Spp = Sp,p, - V + 2 Spt p.2. X, X.2 + Sp.2p2. X.2-. 

Pravá strana není identicky rovna nule, neboť pak by všecky ar. komplexy 
z 5 byly speciální a 5 by byl dle 123 buď trs nebo pole přímek. Rovnice 

(1) Sp, P , . K2 + 2 Sp, p,. X, X.2 + Sp.2p2. X,' = 0 

v souřadnicích jednorozměrného ar. bodu ¿2|» má tedy buď dva, nebo 
jeden, nebo žádný kořen. Je-li však {1^, A^} kořen rovnice (1), jest patrně 

¡Po, + X.2p.2}r 

svazek přímek obsažený v 5. Existují-li dva svazky {JCx ; r j {x» ; f : i }1\ 
mají zřejmě společnou přímku {p}, z čehož snadno je patrno, že buď 

{ * i } = { * » } , nebo {£,} = {£,}, nebo jxi x s } = £,}. 

Lineární kongruence a lineární komplexy. 

132.B uďS={p0 ,/?1 ,p2 ,p s } 1 in. s y s t ém ar. komplexů dimense 3. 
M n o ž s t v í L p ř ímek o b s a ž e n ý c h v 5 n a z ý v á se l i n e á r n í kon-
g r u e n c e , u r č i t ě j i lin. k o n g r u e n c e o b s a ž e n á v 5. L i n e á r n í 
k o n g r u e n c e o b s a h u j e v ž d y n e k o n e č n ě mnoho př ímek . 

Ř í d í c í p ř í m k o u lin. k o n g r u e n c e L n a z ý v á se p ř í m k a 
i n c i d e n t n í s k a ž d o u p ř í m k o u z L. Buď 2={q0, q^ = Adj. S-

P ř í m k a { q } j e s t ř í d í c í p ř í m k a lin. k o n g r u e n c e L, k d y ž a jen 
k d y ž j e s t o b s a ž e n a v Z. Je- l i 2 7 s v a z e k p ř ímek roz-
padá se L v trs p ř í m e k o s t ředu { x } a v po l e p ř ímek o z á k l a d n í 
r o v i n ě {£ } ; p r a v í m e pak, že L j es t d e g e n e r o v a n á . 

N e n í - l i L d e g e n e r o v a n á , má buď 1° dvě, n ebo 2° j ednu, 
n e b o 3° nemá ž á d n o u př ímku ř íd í c í . P r a v í m e pak, že L 

j e s t 1° h y p e r b o l i c k á , 2° p a r a b o l i c k á , 3° e l i p t i c k á . Ř í d í c í 
p ř í m k y h y p e r b o l i c k é lin. k o n g r u e n c e ne j sou i n c i d e n t n í . 

Ukažme nejprve, že v L lze udati čtyři lin. nezávislé přímky. Není-li 
tomu tak, můžeme předpokládati, že neexistuje v L žádná přímka, jež by 
nebyla obsažena v 5 ' = {p0> Pu Neni-li 5' trs, vidíme ze 130 a 131, 
že existuje bod { x } takový, že S' neobsahuje žádnou přímku incidentní 
s { x } . Buď 5 " trs ar. přímek o středu {x } . Průřez 5 a S" obsahuje aspoň 
jednu přímku; vskutku dle 17 dimense tohoto průřezu jest ¿ 0 a všecky 
ar. komplexy z S" jsou speciální. Buď tedy { r j taková přímka. Ježto {/-} 
jest obsažena v 5, je dle předpokladu obsažena v S', což je však ne-
možné, ježto {r } a { x } nejsou incidentní. Je-li S' trs, dospějeme k témuž 
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sporu, volíce za S" pole ar. přímek, jehož základní rovina není incidentní 
se středem trsu S'-

Ježto každý trs přímek obsahuje aspoň jednu přímku z L, vidíme, 
že L obsahuje nekonečně mnoho přímek. 

Z identity 

5 (X0 q„ -f X, g,) (>-o q0 + K <7i) = Sq„ q0. X0
2 + 2Sq0 qt. X„ X, -T Sq, q, . X,2 

vychází, že Z je buď svazek ar. přímek, nebo obsahuje jednu, nebo žádnou 
přímku. Obsahuje-li Z právě dvě přímky, můžeme předpokládati, že to 
jsou {^o} a pak {g0} a {g^} nejsou incidentní, ježto jinak by Z byl 
svazek ar. přímek. 

Ježto L obsahuje čtyři lin. nezávislé přímky, je patrné, že přímka {^J 
jest řídící přímkou lin. kongruence L, když a jen když jest obsažena v Z. 

Je-li Z svazek ar. přímek { x ; S } , vidíme snadno, že přímka {p} 

náleží do L, když a jen když jest incidentní buď s {x} nebo s {£}. 

1 3 3 . Buď 5 = {po- Pi> Pn Psj Pí) ' ¡ n - s y s t é m ar. k o m p l e x ů 
d i m e n s e 4. M n o ž s t v í K p ř í m e k o b s a ž e n ý c h v S n a z ý v á s e 
l i n e á r n í k o m p l e x , u r č i t ě j i l i n . k o m p l e x o b s a ž e n ý v 5 . J e - l i 

= Adj. S, p r a v í m e t é ž , ž e t f j e s t l in . k o m p l e x a d j u n g o v a n ý 
k u \q). Ř í d í c í p ř í m k o u l i n . k o m p l e x u K n a z ý v á s e p ř í m k a 
i n c i d e n t n í s k a ž d o u p ř í m k o u z K. L í n . k o m p l e x K m á b u ď 1° 
j e d n u , n e b o 2° n e m á ž á d n o u p ř í m k u ř í d í c í d l e t o h o , z d a ar. 
k o m p l e x q j e s t č i n e n í s p e c i á l n í ; p r a v í m e p a k , ž e K j e s t 1° 
s p e c i á l n í , 2° o b e c n ý . Ř í d í c í p ř í m k o u s p e c i á l n í h o k o m p l e x u 
j e s t {q}. 

Ukažme nejprve, že v K lze udati pět lin. nezávislých přímek. Dle 
důkazu ve 1 3 2 obsahuje {/?„, plf p3) čtyři lin. nezávislé přímky. Totéž 
platí o {po> Pi, Pí, p*}- Kdyby tedy K neobsahoval pět lin. nezávislých přímek, 
bylo by {p0> Pi> Pa, Pt) — S, což je nemožné, ježto dimense 5 jest 4. 

Když {9} je přímka, jest to patrně řídící přímka lin. komplexu K. 
Z právě dokázaného pak vysvítá, že přímka {/•} =1= {q) není řídící přímkou. 

1 3 4 . B u ď K o b e c n ý l i n . k o m p l e x a d j u n g o v a n ý k e 
t e d y Sqq 0. Je-li x = f = 0 í a x < ^ § v n u l o v é k o r e l a c i o b a s i q, 
p r a v í m e , ž e {£} j e s t p o l á r a b o d u {x} v z h l e d e m k e K, a ž e {xj 
j e s t p ó l r o v i n y {£) v z h l e d e m k e K. B o d {x j a r o v i n a {£} j s o u 
i n c i d e n t n í . K a ž d á p ř í m k a s v a z k u { x ; Š } n á l e ž í d o K. 

Dle 113 jest i = (qx), tedy S x £ = 0, a je-li y libovolný ar. bod, 

(1) Siy^Sq(xy). 

Je-li přímka {xj/} obsažena v { * ; £ } , jest dle (1) = t. j. 
{x^} náleží do K. 
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1 3 5 . Buď K o b e c n ý l in . k o m p l e x a d j u n g o v a n ý k e {q}. 
j s o u - l i p o l á r y v z h l e d e m ke K b o d ů o b s a ž e n ý c h v ř a d ě ar. 
b o d ů S o b s a ž e n y v e s v a z k u ar. r o v i n j sou p o l á r y v z h l e d e m 
k e K b o d ů o b s a ž e n ý c h v Adj. 2 o b s a ž e n y v Adj. S; p r a v í m e 
p a k , ž e p ř í m k y {p t}, {/?8} s o u m í s t n é r e s p . s 5 a 2 j s o u k o n j u -
g o v á n y v z h l e d e m keK". K d y ž {pj} n á l e ž í do K, j e s t {pa} = {Pi}-
K d y ž {/7j} n e n á l e ž í do K, n e j s o u p ř í m k y {p,} a {p2\ i n c i d e n t n í . 

P ř í m k y {p t} a -JpaJ =4= {px} j s o u k o n j u g o v á n y v z h l e d e m 
ke K, k d y ž a j e n k d y ž ar. k o m p l e x y q, p1( pá j s o u l in. z á v i s l é . 

Je- l i AT s p e c i á l n í ar. k o m p l e x a d j u n g o v a n ý ke {q\, pra -
v í m e , ž e p ř í m k y {p^, {p2} j s o u k o n j u g o v á n y v z h l e d e m k e K, 

k d y ž b u ď ^ = {,7} n e b o { p , , } ^ ^ } . 
Buď K nulová korelace o basi q. Ježto 5 ~ 2 v K, jest patrně 

Adj. S ~ A d j . 2 v Adj. K, tedy dle 114 Adj. . E ~ A d j . S v K. 
Náleží-li {p t} do K, jest = dle 134. Nenáleží-lí {p^ = { j^y , } 

do K, jest Sqpi ^ 0. Dle 1 0 5 existuje ar. přímka taková, že 

(0 g = \ ( x , y l ) + \ i (x iy i ) . 

Běží pouze o to, ukázati, že ze (1) plyne, že { * i y i | a {x 2 yi} jsou kon-
jugovány vzhledem ke K. Je-li však x libovolný ar. bod, je dle (1) 

(qx) = X, (x, y, x) - X2 (x.2y.2x). 

Polára vzhledem ke K bodu {je} incidentního s { x i y i } je tedy 
{ (x a y 2 *)} , t. j. tato polára jest incidentní s {x ž y 2 } . 

136 . B u ď t e /?2, P'2 k o m p l e m e n t á r n í r e g u l y . Buď L l i n e á r n í 
k o n g r u e n c e o b s a h u j í c í R2. E x i s t u j e m n o ž s t v í / p á r ů p ř í m e k 
r e g u l u R'2 t a k o v é , ž e , k d y ž a j e n k d y ž {q2) n á l e ž í d o Jt 

e x i s t u j e l in . k o m p l e x K, j e m u ž n á l e ž e j í {^j}, a l e ž á d n á 
j i n á p ř í m k a z R\, a j e n ž o b s a h u j e L• M n o ž s t v í / jes t i n v o l u c e . 
K a ž d á d v o j n á p ř í m k a / j e s t ř í d í c í p ř í m k o u L a o b r á c e n ě . 
Lin. k o n g r u e n c e L j e t e d y h y p e r b o l i c k á , p a r a b o l i c k á n e b o 
e l i p t i c k á s t e j n ě j a k o i n v o l u c e / . N a o p a k , z v o l í m e - l i l i b o -
v o l n ě v r e g u l u R'2 i n v o l u c i / , e x i s t u j e j e d n a a j e n j e d n a 
l in. k o n g r u e n c e L , v z h l e d e m k n í ž m á / u v e d e n o u v l a s t n o s t . 

Dle 128 můžeme nalézti lin. nezávislé ar. body xu, xu x2, x s takové, 
že Ri jest množství přímek 

{(XX„ + |ÍX,, Xx2 + |xx3)j 

a že Rři jest množství přímek -

{(Xx0 + |ix2, Xx, -f nx3)}. 
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Buď 5 lin. systém ar. komplexů d imense 3 obsahující L. Zřejmě jest 

(1) 5 = {(x0x.2), (x,x3), (x0x3) + (x,x,), p), 

kde p jest jistý ar. komplex. Ježto ar. přímky (JC0XI)> (X0X2), (*o*a) , 
( x 2 x s ) , ( x 3 x i ) , ( x t x s ) jsou lin. nezáv i s l é (d le 106), můžeme patrně před-
pokládati , že 

p = a (X0 X,) + P (Xj X3) + Y [(x„ X3) — (X, X.2)], 

při č e m ž j a , / ? , y\h 0». Buď nyní K lín. k o m p l e x obsahující L a přímku 
{ 0 } regulu takže 

q = (Xx0 + ¡i*,, Xx, + |i.x3). 

A b y K obsahoval též přímku regulu kde 

«7' = ( X ' X 0 + ^X.2, X'*, + ( ! ' * , ) 

je nutné a stačí, aby ar. komplex q' byl lin. závislý na ar. komplexech 
napravo v ( 1 ) a na q, t. j. musí existovat i č í s la c, ( / = 1, 2 . . . 5 ) taková, ž e 

(*o*l) + ť 2 (x2x3) + X>' [(X0x3) - (X, x.2)] = 
= C, (x0 X.2) + C.2 (X, X3) + C3 [(X0 X3) + (X, x.2)] + 
+ C4 {a (X0X,) + P (X, X,) + T [(X0 X3) — (X, X.2)]} + 
-t- Ct {X4 (x„x.) + |A2 (x.2x3) + X(x [(x0x3) — (X, X,)]}. 

Vzhledem k již připomenuté lin. nezáv i s los t i ar. komplexů ( x 0 * i ) , • • • ( x i x 2 ) 
je to jen tak možno, ž e 

t, = c2 = c3 = o, 
c4 « + c,Xí = X'i, C4P + C,|I* = HL'1, C4T + CSXH. = X'|J.'. 

Eliminací čísel Ct obdržíme podmínku 

X* X 

T KV-
P K-2 

= (XJI/ - X' fi) [pXX' - T (K[l' + X>) + ajj.(j.'] = 0. 

Žádanou vlastnost má tedy ta involuce J v regulu 7?'a, jejíž páry přímek 

{(Xx0 + H-XÍ, Xx, + nx:,)}, {(X'x0 + N'x.2J X'X, (J/X,)} 

jsou určeny podmínkou 
£XX' — •[ (X|I' -I- X'(I) + AU.|I' = 0. 

S n a d n o vidíme nyní, že involuci J v regulu R'2 můžeme l ibovo lně zvoliti 
a že jest jí lin. kongruence L j e d n o z n a č n ě určena. 

137. B u ď t e R 2 , R'2 k o m p l e m e n t á r n í r e g u l y . B u ď / f l i n e á r n í 
k o m p l e x o b s a h u j í c í E x i s t u j e i n v o l u c e J v r e g u l u /?'2, do 
n í ž n á l e ž í p á r p ř í m e k z R'3 , k d y ž a j e n k d y ž o b ě p ř í m k y 
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p á r u j s o u k o n j u g o v a n é v z h l e d e m ke K. N a o p a k , z v o l í m e - l i 
l i b o v o l n ě v r e g u l u / ? ' a i n v o l u c i / , e x i s t u j e j e d e n a j e n j e d e n 
l in . k o m p l e x K, v z h l e d e m k n ě m u ž má / u v e d e n o u v l a s t n o s t . 
L in . k o m p l e x K j e s t s p e c i á l n í , k d y ž a j e n k d y ž i n v o l u c e / 
j e s t p a r a b o l i c k á ; ř í d í c í p ř í m k o u K j e s t p a k d v o j n á p ř í m k a 
i n v o l u c e J. 

Zvolme opět lin. nezávislé ar. body xo, Xi, Xg, Xs tak, že přímky 
regulu fa jsou 

{(Xx0 + ¡ix„ lx, + (ix3)}, 
a přímky regulu fa2 

{(Xx0 -f ¡ix,. Xx, + ji*,)}. 

Lin. komplex K buď adjungován ke {g}. Snadno se nahlédne, že 

q = a (x0x,) + P (x.2x3) + Y í(x0x3) - (X.X.;)]. 

Buďte {p}, \p') dvě přímky regulu tedy 
P = (Xx0 + (IX2, Xx, + ¡J.X3), 

P' = (X'x0 + + 

Jsou-li přímky {p}, |p ' } různé, jsou dle 135 konjugovány vzhledem 
ke K, když a jen když ar. komplexy p, p', q jsou lin. závislé, čili, ježto 

a X2 X ' 2 

Y Xji xy 

P c-4 

= (Xfj.' - XV) [pxx- - Y (X|JL' + XV) + a 141'], 

když a jen když přímky {p}, {p'} tvoří pár involuce / určené rovnicí 

p XX' — Y (X |x' + X' |x) + a (i|i' = 0. 

Totéž však platí i když {p} = {p'}, neboť 

Spq = [pXX' — Y (Xfj.' + XV) + o ^ ' ] (x„x, x2x3), 

takže přímka {p} náleží do K, když a jen když je dvojnou přímkou 
involuce / . 

Je-li J parabolická, jest její dvojná přímka konjugována vzhledem 
ke K s každou přímkou regulu fa2, takže K nemůže býti obecný a dvojná 
přímka / jest řídící přímkou K. Naopak, když K je speciální, jest jeho 
řídící přímka {p} incideritní s každou přímkou z fa a tedy dle 127 náleží 
do fa. Ježto pak dle 135 {p} jest konjugována vzhledem ke K s každou 
přímkou z R\, jest / parabolická a má dvojnou přímku {p}. 

Orientace v trojrozměrném prostoru. 

138 . B u ď ® p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e m e z i ř a d o u ar. 
b o d ů X2} ( s v a z k e m ar. r o v i n {¿íi, | 2 } ) a p r o s t o r e m j e d n o -
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rozměrných ar. bodů. Buď v 8 

X, cv x , , x.2 cv x2 cv X,, ii cv x.2). 

Je-l i (3čiJC2) = « , pravíme, že ar. přímka (Xi x2) (£1 £2)] jest 
j edno tkou při 

Jako v 91 vidíme, že definice jednotky při $ nezávisí na tom, 
kterými ar. body vytvoříme {xi, x2}. 

139. Buď p4=0p ar. přímka. Buď {xi, x2} řada ar. bodů sou-
m í s t n á s { p } . Buď fí p ro j ek t i vn í ko respondence mezi {xi, x2} 
a pros torem T j ednorozměrných ar. bodů o j edno t c e p. 
Buďte { j j } ( / = 1,2,3) tři různé body z {xi , x2}°', buď y, cv y, 
( / = 1,2,3) v Pravíme, že body { j i } jsou v pos i t i vn í (nega-
t i vn í ) or ientac i vzh ledem k {p}, když j e dno ro změ rné body 
¡ j i } jsou v pos i t i vn í (nega t i vn í ) or ientaci . 

Je-li {p'} = {p}, tedy p'=Qp ((> =|= 0), jest o r i en tace vzh ledem 
k p' táž jako or ientace vzh ledem k p nebo opačná dle toho. 
zda ( » > 0 či ( » <0 . 

B u ď / f k o l i n e a c e ar. bodů, buď K*-Ass.K- Bud v /f 

x, cv X,, x.2 OJ X±, y, CV K,, y.t cv Y.z, y:l cv K, ; 

b u ď v K * p™p- Or ientace bodů {K,} v zh ledem k p je táž j ako 
o r i en tace bodů { j , } vzh ledem ku p. 

Duálně definuje se orientace tří různých rovin ze svazku rovin sou-
místného s přímkou {p} vzhledem k ar. přímce p. 

Že jsme k učiněné definici oprávněni a že orientace vzhledem k p' 
souvisí s orientací vzhledem k p tak jako vysloveno, vidíme stejně jako 
v 92. Že orientace se nemění kolineací, je zřejmé. 

140. Buďte p, g ar. př ímky ; buď Spq^> 0. Jsou-li { j i } , { j^j , 
{ j 3 } tři různé body z řady bodové soumístné s {p} , a j e - l i 
{TJÍ} ( i = 1,2, 3) spo jn i ce bodu { j , j a př ímky j e s t o r i en tace 
bodů { j j } , { j 2 } , { j 3 } v zh ledem k p táž, j ako o r i en tace rov in 
{*h}> {%}, {%} vzh ledem ke q. 

Buď p = (x0Xi), q = (x2x3), tedy dle 102 (1) (x0x, x2x3) > 0. Buď 

y i = ).i0Jf|| x,. (1=1,2,3) 

Buď fí projektivní korespondence mezi {x0, Xj} a prostorem T jedno-
rozměrných ar. bodů o jednotce p; je-li v fí x0 «v x0, xt ~ Xi, je tedy 
(xo JČi) = 1. Orientace bodů { j ; } (/=1,2, 3) vzhledem k p je dle definice 
rovna orientaci jednorozměrných bodů 

(i) {'•¡11*0 "i" Xj, X, } . 
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Dle 109 (1) jest 

[(*l*3*o), ( * t * i * i ) ] = (*(,*! X.tX3) (X2X3). 

Ježto { (x »x 3x 0 ) , (x3x3x, ) } = Adj. {x á , x3}, a ježto (JČ0X1) = 1, vidíme 
tedy, že jednotkou projektivní korespondence mezi Adj. {x2 , x3} a T, 
v níž (XjjXsXo)^ Xo. (xjxsxj^x., jest (x0Xixax3) (x*x3). Zřejmě však 
{tj,-} = {(xax3yi)}, takže v fí' rovinám {^¡J jsou přiřazeny jednorozměrné 
body (1). Orientace jednorozměrných bodů ( I ) je tedy táž jako orientace 
rovin {tj;} vzhledem k (x0Xixáx3 ) (x2x3 ) a tedy i vzhledem k (xax3 ) = 0, 
ježto (xo Xi Xa x3 ) > 0. 

141. Buď p + Op ar. pří mka. Buď {xi, Xa}61 řada b o d o v á s o u-
místná s {p}. Buď $ j e d n o j e d n o z n a č n á k o r e s p o n d e n c e mez i 
b o d y z {x i , xa}c ' a r o v inam i o b s a ž e n ý m i v Adj. {x i , xa}- J e s t l i ž e 
k a ž d é t r o j i c i bodů z {x i , x2}° v p o s i t i v n í o r i en tac i v z h l e d e m 
k p p ř i ř a z u j e í? t r o j i c i r o v in v p o s i t i v n í ( n ega t i vn í ) o r i e n t a c i 
v z h l e d e m k p, p rav íme , že fí z a c h o v á v á (mění ) o r i entac i . 

Že definice korespondence S zachovávající (měnící) orientaci se ne-
mění, přejdeme-li od p k I p (A=jrO), plyne ihned ze 139. 

142. Buď $ k o r e s p o n d e n c e mez i body řady b o d o v é 
{xi,Xa}*7 a r o v inam i s v a z k u [Adj. {xi,xa}]s- Buď K k o l i n e a c e ar. 
bodů ; b u ď x i < ^ x ' i , x a ~ x'2 v A'. Buď íř' k o r e s p o n d e n c e mez i 
{x'j, x ' i } c a [Adj. j ^ x ^ j f t a k o v á , že, k d y k o l i { x } ~ {£} v ft, x ~ x' 
v K a v Adj. K, j es t {x ' j ~ {£'} v ÍT. K d y ž K j est p o s i t i v n í 
k o l i n e a c e a kdy ž $ z a c h o v á v á (mění ) o r i en tac i , pak za-
c h o v á v á (mění ) o r i e n t a c i . K d y ž Zť j es t n e g a t i v n í k o l i n e a c e 
a k d y ž fí z a c h o v á v á (měn í ) o r i en tac i , pak mění ( zacho-
v á v á ) o r i en t a c i . 

Buďte {yi} , {ya }, {y3J tři různé body z {Xl, x2}°- Buď y, ~ y ' t v K, 
{ y i } ^ v V i^ n't v Adj. K, takže {tj';} v fí'. Buď p ^ px 

v Ass. K, buď p™ p-> v Ass. (Adj. K). Předpokládejme na př., že í? za-
chovává orientaci, takže orientace bodů {y,} vzhledem k p rovná se 
orientaci rovin vzhledem k p. Dle 139 orientace bodů {y' ; } vzhledem 
k p! rovná se orientaci bodů {y,} vzhledem k p; dle duality orientace 
rovin {?/,} vzhledem k p2 rovná se orientaci rovin {77,} vzhledem k p. 
Tedy orientace bodů {y' ( } vzhledem k px rovná se orientaci rovin {ÍJ',J 
vzhledem k p2• Je-li však fi modul K, jest pi~fJip2. Tedy ÍT zachovává 
(mění) orientaci, když fx > 0 (fi < 0). 

143. B u ď { p 1 ; p 2 } s v a z e k ar. př ímek. Buď íí p r o j e k t i v n í 
k o r e s p o n d e n c e mez i {pi, p2\ a p r o s t o r em j e d n o r o z m ě r n ý c h 
ar. bodů. Buď v íř 

P\ Pi^Xt. 
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Buď (x ix 3 ) = a. Jednotkou při fí n a z ý v á m e každý s y m b o l 

r ovný symbo lu pi, p-ij d le d e f i n i c e ve 122. 

Jako v 91 vidíme, že definice jednotky nezávisí na tom, kterými 
ar. přímkami vytvoříme {plt p2\. 

1 4 4 . Buď {pi, P í ) s v a z e k ar. př ímek. Buď í? p r o j e k t i v n í 
k o r e s p o n d e n c e mezi {ply p3} a p r o s t o r e m T j e d n o r o z m ě r n ý c h 
ar. bodů o j e d n o t c e (pit p2) = ( x ; £)• Buďte {</,}(/= 1, 2,3) tři 
různé př ímky z {/?,, p 2 } r ; buď { j ; } v íř. P rav íme , ž e 
p ř í m k y {^j} jsou v p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c i v z h l e d e m 
k {pi, p2) nebo v zh l edem k (x ; š), když j e d n o r o z m ě r n é b o d y 
{ j< [ j sou v p o s i t i v n í ( n e ga t i vn í ) o r i en t a c i . 

O r i e n t a c e v z h 1 e d e m k (c^ p u a2p2 ) (a í f a2 0) j es t táž j a k o 
o r i e n t a c e v z h l e d e m k (p

if
 p2) n e b o opačná dle toho, zda 

a i a i > 0 či cti a2 < 0. O r i e n t a c e v z h 1 e d e m k (& x ; /?2 S) (&, /?2 =f= 0) 
j e s t táž j a k o o r i en tace v z h l e d e m k (x ; £) nebo opačná d l e 
toho, zda A & > 0 či & /?2 < 0. 

Buď K k o l i n e a c e ar. bodů ; buď K* = Ass. K, K' = Adj. K. 

B u ď v t f * 
Pi Pi^Pv Qi^Q-1, 

b u ď v / f x ^ x ; bud O r i e n t a c e p ř í m e k v z h 1 e d e m 
k (pi,p2) j e táž j ako o r i en t a c e př ímek {qi) v z h l e d e m k (p„ p2). 

O r i e n t a c e př ímek v zh l edem k ( x ; š ) j e táž j ako o r i e n t a c e 
p ř ímek {g,} v zh l edem k ( x ; £) nebo opačná dle toho, zda K 

j e s t p o s i t i v n í či n e g a t i v n í ko l i n eace . 
Že jsme k definici orientace oprávněni, ukáže se stejně jako v 9 2 ; 

totéž platí o tom, co řečeno o orientaci vzhledem k (a, pu at p2). Výrok 
o ( A x ; |32 Š) následuje pak z definice rovnosti ve 122 (3). Že orientace 
přímek vzhledem k (plt p2) je táž jako orientace přímek {<7,} vzhledem 
k (pí} p2), je zřejmé. Výrok o orientaci přímek {q ( } vzhledem k (x ; £) 
odůvodníme ve 145 . 

1 4 5 . Buď { * ; £}r s va zek p ř í m e k ; buď£ = ( x x i x2). Jsou-l i 
{ j i { j ^ } tři různé body z řady b o d o v é {xi, x 8 } c a j e - l í {q^ 
(i = 1,2,3) př ímka soumís tná s { x ; j , } , j est o r i e n t a c e bodů 

bM» {^si v z h l e d e m k ( x i x 2 ) táž, j ako o r i e n t a c e př ímek 
{qÁ, {qn\ v zh l edem k (x ; I). 
Buď P l = (xxi), p 2 = (xx 2 ) ; pak dle důkazu ve 1 2 0 jest (pi,p2) = 

= ( x ; í ) . Bud í? projektivní korespondence mezi { x i ; x 2 } a prostorem T 
jednorozměrných ar. bodů o jednotce (xi x2), v níž Xi ~ Xi, x2 ~ xa, 
takže (xi x2) = 1. Buď j ť cv yt (/ = ], 2,3) v íř, takže orientace bodů 
vzhledem k (xi x2) rovná se orientaci jednorozměrných bodů {j><}. Buď 
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projektivní korespondence mezi { p u p2J a T, v níž pL ~ xlf pa o> 3čs-
Ježto ( x i x 2 ) = 1, jest (plt p2) a tedy též (x ; 5) jednotkou při Patrně 
jest v í?! (xyO^yí - Zřejmě však {xyi} = {<71}, takže orientace přímek {^¡J 
vzhledem (x ; £) rovněž se rovná orientaci jednorozměrných bodů {y,}. 

Na základě právě dokázané věty můžeme doplniti důkaz ve 1 4 4 . Je-li 
totiž \ K x 1 ~ X i , x2~xa> ( / = 1,2,3), jest dle této věty orientace 
přímek vzhledem k ( x ; ( x x i x 2 ) ) rovna orientaci bodů {y,} vzhledem 
k x2), jež opět je dle 1 3 9 rovna orientaci bodů {y ; } vzhledem k (xi x2). 
Užijeme-Ii znovu věty v tomto odstavci dokázané, vidíme tedy, že orientace 
přímek vzhledem k (x ; (xx i x2)) rovná se orientaci přímek vzhledem 
k (x Xi xd). Avšak dle 4 3 (x x t x2) = f*i, kde fi je modul K, takže dle 1 4 4 
orientace vzhledem k { x ; ( x x i xa)} je táž jako orientace vzhledem k (x ; I ) 
nebo opačná dle toho, zda (i > 0 či fi < 0. 

Geometrie pole ar. bodů. 

1 4 6 . Podáme nyní některé další definice a teorémy (v. 8 4 až 8 7 ) 
o projektivních korespondencích, omezujíce se na případ m = 3, n = 2. 

Buď 5 = { x 0 , Xi, x2} p o l e ar. bodů. Buď T p ros to r dvo j -
r o z m ě r n ý c h ar. bodů. Buď $ p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e 
mez i 5 a T, v níž 

X„ o j X(>, X, OJ X,, X2 OJ X2. 

Buď 5 * = { ( x « x i ) , (Xox2), Xi x2)} p o l e ar. př ímek o z ák l adn í 
r o v i n ě Adj. S. Buď 7* p ros to r d v o j r o z m ě r n ý c h ar. př ímek 
(nadrov in ) . L i b o v o l n á ar. př ímka p z S* dá se psát i j edním 
a jen j edn ím způsobem ve t varu 

P = V, (*o *i) + >-. (*u + K (*i **)• 

P ř i ř a d í m e - l i j í d v o j r o z m ě r n o u ar. př ímku 

i = K ( x „ x { ) + (x u x 2 ) + X2 (X, x2 ) , 

o b d r ž í m e j e d n o j e d n o z n a č n o u ko r e spondenc i fi* mezi S*a T*-
Prav íme , ž e f í * j e s t p r o j e k t i v n í ko r e spondence mez i S* a 7* 
a s o c i o v a n á ku p r o j e k t i v n í ko r e spondenc i fí mez i 5 a Ta 
p í šeme ß* = Ass. fí. 

147 . Buď S* po l e ar. p ř ímek ; buď T* p ros tor d v o j r o z -
měrných ar. př ímek. Buď k k o l i n e a c e d v o j r o z m ě r n ý c h 
ar. př ímek. Buď ß p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e mez i S* a T*. 

Pak fi1 . k j es t p r o j e k t i v n í ' k o r e s p o n d e n c e mez i S* a T*-

Obráceně , k d y ž t a k é f í ' j e s t p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e m e z i 
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5* a 7*, e x i s tu j e ko l i n eace k d v o j r o z m ě r n ý c h ar. př ímek 
t a k o v á , že $¥' = . k. 

Vychází ihned ze 35 a 146. 

148. Buďte S\, Si dvě po l e ar. bodů, různá nebo rovná. 
Buď5 i * (S a * ) po l e ar. př ímek o z á k l a d n í r o v ině Adj. Si (Adj. S2). 
Buď 7 ( 7 * ) prostor d v o j r o z m ě r n ý c h ar. bodů ( d v o j r o z m ě r -
ný c h a r. p ř í m e k). Bud f i , (®2) p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c e mez i 
S , (S 2 ) a 7. Buďí?1* = Ass. Ass.íř2. Buď (v.86) K kol i n eace 
ar. bodů, v níž Sj. Sa a j e ž je t aková , že, k d y k o l i x n á l e ž í 
do Si a x OJ y v K, jest ar. bodu x p ř i ř a z e n v týž dvo j -
r o z m ě r n ý ar. bod jako ar. b o d u y v BuďA r* = Ass. K, t ak ž e 
5i* <n> 5a* v K*. Kdyko 1 i ar. přímka py ná 1 ež i do S*i a pv ~p^ v K*, 
j e s t ar. př ímce p ř i řa zena v táž d v o j r o z m ě r n á ar. 
př ímka j ako ar. p ř ímce v 

Důkaz je snadný. 

149. Buď 5 = { x 0 , JCI, x2} p o l e ar. bodů; buď 7 p ros t o r 
d v o j r o z m ě r n ý c h ar. bodů. B u ď f í p r o j e k t i v n i k o r e s p o n d e n c e 
mezi 5 a 7, v níž xi ~ jf; (/ = 0, 1, 2). B u ď (x0 xx x2) — «• P r a v í m e, 

že ar. r ov ina — (x0 xj x2 ) j e s t j e d n o t k o u při fí. Je-l i fí* = Ass. íř, 

p rav íme , že - - (x 0 j t ix 2 ) j est j e d n o t k o u při Čí*. 

Snadno se vidí (v. 91), že jsme k těmto definicím oprávněni. 
150. B u d 5 ( 5 * ) po l e ar. bodů (a r .př ímek ) ; buď 7 ( 7 * ) prostor 

d v o j r o z m ě r n ý c h ar. bodů (ar. př ímek) . Bud í? p r o j e k t i v n í 
ko r e spondence mezi 5 a 7 (mez i 5* a 7*). Buď k k o l i n e a c e 
d v o j r o z m ě r n ý c h ar. bodů (ar. př ímek) . Ar. rov ina £ buď 
j e d n o t k o u při fí. Kdy ž a jen když k j est unimodulární , jest 
£ j e d n o t k o u při p r o j e k t i v n í k o r e s p o n d e n c i fi . k-

Důkaz je snadný. 

151. Jsme nyní s to, doplniti (v případě m = 3, n = 2) poznámky 
učiněné v 87. Buď § vlastní ar. rovina. Buď 7 prostor dvojrozměrných 
ar. bodů. Buď íř projektivní korespondence mezi Adj. {£} a 7 ; buď 
íř* = Ass. íí. Každá definice (teorém atd.) týkající se dvojrozměrných ar. 
bodů a dvojrozměrných ar, přímek, jež se nemění, když ar. body v ni 
se vyskytující změníme dle kolineace k a současně ar. přímky v ní 
se vyskytující změníme dle kolineace Adj. k, dá se přenésti pomoci $ 
a na definici (teorém atd.), týkající se trojrozměrných ar. bodů inci-
dentních s £ a trojrozměrných ar. přímek incidentních s Neurčitost 
korespondence & není při tom dle 85 a 147 na závadu. Z 86 a 148 
vidíme snadno, že takovým způsobem obdržená definice (teorém atd.) 
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se nemění, když ar. body v ní se vyskytující změníme dle kolineace troj-
rozměrných ar. bodů K a současně ar. přímky v ní se vyskytující změ-
níme dle kolineace A'* = Ass. K• Zhusta tímto postupem neobdržíme nic 
nového: tak z incidence dvojrozměrného ar. bodu a dvojrozměrné ar. 
přímky ( = n a d r o v i n y ) definované v 19 obdržíme zřejmě incidenci troj-
rozměrného ar. bodu a trojrozměrné ar. přímky definovanou ve 101. 

Zejména si všimněme, že můžeme takto přenésti pojem k u ž e l o s e č k y 
a pojem p o l á r y b o d u v z h l e d e m ke k u ž e l o s e č c e . 

Můžeme také přenášeti takové definice (teorémy atd.), týkající se 
dvojrozměrných ar. bodů a dvojrozměrných ar. přímek, jež se nemění 
pouze tehdy, když ar. body v ní se vyskytující změníme dle u n i m o -
d u l á r n í kolineace k a současně ar. přímky v ní se vyskytující změníme 
dle (rovněž unimodulámí) kolineace Adj. k. Stačí se omeziti (v. 1 5 0 ) 
na takové projektivní korespondence fí, při nichž § jest jednotkou, 
a k definici (teorému atd.) naznačeným způsobem obdržené přidati atribut 
„ v z h l e d e m k e Snadno vidíme, že takovým způsobem obdržená defi-
nice (teorém atd.) se nemění, když ar. body v ní se vyskytující změníme 
dle kolineace K a současně ar. přímky v ní se vyskytující změníme dle 
kolineace K* = Ass. K; nutno pouze atribut „vzhledem ke §u nahraditi 
atributem „vzhledem ke kde = ,u§, je-li v Adj. K a je-li (i 
modul kolineace K• Na př. z pojmu (definovaného v 9 2 ) orientace trojice dvoj-
rozměrných přímek obsažených ve svazku Adj. {3t} dvojrozměrných ar. 
přímek vzhledem k ar. bodu x obdržíme tímto postupem pojem (defino-
vaný ve 1 4 4 ) orientace trojice trojrozměrných přímek obsažených ve svazku 
jx ; £} vzhledem k symbolu ( x ; £ ) . Odtud vychází snadno nový důkaz 
věty (v. 1 4 4 a 145 ) : Buď K kolineace ar. bodů; buď x ^x v K, š ~ I 
v Adj. K \ orientace trojíce přímek svazku {x ; £} vzhledem k ( x ; £) a orien-
tace trojice přímek, oněm přiřazených v Ass. K, jsou stejné nebo opačné 
dle toho, zda K je positivní či negativní kolineace. 
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