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Kapitola II
Styk krivek a ploch.

Okoli ar. bodu a okoli bodu.

152. Bud opét m libovolné &islo pfirozené. Bud x ar. bod; bud
¢ kladné Cislo, MnoZstvi v3ech ar, bodit y takovych, Ze
[y —x®l<e ({=0,1,...m), nazyva se okoli ar. bodu x, uréi-
t&€ji okoli ar. bodu x urdené islem e

Je-li 0 <& < ¢, je patrn€ okoli urlené Cislem & &asti okoli urCeného
Cislem e. Chceme-li se omeziti na okoli urend Cisly ¢ menSimi neZ jisté
kladné ¢islo A, mluvime o dosti malych okolich ar. bodu x. Tak
na pf. pravime-li, Ze néjakou podminku spliiuji vSecka dosti mala okoli
ar. bodu x, minime, Ze existuje A > 0 takové, Ze ona podminka je splnéna,
kdykoli ¢ < A.

153. Bud x vlastni ar. bod; bud e¢>0 a aspoi pro jeden
z pfipadit /=0, 1...m bud e<|x®|; bud V okoli ar. bodu x
uréené Cisleme. MnozZstvi Wbodili obsahujicich aspoii jeden
ar. bod V nazyva se okoli bodu {x}, urlit&ji okoli bodu {x}
uréené ar. bodem x a Cislem &

Zfejm& okoli bodu {x} urfené ar. bodem x a Cislem & rovni s¢
okoli bodu {x} urenému ar. bodem ix a Cislem |A|s, kdykoliv 43=0.
Probih4-li V dosti mala okoli ar. bodu x, pravime, Ze W probihd dosti
malad okoli bodu {x}.

154. Bud V (W) okoli ar. bodu x (bodu {x}). Bud K koli-
neace ar. bodi. Bud v K x~Xx, VoV (W~ W), Existuje
okoli V' ar. bodu X (bodu {X}) obsazené ve V (W).

Ziejm& staCi provésti dikaz pro V. Bud (xox,... x.)3F0. Bud
vV Kixioo X (i=0, 1...m), yfvj Bud

) V—=X=peXy+ 1 X+ ... + pmXm,
takze
2) Y—X=qyXp+ 1, X+ ... + bmXn.
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JeZto (X, X ... Xa)F 0, plyne, Ze (2)
3) pi=con @ =X 4y D =) + .. 4 cimy™ =%, (=0, 1...m),

pfi CemZ ¢, jsou pevnd (na y nezavisld) Cisla. Budte A, B takova ¢isla,
Ze |x¥| < A, |ciu| < B (i, k=0, 1 ... m). Bud V mnoZstvi téch ar. bodi
y, pro n&Z |y — x| <e ({=0,1...m). Pak Ize za V' zvoliti mnoZstvi
téch ar. bodit y, pro n&z

(m+1)2AB’
Vskutku, kdyZ y néleZi do V', je dle (4) a (3) Iﬂ.-l<—-(m +8 A’

dle (1) |y — x| <, t. . y ndlezi do V a tedy y do V.

tedy

Aritmetické kdivky.

155. Spojitou funkci proménné g nazyvame funkci tiidy 0.
Funkci, jejiZ r-ta derivace (v3ecky derivace) existuje, nazy-
vame funkci tfidy r (tFidy o).

Z téchto definic je patrno: Funkce tfidy r je také tfidy s, je-li

{s<r{w; std derivace funkce tfidy r existuje a jest
funkci tfidy r—s, jeli 0<s<r.

156. Soufadnice ar. bodu x=x(u) budte funkce tfidy
r>1 (miaZe byti r=ow) v<a, b; ar. body x(u), x(u;) budte lin.
nezavislé, kdykoli u; a uy jsou dvé rfiznd &isla z {(q, b); ar.
dx
du
vime, Ze mnoZstvi ar. bodi x(u) (¢ v @a+0, b—0)) jest ar.
kfivka tfidy r. Ar. kfivku znacime obvykle: C, x(u), urcité&ji
C.x(u) (u va+0, 6—0y); struénéji C,x. Pravime, Ze u jest
parametr ar. kFivky C, x(u).

Je-li Cox(u) (u v <@a+0, b—0) ar. kfivka tfidy 1; je-li
e=o(u) funkce tfidy O v<(a,b); je-li o(u)F0 prokazdé uz(a,b):
pravime, Ze mnoZstvi ar. bodl ¢ox (¢ v<a—+0, b—0)) jest ar.
kfivka tridy 0.

Je zfejmé, Ze ar. kfivka ffidy r jest ar. kfivkou tfidy s, kdykoli
s <r. Také se snadno vidi, Ze kolineace ar. bodli pfifazuje ar. kfivce
tridy r ar. kfivku tfidy r.

MnoZstvi ar.nadrovin dudlni k ar. kfivce tfidy r nazyva
se dudlni ar. kfivka tfidy r; oznaceni €, §(u).

157. Soufadnice ar. bodu x=x(u) budte funkce tfidy
r>1v<a b. Bud u, pevné &islo z (@40, 6—0); ar. body x (),

éech, Projektivnl diferencidlni geometrie. I. 7

body x, budte lin. nezdvislé pro kazdé ¢ z (g, b): pak pra-
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d_x) budte lin. nezavislé. Lze urCiti ¢ >0 tak, Ze mnoiZstvi

duw u—u,
ar.bodii x(u) (u vw—e+0, uy-+¢—0)) jest ar. kfivka tfidy r.
UkaZme nejprve: existuje d, >0 takové, Ze ar. body x(u), Z—i jsou

lin. nezdvislé, kdykoli u jest v (up—d,, u, - ;). Jinak bylo by lze udati
posloupnost &isel u, (n=1, 2,3...) z {(q, b) takovou, Ze 1° y,—=y, 2°
pro kazdé n lze uriti Cisla A,, u, takovd, Ze |A,, .30, a Ze

dx
Ao X (Un) + 1tn (dll) = 0O».
u = "

Bez ujmy obecnosti miZeme pfedpoklddati, Ze 1.’ 4 u,?=1. Posloupnosti
Cisel 1, p, jsou ohranitené, miiZeme tedy vybrati CdsteCnou posloupnost
indext i, <iy3<is<...tak, aby existovaly limity lim 4 =4, lim p; = pu.

Y= Y —Se= @

Ztejmé je pak Ax(u,)+ 4 (dx) =0, (|4, u),F0,) proti pfedpokladu.
u=uw,

UkaZme za druhé: existuje d, >0 takové, Ze ar. body x(u), x(v)
jsou lin. nezavislé, kdykoli g, v jsou dv€ riaznd &isla z (u,— ds, Uy + Jy)-
Jinak bylo by lze udati posloupnosti Cisel u., vo (unFva; n=1,2,3...)
z (a, by a Cisel A, p, (A + u.2=1) tak, Ze 1° 4, > tty, va—=ty, 2°

X (Va) — x(Un)

InX(Un) +pn————— =0. (i=0,1...m
Va— Un

Vybereme-li opét CasteCné posloupnosti tak, aby existovaly limity

lim 4, =4, hm y. =pu, obdrZime zase tyZz spor: lx(uo)—.—y(d )
y—=m dll u=t,

=0, (|4, u],,:i: 0,,) proti pfedpokladu.
Sta¢i nyni zvoliti £ >0, e << J;, £ < J,.

158. Bud C. x(4) (u v @40, b—0)) ar. kfivka tFidy r>1.
Proménné y, jest parametr ar. kfivky C, x(u), kdyZ a jen
kdyZ u,=9(u) (u v {a, b)), kde funkce ¢(u) spliiuje tyto pod-

minky: 1° je tfidy r v ¢(a, b), 2° ‘;—(l’;:l:O pro vSecka u z <(a, b).

Snadno se vidi, Ze podminky stai. Pfedpokladejme tedy, Ze pro-
ménna u, jest parametr pro C, x, Ze tedy existuje interval {(a,, b)) a
ar. kfivka C. x1(uy) (s v ¢a,-+0, b,—0)) rovnd ar. kfivce C, x(u)
(u v <a+0, b—0)). JeZto soufadnice ar. bodu x(u) jsou spojité v (g, b)
a podobné& pro x; (u,), jest mnoZstvi ar. bodit x, (1), (¢; v <@y, by)) rovno
mnoZstvi ar. bodit x(u) (u v (g, ). JeZto x(u)= x(«'), kdykoli u a
jsou dvé riizna Cisla z (g, b) a podobné pro x,(u;), existuje jedna a jen
Jedna funkce u; = ¢ (u) (u v <(a, b)) takova, Ze

Y X, [¢ ()] = x(u).



99

jest ukazati, Ze funkce ¢(u) spliiuje podminky 19, 2°. Bud g, libovolné
&islo z (a, by a bud u'y=¢ (u,). JeZto C. x;(uy) jest ar. kfivka, jsou pro
dx dx1

u, =u', ar. body x;, 5 lin. nezavislé, tedy téZ =='30,. MiZeme tedy
du, dlh
()

predpokladati, Ze (‘%C;J_J #0. Dle véty o funkcich implicitnich lze
1/ w=u’

pak udati ¢>0 tak, Ze, kdyZ u jest v (up—¢& u,-r &, funkce ¢ (u)
urend rovnici
[xl(O) W) = o) = @)

je tiidy r. JeZto u, lze zvoliti libovolné v <a, b), jest ¢ (u) tfidy r v (a, b).
Dle (1) jest
& _dx

J Ldy _ dx
dﬂl u =P (x) du du

z CehoZ plyne vlastnost 2°, nebof dle definice ar. kfivky jest Z—z:!:O,,.

159. Bud C, x(u) (u v @a+0, b—0)) ar. kfivka tfidy r>1.
Bud o=¢(u) funkce definovand pro viecka u z @+ 0, b—0).
MnoZstvi ar. bodd ¢(u) x(u) (w v @a+0, b—0) jest ar. kfivka
tfidy r, kdyZ a jen kdyZ definici funkce o(z) 1ze roz§ifiti na
uzavieny interval (a, b) tak, Ze 1° o(u) je tfidy r v <a, b)
20 o(u)30 viude v (g, b).

Ditkaz je zfejmy. Rozsifeni definice funkce ¢(u) na (a, b) da se pro-
vésti zfejmé jen jednim zpisobem, totiZ dle rovnic

pl@y=lImp(@+e), ob)=lmp(d—:)
=0 e—==0

K#ivky.

160. Bud C.x(w) (# v @+0, b—0) ar. kfivka tiidy r>1
(miZe byti r=oc0). Mnozstvi bodi {x(u)} (uv(a+0, b—0) nazyva
se kfivka tfidy r. Kfivku znacime obvykle C{x(u)}, ur€ité&ji
Clx(w)} (uv<a+0, b—0)), stru&né&ji C{x). Pravime, Ze u je
parametr kfivky C{x(u)}

Jsouli uy, u, dvé& ritzna &isla z {(a, b jsou body {x(u)},
!x(uz)} riizné. Vskutku dle 156 ar. body x (u,), x () jsou lin. nezavislé.
Kfivka tfidy r je také kfivkou tfidy s, kdyZz 1<s <r. Kolineace ar. bodi
pfifazuje kfivce tfidy r kfivku tfidy r.

MnozZstvi nadrovin dudlni ke kfivce tfidy r nazyva se
dualni kfivka tiidy r; oznaleni €{&(u)).

161. Bud C |x(u)} (u v<@a+0, b—0) kfivka tiidy r. Pro-
mé&nna u jest parametr kiivky C {x(u)}, kdyZ a jen kdyz

7*
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uy=o9(u) (u v (a, b)), kde funkce ¢ (u) spliiuje tyto podminky:
10 je tfidy r v (a, b), 20%4:0 pro v3ecka u z (a, b).
Vychazi ihned ze 158.

162. Poviimnéme si, Ze dle 160 pravime, Ze C {x(z)} (u v (a0,
b—0)) je kiivka tfidy r, jen kdyZ C, x(u) (u v @+ 0, b—0)) jest ar.
kfivka tfidy r. Je-li viak o(u) funkce jakkoli definovani v (@ + 0, b — 0,
jen kdyZ ¢(u)=0 pro viecka y z (a0, b—0), jest {o(u) x(u)}=
:{x(u)} pro viecka u z @+ 0, b—0). Neni-li opak vyslovné uveden,
vZdy, kdykoli fekneme, Ze C {x(u)} je kfivka tFidy r, minime, Ze z kaZdého
bodu {x(u)} byl vybrin ar. bod x(u), takZe C, x (u) jest ar. kfivka tfidy r.
Pak jest C {x (1)} = C{e(u) x(u)} jen, kdyZ ¢ (u) je tfidy r v (a, b) (v. 159).

163. Bud C{x(u)} (uv @—+0,6—0) kfivka tfidy r. Body
{x(a)}, {x(b)} nazyvime koncové body kfivky C{x(z)}.

Bod {y} jest koncovy bod kfivky C{x(u)}, kdyZ a jen kdyZ:
1°{y} neni bod kfivky C{x(u)}, 2° v kazdém okoli bodu {y}
existuji body kfivky C{x(u)}-

Ze 156 a 160 je patrné, Ze podminky 1° 2° jsou nutné. Pfedpo-
kladdejme naopak, Ze jsou splnény. Bud ¢, &, & ... posloupnost kladnych
Cisel a bud e, -=0. Bud W, okoli bodu {y} urené ar. bodem y a Cislem
&, Dle podminky 2° kaZdé W, obsahuje aspoii jeden bod z C{x(u)}. Bud
tedy x (u.) takovy ar. bod z C.x(u), Ze bod {x(u.)} jest obsaZen ve W..
Dle definice W, existuje 4, takové, Ze |4, x® (u,)—y¥| <& (i=0,
1...m; n=1,2,3...), takZe

M) im A ) (22n) = y¥. (i=0,1,...m.

N—m=o
Jeito a<<u,<b pro kaidé n, lze z posloupnosti u,, us, u; ... vybrati
konvergentni posloupnost u,  u,y u,,, - - Cislo v = lim u,, jest patrné

n—=»=o

v (a, b). Jezto x® (u) jsou spojité v <a, b) (v. 156), jest

(2 limx® (uy,)) = x*¥' (v). (f=0,1...m.
Dle (1) jest v3ak
(3) tm Ay, x¥ () = y1¥,

JeZto y==0,, x(v) 5 0, plyne z (2) a (3), Ze existuje lim A, =41, Ze A5 0
a ze y=12x(v), tedy {y} ={x(v)}. Odtud plyne ihned, Ze v=a nebo
v=A25, nebof jinak by nebyla spln&na podminka 1°. Bod {y} je tedy
vskutku koncovy bod pro C{x(u)}. '
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164, Bud C{x(#)} (v @+ 0, b—0) kfivka tfidy r. Bud
{x(uo)} bod kfivky C{x(u)}. Bud W okoli bodu {x(u)}; bud M,
mnoZstvi takovychuz{a+0,5—0) Ze bod {x(u)} jest obsaZen
ve W. Bud C¥mnoZstvi bodia {x(u)} (v M.). MnoZstvi C¥ na-
zyva se prifez kfivky C{x(w)} s okolim W.

C% je kfivka — a to kfivka tfidyr—,kdyZ a jen kdyz M.
jest interval (nutné& otevfeny); to nastane jisté, je-li okoli
W dosti malé.

Po¢néme touto pozndmkou: Obsahuje-li M, Cislo u, existuji Efsla
'y <u, 'y > u, takova, Ze kazdé Cislo z (u',, u”y) naleZi do M,. Dikaz
vychazi snadno z definice W a ze spojitosti funkci x® (u).

Je-li M, interval, je to interval otevieny dle pravé ucinéné po-
znamky; Ze pak C" je kfivka tfidy r, je zfejmé.

Pfedpokladejme nyni, Ze C" je kfivka a Ze M, neni interval. Bud
A, B, resp. dolni a horni hranice mnoZstvi M.. Z pfedchozi poznamky
vychazi, Ze ani A, ani B nendleZeji do M., takZe ani {x(A)} ani {x(B)}
neni bod kfivky C%. Z definice dolni hranice mnozstvi Cisel a ze spoji-
tosti funkci x® (u) v {(a, b) v8ak vychazi snadno, Ze v kaZdém okoli bodu
Ix(A)} existuji body kfivky C%; a stejn& pro {x(B)}. Dle 163 jsou tedy
1x(A)}, {x(B)} koncové body kfivky C". Jeito M, neni interval, existuje
v (A+ 0, B— 0) aspoit jedno &islo nenaleZejici do M,. Pro urlitost pfed-
pokladejme, Ze takové ¢&islo existuje na pf. v (u,+ 0, B—0). Bud tedy
v dolni hranice mnoZstvi Cisel z (u, + 0, B— 0) nendleZejicich do M..
Ztejmé jest uy <v < B, tedy dle 160 {x ()} 3= {x(4)}, {xW)} 3 {x (B)}.
Cislo v nendlezi do M,; nebof jinak by dle poznamky na poitku dii-
kazu u€inéné existoval interval /', v") (v' <v <v") obsaZeny v M., coZ
odporuje definici Cisla v. Bod {x(v)} neni tedy bod kfivky Cw. Z definice v
a ze spojitosti funkci x®(u) vychzi viak, Ze v kazdém okoli bodu {x(v)}
existuji body kfivky C. Tedy dle 163 {x(v)} je koncovy bod kfivky C".
To je vSak nemoZné, nebof kfivka ma jen dva koncové body.

Zbyva ukazati, Ze M. jest interval, kdyZ okolf W je dosti malé.
Bud ¢ nejvétsi z Cisel | xt* (up)| (1==0, 1 ... m); jest ¢ >0, jezto x (uo) = Os
Jeli 0 < &< ¢, oznalme: W, okoli bodu {x(u)} urCené ar. bodem x (u,)
a Cislem &; M.® mnoZstvi takovych u z @+ 0, 5—0), Ze {x(u)} naleZi
do W:; Ac (B:) dolni (horni) hranice mnoZstvi M., takZe A. < u, < B..
UkaZme nejprve: ke kaZdému kladnému Cislu 7 existuje kladné Cislo y (n)
takové, Ze A. a B: jsou v {uy— 7, Uy + m) kdykoli & < y(n). Kdyby totiZ
tomu tak nebylo, existovalo by 7> 0 a posloupnost & >0, & >0, ...
takova, Ze ¢, =0 a aspof jedna z relact

(1 lim Ac, = u,, lim Be, = ut,
N—==0 N=-0
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neni spravnd. Zfejm& miZeme pfedpokladati, Ze limity nalevo existuji —
jinak bychom vybrali vhodnou &astenou posloupnost. Bud tedy

limAe, =v,, tim Be, = v,,
n—=m0 n—= @™

pfi €emZz bud v,Fu, nebo v;3Fu,. Z definice A, a B. v3ak vychazi
snadno, Ze existuji isla 4, A", takovi, Ze

Nax® (Ae,) — xO () [Sen,  N'ax)(Be)— Y (1)) < o

bylo by tedy
lim Nax® (Ae,) = x(a,), Hm ) x (Be,) = x¥ (u,).

N—S=-0 N—m=20

Dle (1) je v3ak

im x9A)=xP), lim x*(Be,)=x"(v,).

=S A==

Bylo by tedy {x(v:)} ={x(uo)}, {x(vs)} ={x(u)}, tedy dle definice kfivky

V1= V3= Ul,, proti predpokladu. "
Snadno vidime, Ze existuje k > 0 takové, Ze pro viechna ¢ z (— X §>

aspoii jedna soufadnice ar. bodu

2) =singx(u,) + cos (dﬁ
2 y=sinpx(u, 0S¢ du).,=u°

jest absolutn& vétSi neZ k. Jinak by totiZ existovala posloupnost & >0,

ke>0... takova, Ze k,—=0 a ke kaZdému k, aspofi jedno ¢,z (— g, g}
tak, Ze e
() x . i=0,1...

isings x'* (4,) + cospn (Bu—)uzudlék" i=0,1 m)
Ztejmé& miZeme pfedpokladati, Ze existuje lim ¢,=&. JeZto k,-=0, bylo
by pak dx R—Sw= @
d sin® x (4,) + cos P (—) = 0s,

=1

du
coZ je nemoZné, nebof ar. body x(uo) a (%) jsou lin. nezavislé.
MiuazZeme pfedpokladati, Ze £k < 3c. JeZto x()(y) jsou funkce tFidy 1, jsou
3) ‘stngx® () 1 cos o ‘_2‘; (=0,1...m)

spojité funkce dvou proménnych gz, ¢; existuje tedy Cislo 7, > 0 takové, Ze

stn g [x{) () — x( (u,)] + cos ¢ [‘2‘9 -- (dx(r) ]
u=1u

k
= —, (i=0,1...
du du < 3 (=0 m)

T TT
pro viecka u z (uo—To, o+ Mo a pro viecka ¢ z (— oy §>'
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Nyni jsme s to ukazati, Ze M.® jest interval, kdykoli &<y ().
Mdme zjistili, Ze pak do M.® ndleZejl v3ecka u z (A.+40, B.—0);
ukaZme na p¥., Ze do M.* ndleZeji vSechna « z (u, + 0, B. —0). Dle definice
B. existuje &islo A, takové, Ze

(4) iAe x® (Be) — x® ()| <e.

Jest 4, >0; vskutku aspofi pro jeden index 7 jest |x®(u,)|=c; jeZto
k < 3¢, vychazi ze(3), uCinime-lip = g, u == B., Ze sgn xY (B:;) = sgn x*) (u,);

kdyby bylo 4.<0, byla by tedy pro toto / levd strana v (4) >¢, kdeZto
prava strana jest < ¢. MiiZeme tedy poloZiti

he = e(Pe—H)tE Ve,

kde ~—7—;< P < EZ Klademe-li

X = e ")8% x (u) — x(u,),
je tedy
) X (4,) = On, | X&) (Be)| <e. (G=0,1...m

Dale jest
’;_X = fu) [sln PeX () + cos ¢ ;x]

kde f(u) = (:—517 e*—w)t6% > 0. Dle definice &isla k existuje aspoii jeden

index j, takovy, Ze |y®™|> k. Ze (3) vychazi, Ze %- je pro vsecka u
z (u,, B:) stile téhoZ znameni a —~—<'> f(u). | X®(u)|je tedy stou-

pajici funkce u v (u,, B:), takZe pro =/, jest
(6) X® <

pro viecka u z (u, + 0, B. — 0). TotéZ vSak plati i o viech jinych indexech /.
Je-li totiZ nejprve i takovy index, Ze [y®|> !;' jest | X (u)| opét stoupajici

funkce v (u,, B.), takie z (5) plyne (6). Je-li v3ak |y(‘),<£, je dle (3)

%) ig
‘dx( PXL) ax ), Jesto

pro viecka u z (u, B:) <2 f (u), tedy

d‘—ﬁ— mé stile totéZ znameni, jest pro vSechna y z <u0—{—0 B.—0)
| XP ()| < | X% (u)| < & takZe (6) plati i vtomto pFipadg. Z (6) nasleduje,

Ze kazidé ¢&islo z (u, + 0, B — 0) nalezi do M., jak bylo dokazati.
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165. Budte Clx(u)}, C{y(v)} dvEkFivky ospoleEném bodé&
Ix(uo)} = {y (vo)}- Existuje-1i okoli W bodu {x(u)} takové, Ze
prifezkfivky C{x(u)} s Wrovnasepriufezukfivky C{y(v)}s W,
pravime, Ze kfivky Clx(u)}, Cly(v)} splynou v okoli bodu
{x(uo)}' k

Dle 164 splynou C{x(z)}, Cl{y(v)} v okoli bodu {x(u,)}, kdyZ a jen
kdyZ existuji kladna &isla d,, 0,, d';, &'y takova, Ze

Clx)} v (t—3,+0, t,+ 3, —0) = C{y(»)} v vedw,— &, + 0, v, + &, — 0.

Algebraické kdivky.

166. MnozZstvi bodi C nazyv4d se zobecn&ni kfivka
tfidy r>1, lze-1i ke kazdému bodu {x} z C, aZ snad na ko-
neny polet bodii, které pak nazyvame singuldrni, udati
okoli W. a kfivku tfidy rC. tak, Ze prifez C s W, t j.
mnoZstvi viech bodi obsaZenych i v C i ve W. rovna se
priafezu kfivky C. s W.. Pravime pak, Ze C a C. splynou
v okoli bodu {x}.

Ztejmé& kazda krivka je také zobecnénou kfivkou.

Kazda definice (kaZdy theorém) o bodu {x} kfivky Cs, v niZ (v némz)
lze kfivku C, nahraditi kteroukoli jinou kfivkou, jeZ splyne (v.165) s C.
v okoli bodu {x}, di se bezprostfedn& pfenésti s C. na C. Vyslovime
takovou definici (theorém) pouze o kfivce, i kdyZ ji (ho) v dalsim textu
uZijeme na zobecnénou kfivku.

Né&kdy je vyhodné, povaZovati za singuldrni i n€které (v koneCném
poltu) z t&ch bodii zobecnéné kiivky C, jeZ nejsou singularni dle hofejsi
definice.

0 1
167. Budte P,, P,,.. P nadrovmové formy (k>1); bud {x}
bod. Existuji-li nadrovinové formy Q,, Q Q takové, Ze 1°

QrPr=QrPr+---+QrPr

0
a2’ Q. neniincidentnis {x}, pravime, Ze nadrovinové forma
0 k
P. jest lin. zavisld na nadrovnnovycn formdch P,, o P

vzhledem k bodu {x}.
Existuji-li &isla ¢, ¢ ... ¢, takova, Ze

0 1 k
Pr=C|Pr+...+CI¢Pr,

0 1 k
je patrné, Ze P, jest lin. zavisld na P,, ... P, vzhledem ke kaZdému bodu.
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168. Od tohoto mlsta poCinaje pfedpokladame stale m > 1.
BudteP,,P,, P, (k>m —1) nadrovinové formy. Bud C*

1 2 k
mnoZstviviechbodiincidentnichskaZdouziforem P, P,,...P.

Pro struénost pravime, Ze bod {x} ma viastnost a, kdyZ

1 2 L3 [ A Yn—1
z forem P, P, ... P, 1ze vybrati m—1, na pf. P, P.... P, tak,
1 2 k
Ze 10 kaidd z forem P, P....P, jest linedrné& zavisld na
iy i $m—1
P., 13,,...P,; 2 jsou-li § n jakékoli ar. nadroviny, jakobien
i m—1

(lgf, 115,...P,, E 7) jest incidentni s {x}. Vlastnost 2° lze vy-
sloviti také takto: af jakkoli zvolime ar. body x;, x2... Xu—1,
nadrovinova forma (v. 48).

Brs x], (Prs ¥ ... [Pri xm)

) [Bri x,], (Prs %) o« [Br; xm—1)

En—1 i —1 im—1

[Prs x,], [Prs Xa, oo [Prs Xm—1)

jestincidentni s {x}. Obsahuje-1i C* nejvys§ kone&ny polet
bodii o vlastnosticaaaspoi jedenbod,jenZnemavlastnost a,
jest C® zobecnénd kfivka tfidy . Pravime, Ze C* jest alge-
1 2 k

braicka kfivka; oznaleni C*=C[P,P,... P,]. Bod obsaZeny
v C® nazyvame singuldrnim bodem algebraické kfivky (¢
kdyZ ma vlastnost a. KaZdy bod singuldarni dle definice ve
160, je singuldrni i dle této definice.

Pfedpoklad 1° jest oviem vidy splnén, kdyZ k=m — 1.

UkaZme, Ze oba zpisoby, jak jsme vyslovili vlastnost 2°, jsou ekvi-

valentni. Pfedpoklidejme na pr, Ze nadrovinovd forma (1) jest incidentni
s x, af jakkoli zvohme xl, X - x.-._,, a ukaZme, Ze, af jakkoli zvolime &, 7

nadrovinova forma (P,, P, .. P,, &, ) jest incidentni s x. Jsou-li ar. nad-
roviny &, 7 lin. zavislé, je tomu tak zfejmé dle definice jakobienu. Jsou-li
viak &, 7 lin. nezdvislé, zvolme lin. nezavislé ar. body x, x;, . .. xn tak,
Ze {xy, Xz - - - Xu—1} = Adj. {&, 1}. Dle formule dualni k 51 (5) existuje Cislo ¢
takové, Ze

iy i '.'m—1
(Pr, Pf,-..Pr, g, ‘q):ch

kde Q. jest nadrovinova forma (1). JeZto dle pfedpokladu SQ,x =0,
jest také

iy iy im—1
S(Pr, Pr... P, & n)x=0.
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Yy i fn—1
Podobn¢& vidime, Ze kdyz nadrovinova forma (P,, P,... P, &, ) jest inci-
dentni s x, af jakkoli zvolime &, 7, totéZ plati o nadrovinové formé& (1), af
jakkoli zvolime x,, xs... Xm_1.

1 ] k
Bud nyni {x,} nesingularni bod algebraické kfivky C*= C[ P,, P;...P,].
Je tfeba ukdzati existenci takového okoli W bodu {xo}, Ze prifez C%" mnoz-
stvi C* s okolim W je kfivka tfidy co. Jeito {x,,} neni singuldrni, jest moZno

iy tm-1 j

urditi ﬁr, P, ... P, tak, Ze 1° existuji nadrovinové formy Q,, JQL, G=1,
j
2...k;a=1,2...m—1) takové, Ze SQ,xo+0(=1,2...4k) a

JoJ meljaig

(2) Qrpr—:z Q; P, (j= 1,2...4k)
a—=1

2° existuji ar. body xy, x3, ... xn_, takové, Ze nadrovinova forma (1) neni
j j
incidentni s x,. JeZto SQ.x,=£0 a vyrazy SQ.x jsou spojité funkce sou-

J

fadnic ar. bodu x, mazeme zvoliti W tak malé, Ze SQ.x 0, kdykoli
bod {x} naleZi do W. Dle (2) néleZi pak bod {x} z W do C° kdyZ a jen kdyZ
(3) sﬁrxzo, S;;,-xzo, sesn Sﬂf‘)—rlx=0.

Zvolme nyni x,, tak, Ze (x, X, ... xs) = 0. To lze, nebof ar. body x,,
X1+« Xm—1, jsou lin. nezavislé; vskutku, je-li Ay xo+ 411+ -+ gy Xy =
=0, obdrZime nasobenim prvkii a* sloupce determinantu (1) Cislem
Ay(@=1,2...m —1) a seCtenim vyrazii tak obdrZenych v jednotlivych
fadcich nadrovinové formy

i i Sm—1
—h [Pr; Xo, — W [Pr; X)), oo — X [Pr; xg],

jeZ jsou incidentni s {x,} dle 50; odtud vidime snadno, Ze nadrovinova
forma (1) byla by incidentni s x, kdyby ar. body x4 X; ... Xn_; byly
lin. zavislé. Jeito (xo Xx1...Xa) 3 0 a jeZto vyraz (x x; ... Xn) je spojitd
funkce soufadnic ar. bodu x, miZeme o okoli W uciniti daldi pfedpoklad,
Ze pro kaidy bod {x} z W jest (xx; ... xa) 3 0, nalez miZeme bez ijmy
obecnosti pfedpokladati, Ze

(4) x:x0+v| xl+ vo o V—1Xn—14 VXm.

UkaZme nyni, Ze 1° ke kaZdému dosti malému &islu d > 0 lze udati €islo
d, > 0 takové, Ze, kdykoli |v| < d, lze uréiti jednim a jen jednim zpiisobem
=L, va=Fi(¥), ... Va_r=fa_, (¥) tak, Ze jsou splnény rovnice (3)a (4)
aly| <, (i=1,2...m—1);2° takto urené funkce jsou tfidy oo v (—d, d).
Dile zndmé véty o funkcich implicitnich je k tomu cili tfeba pouze zjistiti,
Ze, dosadime-li za x ze (4), determinant (m — 1)-ho stupné, v jehoZ a-tém
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fadku a 8-tém sloupci jest

9 ja
AaBZ ‘;’TSP,x (a=1, 2...m—1,; 8=1, 2.. . m—1)

B
jest od nuly rizny pro x = x,, tedy pro viy=...=vn=v=0. Dle (4)
a 62 (2) je vsak

iz Ix iy *
Aaaznas[Pr;aTﬁ]xznaS[Pr;xs] X,
‘a

pfi CemZ p, je stupefi nadrovinové formy P,. UvaZovany determinant
déleny nns ... fa—y rovna se tudiz pro x—=1x, vyrazu

[;Bﬁ X [ilsfi Xy« [;1)"; X —1]

S | xo

im—1 Y I —1

—1
[Pr; %), [Pr; %0, ... [Pr; Xm—1
jenZ dle pfedpokladu jest od nuly rizny.

Klademe-li
X, +f| (V) X, —+ ... +fm—l(V) Xm—1—+ VXmy

miZeme zfejmé uréiti kladné dy < d tak malé, Ze mnoZstvi bodit C{y(v)}
(v v(—d, d)) jest kfivka. Déle je patrné, Ze prifez C* s W je roven
prifezu kiivky C{y(v)} (v v (—d, &) s W, kdyZ W je tak malé, Ze, kdy-
koli bod {x}, kde ar. bod x je tvaru (4), nileZi do W, jest v <d, (i=
=1,2...m—1), |v| < d,. Ze lze W voliti tak malé, aby t&mto poZadav-
kiim bylo vyhové&no, se snadno nahlédne.

169. Rada bodova {x;, x,}°jest algebraickd kfivka bez
singuldrnich bodia; jest {x, x3)°=Cl[y & .- En—1], kdyZ
{51; Ea ... §m—1} = Adj. {xn xs}-

Vychézi ihned ze 161. Ostatn& je zfejmé, Ze {x;, x,}’ splyne na pf.
v okoli bodu {x,} s kfivkou C{x, + uxa}.

Bud m=2. KuZelosefka jest algebraickd kfivka bez
singularnich bodu, jak vychazi ihned ze 168. Proto jsme v 88 zavedli
oznaeni C[P].

170. Bud m=2. Bud {x,} singularni bod algebraické
kfivky C[P)). Bud M mnozstvi ar. boda x takovych, Ze
[P-; x; x] (v. 48) jest incidentni s x,. Pak budto 1° mnoZstvi M
je cely prostor ar. bodi, nebo 2°M jest bod {xo}, nebo 3°M
skldda se ze dvou Fad ar. bodit o prifezu {x,}, nebo 4°M je
fada ar. bodi obsahujici {xo}. Nastane-li pfipad 3% pravime,
Ze {x,} je dvojny bod algebraické kfivky C[P,.
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Budte x,, x; ar. body takové, Ze (x, x; xs) 3 0; bud &, &, &
dudlni jehlan adjungovany k Xx,, x,, x». Pak jest (& §; &)= 0 a miZeme
psati

Pr=at + 08" 4 08" T e 6 8T b T e T B T Q0

pfi CemZ kaZdy €len v Q, obsahuje jako faktor bud §,3, nebo &2&;, nebo
§,85% nebo &% Dle 48 (4) jest

niP;x]=naSt,x +b,Stx +b,88,x)8," "2+ ...,

kde vynechané Cleny obsahuji jako faktor bud & nebo &. Jeito {x,} je
singuldrni bod pro C[P,], je dle 168 S[P,; x] x, = 0 pro kaZdy ar. bod x,
k CemuZ zfejm& je nutné a stali a= b, = b,=0. Je tudiZ die 48 (4)

n{Pr; x] = [y S& X . & + €,2(SE,x . & + S x. &) + €5, (8, x. &))] &,

kde vynechané Cleny obsahuji bud &2, nebo § &, nebo §;®. Odtud opét
dle 48 (4)

n(n--1)[Pr; x; X} = [, (S& %) + 26,3 8§, x 8§,X + €,,(8E,x)7] A

kde vynechané {leny obsahuji § nebo &, takie S[P,; x; x]xo_O kdyz
a jen kdyz
C (SE )2+ 2¢,, 88, x S8 x + ¢,,(SE,x)2 =0,
¢ili, klademe-li
X =RoXy + Ay Xy + Ay,
kdyz
(1) CahZ T 20 h Ay ekt =0,

Z (1) vidime ihned, Ze nastane: pfipad 1° kdyZ ¢;;= ci1a= Cps=0;
pfipad 2° kdyZ ¢y — ¢3¢0 < 03 pFipad 3° kdyZ cis? — €11 Cag > 0
pfipad 4°, kdyZ neni soulasné ¢;; — ¢;9 = ¢33 =0, av$ak ¢;5? — €41 ¢32 — 0.

171. Bud m=2. Bud {x,} dvojny bod algebraické kfivky
C[P.). Je-1i W dosti malé okoli bodu lx,), prifez C[P]s W
skladad se ze dvou kfivek tfidy o, jeZ maji spoleCny pouze
bod {xo}; tyto dvé kfivky nazyvaji se vé&tve algebraické
kfivky C[P;] v okoli dvojného bodu {x).

Zvolme x,, x, tak, Ze fady ar. bodii {x, x1}, {xo, X2} tvofi mnoZstvi
M ze 170. Bud opét &, &, & dudlni jehlan adjungovany k x,, Xx;, Xa
Dle 170 (1) bude ¢;; = ¢33 =0, ¢;2 & 0, takZe miiZeme pfedpokladati, Ze
cis =1, tedy

P=E"""486+Q,

kde Q. je pfimkova forma, jejiz kaZdy &len obsahuje jako faktor bud §&?
nebo &2&, nebo & & nebo &3, JeZito Sx,&, 3 0, miiZeme okoli W bodu {xo}
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zvoliti tak malé, Ze Sx& 30 pro kaidy bod {x} z W, takie miZeme
bez ujmy obecnosti pfedpoklidati, Ze

X = Xy + UX; + VX,
naleZ
(1) SPrx=uv + (U, v),

pfi CemZ ¢ (u, v) = SQ-x je polynom v u, v, jehoZ kazdy Clen jest aspon
tfetiho stupné.

Je-li dano jakékoli kladné €islo d, a zvolime-li okoli W bodu {x,}
dosti malé, bude pro kaZdy od {x,} rizny bod {x} prifezu C[P] s W

bud ‘H < 0, nebo
okoli bodu {x,} od {x,} rizny bod {x} z C[P,], kde

%l < 4. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by v kazdém

(2 x=2x,+ ux, + wx, <5

A
o=

Avsak bod {x}, kde x je dano rovnici (2), naleZi dle (1) do C[P,] kdyZ
a jen kdyz
3 utt + p(u, tu)=0.

JeZzto kazdy ¢&len polynomu ¢ jest aspon tfetiho stupné€, jest iden-
ticky ¢ (u, Tu) = — u®* ¢ (u, 7), kde ¥ je polynom, takZe ze (3) obdriime

4 T=uyl,1).

Odtud snadno obdrZime spor: vskutku kdyZ ¢&islo & ur€ujici okoli W
konverguje k nule, prava strana ve (4) by konvergovala k nule, jeZto

Ir] < —;—, kdezto leva strana by ztstdvala absolutn€ v&tSi nebo rovna d > 0.

Vzhledem k prdvé dokazanému vy'éledku stadi ukazati, Ze pfi dosti
malém okoli W mnoZstvi t&ch bodiu prafezu C[P,] s W pro nézZ f%{ < 4,

je kfivka tfidy o. Bé&Zi o to, rozfesiti rovnici (4) za pfedpokladu, Ze ||, [7|
jsou malé. Dle zndmé vé&ty o funkcich implicitnich obdrZime jedno a jen
jedno feSeni 7= f(u), kde f(u) je funkce tfidy o v jistém intervalu
(—¢& &) a f(0) = 0. Zrejmé existuje &, < & takové, Ze C{y (1)} (u v{(— & +0,
& — 0)), kde

(5) y @) =xy + ux, + uf (@) x,,

je kfivka, naceZ ta Cast prufezu dosti malého okoli W bodu {xo} s C[P:),

v niZ i% < 8, rovné se prifezu Wskfivkou C{y (u)} (u v(— & + 0,6, — 0).
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172. Bud m:’3. Budte &, &, &, §slin.nezdvislé ar.roviny,
MnoiZstvi bodid incidentnich s rovinovymi formami

(1) fofa— 82 &&—68 568

jest algebraickd kfivka bez singuldrnich bodii; nazyvame
ji kubickou kfivkou. Oznaceni

2) CI:EU & &,

£ &8
nebo strucéné& C,.
Oznaceni (2) je odiivodnéno tim, Ze formy (1) jsou determinanty

matice
& &, Ez)

E| E-; E;)

Ze pro kaidy bod obsazeny v C; je splnén poZadavek 168 19, je
patrné z identit
(3) 52 (eu 5-1 - El.z) - EI (go E—& &)+ 50(51 53 —5) =0,
B e —E)—LGL— 8+ EEL—EY=0

Snadno se vidi, Ze Zddny bod z C; neni incidentni souCasné s &, i s &;.

Abychom ukézali, Ze kaZdy bod {x} z C, spliiuje poZadavek 168 2°, pfed-

pokladejme, Ze na pf. S&, x = O, takZe jest ukdzati, Ze existuji ar. roviny &, 7

takové, Ze jakobien (&, & — &%, & & — & 82 & 1) neni incidentni s x.
Dile 51 je v3ak

Q= (&y Ez - 5121 60 5.1 - el e-zv Ey &)= ";(E-z 53 50 El) 502,

takze SQ.x =+ 0.

173. Bud m=3. Bud {x} bod kubické kFivky C,. Existuji
ar. roviny &g, &, &s, & takové, Ze 1°

C:l =C [Eu El 62—
, £ 8,6
a2 {50; &, §s} = Adj. {x}

Budte %,, 7,, 73, 15 lin. nezavislé ar. roviny takové, Ze

Mo T N2 ]

Ny el

C:l:c[

Je-li Snox = Snix= Snax =20, stadi zvoliti &=, (i=0, 1, 2, 3).
Jeli Snpx=38nx=3S8nx=0, sta&i zvoliti §&=17,_; (=0, 1,2, 3).
Neni-li tomu tak, uvaZme, Ze, jeZto {x} naleZi do C,, viecky determinanty

matice
(sﬂox Sy x S"l-zx)
S x Smyx Suyx
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jsou rovny nule. Existuje tedy takové 4, Ze

(1) Snyx + ASn x =8nx + Snpx=8Sn,x + Snpyx=0.
Zvolme nyni

Sy =" + 3Am, + ¥y, 4 Aimy,

§ =y + 2k, + M,

'2) §o=" + Any,
Ly=1n
Dle (2) jest (5081 828) = (oM mams) F0. Dle (1) jest S5 x=0(=0,
1, 2, 3).
Jezto
[0 &af _ 0 Lafiom plm N
€1 & ™ "2 h "3 My Mol
& & — |0 M ol & E-zl — M
£ 53' Ty My Ti2 "13' £ & |mmil
jest

o Ty 1 8t &,
C i0 n'ﬂjzc[u 1 -:|'
["11 Y| 866

Styk kfivek.

174.Bud opét m > 2. Bud P,nadrovinovaforma;bud C= C{x(u)}
kfivka tfidy r>1; bud {x(u)} bod kfivky C. Pravime, Ze P,
a C maji jednobodovy styk v bod& {x(u)}, kdyZ P, jest in-
cidentnis x(uy). Pravime, Ze P,aC maji s-bodovy(2<s<r+41)
styk v bodé& {x (uy)}, kdyZ

d*
1) [F (SPrX(u))}“Tr"ozor (@=0,1...s—1)

0
pfi Cemz symbol—f%,:: 1. Pravime, Ze P, aCmaji prdvé& s-bo-

dovy (1<s<r)styk vbodé {x(u)}, kdyZ v tomto bod& maji
styk s-bodovy. ne vSak (s+ 1)-bodovy.

Z definice vychdzi ihned, Ze z s-bodového styku P, a C v bodé
Ix(uo)} plyne s-bodovy styk v témZ bod& pro P, a kteroukoli kfivku, jez
splyne s C v okoli bodu {x(u,)}. Také snadno se vidi: Budte P, Q-
nadrovinové formy; bud C= C{x(u)} kfivka tfidy r; bud
[x(u)} bod k¥ivky C. Maji-li P. a C s-bodovy styk v {x(u)},
maji-li ddle Q.a Cs-bodovy styk v {x(u)}, a je-1i s+ <r+1,
ma nadrovinovaforma P,.Q (s — §')-bodovystyk s Cv {x(u)}-
Dukaz vychazi ihned z formule:
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d* d*
e (S(Pr.Qrx ()= a [SPrx(u) . SQ-xw)) =

a—3

ZBEO(E) 7“% (SPrx(u)) %;:;.;(SQJ(U));

vskutku, kdyZ o« < s+ 5, je bud 8 < s nebo ¢ — 3 < .

Je vsak tfeba ukazati, Ze k uCin€né definici jsme opravné&ni, Ze tedy
podminky (1) pfejdou podminky s nimi ekvivalentni, kdyZ bud misto x (u)
zavedeme ¢(u) x(u), kde ¢ je funkce tfidy r vSude rizna od nuly, nebo

misto u zavedeme v kladouce u = ¢ (v), kde ¢ (v) je funkce tfidy ra ?
v

je vSude ruzné od nuly (v. 161 a 162). Za tim uCelem uvaZme nejprve,
Ze rovnice (1) daji se shrnouti v jedinou, a to
SPrx (1)

uzmy (U -— llo)"'_1 '

Staéi pak si viimnouti, Ze 1° SP,¢(u) x (1) = [o (&)]* SP, x (u), kde n je
stupen P,, takZe

SPwx@] o SPrx@)
uh>mu° (u— u,,)’_l - [IJ (UO)] “ll;'luo u— uo)a_l !
. . u—uy, rde 3
0 — lim ———2—|=" takZe
a 2°, kdyz u, = @ (v,), v_l)ﬂ; p— [dv]v:%;

u=v“.u-9uu (u—u,

m SPrx{p(v)] [(d¢)8—1:| tim SPrx )

vamo, (W — ) >t

dv

175. Bud C{x(u)} kfivka tfidy r>1; bud {x(u)} bod této
kfivky. Zvolme ¢islo s tak, Ze 2<s<r+ 1. Bud T mnoZstvi
ar. bodit y té vlastnosti, Ze, kdykoli nadrovinova forma P,
m4 s-bodovy styk s kfivkou Clx(u)} v bod& {x(u)}. polara
[Pr;y] ar.boduyvzhledem k formé& P, jest incidentnis {x(u)).

Z 15 vychézi ihned, Ze T je linedrni systém. Maji-li P, a C{x(u)],
s-bodovy styk v x(uo), jest, jeZito s=>2 (v. 62 (2))

SPx(u,)=0

dx .
S [P,; (du) u=u“:| x(Uy) =0,

tedy x(uo) a (Z—i) jsou obsaZeny v T. Jezto T je lin. systém, zbyvd
u=1u,

ukazati, Ze, kdyZ ar. body x(u,)= x,, (%’;) = X1, X3 jsou lin. nezdvislé,
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existuje nadrovinovd forma P,, majici s C{x(u)} s-bodovy styk v bodé&
{x(uo)} a takova, Ze S[P.; xs]xo+0. Budte x;...xn pevné ar. body
takové, Ze (xo X1 ... Xn)F 0; bud &, & ... &, dudinf jehlan adjungovany
k xo Xi.--Xm UkaZme, Ze Zadané vlastnosti ma nadrovinovd forma
stupné s —1

(1) Pr=t8 204+ & T kT e 8T
zvolime-li vhodné& koeficienty ¢y, cg - .- €.—3. Bud

xW =X X, + XX, + ...+ rnXm,
takZze 4y, 4, ... A4, jsou funkce tfidy r proménné u a

()‘0)u=u,=1’ ()‘i)u=uo=0 (i=12...m
2

Ay (D B
(du)uzuo_l’ (du)"zuo—o' (k—0,2.3...m)
Zfejmé& jest :

0s () =SPrx(t) =22 M+ 6,0 T IN2 e N T

Dle (2) jest pro u=uo: @a(t) = [L’ " LaJu=e, = 0, [gd(&] o
U Ju=u,
—[2 122, =o0. Mazeme tedy dokazovati indukci vzhledent k s,
dll - A=y
t. j. pfedpokladati, Ze jsme jiZ urCili cg, c5...C—a tak, Ze pro y=u,
funkce

Pamy () = A" T30+ A T4 L ey

vymizi i se svymiderivacemi a¥ po (s— 2)-tou v&etn&, nale? stadi ukazati,
Ze lze urliti ¢,—; tak, Ze pro u=u, funkce

Pe(ll) = l::»‘{5'3—1(’1) + sy lla—l

vymizi i se svymi derivacemi aZ pro (s — 1)-tou vletné. Dle (2) a pfed-
poklddané vlastnosti funkce ¢,_,(u) je vSak patrné

o

d
?a(uo)zo,[mtpa(u)]“_“ =0, (@=1,2...5—2)

s —1 g —1

d
[F sou(u):l“:“u = [;um Pa—1 (")].._..,,z (s—D!ea—y,

takZe c¢,_, lze Zaddanym zptsobem uréiti. Dle (1) a 47 (6) jest

1 -
[Prs xi = &',

Cech, Projektivni diferencialn! geometrie. I. 8
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takZe

1
Pr; x)) x,=——=%0,
S[Pr; x)) x s l:|:

jak bylo zZédano.

176. Budte C{x(w)}, C{y(v)} kfivky tiidy r. Bud {x,}=
= {x (1)} = {y(v)} bod naleZejici ob&ma t&mto kfivkam. Pra-
vime, Ze Clx(u)} a C{y(v)} maji s-bodovy (1<s<r+1) styk
v bodé& {xo}, kdyZ kaZd4a nadrovinova forma, kterd ma v {x,}
s-bodovy styk s C{x(u)}, mav {x,} s-bodovy styk s C{y()}.
Pravime, Ze C{x(u)} a C{y(v)} maji pravé s-bodovy (1<s<r)
styk v bod& {x,}, kdyZ maji v tomto bod& s-bodovy styk, ne
viak (s+1)-bodovy styk. '

V této definiei kfivky C{x (u)}, C{y(v)} chovaji se nesymetricky;
Ze v3ak ve skuteCnosti Ize je vyméniti, plyne ze 178. Je ziejmé, Ze styk
ziistane zachovan, kdyZ kteroukoli z obou kfivek nahradime jinou kfivkou,
jeZ s ni splyne v okoli bodu {x,}. Také je zfejmé, Ze jednobodovy styk
dvou kfivek nastane v kazdém spoleCném bodé.

177, Budte C{x(w)}, C{y(v)} kfivky tfidy r, obsahujici
bod {x,} a majici vtomto bod& s-bodovy (1<s<r+1) styk
Bud K kolineace ar. bodi; bud v K: x(u) ~ x'(u), y(v) ~3y'(v),
Xy~ x'o. KFivky C{x'(u)}, C{y’(v)} majivbodé{x'}sbodovystyk.

Bud P, nadrovinova forma, kterd ma s C{x(u)} s-bodovy styk v bodé&
{x,); bud P, P/ v Ass. K. Pak P/ ma dle 47 s C{x' ()} s-bodovy
styk v bod& {x’y}.

178. Bud C{x(u)} kfivka tfidy robsahujici bod {x,} (xo==x(u))-
Kfivka Clz(w)} tfidy rma s C{x(u)} v bod& {x,} s-bodovy
(1<s<r+1) styk, kdyZ a jen kdyZ obsahuje {x,} a v okoli
tohoto bodu splyne s kfivkou C{y(v)}, pFi Cemz

(N [m] —[dax(")] (a—Ol s 1-£-£—1)
: dv* Jo—v, L du* Ju=w,\ 7 ‘due T dvt

Ze vyslovena podminka stali pro s-bodovy styk kfivek C{x(u)}.
a C{z(w)}, je zfejmé. Pfedpoklidejme tedy naopak, Ze kFivky C{x(u)}
a C{z(w)} maji v bod& {x,} s-bodovy styk. Je zfejmé, Ze lze pak splniti
tu rovnici (1), v niZ «=0. MiZeme tedy rovnice (1) dokazovati indukci
vzhledem k e, t. j. pfedpokladati, Ze jsme jiZ pro jisté (0<B<s—1)
urili kfivku C{y,(v))}, ktera splyne s C{z(w)} v okoli bodu {x,} a je
takovd, Ze
@ [day—(‘”] =[M] 0=a=f)

dv,“ du® =uy
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naCeZ je pouze tfeba ukazati, Ze lze nalézti kladné &islo d a funkce ¢ (v),
e(v) tfidy r ve w,— 9, v,+ 0) tak, Ze 1° Z—f:{:O, ¢(¥) F0 viude ve
Wo— 6 Vo1 0y 2° ¢ (v) =vo, a 3° Ze, klademe-li y(v)=e¢ (V) y: [y ()],
jsou spln&ny ty rovnice (1), v nichz a <8+ 1.

Bud nyni P, nadrovinova forma, majici s C{x(u)} a tedy dle pfed-
pokladu také s C{y,(v;)} s-bodovy styk v bod& {x.}. Je tedy zejména

dit! s dé+1
r = 0 SPr ( =\u.
3) [dv13+1 Pry, (v.)]u‘:v0 [duf“' x u)]“zun 0

Snadno se vidi (v. 62), Ze

g+1

duft1

d
SP:x(u)=nS [P..; _—
du

dax

kde vynechané Cleny obsahuji pouze x (u), Z—l'f, e a nje stupeii formy
u

P.; podobné& pro y,(v,). Dle (2) a (3) je tedy

N ELRaS AN 3+ (u)
4) S [Pn ( dv‘ﬁ-{-l )1’::%— dll3+1 )"=u‘,] X (Uy) =0.

Rovnice (4) plati, af jakkoli zvolime nadrovinovou formu P,, jen kdﬁ
mad s C{x(u)} s-bodovy styk v {x,}. Dle 175 existuji tedy &isla 2y, A,

takova, Ze
[dﬁ“yl(v,)] _[da“x(u)'

(5 = A A x,,
) dv,B+1 C duft? J..=.,‘,+ vt

kde x; — (Z—l’f) . Zejm& 144,40, kdyZ 8=0; nebof jinak by dle
=t .

(5) ar. body [gy‘] a xo= (V1)u,—=v, byly lin. zévislé.

Zvolme nyni, kdyZz 3=0,

)‘0
l+)\ (V—vo),
o) =vo+ 0

141,
kdyz 8> 0, zvolme

o) =1— w—rvyBt1,

Xy
®+n!

v —vo)s‘H.

Wy=v— LY
=T e

8*



116
Ziejm& ¢ (v)) =, a lze urliti d >0 tak, Ze e(v):i:O,d—lezo ve (v,—9d,
Vo -+ 0); z rovnic (2) a (5) pak snadno zjistime, Ze, kdyz

YW =eWnle )l

jsou spln&ny ty rovnice (1), v nichz a <@+ 1, jak bylo ukazati.

179. Bud s>1,1<§<s, s+ <r+ 1. Budte C{x(u)}, C{y ()}
dvE& kFivky tfidy r o spoleném bod& {x(u)}={y(m)}. Bud

(d“x) . (d“y) (0< < & )

= ] — = . saxs y T ==
dlla u=ty ¥ dv“ v=v, Ya - du® dv®
Bud

(1) Vo=Xp Yi=2Xy, «.0 Ya—1=Xs—1,

takZe C{x(u)} a C{y(v)} maji s-bodovy styk v{x.}. KFivky C{x(u)}
a C{y(v)} maji(s+s)-bodovy styk v {x,}, kdyZ a jen kdyZ exis-
tuji &isla a,, by 0L<r<s'-—1) takovi, Ze

Ao (s+1 .
2 ya+x—xa+)‘=vfo( . )(ax—vxv+1+bx-xv)- 025 —1)

Dle 178 maji C{x} a C{y} (s s)-bodovy styk v {x,}, kdyZ a jen
kdyZ existuje kladné ¢&islo d a funkce ¢(u), ¢ (u) tfidy r v (wp—9,
u, + 0y takové, Ze 1° ¢(up) =u, p(u):t:O,Z—i:I:O viude v (g,—0,
uy + 0, 2% klademe-li x(u) = ¢ (¢) x[¢ ()]

(2

@) dua)u=uo=ya. Osessts—D

Snadno vidime, pfipomeneme-li si, Ze ar. body x, a x; jsou lin. nezdvislé,
Ze ty rovnice (3), v nichZ 0<a<s—1, jsou spin&ny, kdyZ a jen kdyZ

dp) (dw) (dap) (da(P)
= - =L, |5 =hL |5, = =0
P (llo) L, (du —uy 0 du, u=uy ! du® U=ty du® =ty

@2<a<s—1)

MiiZeme tedy pfedpoklddati, Ze

3 ba _ogyta

4) p(u)=1 +aio PRy (0 — up)" %4 fo(u),
s’—1 aa o

(5) eUy=u-+ (U — )" T4 fi (),

X
a=0(S + a)!
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pfi CemZ f,(v), fi(u) a v dalSim se vyskytujici fs(u), fs(u) ... jsou funkce
tfidy r v (u,— 9, u, + 9) takové, Ze

d* f; o
(EF).,:u‘,:O- O=La<s+4+s—1;i=0,1,2...)
Jest patrné
© xW=x,+ T E=W 4 X, @,
a=1 al

pfi &emZ soufadnice ar, bodu X,(u) a v daldim se vyskytujicich X, (u),
X (u) jsou funkce tfidy r v <uo—d, u, + J) takové, Ze

a
(d dﬁ;(@)":“n:ob. O<a<s+s—1;i=01,2...)
Z (5) vychazi
s—a a
(P — = @ =) +a Bt f )
o (@) — o] " = (0 — )" T + fo ., (W),
(1Ze<s, 1S7<s-1)

takZe dle (6) jest

’ xa a ’—a aﬁ T ]
= —u— Y — g
x [o(u)] xo+aila![(u u)* + a o2 (s+B)!(" u,) 4 fa () | 4
s—1 x

. 8} . AR
+T§1 © +;ﬂ {(a—u,) T+f.'+~{ ()] + X, @),

coZ se da psati ve tvaru

X[y @] =
=1, . \a =1 0 ebh A \
=n+ B ot 4 JF e [t 2 (o ]

Odtud a ze (4) mame, jeZto x(u)=¢ (v) x[¢ (v)],
Je tedy
(‘%l’})um‘n —a (‘%)u:uo =Xt .,éo (s T )‘) @y Xy T Oy Xy),

Tim jsou podminky (3) pfevedeny na (2).
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180. JeZto vzhledem ke styku v bodé& {xo} miZeme kfivku nahraditi
kteroukoli jinou kfivkou, jeZ s ni splyne v okoli bodu W, vidime, Ze de-
finice styku kfivek v bodé {x,} se bezprostfedn& roziifuje v definici styku
dvou zobecn&nych kfivek v bod& {x,}, jenZ ob&ma je spoledny a pro
Zadnou z nich neni singularni. Plati pak véta:

Bud C{x(u)} knvka tfidy r obsahujici bod {x,} = {x(u)}.

Bud C*= [P,,P,,... ,](k>m—l) algebraicka kfivka, jez
rovné&Z obsahuje {x,}; nebud v3ak {x,} singuldrni pro C-
Kfivka Clx(u)} a algebraicka kfivka C°® maji v bod& {x,)

s-bodovy (1<s<r+41) styk, kdyZ a jen kdyZ proi=12...k
nadrovinova forma i’, a kfivka C{x(u)} maji s-bodovy styk
\' bodé {xo’

Bud C{y(v)} (v v J) KFivka, kterd splyne s C° v okoli bodu {x,} =
= {y(v,)}. Zfejmé& sﬁ,y(v):oa: 1,2,...k) pro viecka v z J. Deri-
vujeme-li (s — 1)-krat, vidime, Ze P a C{y(v)} maji s-bodovy styk v {x,}.
Maiji-li tedy C{x (z)} a C{y (v)} s-bodovy styk v {x,}, maji P.(i=1,2...k)
a C{x(u)} s-bodovy styk v {x,}. Obricené piedpoklidejme, Ze F.’,(i——»-
=1,2... k) a C{x(u)} maji s-bodovy styk v {x,}. Abychom ukazali, Ze
C{x(w)} a Cly(v)} maji s-bodovy styk v {x,}, staCi ukazati, Ze existuje
d > 0 a funkce ¢ (1), @ () tridy r v (uy— 9, u, + 0y takové, Ze 1° ¢ (1) = uy»

e(u) %0, d—z) 4= 0 pro viecka i z (o, — 0, u, + ) a 2% klademe-li x, (u) =
=¢(u) x(u),

d® x, (d“y\ d°
] =2 . =0, 1...,8—1;—=1
M (du“) w \@v oy ET0 S—=higp="V

Dukaz rovnic (1) je v3ak uplné tyZ jako dikaz ve 178, pouze je
tfeba ukdzati (misto véty ve 175), Ze, kdyZ ar. bod y nendlezi do

{xo, (—%’) _ }, aspofi jedna z forem ﬁ, (i=1,2...k) ma tu vlastnost, Ze

polara [ﬁr; ] neni incidentni s {x,}. Ze tomu tak jest, ukaZeme ve 187.

181. Bud m=2. Bud C{x(u)} kFivka tfidy r obsahujici
bod {x,}. Bud {x,} singuldrni bod algebraické kfivky C[P).
Pravime, Ze C{x(u)} a C[P] maji s-bodovy (1<s<r—+1) styk
v bodé& {x,}, kdyZ C{x(u)} a P, maji s-bodovy stykvbod&{x,}.

V pfipadé, Ze {x,} je nesinguldrni bod algebraické kfivky C[P.],
byl styk C{x(u)} s C[P,] definovan ve 180, kde bylo ukazino, Ze i pak



119

plati, Ze styk C{x(u)} s C[P;] jest s-bodovy, kdyZ a jen kdyZ styk
C {x(u)} s P, jest s-bodovy. V pfipad& nyni uvaZovaném plati v3ak dale:
Bud {x,} singularni bod algebraické kfivky C[P,]. Bud
C{x(u)} kfivka tFidy robsahujici bod {x,}. Pak C[P.] a C{x(u)}
maji dvojbodovy styk v bod& {x,}. Je-li 2<s<r+1, maji-li
CIP] a C{x(u)} s-bodovy styk v bod& {x}, a je-li C{y(»)}
kfivka tfidy r majici s C{x(u)} (s—1)-bodovy styk v bodé&
{xo}, maji také C[P] a C{y(v)} s-bodovy styk v bod¢& {x,}.
Kfivka C{x(u)} tfidy r md dvojbodovy styk s P. v {x(uo)}, kdyZ

SP:x(u,) =0,

S[P’; (g),,=JX(uo)=o.

Tyto rovnice jsou vSak vidy spinény, kdyZ {x(u,)} = {x,}. Nebof, jezto
{x,} ie singularni pro C[P,], je dle 161 S[P,; x,]x,=0 pro kaZdy ar.
bod x,.

Pfedpokladejme dale, Ze C{x(u)} ma s-bodovy (2< s<r+ 1) styk
s P, v {x,} a Ze C{y(v)} md (s—1)-bodovy styk s C{x(u)} v {xi} =
= {y(v5)}. Abychom ukézali, Ze C{y(v)} a P, maji s-bodovy styk v {x,},
miZeme dle 178 piedpokladati, Ze jest

da* d*x d’ d’

(1) (#)v:uo:(tﬁl)uzu; (Osaés—Z’ —:_—21)'
Bézi pak pouze o to, zjistiti, Ze

5—1
[F SPry(V):lv: o =0.

Avsak dle (1) jest (v. 62), je-li n stupei formy P,

gj__l_sp (V)] L_ISP x(u):l —
[dv"_l i v=1, [du”“l ’ =1, B

dy—ly) (d.v—l X)
P Y |
ﬂS[ dv’ ! v==1, du’~ ! u:u‘.] X (HO)

JeZto dle pfedpokladu

s—1
—_— ( =0,
[dua_l SP. x \u)]“ﬂ‘o 0

zbyva pouze zjistiti, Ze

a! y) d*x
s{pn -3 _
[ " dv'! v=my dy*! u=u, * =0,

coZ plyne opé&t z definice singuldrniho bodu algebraické kfivky.
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182. Bud m opét libovolné. Bud C{x(u)} (u v @+ 0, b—0))

u
kfivka tfidy r. Bud P,= 2 As... En*t'...nadrovinovad forma
zavislad na y tak, Ze koeficienty A ...i soufadnice ar. nad-
rovin & n,§...jsou funkce tfidy s(1<s<r+1)véa+0,b—0).
KdyZ a jen kdyZ pro kazdé uz @+ 0,b6—0) jest

m s (f;Pr] x(w) =0, 0<a<s—1)

pfi SemiZ dii;_o: 1, maji pro kazdé u z¢@+0,b—0) P,a C{x(u)}
s-bodovy styk v bod& {x(u)}.

BéZi o to, ukazati, Ze, kdyZ a jen kdyZ pro vieckauyz J*=(a 0,
b — 0) plati (1), plati pro viecka u, u; z J* (u a i, povaZujeme za dvé ne-
odvisle promé&nné)

d
) [ aSPrx(u)] =0. 0La<s—1)
du u=u,

Jak rovnice (1), tak rovnice (2) jsou v3ak obsaZeny v soustavé rovnic

&) ’ E‘Z_ﬁﬁ[ (dfza 1'3',) X (u) ]l

[ u=u,

—o. O<Lat+BSs—1)

Staéi tedy ukdzati, Ze jak z (1), tak ze (2) lze odvoditi (3). Pfedpokladejme
na pf., Ze plati (1). Ty rovnice (3), v nichz § =0, jsou totoZné s rovni-
cemi (1). Pfedpoklidejme tedy, Ze plati ty rovnice (3), v nichz g = A,
a ukazme, Ze plati i ty, v nich f=h+1 (0L <L s—2). To je viak
patrné z identit

d|d d“ ! d* w .
mzﬁ[s (d a”')*<">]}u=u,={—duh+l[s(du P') <">]}.‘=u.+

4 a5t
+ E’:[S(WP’.] x(u):l u:u.. O0<Le+h<s—-2)

. 183. Bud C{x(«)} (uv@+0, b—0) kFivka tfidy r. Bud
P.—3Amu-...57*'... nadrovinova forma zdvisld na g tak,
Ze koehcnenty A...isoufadnice ar. nadrovin §,7,{... jsou
funkce tiidy s 2<s<r+1)v<a-+0, b—0). Tehdy a jentehdy

maji pro kazdé gz @—0, b40) P.a C{x(u)} s-bodovy styk
v bodé {x(s)}, kdyZz pro kazdé uz (a+0, b—0) 1° P, jest in-
cidentni s x(u), 205 P, a C{x(u)} maji (s—1)-bodovy styk
v bodé& {x(d)}.
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Véta je zfejmd, piSeme-li podminky pro s-bodovy styk l"-", a C{x(u)}
v {x(u)} ve tvaru 182 (1) a podobné podminky pro (s— 1)-bodovy styk

d u
EP' s C{x(u)}.'

184. Bud C{x(u)} (u v <@+ 0, b—0)) kfivka tfidy . Bud
P.=2Au... 570+ nadrovinova forma z4visld na u tak, Ze
koeficienty Ay ... i soufadnice ar. nadrovin § %, { ' jsou

funkce tfidy s (1<s<) v @+0, b-0). Pro kazdé u z (@a+0,
b—0) m&jte P, a Clx(u)} s-bodovy styk v bod& {x(u)}. Bud u,
¢islo z <a+0, b—0). P a C{x(u)} maji (s+1)-bodovy styk
v bod& {x(u)}, kdyZ a.jen kdyZ [d—izﬁ']uﬂ, a Clx(u)} majis-bo-
dovy styk v {x(u)}

Jsou-li u, u, jakakoli Cisla z ¢a -0, b—0), plati dle pfedpokladu
rovnice 182 (1) a tedy téz 182 (3), zejména

de
[EE" P,-x(u):luzulzo, (ea=0,1,...5—1)
d* d
[E“S(J—H,P’) x(u)]u:“l=0 (@a=20,1,..8—2).

Bézi pouze o to, ukazati, Ze pak podminky

€ sp
[du' ,x(u)]u:ul_:u“-—o

d.v—l d u,)
[dﬂs_l S (dul Pr X(u)]uzul—:uo—o

jsou ekvivalentnf. To v3ak vychazi ihned z identity

d[d ! w
OZTu,[’_SP"”")] =

du*? —

5—1

(L sBxw] + —s(—d—sﬁ')x )
- [du" rX .U)]u—u, [dl.l,_l dul g (

=14

Tetna Pada ar. bodii a teénd Fada bodova.
185. Bud {x(u)} bod kfivky C{x(u)}. Rada ar. bodu

s={eo[G]. )

nazyva se te&na fada ar. bodi kfivky C{x(u)} vbodé {x(u)};
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mnoZstvi bodi obsaZenych v § nazyvad se te€dna fada bo-
dovéa kfivky C{x(u)} v bodé& {x(uo)} Ar. nadrovina § néleZi
do Adj. S, kdyZ a jen kdyZ ma s C{x(u), dvojbodovy styk
v bod& {x(u)}. Rada bodovd {y, y:)°jest teina Fada bodova
kfivky C{x(u)} v bod& {x(uo)}, kdyZ a jen kdyZ ma s C{x(u)}
dvojbodovy styk v {x(«)}. Kfivka C{y(v)} ebsahujici {x(u,)}
méi v tomto bod& dvojbodovy styk s C{x(z)}, kdyZ a jen kdyZ
ob& kfivky maji v {x(u)} touZ teEnou Fadu bodovou.

Ze & nsleZi do Adj. S, kdyZ a jen kdyZ £ a C{x(u)} maji dvojbodovy
styk v {x(uo)}, vychizi ihned ze 174. Rada bodovd C|(&, & ... &En_s]
(v. 169) ma tedy dle 180 dvojbodovy styk s C{x(u)} v {x (uo)}, kdyZ a
jen kdyZ {&, & ...&n_s}=Adj. S. Vyrok o C{y(v)} je pak zfejmy.

186. Bud {x(u))} bod kFivky C{x(w)} (u v @-+0, b—0))
tiidy 2. Bud S? teEni Ffada bodovad kFivky C{x(u)} v bodé
{x (1)} Maji-li 8°a C{x(u)} trojbodovy styk v {x(uo)}, pravime,
Ze {x(u)} jest inflexni bod kfivky C{x(#)}. Bod {x(u)} jest

inflexn{ bod kFivky C{x (&)}, kdyZ a jen kdyZ ar. bod[Z—ux]
| -

jest lin. zdvisly na x(uo), [g—ﬂ . Kdyz a jen kdyZ vSecky
U—1uy

body kfivky C{x(u)} jsou obsaZeny v pevné Fadé& bodové,
jsou viecky body kfivky C{x(u)} inflexni.

Bud Adi. {x(uoh[ 2] }={8 &... 5.} Dle 169 jest $°=

=Cl&y & - -§n_s]. Dle 180 je tedy {x(u)} inflexni bod pro C{x(u)},
kdyZ a jen kdyZ

dx dix
SE;x(u.,):SE;[E]l‘:uJ:SE [du] , (=12...m—1)
tedy kdyZz x (u,) [ ] [d__”x] ndleZeji do {x (uo) [ x] !
! dul,— u,, dus u=1 ’ dul.— u',"

dix

) dx
kdyZ ar. b°d..[?m_’],.=,.‘, jest lin. zdvisly na x(u), [du] =ty

Existuje-li pevna fada ar. bodia S'={y,, y5}, obsahujici vSecky body
ktivky C{x (u)}, je pro viecka u z @+0, b —0)

0))] x(@) =X (Wy, + 2y,

Funkce 4,(u), %;(u) jsou- zfejm& tfidy 2, zvolime-li za y,, y, pevné ar.
body z §'. MiiZeme tedy (1) dvakrat derivovati a obdrZime

dr_dy oy dx_dh,
@ cwmaw’ W et e
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Rovnice (1) a prva rovnice (2) pravi, Ze S’=[x(u), g{‘, nebof x (u),

Z—'; jsou dle 150 lin. nezdvislé; druhd (2) pravi pak, Ze % ndlezi do

[x(u), gic], takZe {x(u)} je inflexni bod pro C{x(u)}, af jakkoli jsme

zvolili u v a0, b—0).
Jsou-li naopak v3ecky body kfivky C{x ()} mflexm, existuji funkce
a,(u), a,(u) takové, Ze pro viecka u z (@0, b—0) jest
dix

3 = — =g x+ad—x
) duz~ ° Ydu

Jeito x, %’: jsou lin. nezavislé pro viecka u z (¢+0, b—0), lze ke

kaZdému u, z (@ +0, b—0) udati aspoii jednim zpisobem indexy i, 4,
tak, Ze pro u=u, a tedy téZ pro [u—u,| < &, kde & je jisté kladné &islo, jest

NONRVCOR
dx® dx® | 0.
du du

Vypocteme-li tedy a,(u), a,(u) z rovnic

dix® dxt®)  dax® ) dx®
o b o B e TR R e

vidime, Ze funkce a,(u), a;(u) jsou spojité pro u= u,, tedy pro kazdé u
z (a+0, b—0). Dle 65 existuje tedy fada ar. bodit, obsahujici vSecky

body kfivky C{x(u)}.
187. Bud {x,} nesinguldrni bod algebraické kfivky C=

1 ] k
=C{Pn P, ... P.](k>m—1). Ar.bod y ndleZi te€né fad& ar. boda
algebraické kfivky C* v bod& {x,}, kdyZ a jen kdyZ pro i=1,
2...k polara [P,; y] ar. bodu y vzhledem k P, jest inci-
dentni s x,.

Bud S mnoZstvi v§ech ar. boddt y takovych, Ze pro i=1, 2...k

jest S[P,, y] xo=0. Z 15 je zfejmé, Ze S je lin. systém, ve 175 jsme
vidéli, Ze S obsahuje teCnou fadu ar. bodi algebraické kfivky C* v bod&
{x,). Stadi tedy jest¥ ukédzati, Ze dimense S neni v&3i neZ 1. Zvolme
za tim uCelem ar. body xj, Xs...Xm—; tak, Ze, je-li Q. nadrovinovd
forma 168 (1), jest SQ-x,k0. Ar. body xi, X3... Xu—y jsou lin. nezd-
vislé, jak jsme pfi ditkaze ve 168 si poviimli. Kdyby dimense S byla
vEtSi neZ 1, obsahoval by tedy prifez lin. systémit S a {x;, X3 .. Xn—}



124

aspon jeden vlastni ar. bod y, jak snadno vidime ze 17. Jinak feleno,
existovala by Cisla Ay, 4; ... 1,_,, ne vesmé&s rovna nule, takova, Ze ar. bod

ANXx, = hX, 4o Ay Xm—y

naleZi do S. Kdybychom pak nasobili v determinantu 168 (1) i-ty sloupec
Cislem 4; (i=1,2... m—1)apak seCtlivkaZdém fadku, byly by soucty
nadrovinové formy incidentni s {xo}. Z toho by v3ak snadno plynulo,
Ze SQ-x,=0, coZ je spor.

188. Bud m=2. Bud {x,) dvojny bod algebraické kFivky
C[P,). Budie C, C; v&tve algebraické kfivky C[P,] v okoli
bodu {x,}. Bud 8;(S;) te¢néa fada ar.bodd kfivky C,(Cs) vbodé&
{xo}. MnoZstvi M uvaZované ve 170 skladd sez S;az S,

UZijme pfedpoklada a oznaCeni ze 171. Mdme pak ukazati, Ze te€na
fada ar. bodi kfivky Cly(u)} v bod& {y(0)} jest {xo, x,}. To vSak vy-
chézi ihned ze 171 (5), nebot f(0)=0.

189. Bud m==2. Bud{x,} dvojny bod algebraické kfivky
C[P]) Budte C, C; vétve algebraické kfivky C[P;] v okoli
bodu {x,}. Bud C{x(v)} kFivka tfidy r obsahujici {x}. C{x(v)}
a C[P] maji ssbodovy 3<s<r+1)stykv|x,), kdyZajenkdyz

bud 1° C{x(v)} a G, nebo 2° C{x(v)} a C, maji (s—1)-bodovy
styk v {x,}-

Je zfejmé, Ze C; a C[P,] maji (s— 1)-bodovy styk v {x,}. Maji-li
tedy C{x(v)} a C; (s—1)-bodovy styk v {xo}, maji dle 181 C{x(v)}
a C[P.] s-bodovy styk v {x,}.

Uzijme nyni pfedpokladi a oznaleni ze 171. Jeito {x,} je singuldrni
bod pro C[P.], jest dle 168

(1 S[Pr;x]xozo

pro kazdy ar. bod x. Dale jest dle 170 a dle toho, jak ar. body x;, x
byly zavedeny ve 171,

(2) S[Pfaxlﬂxl]xo S[Pfax’vxﬂxo“o
Je v3ak
&) S[Pr; ;5 X,) x, 3 0.

Vskutku, dle 170 jest na pF.

S{Pr; x, 4 %35 %, + %] x, 30,
avSak

S[Pr; X, 1 X5 %, + Xl = S[Pr; X5 X,] + S[Pr; X35 %] + 28 [Prs %5 X3,
takZe dle (2) vychazi (3). Dle 50 a dle (1) jest

@) S[Pr; x5 %] Xy = S[Pr; %] X,=0.
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Z (2) a (4) vychazi
S[Prix;; kX + b X + 225 X, = M S[Pr; X5 %3] X,
Dle (3) jsme tedy vedeni k této pomocné v&t&: Jest
S[Pr; x,; X} x,=0,

kdyZ a jen kdyZ ar. bod x néleZi do {x,, xi}.

Bud nyni C{x(u)} kfivka tfidy r, obsahujici bod {x,}, takZe miZeme
pfedpokladati x, = x(v,), a majici v {x,} s-bodovy 3Ls<r+1) styk
s P, Je tedy

dl
{4) [&F SP,x(v)]v:vo=0. 0Lags—1)
Je v3ak, kdyZ n je stupen formy P,

a dix dx dx
du_zSP,-x(V)_nS[Pr,dv,]x(y)-f—n(n—l)S[Pr,dv, dv]x(v).

Dle (1) dava tedy ta rovnice (4), v niz e¢=2:

dx dx
Prs|— [ P 0 — V.
§ [ (dV) v=v, (dV) u:vJ x 0

Dle 170 a 188 naileZi tedy (Z:) bud do {x,, x,} nebo do {x, xs},
t. . bud C{x(v)} a C; nebo C{x(v)} a C. maji v bodé {x,} stejnou tenou
fadu ar. bodd. Dle 185 ma tedy C{x(v)} v bod& {x,} dvojbodovy styk
bud s C, nebo s C,. KdyZ s=2, je tim jiZ dokazano, Ze C{x(v)} ma
v {x,} (s —1)-bodovy styk bud's C; nebo s C;, jak bylo tvrzeno. MiiZeme
tedy dokazovati ddle indukci vzhledem k s, t. j. pfedpoklddati, Ze C {x(v)}
ma v {x,} (s — 2)-bodovy styk na pf. s C;= C{y(u)}, kde y(u) je defi-
novino ve 171 (5), takZe zejména

— e [ _
(5) y (0) = %o (dll) u=0 =%

Dle 178 miaZeme pfedpokladati, Ze

d“x) (d“y)

— =|— . 0<a<s-—3

® dva v=v, du® u=0 ( Se3§ )

De 62 jest

. dx , . dx d'x
FSPHC(V):HS[P,-; d—v,—_i]X(v)-1-(8—l)n(n—l;S[Pr,dv, dv,_g]x(v)—i—..-,
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d&
dva 3

v ni ¢« =s— 1, a zfejma rovnice [gu’— SP,y(u)] davaji tedy vzhledem

k 6
’ dv V=0, dll !

dy) (d’"” x) (d"”y) 0]
N _ _ — | — = 0.
- (s 1)(n 1) S I:Pr H (dll “_0 dvg—2 - dus—” uei X 0

v

kde vynechané &leny obsahuji pouze x(v),i% Ta rovnice (4),

Dle (1) a (5) je tedy

da—Sx) ( ds—ﬁy)
(7 S [Pr, X3 ) oy, ~\ g u.—_O] X, =0.

Dle pomocné véty vySe dokdzané soudime ze (7) a (5), Ze existuji Cisla
ao, b, takova, Ze

da—2 da—‘z
®) x) ( 2 ) = a,x, + by Xy
V=1, =0

dva—ﬁ - dua—2 u
Z (6) a (8) plyne v3ak, Ze C{x(v)}a C{y(u)} maji v {xo} (s — 1)-bodovy
styk, jak bylo tvrzeno.

Ktivky ve dvojrozmérném prostoru.

190. Ve 190 aZ 194 predpoklidime m = 2. Pfimka {£) nazyva
se te¢na kfivky C{x(u)} vbodé& {x(u,)}, kdyZ ar. pfimka & ma
v {x(uo)} dvojbodovy styk s C{x(u)}. Existuje jedna a jen
jedna tecna kfivky C{x(u)} v bod& {x(u,)}. Je to pfimka

\ d
) (e} = {(x @), [&ﬂ.m...,)}'

Pfimka {£} je teEna kfivky C(x(u)} vbod& {x(u)}, kdyZ a jen
kdyZ Adj. {£} je teina Fada ar. bodu kFivky C{x(u)} v bodé&

1x (o)}
Vychazi ihned ze 185.

191. Ar. kfivka Cox(u) (u v<a—+0,6—0) tiidy r=2 nazyva
se reguldrni, kdyz: 1° jsou-1li g, ug dvé rtizna Cisla z (a, b),

2] [l o sessi
ar. prlmky[ Xy ..:..,a X Ju u:“.]soulln. nezavislé, 2° pro

kaZdé u z (a, b) jest
dx dx

e ( du duZ) Fo
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Kfivka C{x(u)} nazyva se reguldrni, kdyZ ar. kfivka C.x(a)
jest regularni. Zadny bod regularni kfivky neni inflexni;
te€ny reguldrni kfivky vedvou ritznych bodech jsou rizné.

Ze jsme k definici reguldrni ar. kfivky a regularni kfivky opravnéni,
je zfejmé. Vyrok o inflexnich bodech vychazi ze 186 a vyrok o tefnach
reguldrni kfivky je zfejmy.

192. Bud C{x(u)} (g v +0, 6—0)) reguldrni kfivka tfidy
r>2. MnoiZstvi teen {§(u)} kfivky C{x(u)} je dudini kfivka
€{5(u)} t¥idy r—1. Pravime, Ze dudlnikfivka €{&(u)} (u v @+0,
b—0)) jest adjungovana ke kfivce C{x(u)} (u v a+0, b—0))

a piSeme
€ few)) = Ad. Cl{x ).

Die 190 (1) miZeme pfedpoklddati, Ze
dx
M F,(u)z(x E)'

Odtud plyne
(2]
du " du?
takZe dle 89 (1)

dé dx d*x
2 (E du) =Y du duw ) x
Z definice reguldrni kfivky vychazi nyni snadno, Ze €{E(u)} jest dualni
kfivka.
193. Bud Clx(u)} regularni kfivka tfidy r>2. Bud
m G {& @)} = Adj. C {x @)}.

C{E(u)} jest regularni dudlni kfivka, kdykoli je tFidy 2;
zejména tedy, kdykoli r>3. Kdyz € {£(u)} jest regularni, jest

(2) Clx )} = Ad}. € {¢ (u)}.
Jako ve 192, zvolme
§= x &
o du)'

Bud nejprve r>3. Pak jest

(L) L5 _ () (on
du~ \"du?)’ du"_( du“) (du du")’

2oy (o () (o axa))
du du‘l)_[(xdu)’ (xdu*)' (xdu“) " \du du'*) '

takZe
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Av3ak
(<) () (<) =
[ du)' (xdui’ duw?

nebof viecky ffi ar. pHimky na levé stran& néleZeji do Adj. {x}, takZe jsou
lin. zavislé. Die 89 (2) je tedy

dé d*¢ dx dx
@ (edu du?] ( du dulJ

Ze (3) a 192 (2) vychazi ihned, Ze € {&(u)} je reguldrni a Ze plati (2).
Bud nyni r =2 a bud € {§(x)} ttidy 2. To znamena, Ze existuji funkce

tfidy 1 ¢ (), ¢ () takové, Ze viude ¢ (u;) %0, E 40 a Ze, klademe-li
1

4) § (u)=p(uy) § [ (u)],
soufadnice &, (u;) (i=0,1,2) jsou tfidy 2. Ze (4) plyne derivovanim

at, _de ”

du, = du, * 1?4 ﬂ(u')[du]u o 9
takze jest dle 192 (2)

d§,
" (E. d_j,) = (a,) x (¢ (1)),
kde
do [( dxd
A(y,) = [P("l)]2 _w[(xd—;f d—llJ:):I =9 ;

Funkce A(u,) je tfidy 1, nebof ostatni vyrazy vyskytujici se v (5) jsou dle
pfedpokladu tfidy 1. Z (5) tedy plyne

©® (e,z::) l)( ) md—ul+—)x[4> ).

Z (5) a (6) vychazi dle 89 (1)

de, d, . de [(.dx
(e‘du du,? ) '(u')—“d [( d”)]u=<p(u,).

Prava strana této rovnice je zfejm& = 0., takZe

. et

du, du,? ):FO'

Z (5) a (7) vych4zi ihned, Ze G, & (u,) je regularni.
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194, Budte C{x(z)}, C{y(v)} reguldrni kfivky tfidy r>2
o spole&ném bod& {x(u)} = {y(v,)}- Bud

€ {t @)} = Adi. C{x @)}, € {n»} =Ad.C{y m}.

Maji-likfivky Cl{x}, C{y} s-bodovy (2<s<r) styk v {x(uo)},
maji €{&}, €{n} s-pfimkovy styk*) v {§(u)}

Bud

d*x d*y d’ d’

(ZF)..:,.“:"“’ (BF).,:%:"“‘ Ose=r gp=ap="
Dle 178 miiZeme predpokladati, Ze
) Xy =Yq- 0<a<s—1)
Dle 190 (1) muZeme pfedpokladati, Ze

i _(,%
tw= (x5 ), no=(7).
Z (1) vychazi ihned, Ze
Y (et

@) (dlla')uzuo_ (dVaJv:v., (02e<s—2)

aze

(d‘"‘n) i
dV,_l v=19, dll’_—l

J = (X,, Ys— Xa).
*=1ty

Dle 191 (1) jest

d
Adl. {xo) = {(xyx)), (Xox)}={& (), (ﬁ) }
=1y

AvSak zfejmé& (xo, y, — X,) naleZi do Adj. {x,}. Existuji tedy Cisla a,, b,
takova, Ze

d‘_l-q d"—lE e
3 _ ]
( dv”_j)v:*w (du"_l )u:uo a, dll) — + bog (ty).

Ze (2) a (3) vychazi dle 179, Ze C{§} a €{n} maji s-pfimkovy styk
v {§(uo)}'

*) Pro m=2 k vyrazu ,s-bodovy styk" je dullni vyraz ,s-pfimkovy styk“.
Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 9
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Kiivky v trojrozmérném prostoru.

195. Ve 195 az 229 predpoklddame, Ze m=3. Pfimka {p} sou-
mistnd s te€nou fadou ar. bodu kfivky C{x(u)} v bod& {x(u,)),
t. j. pfimka

w ol ={(xwo Gl )

nazyva se teéna kfivky C{x(u)} v bodé {x(u)}.- Rovina &
nazyva se teCnourovinou kfivky C{x(u)} v bod& {x(uo)}, kdyz
ar. rovina § mas C{x(u)} dvojbodovy styk v {x(u)}. Rovina {£}
je te€nou rovinou kfivky C{x(u)} v bodé& {x(u)}, kdyZ a jen
kdyZ ndleZi svazku rovin soumistnému s te€nou (1) kfivky
C{x(u)} v bod& {x(u)}

Viz 185,

196. Bud C{x(u)} kfivka tFidy r>2. Rovina {§} nazyva
se oskulaénirovinou kfivky C{x(u)} v bod& {x(uo)}, kdyZ ar.
rovina § ma s C{x(u)} trojbodovy styk v {x(uo)} KdyZ {x(u)}
jest inflexni bod k¥ivky C{x(u)}, kaZda teéna rovina kfivky
Clx()} v {x(u)} jest oskulaéni. KdyZ {x(u)} neni inflexni
bod k¥ivky C{x(u)}, existuje jedna a jen jedna oskula&ni
rovina kfivky C{x(z)} v bod& {x(u)}; je to rovina {£}, kde

ey E=lx——]|.

dxd?x
du du'l) (= ts)

Vychazi ihned ze 186.

197. Bud C{x(u)} kfivka tfidy r>3. Rovina {§} nazyva se
hyperoskula&ni rovina kfivky C{x(u)} v bod& {x(u)}, kdyz
ar. rovina § mé s C{x(u)} Ctyfbodovy styk v {x(u)}. Hyper-
oskula&nirovina kfivky C{x(u)} vbod& {x(u)} existuje, kdyz
ajen kdyz

dxdlxdax
) (5 g ) =

dudi? duw pro t=th-

Kfivka C{x(u)} nazyva se rovinna kfivka, existujeli rovina
I€) incidentni se vSemi body kFivky C{x(u)}, jeli Clx(u))
tfidy 3, je pak rovina {§} hyperoskula&ni rovinou pro C{x (u)}
v kazdém jejim bodé& Jeli C{x(u)} (u v a+0, b—0)) kfivka
tfidy 3 bez inflexnich bodi, a jeli prov3eckauz{a—+0,b—0)

( dx d’xd'x)
du du? du?

@

jest C{x(u)} (u v<ia+0, b—0)) rovinna kfivka.
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Ar. rovina § ma zfejmé &tyFbodovy styk s Clx(u)} v {x(uo)}, kdyZ
a jen kdyZ naleZi do Adj. 1x(uo), (du)u— (gt%)“:u,,’ (%;)u=m,}' Odtud
vychazi ihned podminka (1). Je-li kaZdy bod kfivky C{x(u)} tFidy 3 inci-
dentni 5 pevnou rovinou {£}, je zfejmé, Ze {£} je hyperoskulalni rovina
pro C{x(u)} v kaZdém jejim bod&. Je-li C{x(u)} kfivka tfidy 3 bez
dx
Px ' duw
lin. nezavislé a —— an je na nich lin. zavisly, takZe existuji funkce g, (u),

inflexnich bodii a platl -li identicky (2), jsou pro kazdé y ar. body x
d*x

d )
a; (u), as (1) takové, Ze jest identicky

d*x
d 3

dl

dx
a,,x—i-a,d +a,— oy

Snadno vidime, Ze a,, a;, a: jsou spojité. Tedy dle 65 existuje rovina
incidentni se viemi body z C{x(u)}.

198. Bud {x} bod kubické kFfivky Cs Budte &, & lin. ne-
zavislé ar. roviny takové, Ze pfimka {§0§1} je tenou a ro-
vina {§) jest oskulaéni rovinou ki¥ivky C; vbodé& {x}. Existuji
ar. roviny &, & takové, Ze

) c, =C[5n & ﬁJ
b

Budte 7, 7, 73, 7y ar. roviny takové, Ze

C3:C|:m L ”12]‘

T M2 M

Dle 173 miZeme pfedpokladati, Ze {n, m, n:} = Adj. {x}, Ze tedy
ar. roviny 17, 7;, N, maji v {x} jednobodovy styk s Cs;. Naproti tomu 7,
zfejmé& neni incidentni s {x}, jeZto (7,7M, MsMs)F 0. Mé-li 73 s-bodovy
(s21) styk s Cs v {x}, ma dle 174 rovinova forma 7% 2s-bodovy styk
s Cs v {x}; snadno vidime, Ze totéZ plati o rovinové form& (1, ns —n%) +
~+ TPe =1, 1. JeZto 7y neni incidentni s {x}, ma také 7, 2s-bodovy styk
s C; v {x}. Tedy m17m, ma 3s-bodovy styk s Cy v {x}; totéZ plati o ro-
vinové formé (7,7 — M 7M3) + 7172 = 7o Ns. JeZto 7m, neni incidentni s {x},
ma také 7, 3 s-bodovy styk s C; v {x} Kdyby tedy 7, méla dvojbodovy
styk s C5 lx} méla by kazd4 ar. rovina z {7, 1y, 72} dvojbodovy styk
s Cy v {x}, coZ je nemoiné. Tedy 7, ma v {x} priv& jednobodovy styk
s Cy. Dle predeslého ma 7, (7,) trojbodovy (dvojbodovy) styk s Cs v {x}.
Neni moZné, aby 7, méla trojbodovy styk s Cs v {x}; jinak by totéz
platilo o rovinové formé& ;73— (7, ns—7%)=1%, coZ je nemozZné, jeZto

9*
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styk 73 s C; je pravé jednobodovy. Tedy dle 196 bod {x} neni inflexni

pro Cs a
(2) Eo= ao.qo; E] =aM + a, . (GO:FO, a2:': 0)

Staéi nyni zvoliti

a,’ a,a, a?
3 ,y="—n,+2 -—
(3 2 a, N+ a, M, a, Mo
a,’ a, a? a,la a?
53——221]34-3 l.; mn+3 ;22711+ 3 Tio
0 0 0

aby platilo (1). Vskutku
L& —E =a (M — M)

a,’ a, a,*
£,8,— &, £z=—' (M3 — M) + 2 '—L (nm-z—m")

— M) + (nom— Tl

at
§ & — &= a_z.'z (MM — M
0

199. Ar. kfivka Cox(u) (u v <a+0, b6—0)) tfidy r>2 na-

zyva se poloregulédrni, kdyZ: 1° jsou-li s, us dv€ razna Cisla
dx
z {a, b, ar. pfimky ( d")u .
2° pro kazdé u z (a, by jest
dx d*x

) (dudul):‘:o
Kfivka C{x(u)} tFldy r>2 nazyva se poloregularni, kdyz ar.
kfivka C.x(u) jest poloreguldrni. Zaddny bod poloregularni
kfivky neni inflexni; te€ny poloregularni kfivky ve dvou
riznych bodech jsou ridzné.

Viz 191,

200. Ar. kfivka Cox(u) (u v @+0, 6—0y) tfidy r=3 na-
zyva sereguldrni, kdyZ:1° jsou-li uy, ys dvEriaznd €isla z{a, b).

dx . . -
a |x5- jsou lin. nezavislé;
duw u=,

. . - . < dx) ( dx)
. . = s , tak
jsou lin. nezdvislé jak ar. pfimky (xdu e a X u ta

U= Uy

El 2
ar. roviny (xg—zg?f)u_“ a (x%i%f)u_u; 2" pro kazdé uy z ¢a, b
jest
dxcl’xd1 )
Mm ( du du‘ du®

KaZda reguldrni ar. kfivka jest poloreguldrni. Kfivka
C{x(u)} tfidy r>3 nazyvéi se reguldrni, kdyZ ar. kfivka
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C.x(u) jest reguldrni. KaZda regularni kfivka jest polo-
r‘egularni. Regulédrni kfivka nemd hyperoskulanich rovin;
oskuladniroviny reguldrni kfivky ve dvou riiznych bodech
jsou rizné.

201. Bud C{x(u)} (uv<(a+0, 5—0) reguldrni kiivka tfidy
r>3. MnozZstvi oskulanich rovin {§(u)} kFivky C{x(u)} je
dualni kfivka €{§(u)} ttidy r—2. Pravime, Ze dualni kfivka
ClE(u)} (wvia+0,6—0) jest adjungovana ke kfivce C{x(u)}
(uv<ia+0 b—0)) apideme

G {&(u)} = Adj. C{x(w)}.
Dle 196 (1) miZeme pfedpokladati, Ze

dx d*x
‘ =
¢ &E(u) ( du di )
Odtud plyne
& _(,dx s
due U du du®)’

takze dle 109 (1)
dg dxd*xd’x dx
@ (E ) ( du du? du‘)( du)
Z definice reguldrni kfivky vychdzi nyni snadno, Ze G{&(u)} jest dudlni

kfivka.
202. Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>3. Bud

(n € {& )} = Ad). C{xw)}.

€{E(u)} jest poloregularni kfivka, kdykoli je tFidy 2; ze-
jména tedy, kdykoli r>4. €{§(u)} jest reguldrni kfivka, kdy-
koli je tfidy 3; zejména tedy, kdykoli r>5. Kdyz €{§(u)} je
regularni, jest

(2 Clx@)}=Ad.¢{tw).
Jako ve 201, zvolme
- dx d*x
( dudu)

Bud nejprve r>4. Pak jest

ﬁ_( dxd’x) d‘E dxd“ ) dix d’x )
du due du)’ du? ( du du ( du? du?)’

(Eﬂ‘,d_lé)_[ dxd*) xﬂuf‘_:_c (dxd*x) d*x d’x ]
du du?] ( du du®)’ ( dudu“)' du dut +( d*u du‘J

takZe
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Av3ak
dx d*x ( dxa"x) ( dx dix )] 0
[( dude)’ \"du duw du du’ b
nebof vSecky tfi ar. roviny na levé stran€ ndleZeji do Adj. lx, la jsou
tedy lin. zdvislé. Dle 109 (2) je tedy

( ﬁﬁ) ( dxd’-xd‘x)

3) du du? du die du®

du du? dir® X
Ze (3) a 201 (2) vychazi snadno, Ze € {(u)} jest poloreguldrni. Dale
pfedpoklddejme, Ze r >5. Pak jest

£ (L (x| oty
du” " du du? du? du? du du? du®)’

takZe

50t (xledx
du? ( du du? du?
Dle (3) je tedy

)

du du* du®

dt d* d"é) xdx dx d"x)5
( ( du du? du®

Ze (3), (4) a 201 (2) soudime snadno, Ze €{&(u)} jest reguldrni.

I kdyZ r=3 (3<r<4), mize se stati, Ze € {£(u)} je tfidy 2 (3). To
nastane, lze-li urCiti funkce ¢ (uy), ¢ (i) tfidy 1 takové, Ze viude o (uy) 0,
d_;o 30 a Ze, klademe-li

1
(5) E (u) =p(u)Ep )]

soufadnice §,®(u,) (i=0, 1, 2, 3) jsou t¥idy 2 (3). Ze (4) plyne derivo-
vanim

d

® =

d d
IO RTINS
u== (u, 1

du, - du,

takze jest dle 201 (2)

d§, dx
@ (€| dul) =} ( d”)u'—go(u,)
kde

dxd'x d'x

de
)\ j— 1 —
() =[p (u,)] ( du du? du‘)u ® Cuy)

Funkce 1(u,) je tfidy 1, nebot ostatni vyrazy vyskytujici se v (7) jsou
tfidy 1. Ze (7) plyne tedy derivovdnim

@) [ dx do [ dx
e PP :
® (E' du? ) du, ( du) e (p(u,)+ du, (xduf) w1 (1)
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Z (6) a (8) vychdzi, Ze jest, af ar. rovina 7 je jakdkoli

&g £ (4 _do \
(&, du, du,* ) (E| 2) ( dlll du, du, [S (x (ng)]u:lp(ul)+
©) dp Id‘? t d\ dy dx dt
* d—"l l d_"l[s (xﬂ) (ﬂj :I" =9 () t:: du, du:ig[s ( d’-’) (’1 El)]u:¢(ux)+
P X
+ P)\ (d l) [S ( dll) ( du)]u:(p(ul)'

d§ dx d&

Ziejmé jest Sx&t = S—§ S—§ Sx Sd— a———O,takiedle98(l)

prvé tfi ¢leny na pravé strané rovnice (9) jsou rovny nule; dle téhoZ
vzorce pak jest

dt
xﬂ) d&) Sxm 5% gy g B [ dx s
( du? ( "du dx dx dt oK du*( du duﬂ’
¢1Vu’11 clu2 du
Sx (xd_"ﬂ d_"i‘)
=T om du du? du’)’
takze (9) dava
(e 8t ) = uSale )
du, du? P,

kde
N ) (dgo) ( dx d‘xd’x)
— 7P \du du du di) u=p(uy)

Jeito ar. rovina 7 je libovolnd, je tedy

de, dit
( lﬁim) = px[p ()

(10)
Ze (7) a (10) vychazi snadno, Ze €, &, (1) jest poloreguldrni. Kdyz &, &, (1)
je tridy 3, jest p tFidy 1, nebof totéz plati o ostatnich vyrazech, vysky-
tujicich se v (10). Z (10) plyne pak derivovanim

dt, d* d
(an (e.i—e’):—”x[ o] + b

du, du?3 (du) =P ()

Z (10) a (11) vychazi dle 109 (1)

(LY (o)
Ydu, du? du,? du,) TP dufuz o quy

Prava strana této rovnice je patrné 3=0,. Z toho plyne, Ze

& a2,

0.
du, du? du,“) +

(12) (E.

Ze (7), (10) a (12) soudime snadno, Ze €, & (u,) je reguldrni.



136

203. Budte C{x(u)}, C{y(v)} regularni kfivky tFidy r>3
o spole&ném bodé& {x(u)}={y(,)}- Bud

C{e@) =Ad). C{x@)}, E{n()} =Adj. Cl{yw)}.

Maji-li kfivky Cx{(u)}, C{y(v)} s-bodovy (3<s<r) styk v bod&
{x(tlo)} majn ClE@)), C{nw)} (s—1)-rovinovy styk*) v {£(up)}.

0
(ﬂ) (day) B (oéaé,; £=i=,)
du® u:uo

dv® Vo
Dle 178 muZeme pfedpokladati, Ze

7=

N Xg =Yg (0Ze2ss—1)

Dle 196 (1) miZeme pfedpokladati, Ze

dx d*x dy d%y
tw= ( duduz)' )= ( dv dv")'

Z (1) vychézi ihned, Ze

d*¢ d*
(2) ?‘7{ u:u(,: F V=9, (0 é * é $= 3)
a ze
d&—z da—se
@) (dv*"’ Jv_v,, (du‘_”) :u‘,= (xm Xi ye— x’).

Dle 200 (1) jest

d
Adj. {xm } {(xo X %), (XX, x:l)} = {E(uo), (d_fl)u-;uu}.

Aviak ziejmé& (xo, Xx;, y«— X,) naleZi do Adj. {x, x;). Existuji tedy Cisla
a, b, takova, Ze

da—s d,_ge de
“ () (dua—z),,zf 0 (5], + b
Ze (2) a (3) vychazi dle 179, Ze €{i(u)} a €{n(v)} maji (s — 1)-rovi-
novy styk v {&(u,)}-

204, Budte C{x(w)}, C{y(v)} dv& regularni kfivky tFidy
r>5 0 spoleném bod& {x(u)} ={y(vs)}. Bud

E N N
du® u=q,—x“' ® o=u°_y“' (0=asr; due dvo

*) Prom =3 k vyrazu ,s-bodovy styk“ je dudlni vyraz ,s-rovinovy styk“.
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Bud 4<s<r—1. Bud
M Vo=Xo» =Xy «es Yo 1 =%, 1,
takze C{x(u)} a C{y(v)} maji sbodovy styk v {xo}. Bud
c{ew)=Ad.Clxw}, ¢{nm}=ad.C{ym}.

KdyzZ a jen kdyZ
(2) (Xoy X1y X9y Ya—Xs) =0,

maji dudlni kfivky €{§(u)} a €{n(v)} srovinovy styk v {§(u,)}.
PodrZme predpoklady a oznaleni ze 203. Z (1) vychdzi ihned, Ze

d&—-l_r d!—le
3 ( dv"_l‘)u—_—vo_ (F).muo: (Xos X1 Yoy — Xy 1) + (S—2) (X0, Xy, Yo Xo).

Dle 200 (1) maZeme poloZiti

Mi—X=CX,+ 64X 46Xy + €3 X,
Ve— Xe=RoXo + A3, + X0, + A5,

4
Vop1— Xepr=toXo + 11X + 1 X, + Py X

dle 203 (3) a (4) jest patrné
(5) A, =b,, \y=a,.

Dosadime-li ze (4) do (3), obdrZime

d'_l‘q da—le
FJ.,: o (F) u=uo= [pa—(S—2) 7] (X026, Xp) + 1y (X, X, Xy) + (S—2) Ay (X0 X, X3),

coZ lze patrné pséti

da—l d!—-l
(dv"‘.?)u:v - (dﬂ'_f)u=u°= (n,—(s—2) 0‘1 + czkn)] & (u,) +
dt d2t

—(s—2) M) |5 e P
+ s — (s —2)¢4 "](du)u=w+(s 2))‘3(1111'2)":"0.

(6)

Dle 179 (2) a 203 (2), (4) maji €{&}, €{n} s-rovinovy styk v {&(u,)},
kdyZ a jen kdyZ existuji isla ay, b, takova, Ze

(d.v—ln) _(da——lg) _
) dv"—‘ v=1 dll"_l u=u‘,_

d a
= 5,6 () + 4, + (s— 1) b,] (d_j)u_%“““')“ d_u-ez)m;

’
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. dé d’§ . . ‘o
Ar. roviny &(u,), (—) , ( ,) jsou lin. nezavislé dle 202 (3). Z (6)
du w=up du?) u=u,
tedy vidime, Ze rovnici (7) lze vyhovéti, kdyZ a jen kdyZ

(8) (s+Da,=(s—2)1y;
poviimnéme si, Ze pak jest
a,=py3— (§—2)c;}y — (s —1) b,.

Dle (5) rovnice (8) je ekvivalentni s rovnici 4, =0, tedy i s (2). Vyraz
pro a; je tedy jednoduSe @, = us — (s — 1) b, Cili dle (5)

© 0= —(s—1)h,.

205. Budte Ci{x(u)}, C{y(v)} dvé reguldrni kfivky tfidy
r>6 o spoleném bodé& {x(u)} ={y(v)}. Bud

d*x d*y a &
( )I‘:“'):xa, ( )v:%:ya. (O_S_aér; T:—:l)

du® dav*
Bud 5<s<r—1. Bud
(n Yo=Xp Y1 =Xpy ++. Vo1 =X,_p»
takze C{x(u)} a Cl{y(v)} maji s-bodovy styk v {x,}. Bud
Clew}=Ad.Clxw)}, C{n}=A4d.C{ym}.

KdyZ a jen kdyZ

(Xgy X1y Xys Ya—X5) =0,

(2) (xﬂv xl1 x'l‘ ya+1 —xa }-1) + s(er xl) x;!’ yﬂ_xﬂ) :07

maji dudlni kiivky C{t(w)} a €{n ()} (s+ !)rovinovy styk
v {§(wo)). €{&(u)} a €{n(v)} nemohou miti (s+ 2)rovinovy styk
v {E(u,)), kdyZ C{x(u)}a C{y(v)} maji pravE&s-bodovy styk v {x,}.

Podrime pfedpoklady a oznaCeni ze 203 a 204. Z (1) vychazi
snadno, Ze

&’ da't
3) (dv?)vﬂ.._ (du‘)u:m: O X1 Yo = Xoa) T (5= D (0 X Yoy = Xopa) +
s(s—3 (s—=1)(s—2)
+ ( 2 )(xuyxaiya_xa)+ )2( (xlr xivy‘—xa)'
PoloZme

4) Vope — Xopa =X+ Vi Xy + VX, + v X5,
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Dle (4) a 204 (4) da se (3) upraviti na tvar

da d'e (S—l) (8—2)
) (d_ﬂ)u:f (du’)..:mz [V’— E=be+ __2_1"] Foxx) +

-3 -3 —1)(s—2
'l‘[vu_S(sz ))‘1] (xoxlxn)‘*‘[(s"l)}'-a_S(sz ))‘2](xux~zx3)+%)‘3(xl’&xu)-

Jezto (xo x; x2 x3)F0 a

dt d*§
i:(";o) = (X, X, X3), (E)u:u,z (X %, X3), (Zl;)“_:u“: (X)X, X3) =+ (X X, Xy),
(F) = (XX X5) + 2 (Xp X X3) + (X, X, X3) = (X Xy X5) — 2, (%2, X,) +
U Ju=u,

+ 2¢4 (X X3 Xy) + (X, X, X3),

vidime snadno, Ze (5) lze psati

d'n 1 BPYEE
(6) dva)v:vo— (dllajuzuo_ at (HO) I 3 (du)llzuo+
) s(s—3) daé (s=1(s—2), (d*¢
U= 1) by ="y — (5= 1) (s=2) €] (&F),.:J S (d—;)u:w-

Dle 179 (2) 2 203 (2), (4) maji € {&}, € {n} (s + 1)-rovinovy styk v {&(uo)},
kdyZ a jen kdyZ existuji Cisla ay, by, a3, b, takovd, Ze plati 204 (7) a

e (i) [Ga)ot
(dl"v v:vu_ du’ u:u,,—bie (u°)+(a2+3bl) du u:unJl

s—1, ) (d% sis—1)  (d
+s("‘+ 2b°)(du2)u=uo+ 2 a°(da='),.:u;

Pfi tom gy, b, maji hodnoty 204 (5). Vidéli jsme, Ze rovnici 204 (7)
Ize vyhovéti, kdyZ a jen kdyZ A, =q,=0, t. j. plati-li prvd rovnice (2),
a e pak g, md hodnotu 204 (9). Rovnici (7) pak se vyhovi, kdyZ
a jen kdyz

!

s(s—3)

s—1
s (al +- Tbo) =@E—1p;— 2 Ay,

coZ se da psati dle 204 (5) a (9)

(8) By =Sk,.
Dle 204 (4) je v3ak

__(xm X X Yot1— x’*'l)

) (xov xlv xar ya"" x"
My = r b= —

(%0 X) X, Xy) (X, X, X, X;)

takZe (8) davd druhou rovnici (2).
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Maji-li € {&} a €{n} (s + 2)-rovinovy styk v {£(u,)}, maji dle 202 (2)
a dle teorému dudlniho ke 203 C{x(u)} a C{y(v)} (s+ 1)-bodovy styk
v {xo}-

Osnovy.

206. V 95 a nasl. zavedli jsme do projektivni geometrie trojroz-
mé&rného prostoru pétirozmérné ar. body pod ndzvem ar. komplexy. Ve 156
nazvali jsme jistd mnoZstvi ar. bodd ar. kfivkami. Vlastnosti ar. kfivek
miZeme tedy ihned pfenésti na analogickd mnoZstvi ar. komplext. Pro nas
je dileZity pfipad, kdy b&Zi o mnoZstvi specialnich ar. komplexi (ar. pfimek);
v tomto pfipad€& misto vyrazu ar. kfivka uZivdme vyrazu ar. osnova. Ar. osnova
neni tedy vlastn& nic jiného neZ zvla3tni pfipad ar. kfivky s m=5. Pro
jasnost udejme v3ak radé&ji znovu formalni definici:

Jsou-li soufadnice ar. pfimky p=p(u) funkce tFidy
r>1vda, by(miaZebyti r= ); jsou-li ar. komplexy p(u), p ()
lin. nezavislé, kdykoli u, u, jsou dvé& riiznéd Cisla z <a, b);

jsou-li ar. komplexy p(u), Z—Zlin. nezavislé prokazdé uzda,b):

pak pravime, Ze mnoZstvi ar. pfimek p(w) (u v +0, b—0)
jest ar. osnova tfidy r. Ar. osnovu znaéime obvykle R.p(u),
ur€it&ji Rap(u) (u v<a+0, b—0)), stru€néji R.,p nebo R.. Pra-
vime, Ze uy jest parametr ar. osnovy R,p(u).

Je-1i Rop(u) (uv<@a—+0, b—0)) ar. osnova tfidy 1; je-li
e=e¢(u) funkce tFidy 0 v (aq, b); je-li o(u)F0 pro kaZidé u
z {a, b): pravime, Ze mnoZstvi ar. pfimek op (u v (a, b)) jest
ar. osnova tridy 0.

Jako jsme ve 160 z ar. kfivky obdrZeli kfivku, obdrZime z ar. osnovy
osnovu. Formalni definice osnovy tedy jest:

Bud R.p(u) (u v a--0, b— 0) ar. osnova tfidy r>1.
MnoiZstvi pfimek {p(u)} (¢ v<@+0, b —0)) nazyvd se osnova
tfidy r Osnovu zna&ime obvykle R{p(u)}, urit&ji R{p(u)},
(g va+0, b—0), struén&ji R{p} nebo R. Pravime, Ze u jest
parametr osnovy R{p(u)}

207. Bud R, p(u) (u v<a—+0, b —0)) ar.osnova tfidy r>1.
Lze urciti ar. kiivky C.ox(u), C.y() (¢ v<¢a—+0, b— 0)) tiidy r
tak, Ze pro kazdé u z (a, by jest p={(xy).

UkaZme nejprve: Je-li u, libovolné &islo z ¢(a + 0, b-- 0), lze urditi
£> 0 aar. kiivky C.x(u), Cay(u) (u v<Wo—¢+0, ttp+ &¢— 0)) tFidy r
tak, Ze pro kazdé u z (u,—¢, uo + & jest p=(xy). Dle 104 existuji
ar. body x;, xs takové, Ze p(u,) = (x; x3). Ze 112 snadno vychazi, Ze
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miaZeme predpokladati, Ze

(2. oxler (2o

Jezto p(u) F 0, ar. body x;, x; jsou lin. nezavislé; miZeme tedy uréiti
ar. body x;, x, tak, Ze
(2) (X2, X3%) = 1.

Bud §=—(xixsx) 1= — (xaxsx) X(u)=(pE), Y(u)=(pn)
Zfejmé& jest identicky v u: (XY) = Ap, kde 2 je funkce tfidy r. Dle (2)
a 110 (1) je v3ak X(uo) = x1, Y (u,) = xs, takZe A(u,) =1. Lze tedy
urCiti ¢ >0 tak, Ze A0 viude v (w,—d, u,+ d). PoloZme pro «

V Wwe—9, uy+ 0: x(u) =X(); y() = } Y (z). Mame jest& uk4zati,

Ze lze ur€iti ¢ (0 < £< J) tak, aby mnozstvi ar. bodtt x (&) (u v (wy— ¢ + 0,
u, + ¢ —0)) byla ar. kiivka tfidy r a stejn& pro y(u). Dle 157 staci

ukézati, Ze ar. body X(u,), (%} jsou lin. nezavislé*). Kdyby v3ak
U=ty
tomu tak nebylo, existovalo by C¢islo » takové, Ze (—‘Z{) =vX (),
U=y

t. j. (g£§) =v(pE)u=u = ¥x;. Bylo by pak predevsim
u=1

du
([%5— ]m.; t)=on

t. j. (Z—z —vp)":uv byla by ar. pfimka incidentni s & Je v3ak iden-

ticky v u: Spp=0 a tedy téz Sp gb-:O, Sp (Z—ﬁ—vp) = 0, takZe

] Jlp[£] oo
{P (o), [du vp Y p (o), At e byl by svazek ar. pfimek. Stfed

tohoto svazku je zfejm& incidentni s {&} a tedy je to {x,}, nebof Zadny
jiny bod z {§} neni incidentni s {p(a,)}. To vSak je ve sporu s (1).
UkaZme déle: Je-li a < u, < u: < b a jestliZe, af jakkoli zvolime us
v{u, + 0, uy — 0), lze uriti ar. kfivky C,x(u), Cay(u) (u vty — 0, us — 0))
tfidy r tak, Ze pro kaidé u z (u, + 0, us — 0) jest p—(xy): pak lze
urCiti e >0 a ar. kfivky Cox"(u), Cay' (1) (u v .+ 0, uy+ ¢—0)
tfidy r tak, Ze pro kaZdé u z (u, + 0, u, + ¢ —0) jest p=(x"y’). Dle
toho, co jiZ bylo dokazino, existuje & > 0 a ar. kfivky C.x"(u), Cay” (1)
(u v (ug— e+ 0, uy+ & —0)) tfidy r tak, Ze pro kazdé u z (us — &'+ 0,
u — & —0) jest p=(x"y"). Zvolme nyni gy v intervalu (g, — &+ 0,

d
*) Nebof stejné se ukdZe, Ze také ar. body y(u,), (E"f) jsou lin. nezavislé.
u=1uy
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us — 0). Pro kaZdé u z <u,— &, us) jest (xy) = (x"y”), takZe lze urciti
funkce 1y, 4y, 1y, u, tfidy r v (us — & ) tak, Ze jest identicky

x=hx" v MY, Y=m Xyt
Mp— =1

Definice funkci 4, 4, u,, us da se snadno (nekoneCné mnoha zpisoby)
roz§iFiti na interval (u, — &, u, +— & tak, Ze zistanou tfidy r a Ze je stile
identicky A, u,— 4, pty; ==1. Staéi pak zvoliti 1° pro u v (uy, up): x'=1x,
Y=y, 2°pro u Vs, u+ & X’ =4x"+4y", y=wmx"+ uy"

Z toho, co bylo dokazano, vychdzi, Ze teorém je spravny pro kaZdy
interval {(a;, b,) obsaZeny v (¢ +0, 5 — 0). Snadno se vidi, Ze teorém
plati také v <(a, b).

208. Mnohé definice a teorémy o kfivkach daji se bezprostfedné
pfenésti na osnovy; je pouze tfeba ar. body a ar. roviny nahraditi ar. kom-
plexy. Tak ze 165 je zfejmé, co znamend vyrok, Ze osnovy R{p(u)},
R{q(v)} splynou v okoli spole&né ar. pfimky {p(u,)} = {q(vo)}-
Ze 168 je zfejmé, co jest rozuméti pod algebraickou osnovou a
singularnimi pfimkamialgebraické osnovy. Ze 169 jest patrno,
Zie svazek pfimekjestalgebraickd osnova bez singuldrnich
pfimek. Z definice s-bodového styku dvou kfivek tfidy =>s— 1 (=1 pro
s=1) (v. 174 a 176) obdrZime ihned definici s-pfimkového styku
dvou osnov tfidy =>s—1 (=1 pro s=1). Ihned se pfenesou na
osnovy leorémy 177, 178, 179.

209. Regulus jestalgebraickd osnova bez singuldrnich
pfimek.

Bud R, regulus; bud R’y komplementdrni k R,. R's bud mnoZstvi
piimek obsaZenych v lin. systému ar. komplexit {qo, ¢1, g2}. Ze 127 vy-
chdzi, Ze kdyZ a jen kdyz ar. komplex p 3= 0, spliiuje rovnice

Sq,p=Sq,p=Sq,p = Spp =0,

jest {p} pfimka obsaZend v R,. Ze 168 snadnou ivahou vychazi, Ze bé&zi
pouze o to, udati ar. komplexy p,, p1, p., ps tak, aby

Squp. 4. Sq.p, Sq.p,
Sqpo Sqipy Sqpy Sqyp;
Sq,p, Sa:p, Sa:ps Squpy| T
Spp, Spp,  Spp. Spp,

(D

K tomu cili stali viak zvoliti p,= g, p1 = q1, p: = ¢= a urditi ps
tak, aby {p,} byla pfimka z R, riizna od {p}. JeZto totiZ Spq, = Spg: =
= Spgs =0, redukuje se leva strana nerovnosti (1) na souéin
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9,9, S¢:q, 54,9,
S9,9. Sq,q9, Sq.,9;
Sq.9, S¢:9, Sq.q.

Spp,

Prvy faktor je riizny od nuly dle 126; druhy faktor je riizny od nuly dle
125, nebof lin. systém ar. komplexii {q,, qi, qs} jest obecny dle definice
regulu.

V této souvislosti poznamenejme si teorém, jenZz snadno plyne ze 180:

Osnova R{p(u)} tfidy rma v pfimce {p(u)} s-pFimkovy
(1<s<r+ 1) styk s regulem R, obsaZenym v lin. systému
ar. komplexid Adj. {ge ¢, g2}, kdyZ a jen kdyZ

da

do
2 —Sq;pu =0. i=0,1,2;05a<s—1;55=1).
(2) [duasq p( >]“:“o ( Ses—ligp=1

Styk osnovy a svazku pfimek.

210. Bud {p(u,)} pfimka osnovy R{p(u)}. KdyZ a jen kdyZ
pro u—u, jest

=0,
du du

existuje svazek pfimek majici s R{p(u)} dvojpfimkovy styk
v {p(uo)}; pravime pak, Ze {p(u,)} je torsalni pfimka osnovy
R{p(u)} a stfed svazku jmenujeme bodem vratu osnovy
R{p(u)} v pfimce {p(u,)}- Nema-li osnova R{p(u)} torséinich
pfimek, pravime, Ze je zborcend. Plati-li (1) identicky
jsou-li tedy viecky pfimky osnovy R{p(u)} torsdlni,pravime,
Ze R{p(u)} jestrozvinutelnd osnova. Pfirozvinutelné osnové
piseme zpravidla I'{p(u)} misto R{p(u)}. KdyZ p=(xy) a x¢ (u),
Y@ (u) jsou tfidy 1, rovnice (1) jest ekvivalentni s rovnici

dx dy
2 (xy du du =0

Ze 185 je zfejmé (v. 208), Ze pfimka {p(u,)} je torsalni pfimkou
osnovy R{p}, kdyZ a jen kdyz

dp\r

I
3 L

(0 = u,)

je svazek pfimek, tedy dle 121 (1), kdyZ a jen kdyZ pro u — u, jest

dpdp

Sdu du

d,
P _, 0.
u

4 Spp=0, S
(4) PP Pd
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Prva rovnice (4) je v3ak sprdvnd pro viecka u, z CehoZ plyne derivovéanim,
Ze totéZ plati o druhé rovnici (4).

Snadno se vidi, Zeregulus jezborcend algebraickd osnova.
UvaZujme regulus R, obsaZeny v Adj. {qo, q:, g2}; bud {p} pfimka z R;.
Kdyby {p} byla torsilni pro R,, svazek pfimek majici v {p} dvojpfimkovy
styk s Ry byl by obsaZen v Ry, jak jest ihned patrno ze 187 (v. 209);
to je viak nemoZné, nebof R, dle 126 nemiZe obsahovati svazek pfimek.

211. Bud {p(u,)} torsdlni pfimka osnovy R{p(u)} tfidy 2;

kdyZ a jen kdyZ pro u=u, ar. komplex @jest lin. zavisly

dir'
na p, Z—ﬁ, existuje svazek pfimek, majici s R{p(u)] v {p(u,)}
trojpfimkovy styk. Je-li tomu tak pro v3ecka g, existuje
pevny svazek pfimek obsahujici viecky pfimky z R{p(u))-
Vychazi ihned ze 186 (v. 208).

KuZelové osnovy.

212. Jsou-li v3ecky pFimky osnovy R{p(u)} incidentni
spevnym bodem{x}, pravime, Ze R{p(u)} jest kuZelovd osnova
o vrcholu {x}. KuZelovd osnova o vrcholu {x} jest rozvinu-
telnd osnova a bod {x} je bod vratu osnovy ve v3ech jejich
pfimkéch.

Je-li identicky v u (px)=0,, kde x je pevny vlastni ar. bod, vy-
chazi derivovanim, Ze jest identicky v u (Z—ﬁ x) =0,. Dle 112 je tedy iden-
. dpdp < .
ticky Sdu i =0, nafeZ teorém vychdzi z 210.

Z duality plyne: Jsou-li v§ecky pfimky osnovy R{p(u)} inci-
dentni spevnourovinou{§}, jest R{p(u)} rozvinutelna osnova.

213. Bud I'{p(u)} (uv¢a+0, 6—0)) rozvinutelna osnova
tfidy 3. Nechf pro Zadné gy z (¢+0,6—0) neexistuje svazek
pfimek, majicis I'{p(u)} trojpfimkovy styk v {p(u)}. Kdyz
ajen kdyZ existuji funkce a,(), a,(u), a:(u) spojité v (a0,
b—0) takové, Ze jest identicky

&’ d d?
M o=ap el a
jest I'{p(u)} bud kuZelovd osnova nebo dudlini ke kuZelové
osnové.
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Dle pfedpokladu a dle 211 jsou pro kaZdé g ar. komplexy p, Zp
jup lin. nezavislé. Kdyz I'{p(u)} je kuZelovd osnova o vrcholu {x} —
miaZeme predpokiddati, Ze x je pevny ar. bod — jest identicky v g

(px)=0, a tedy tézZ (dp ) (d—igx)z(m—px)zo,. Je-li tedy S trs

du du? du®
, . dp &fp d°p p &p
\
ar. pfimek o stfedu {x}, ndlezi p, i G b 9© S. Jeito p, ar
dp & p\ < . .
jsou lin. nezdvislé, jest §—= Ip’d aus CehoZ vychazi, Ze lze urditi a,,

ay, a; tak, Ze plati (1). Ze ay, ay, a; jsou spojité funkce y, dokiZe se
stejné jako ve 186.

_ Existuji-li spojité funkce a,, a;, a; takové, Ze plati (1), existuje dle
65 lin. systém S ar. komplexii dimense 2, obsahujici viecky pfimky z T
Je-li S trs nebo pole ar. pfimek, je teorém dokdzin. Kdyby S nebyl ani
trs ani pole, byly by dle 131 v3ecky pfimky z I" obsaZeny bud v regulu —
to v3ak neni moZné, nebof ve 210 jsme si v3imli, Ze Zddnd pfimka osnovy
obsaZené v regulu neni torsalni — nebo ve dvou svazcich pfimek. Ani
tento druhy pfipad nemiiZe v3ak nastati; bud totiZ {p(u,)} takova pfimka
z T, jez naleZi jen jednomu z obou svazki. Snadno se vidi, Ze dosti
malé okoli W pfimky {p(u,)} neobsahuje Zidnou pfimku druhého svazku.
Prifez I s W byl by tedy obsaZen ve svazku pfimek; dle 211 byly by

na pf. pro u = u, ar. komplexy p,g ‘;p lin. zéavislé proti pfedpokladu.

MiZzeme ostatné také poctem zjistiti, Ze S je trs nebo pole ar. pfimek.
Zfejmé je totiZ pro kazdé u

_ 1, g dp)
VP aw dwf’

dle 123 je tedy pouze tfeba zjistiti, Ze kaZdy ar. komplex z S je specidlni,
t. j. Ze
— dp_, gdpdp_ ap_, sdedr_, dpdp_

@ Spp=053,=% S au=" P~ Sty aw=" Sqpan=
Jezto I' je rozvinutelnad osnova, prvé tfi rovnice (2) jsou jisté splnény
(v. 210 (4)). Jeito

d?p l(s g_p)_ dpdp

P aw ™ du\™ qu du du’

dpd’®p 1 d _dpdp

dudu*™ 2 du” dudd

Cec h, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 10
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plati téZ Ctvrtad a pata rovnice (2). Dle (1) jest

dpd’p _ dp dp dp dpd’p
diar =P T S ant Sty ="
ezto
J d_‘lgﬂ_i(sdpd‘zp) Sdpd“p
drdu*” du\ dudu? du du®

plati téZ posledni rovnice (2).

214. Bud {z} pevny bod. Bud C{x(u)} (uv<a+0, 6—0)
kfivka tfidy r. Pro kazdé uz (a, b bud’(xg— ):1:0,, jsou-li
u, us dv& riizna €islaz(a, b), bud (x(uy), x (), 2)F0,. MnoZstvi
I spojnic bodu {2} s body kfivky C{x(u)} jest kuZelova
osnova tfidy r o vrcholu {z}. Pravime, Ze I" jest promitaci
kuZelovad osnova kfivky C{x(u)} o vrcholu {z}.

Bé%i pouze o to, Ze mnoZstvi I, ar. pfimek p(u) (u v @+0,
b—0)), kde

p = (xz),

jest ar. osnova tfidy r. Zfejm& soufadnice ar. pfimky p jsou funkce tfidy r
v (a, b). Bud |4, l,l[,:':o;,. Je-li

Op=*h,pU) -+ hp ) = A, x (1) + X, X (Uy), 2),

jest patrn& (x (uy), x (4a), 2) =0,. Podobné, kdyz
d, dx
Op=X\p+A, d—z: ()\,x—}— A, El;,z),

jest (xg—j:zj =0,. Tedy dle pfedpokladu a dle 206 I', jest ar. osnova

tridy r.

K priavé dokadzanému teorému ulifime jeSté tyto poznamky: .

KdyZ C{x(u)} jerovinna kfivka, jsou hofej3i pfedpo-
klady o C{x(u)} splnény, kdyZ rovina |nc1dentni se viemi
body z C{x} neni incidentni se {z}.

KdyZ te&na kfivky C{x(u)} vbod & {x(us)} neniincidentni
se{z}, jsou hofejsi pfedpoklady spln&ny, kdyZ misto C{x(u)}
uvaZujeme prufez této kfivky s dosti malym okolim W
bodu {x(u)}-

Prvd poznimka je zre]mé Abychom dokézali druhou poznidmku,

uvazme, Ze soufadnice ar. bodl x, Z—u]sou spojité funkce u. JezZto pro u =u,

) z) F0,

="ug

. dx et 7 dx
jest (x i z) % 0,, existuje tedy ¢ > 0 {akové, Ze (x(u,), [&]
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kdykoli uy, u jsou v (uy—é&, U~ &). Pak je viak téz
(X(Ul), x("1), Z):FO,-,

kdykoli u;, 1, jsou v {uy— & u,+ & a na pi. u; <u,. Nebof dle véty
o stfedni hodnoté existuje u3 v (u; + 0, us—0) — tedy v wo— &, uy+ ©

takové, Ze
dx

x(uy) — x () = (u, — uy) ,:'—]

dll u:u,’
takZe

d
(x(uy), x(@), 2) = — 1) (X(u,), [Eﬂ..m,’ Z)-

215, Bud ' {p(u)} (uv<¢a+0, b—O)kuZelova osnova tfidyr
o vrcholu {z}. Bud {§} pevna rovina, neincidentni se {z}.
Mnozstvi C priaseikt roviny {£} s pfimkamiosnovy I'{p(u)}
jest rovinnd kfivka tfidy r. Pravime, ZeC je prisek osnovy
T{p(u)} s rovinou {&}. _

BéZi pouze o to, Ze mnoZstvi C, ar. bodlt x(u) (uv (a0, b—0)),
kde x =(p¥), jest ar. kfivka tfldy r. Zfejm& soufadnice ar. bodu x jsou
funkce tfidy r v (a, b). Je-li pro né&jakd uy, u; z <a, b)

0s = A, x(uy) + Mx () = (M p(a) +,p (), 8),

jest dle 112 4, p(u;) + *s p (1) ar. pfimka incidentni s & Je-li 4, p(u;) +
+ g p () & Oy, je pak zfejmé& kaZdy ar. bod incidentni s 4, p (u;) + A2 p (us)
incidentni s £ Tedy z jest pak incidentni s §; to v38ak odporuje pfed-
pokladu. Je tedy nutné& 4, p (u,) + s p (us) = Oy, takZe 4, — 43 =0, jeito ar.
komplexy p(u;), p(u:) jsou lin. nezdvislé. Stejn& vidime, Ze kdykoli pro
néjaké u z <(a, b)

dx
Ayx(u) + )‘2‘;:0%

jest A, =243=0. Tedy C, jest ar. kfivka tfidy r.

216. Bud {2z} pevny bod; bud {£} pevna rovina; bud Sz£50,
Budte Clx(u)}, Cly(v)} dvé rovinné kfivky tfidy r, jichz
viecky body jsou.incidentni s {§}. Bud I'{p(u)} (I"{g(¥)}) pro-
mitaci kuZelovaosnovakiivky C{x(u)} (C{y}) o vrcholu {z}.
Kfivky C{x(u)}, Cly(v)} mé&jte spoleiny bod {x,}={x(u)}=
={y(v)}. Osnovy I'{p(w)}, T'{g(v)} maji v pFimce {x,2} s-pFim-
kovy (1<s<r--1) styk, kdyZ a jen kdyZ kfivky C{x(u)}
C{y(v)} maji v bod& {x,} sbodovy styk.

MizZeme pfedpoklddati, Ze

(1 p=(x2), g=(y2).
10*
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Maji-li C{x} a C{y} s-bodovy styk v {x,}, miZeme dle 178 pfedpo-
kladati, Ze

ex) _(d) e
@) ( dlla)uzun— ( dv* v:v,,. (0§:a§'s— s du® _dV° - I)
Dle (1) je pak

da* a“
@ ()@t osesey

Tedy dle 178 a 208 maji I'{p} a I'{¢} s-pfimkovy styk v {x,2}. Obracené
méjte I’ {p} a I'{q} s-pfimkovy styk v {xz.}. Mame ukézati, Ze C{x} a
C{y} maji s-bodovy styk v {x,}. Jeito véc je zfejma pro s=1, doka-
zujeme indukci. Pfedpokladime tedy jiz dokazano, Ze C{x} a C{y} maji
(s—1)-bodovy styk v {x,}. Dle 178 miZeme pfedpokladati, Ze plati rovnice
(2) aZ snad na tu, v niZ ¢e=s-—1. Pak plati ty rovnice (3), v nichZ
0<a<s—2. Jeito I'{p} a I'{q} maji s-pfimkovy styk v {x,z}, existuji
dle 179 ¢&isla q,, b, takova, Ze

o B v T v
. N\ a =G|, i bo o).
(dv“ =19, du® w=1 4 du u.:u,_r p(ll)

Dle (1) je tedy (zx?) =0, kde

(4 x,_(d“y) (d“x+ad_x bx)
4 T \dvr o=y, \du® °du+ ‘

u= 1y

Jeito (z2x")=0,, 230; jest x=2Az. Dle (4) je vSak Sx&=0, tedy
ASzE=0, takZie A==0 a x’'=0,. Tedy dle (4)

2~ (20, (2
(dva "="u— du® u:“n_ao du u:“o+ bOX(u‘))’

takZe C{x} a C{y} maji v {x,} s-bodovy styk dle 179,

217. Bud I" promitaci kuZelova osnova kfivky C{x(u))
o vrcholu {z}. Bud {£} pevna rovina neincidentni se {z}. Bud
C: prisek I' s {§}. Pravime, Ze kfivka C* je prumét kfivky
C{x(u)} s bodu {z} do roviny {&}.

Rozvinutelnd osnova asociovana ke kfivce.

218. Bud C{x(u)} poloreguldrni kfivka tfidy r>2. MnoZstvi
teen {p(u)} kfivky C{x(u)} je rozvinutelnd osnova I'{p(u)}
tfidy r—1; bod {x(u)} je bod vratu osnovy I'{p(u)} v pfimce
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!p(u)). Pravime, Ze rozvinutelnd osnova I'{p(u)} jest asocio-
vana ke kfivce C{x(u)} a piSeme

T{p@}=Ass.C{x@w}.

Dle 195 (1) miZeme pfedpokladati, Ze

(x2
p= du)'
Odtud derivovanim vychazi
@ _ ()
du—( du*j’
Kdyby pro u=u, ar. komplexy p, Z—f; byly lin. zavislé, byl by zfejmé&
d’x . . dx dxd’x)
= . = lin. = === =0.
pro y — iy, ar. bod e lin. zavisly na x, du’ tedy by bylo (x A dit) s,

Z definice poloregularni kfivky vychdzi nyni snadno, Ze I'{p(u)} je osnova

tfidy r— 1. Zfejmé %Z jest ar, pfimka pro kazdé y. Tedy I je rozvinu-

telnd osnova.

219. Bud I {p(u)} (u v @+0, b—0)) rozvinutelnd osnova

tfidy r> 2. Nechf pro Zadné y z (@, b) neexistuje vlastni ar.
2
bod incidentni s ar. komplexy p, Z—f", %‘;; nechf pro Zddnou
volbu dvou riznych Cisel gy, us neexistuje viastni ar. bod
incidentni s ar. komplexy p(w), p(us), (@) ) (@) . Pak
dufu—u, \dit)u=u,

mnoZstvi bodd vratu osnovy I'{p(z)} jest kFivka C{x(u)}
tfidy r—1.

Dle 210 pro kaZdé u jest {p, g—ﬁ} svazek ar. pHmek. Bud {x(u)},

lE(u)} resp. stfed a zakladni rovina tohoto svazku. Pro uritost pfedpo-
kladejme, Ze

m E[x®] =2 [e@]* =1,
=0 =0

takZe x a § jsou ur€eny aZ na znameni. Bud ¢ () = %5 Lze ur€iti A= 1 (u)

tak, Ze plati rovnice 120 (1), (2). UkaZme, Ze znameni pfi x(u) lze
zvoliti tak, Ze x¥ (u) (=0, 1, 2, 3) jsou funkce tfidy r— 1 v (a, b). Dle (1)
stali zfejm€& ukdazati, Ze poméry x(0:x(®:x®:x® jsou funkce tfidy r.
Bud u, libovolné &islo z (@, b). Ukaime na pf., Ze, kdyZ x® (u,) 30,
pomér x(: x©® ma pro y= u, spojitou (r — 1) derivaci. Je-li. §® (u,) & 0,
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vychazi to z rovnice
x(1) _ p(03)q(°1) — p(01) 4(®3)
x©@ — p(°1)q(31) __p(31)q(01)'

jeZ plyne ze 120 (1); podobné, kdyZ §® =4=0. Je-li §® (u,) =& (up) =0,
jest &M (u,) 4 0, nebof jinak by z relace Sx§=0 plynulo bud & (1) =0,
tedy §=0,, coZ je nemoZné, nebo x(® (i,) =0, proti pfedpokladu. Dle 120
(1), (2) je tedy

xM _ —pOl g 4 p@3) 01 4 5L 40N __ p(02) g(BL) _ 5(09) o(13) 4 5 (12) 4(03)
x(0) p(oz)q(OS) _p(03)q(02) ’

M ,
takZe i v tomto pfipad® m4 ';(—0) pro u = u, spojitou (r — 1) derivaci.

220. Bud C{x(u)} reguléarni kfivka tfidy r>4. Bud

) I{pw}=ass.C{x@} 6 {&@)}=AdjiC{x@w}.
Pak jest
@ T{pu)}=Aass.C{&)}.

Jezto r >4, jest € {£(u)} poloregulérni dle 202; tedy osnova Ass. € {£ (u)}
je definovana. Rovnice (2) vychdzi ihned ze 201 (2).

221, Budte C{x(uw)}, C{y(v)} poloregularni kfivky tfidy
r22 o spoleéném bod& {x(uo)} ={y(vs)}. Bud

P{pw}=~ss.C{x@} [ {qg)}=A4ss.C{ym)}.

Maji-li kFivky C{x(u)}, C{y()} sbodovy (2<s<r+1) styk
v {x(uo)}, maji osnovy I'{p(u)}, T{q(v)} (s—1)-pfimkovy styk
v {P(uo)}-

MizZeme pfedpoklddati, Ze

(2 {9
N rw=(g) a0=[)
a (v. 178)

1 -2 &
) (du“).,:un—(dva o (0SaSs—1; —o=—0=1)
Dle (1) a (2) jest
d* >

¥ (d_"f‘ =t (FZ)',:.,' (0=as<s-2)

Dle (3), 178.a 208 maji I'{p} a I'{q} (s — 1)-pfimkovy styk v {p(uo)}.
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222. Budte C{x(u)}, C{y(v)] poloregularni tiidy r>2
o spoleéném bod& {x(«o)} ={y(vo)}. Bud

d“x) (d“y) d°  d°
= =y, 0fals—1;——=-—=1
( du® “=1h Yar dv® ) o= v Yo (0zass du® dv° )

Bud 2<s<r. Bud

¢)) Yo=Xo, =X1 co: Vo1 =X,y

takZe C{x} a C{y} maji ssbodovy styk v {x,}. Bud
I'{pw}=A4ass.C{x@)}, ['{g}=A4ss.C{yw}.

KdyZ a jen kdyZ

) (%o, X15 Xy Yo—X,) =10,

maji osnovy I'{p} a I {q} s-pfimkovy styk v{p(u)}. Budr>s1;
I'{p} aT'{q} nemohou miti (s4 1)-pfimkovy styk v {p(u,)}, kdyZ
C{x} a C{y} maji pravé sbodovy styk v {x,}.

Budte p, ¢ dany opét vyrazy 221 (1), takZe plati rovnice 221 (3).
Dle (1) a 221 (1) jest

a'"q d*p
(d‘l"—l )”—v - (duv—l )“__u“:(xop Yo—Xs).
= =

Dle 179 a 221 (3) maji tedy I'{p} a I'{q} s-pfimkovy styk v {p ()},
kdyZ a jen kdyZ existuji Cisla 4, A3 takova, Ze

3 (x5, ¥,— X,) =M (X 21) 4}y (X, X,).

UvéZime-li, Ze ar. body x,, x;, xs jsou lin. nezdvislé dle definice polo-
reguldrni kfivky, vidime snadno, Ze rovnici (3) je vyhovéno, kdyZ a jen
kdyz

) Yo— X, =hXo T A Xy - My Xy,

coz jest ekvivalentni s (2).
Ptedpokladdejme nyni, Ze plati (4), tedy

da—l da—l
(8) (dv,_z') o—n - (du'_l:)u=uo= A (X x) + X (X X,)

a hledejme, zda je moZno, aby I'{p} a I'{g} mély (s 1)-pfimkovy styk
v {p (1,)}. Bud nejprve s> 3. Dle (5), 221 (3) a 179 pro (s + 1)-pfimkovy
styk osnov I'{p} a I'{q} v {p(uo)} je nutné a stai, aby bylo Ize ur¢iti
Cisla 4 a » tak, aby bylo

d’ a
® (S _ — (5], _ = eon) + v + 6+ D) + ol
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Dle (1) je v3ak

d'q d'p
@ (W)o:vo— (d_u’_)u=q,= (xo'ya+l_ xa+1) + (=D (x, y,— x,).

Dle (6) jest
ﬂ) _ d_‘e] _
("”’(dw - (dua uz,,u)-"(s“)kz(xoxu X,).

Dle (4) a (7) jest

Xo, d’—? — L‘: =(s— 1A (Xx,x,).
(dv )v:v., (du u=u,

Porovnanim obdrZime A;(x,x, xs) =0,; aviak (xox; x2)¥0,, jeZto C{x}
je poloregularni, tedy 4, =0. Av3ak kdyZ i, =0, plyne z (1), (4) a 179,
ze C{x} a C{y} maji (s + 1)-bodovy styk v {x,}. Bud nyni s=2. Dle {5}
a 221 (3) jest

d
® qoy=p@ () _ —hp@)+ 0t (] =)+ 0+ D)

Jest 4, 4 10, jeZto ar. piimky q(v,) a (-ﬂ) jsou lin. nezdvislé. Po-

d
loZme
Rl 1™ V% 0
9) q (v|)=(l—(lle:)) [ m]
takze I'{g (v)} =T {g:(v)}. Dle (8) a (9) jest
d
(10 a09=p@). (), _ =(G)._..

Dle (10) a 179 maji I'{g(v)} a T'{p(u)} trojpfimkovy styk v {p(u)},
kdyZ a jen kdyZ existuji &isla u, a », takovd, Ze

ﬂlt) ﬂ) - . (d_ﬂ)
(dl’{2 =9 (dll'2 u=u°—_}11p(u0)+ " du u=un’

Cili dle (8) a (9), kdyZ a jen kdyZ existuji &isla s, » takova, Ze

d’q 4'2) —
(@)~ () = o) v (.

Diikaz nyni pokraCuje stejn& jako v pfipadé s>3.
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Styk priméth kiivek.

223. Bud C{x;(u)} pramé&t kiivky C{x(u)} s bodu {z} do
roviny {£}. Bod {x,(u)} jest inflexni bod kfivky Clx,(u)}, kdyZ
a jen kdyZ bod {z} jest incidentni s oskulaéni rovinou
kFivky C{x(u)} v bod& {x(uo)}, tedy zejména (v. 196) tehdy,
kdyZ bod {x(uy)} jest inflexni pro C{x(x)}

Zfejm& miZeme pfedpokladati, Ze

n X, ()= 828 . x(u) — Stx(u) . 2,

z CehoZ vychazi snadno

(2) (x, % %2) = Szt (xg :—::z)

Jelto SzE40 (v. 217), stali ukzati, Ze (x, “’ix‘ ‘;xl) —0, kdyz
a jen kdyz (x1 ‘;"‘ ‘fi:‘ )=o. Je zfejmé, Ze ( ddxl ‘f"; ) —0, kdyz
( ‘ZI’ ‘g;‘) =0,. Je-li viak (x1 ¢‘1iX1 (;:1) +0,, je zfejmé (xl Z‘% %) = 1§,
A0, tedy (x1 %‘ ‘f;;,‘ z) —1SzE40.

224, Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>2. Bud {§}
1
oskulaéni rovina kfivky C{x(u)} vbodé& {x (z)}. Budte C{x(u)},
2
Clx(uw)}prim&ty kfivky C{x(u)} do {§} se dvou riiznych bodi:
1 2
{21}, {z:} do roviny &, takie {x(uo)}={x(u)}=0. Kfivky
1 2
Clx(u)}, C{x(us)} maji v {x(u,)} trojbodovy styk. Bud r>3;
kdyZ a jen kdyZ spojnice te€ny kfivky C{x(u)} vbod& {x ()}
1 2
a bodu {z} obsahuje bod {2,}, maji C{x} a C{x} v {x(u)} EtyF-
bodovy styk. Bud r>4; kdyZ a jen kdyZ body {z}, {z}, {x(w0)}
1 2
jsou lin. zavislé, maji C{x} a C{x} v {x(u)} p&tibodovy styk.
1 2 ¢
Bud r2>5; kfivky C{x} a C{x} nemohou miti v {x(u)} Sesti-
bodovy styk.
Bud

d*x d°
—_— — < <r: —=1
(1) (dua)u=uj xa’ (0 = a = r’ du“ )

takZe (xo X1 X3 X3) 30 a E=(x,x, xs)- JeZto Sz 0 (i=1, 2), miZeme
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poloZiti _ _ _

(2) Zi =N Xo+ kX + Ay Xy + X, =1, 2
takze maZeme zvoliti (v. 223 (1))

3) i(u) = (XX X3 X3) X — (X X\ X, X) Z;. i=1, 2

Z (1) a (3) vychazi

1 2
4 "“_") _(d_“’i) )X .o i 2
) (dlla u=y, | du® “="o— 0 X1 X3 X3) Xa- =01,

1 2
Dle (4) maji C{x} a C{x} trojbodovy styk v {x,}. Dle (4) a 179 maji

1 2
kiivky C{x} a C{x} v bod& {x,}: 1° &tyfbodovy styk, kdyZ a jen kdyZ
existuji Cisla a,, b, takova, Ze

2 1
(dﬂ (x—x)

(5 a

) =(’-’ox1*"-zxa) (@ X1 =+ by X5
u=u,

2° pétibodovy styk, kdyZ a jen kdyZ mimo to existuji Cisla a,, b, takovd, Ze

L3
®) (d (x —x)

) = (X0 X; X, X;) [4ay X, + (@, + 48,)) X, + by xi];
dut v=uy

3° Sestibodovy styk, kdyZ a jen kdyZ mimo to existuji &isla as, b takova, Ze

3 1 1
d*(x — d*x
O (M) = lan(—) + (X, x %, %3) [5(a, + 2by) x,+ (@, 4 5b,) x, 4 b, x,).
u=1u, du? u=1,

Die (1), (2) a (3) je v3ak

2 1
& (x—x) 7 1 2 1 I
(_(F) "‘uo= — (X X, X 2) [(hg — Xg) Xy - Oy — M Xy + (hy — 2 xy).

Porovndnim s (5) vidime, Ze ¢&tyFbodovy styk nastane — v souhlase
1 ]
s theorémem — kdyZ a jen kdyZ 2,—=1,, a Ze pak
] 1 3 1
(8) ay=—- O‘I - )‘l)l by=— ()‘0 - )‘0)-

1 3
KdyZ 23 =A4,, vychazi z (1), (2) a (3)

2 1

di(x — ) 2 1 3 1

( (: 4 X)) =— (XX, X, X,) [((hg — Xg) Xp + Ay — A} Xy]-
u u=u,
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Porovnanim s (6) vidime, Ze pé&tibodovy styk nastane — v souhlase

1 2 1 2
s theorémem — kdyZ a jen kdyZ Ay —A4,, A, —1,, a Ze pak

9) a,=0, a, +4h,=0.

1 2

1 8
KdyZ Ay =1y 3, =A, vychazi z (2) a (3)

2 1
(d5 (x—Xx)

{10 du®

2 1
) = — (XX, X, X5) (hg — hg) X
u=u,

Kdyby nastal Sestibodovy styk, bylo by lze dle (7) a (9) uréiti a;, by
tak, aby

2 1
a5 (x — x)
( du®

) == (X X X3 %) [— 106, x, + (@, + 58)) X, + b,X,).
u=1y

1 ]

Dle (10) bylo by pak, jeZto (x, x1 x3) F=0,: 6, =0, t. j. dle (8) bylo by 2; =4,
1 2

(=0, 1, 2), tedy z=2; to je nemoZné, kdyZ body {z,}, {zs} jsou riizné.

225, Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv& kFivky tFidy r, majici ve
spoleénémbode& {x(u)} ={y (vo)} pravés-bodovy (1<s<n) styk
Bud {z} pevny bod; bud {&} pevnad rovina; bud Sz§30.
Budte C{x'(u)}, C{y' (v)} prumé&ty kfivek C{x(u)}, C{y(v)} sbodu
{z} do roviny {&. C{x'(w)} a C{y'(v)} maji v {x'(u)} s-bodovy
styk. Existuje rovina {{}, jeZ je teCnou rovinou v {x(u)}ipro
kiivku C{x(u)} i pro kfivku C{y(v)}, a jeZ ma tuto vlastnost:
KdyZ a jen kdyZ bod {z} jest incidentni se {{}, maji kfivky
C{x'(w)} a C{y' ()} (s + 1)-bodovy styk v {x'(u)}. Pravime, Ze {{}
jest rovina (s+1)-bodového styku kfivek C{x(w)} a C{y(v)}
v bodé {x(u)}

Bud
a a dO 0
x“:(ju:)u:u} y“:(‘;vi,)mv,' (oga__g__r; d_u°=;_v°= )
Je-li
(1) X =Yar (0<a<s—1)
jest
(2) {¢} = Adj. {x,, x,, y,— x,}-

Dle 178 maZeme predpokladati, Ze plati (1). Jako ve 223, bud

x'(u) = x(u)Sz& — z8x(u)&,
ywy=yv) Sz{ —zSy(v)&.
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Z (1) a (3) plyne, Ze

d%y’ d*x
(4) (W;)v:o;: (E)u:unz X, S28 — 28x, ¢ 0Las—1)
Die 178 maji tedy vidy Clx’} a C{y} s-bodovy styk v {x"(u,)}. Dle
(4) a 179 maji C{x’} a C{y’} (s+ 1)-bodovy styk v {x'(uo)}, kdyZ a jen
kdyZ existuji Cisla a,, b, takovd, Ze

(5) (ﬂl,) — (d’:) = (@y X, + b,x,) Sz — 28 (a,x, + b,x,) E.
dv v=rv; du’ J =1,

)

Dle (3) je v3ak

oo (5] |
—_ =(y,— —28(y,— .
( dv' Jv=v, du’ Ju=u, (Y x’) S28—2z (y' X :

Je tedy pro (s + 1)-bodovy styk kfivek C{x’} a C{y’} v bod& {x'(u)}
nutnd a postalujici existence &isel a,, b, takovych, Ze

(6) (y,—x,—a,x, — byx,)S28 =28 (y,— x,— @, x, — b, x,) &

JeZto SzE3=0, jest ar. bod nalevo v (6) vlastni; nebof jinak by mély
dle (1) a dle 179 C{x} a C{y} proti pfedpokladu (s + 1)-bodovy styk
v {x,}. Je tedy napravo koeficient pfi z 30, takZe

T 12} = {ye— %, — a, X, — b, x,},

coZ zfejmé& pravi, Ze {2z} jest incidentni s rovinou (2). Naopak, kdyZ {z}
je incidentni s (§), 1ze vyhovéti rovnici (7), zfejm& ekvivalentn{ s (6);
nebof jinak by bylo (x, x; 2) = 0, a nemohli bychom mluviti o primétu
kiivky C{x} s bodu {z} (v. 214 a 217). Plati-li (7), miZeme zfejm& bez
ijmy obecnosti pfedpokladati, Ze

(8) z2=y,—Xx,— a,X; — b, Xx,.

226. Bud {x,) = {x(u)} bod kiivky Clx(s)} t¥idy r. Bud
] k

1
C*=C[P, P,... P;] algebraicka kfivka, jeZ obsahuje {x,} jako
nesingularni bod a md v {x,} pravé s-bodovy (1<s<r) styk

s C{x(u)}. Bud P,rovinova forma o téchtotfechvlastnostech:
2

1 k
10 P, jest lin. zdvisla na P, P,... P, vzhledem k {xo}; 20 P, a
Clx(w)} maji v {x,} (s-+1)-bodovy styk; 3° existuje aspoi
jeden ar, bod X, jehoZ polara [P,; X] vzhledem k P, neni
incidentni s {x,}. Pak mnoZstvi ar. bodi z jichZ polary
[P:;2] vzhledem k P, jsou incidentni s {x,}, jest pole ar.boda
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adjungované k rovin& (s—+1)-bodového styku kfivky C{x(u)}
a algebraické kFfivky C* v bod& {x,}.
Bud C{y(v)} kfivka, jeZ splyne s C* v okoli bodu {x,} = {y(v,)}. Bud

( )1-* ( ) < < )
du o o J(l 0__1_’
b= U dv v, (

Jeito C{x(u)} a Cly(v)} maji s-bodovy styk v |x,}. miZeme pfed-
pokladati, Ze
(H Xy =Yq 0Lals—1)

Dle 225 mame ukazati, Ze
(2) S [Pr; 2] x,=0,

kdyZ a jen kdyZ z néleZi do {xy X;, y»— X,}. MnoZstvi § ar. bodit spliiu-
jicich (2) je zfejmé& lin. systém. Dle tfeti vlastnosti nadrovinové formy P
dimense S jest < 2. Dle 175 a dle druhé vlastnosti formy P, ar. body
Xx, a x; néaleZeji do S. Zbyvé tedy pouze ukazati, Ze také y, — x, ndleZi
do S, t. j. Ze

(3) S |[Pr; ys— x5) x,=0.

Dle prvé vlastnosti formy P, jest identicky

SPr,V (v)=0,
zejména tedy

dﬂ
4 SPr ) e 0.
(4) [dv' y(v)]v:vo

Dle druhé vlastnosti formy P, je viak

dS
(5) [dl[, SPrx(u)j|"=un:0,
mimo to jest dle (1)
6) [isp (v)] [d’ SP x(u] — S [Pri po— x| X
v ry u:p,,— da’ r ) u:u‘,— ri Vs 3| X

Ze (4), (5) a (6) nasleduje (3).

227. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv&kfivky tiidy r>3 majicive
spoleEném bodé& {x(ue)} ={y(vo)} pravé s-bodovy 2<s<r—1)
styk. Bud {z} pevny bod; bud {§} pevna rovina; bud Sz§30.
Budte Clx'(w)}, C{y'(v)} prumé&ty k¥ivek C{x(w)} C{y(®)}
s bodu {z} do roviny {£}. Rovina (s—+1)-bodového styku
kfivek C{x(u)}, C{y(v)} vbod& {x(u)} nebud oskula&nirovinou
kfivky Clx(u)} v bod& {x(u)}. Existuje fada bodovd §, jeZ
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obsahuje {x(u)} a méa tuto vlastnost: KdyZ a jen kdyz |z}
nalezi do §, maji kfivky C{x'(w)} a C{y’ ()} (s+2)-bodovy
styk v{x'(u)}. Pfimkasoumistnds Snazyvase pfimkou (s+ 2)-
bodového styku kfivek C{x(u)} a C{y(v)} v bod& {x(uo)}. Bud

dax) (d“y) d’ d°
= |3 R . 0<a<r; —=-——=
¥a (dﬂa u=u, Va dv* v=1, 0sesn dy®  dv° D
Je-li

d°® d°
“) Xg = Vo (Oéaés_l; E'——N:l)
jest

() S={Xo (Xos X, ¥, — Xy ¥, 1 — Xp )Xo+ (54 1) (X0, Xy, X0, ¥, - X) (¥, — X,)}.

UZijme pfedpokladii a oznaCeni z 225. Aby C{x'(u)} a C{y’'(v)}
mély v {x(uo)} (s+2)-bodovy styk, musi miti v tomto bod& (s + 1)-
bodovy styk; dle 225 (8) miZeme tedy pfedpokladati, Ze )

(3) Z=y,—x,—a,x;, — b, x,.

Plati pak rovnice 225 (4) a (5), takZe dle 179 C{x'(u)} a C{y’(v)} maji
v {x'(te)} (s -+ 2)-bodovy styk, kdyZ a jen kdyZ existuji &isla a;, b,
takova, Ze

dtly Ty
) (dl’"+‘)v=vu_ (dll‘+l)u=uo:
=[(s+1)@x; + b, %))+ Ay x, + b, x,) SzE—28[(s + 1)(@, %+ by %))+ a,x, + b, x,) &.
Dle 225 (3) je vsak

@ty a#tix . , .
(dv""l)u:vo— (d"’+—1Ju=uu = Vg1 — %4828 =285y, 1, — X, )L

Srovnanim obdrZime podminku

(5) XSzt —z8Xt=0,
kde
(6) X_—_y,+1—x,+1—(s—1’—l)(aux,—i—box,)—a,x,—b,xo.

Rovnice (5) je spinéna, kdyZ a jen kdyZz {X}={z}; zfejm& je v3ak
pfi vhodné volb& &isel a;, b, | X} = {z}, kdyZ a jen kdyz

(Xor X1, 2, X) =0,
coZ se da psati die (3) a (6)
) (X0 xp ¥, — x, Vop1— Xy —(+ 1)a,x,) =0.

Jeito dle pfedpokladu rovina (s + 1)-bodového styku kfivek C{x}
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a C{y} v {x(uo)} neni oskulani rovinou pro C{x} v {x(uo)}, jest dle 225
(xo, X1, X3, Ys — Xs) F 0. Ze (7) obdrZime tedy

1 (.xor XpYe— Xy y,+1— !+1)
(s-i_ l) (xm xp x-)r }’,— xa)

8) a,=

Ze (3) a (8) vychdzi, Ze C{x} a C{y} maji v {x' (&)} (s -+ 2)-bodovy
styk, kdyZ a jen kdyz {z} nélezi do fady bodové S, urlené ve (2), €imzZ
teorém je dokdzan.

JeZto ar. body x, xi;, X2, y. — X, jsou lin. nezavislé, maZeme poloZiti

(9) .V.,+1—x,+1=)‘0x0+)‘|x1+)\2x-:+)‘:1(y,—x,)-
Z (9) se snadno nalezne, Ze

(10) W He X Y T X Vopy T Xegd) L Ko Xe Xo Yoy q = Xoy)
' T (X Xy X3 Y, — X,)

(Xgp Xpp X, Y, — X,)

Maji-li priméty (s + 2)-bodovy styk, existuje A takové, Ze X =1z, jak
jsme vySe vidéli. Dle (3) a (6) je tedy

Vory— Xp1 =2 (Py— X, — @y Xy — by Xo) + (8 + 1) (@y X + by X)) + @, X, + b, X,
Porovnanim s (9) vychazi
Ay=—ak+ (§+ 1) by+ a4, Ay=A.
Jest tedy a; ureno rovnici
(11) (s+ 1) by + a, =%+ ay),,

pfi CemZ hodnoty ay, 4,, 43, jsou udany v (8) a (10).

228. Budte Clx(u)}, Cly(v)} dv&kFivky tFidy r>3 majici ve
spoleiném bod& {x(uo)}={y(v)} pravé s-bodovy (1<s<r—1)
styk. Bud {z} pevny bod; bud {{} pevna rovina; bud Sz 0.
Budte C{x'(u)}, C{y’(v)} pramé&ty kfivek C{x(z)}, C{y(¥)} s bodu
{z} do roviny {£}. Rovina {{} (s 1)-bodového styku kfivek
C{x(w)}, Cly(v)} v bod& {x(u,)} bud oskulalnirovinou kfivky
C{x(u)} v tomto bodé. Je-li {z} incidentni s{{}, maji kfivky
Clx' ()}, C{y’()} bud 1°privé (s-+1)-bodovy, nebotf 2° (s 2)-
bodovy styk. Ktery z obou pfipaditi nastane, nezdvisi na
tom, jak zvolime z v Adj. {}. Bud

(dax) —y (daJ’) _ 0<as< 'ﬂ—ﬂ—l)
dua 15:“3— w dva v:ﬂo—.ya. Tia*”
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Je-li
1 Xg="VYo ©0<aels—1)

nastane pfipad 2° kdyZ a jen kdyZ
(2) (xln Xy Ve — X, y3+1 - x,+1) =0

Postupujice jako ve 227 obdrZime opét pro (s 4 2)-bodovy styk
primétl rovnici 227 (7), jeZ v naSem pfipadé redukuje se na (2).

229. Budte C{x(u)}. C{y(v)} dvé& kiivky tfidy r>5, majici
vespoleEnémbodé&{x(u)}=1{y(v)}pravé sbodovy(3<s<r—2)
styk. Bud {2} pevny bod; bud {§} pevna rovina; bud Sz£3-0.
Budte C{x'(u)}, C{y’(v)} prumé&ty kfivek C{x(u)}, C{y(v)} s bodu
{2} do roviny {£}. Rovina (s+ 1)-bodového styku kFivek
C{x(w)}, C{y(v)} vbod&{x(u,)} nebud oskulaénirovinoukfivky
C{x(u)} v bodé& {x(u)}. Existuje jeden a jen jeden bod {z)
takovy,Ze C{(x'(«)} a C{y'(v)} maji(s+3)-bodovy styk v {x'(u)}-
Tento bod {z,) nazyva se bod (s+3)-bodového styku kfivek
C{x(u)} a Cly()} v bod& {x(u,)}. Bud

d“x) (d“y) a

= | = = |7 < < = ——=1)
*a (dlla' u= u,' Ya dv® v:vJ. 0sazr da* dv° D
Je-li

(N Xy =Y (0Lass-~1)

jest {z} bod (s 3)-bodového styku kfivek C{x} a Cly)
v {x (1)}, kdyz

1
z,= (3 Xy Xy ya_xa)'l (ya_xa) T 7 Xy X, Ve _xa) (xU’ XpVy—Xp ya'*‘l—x-"i‘l) Xt

s41
1
+ {—(—S:l_)z (Xv, X, ¥,—X, y,+1_xa+1) [2 (x4, x5 X3 y,+1-—x,_|_1)+(3+ 1) (x,, X, X3, y,—x,)]_
(2) — ;__I (Xgr X0 Xy, Y, — x,) [(x(;' XpYy— Xp ya+1 - xa-i-l) T
1
+ m (X Xy Yy — X, ya+‘_, —_ x,+,)]}x0.

PodrZme pfedpoklady a oznafeni z 225 a 227. Zejména tedy necht
plati rovnice 225 (4), (5) a 227 (4), takZze dle 179 maji C{x’} a C{y’)
(s + 3)-bodovy styk v {x'(u,)}, kdyZ a jen kdyz

(d:+2yy) d:—}—ﬁ x-)
d_Va+” 0=|7.,_ (dua+8 u—_-uu:

2[(3 sz 2) (@, %3 + byX,) + (S + 2) (@, %, + by x) + a,x, + bzxu] Szt —

—ZSI:(S -; 2) (@yxy+ byx,) + (s + 2) (@, x, + by X)) + @y X 1 bzxo:l & J
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Dle 225 (3) je v3ak

da+2y da+2
[W)v:vu_(d’ﬂa—-”)u:ua:(y"*'ﬁ_ ‘+9)Szg_zs(y3+9_x-9+9)€'

Srovnanim obdrZime podminku

3 Y Szt —zSY¢=0,
kde
_ s+42
4) Y—ya+g—x,+g—( 2 )(aux3+bux2)—(s+2)(a|xz+b|x1)—(a~).x1+b-axo)-
Rovnice (3) je splnéna, kdyZ a jen kdyZ {Y}={z}; zfejmé& je vSak pfi
vhodné volb& Cisel a,, by {¥Y}={z}, kdyZ a jen kdyZ
(xoy X, 2, Y):-O,

coZ se di psati dle (4) a 227 (3)
(5) (x(), X.,,V,—x,vy,+2—x,+2 (S+2J aux.l_(s+2) (a1+ b)xl) =0.

JeZto ar. body x,. x;, X3, y,— X, jsou lin. nezdvislé, muZeme psati

X3 7= CyXg T € X + 62X, + & (¥, — X,),

(6) .
Voo Xapoa™ WXt i Xy + X+ (¥, —X,);
snadno se nalezne, Ze

(xmxlvx:s’ ys—xs) (IO' Xy, ya—x:'ya-l—s—xa—I—E)
, Pp=— .
(X0, Xy, X3, ¥, — X,) : (X9, X15 X3, ¥,— X,)

AN c,=

Dosadime-li z (6) do (5), obdrZime

®) a— (s+ 2) ayc,— (s +2) (a, 2!

S5 =o.

To jest podminka pro (s+ 3)-bodovy styk pritmétii; ovSem a, a, nejsou
libovolné, nybrZ jsou urfeny rovnicemi 227 (8) a (11). Eliminujice a, z (8)
a 227 (11), obdrZime snadno

2

+He+2)"

Bod (s - 3)-bodového styku kfivek C{x} a C{y} v bod& {x(u)} je tedy
{ys— X — @ox1— box,}, kde ay, b, jsou urleny rovnicemi (9) a 227 (8)
Dosadime-li do (9) za cs, #e; M, A5 ze (7) a 227 (10), obdrZime ko-
necné (2).

Cech, Piojektivnf diferencidlni geometrie. 1, 11

)l by=ayc, + ()‘1 + ayky) —
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Oblasti a obory.

230. Bud m opét libovolné. MnoZstvi M ar. bodii nazyva se
ohranigené, existuje-1i kladné Eislo A takové, Ze |x¥|< A
pro kaZzdy ar. bod x z M.

MnoZstvi M ar. bodi nazyva se oteviené, obsahuje-li
aspofi jeden ar. bod a lze-li ke kaZdému ar. bodu x z M udati
okoli V. obsazené v M. Ziejm€ oteviené mnoZstvi ar. bodii obsahuje
nekone&né mnoho ar. bodi.

Pravime, Ze mnoZstvi M ar. boda lze rozloZiti ve dvé
mnoiZstvi M, a M, kdyz: 1° jak My, tak M; obsahuje aspoi
jeden ar. bod, 2° M, a M, jsou obsaZeny v M, 3°M, a My ne-
maji spoleénych ar. bodd, 4° kazdy ar. bod z M ndleZi bud
do M, nebo do M,

MnoZstvi ar. bodil nazyva se oblast, kdyZ: 1° jest ohra-
niené, 2° jest oteviené, 3° nedda se rozloZiti ve dvé oteviena
mnoZstvi. Oblasti oznaCujeme obvykle O, 0,, O’ atd.

231. Okoli ar. bodu jest oblast.

Bud V okoli ar. bodu x uréené Cislem e. Zfejmé V jest ohraniCené
oteviené mnoZstvi. Pfedpoklddejme, Ze by bylo lze rozloZiti V ve dvé
oteviena mnoZstvi V,, V,. Nechf x ndleZi na pf. do V;. JeZto V; jest
oteviené mnoZstvi, okoli ar. bodu x urlené Cislem 7 jest obsaZeno ve
Vi, kdyZ 7 je dosti malé; bud 7, horni hranice mnoZstvi takovych 7;
ziejmé jest 0 <7y <& Bud e >0, >w, > ... 0, > ... 3 0w, =7, Jeito
w, > 7, obsahuje okoli ar. bodu x urfené Cislem , aspofi jeden ar. bod
z Vy; bud y, takovy ar. bod. MiZeme pfedpokladati, Ze posloupnosti
YDy oy (i=0, 1...m) maji limity — jinak bychom vybrali
CasteCnou posloupnost. Bud tedy y.® = 2. Ar. bod 2 nélezi do V a jest
patrné
(1 28— x®|<q,. ((=0,1...m)

Z definice n, a z (1) vychazi ihned, Ze v kazdém okoli ar. bodu 2
jsou ar. body z V,; nenéleZi tedy z do V;, nebof V, jest oteviené mnoZstvi.
Na druhé stran& kterékoli okoli ar. bodu 2z obsahuje y,. je-li n dosti
veliké ; nendleZi tedy z ani do V;. To je spor, nebof z nileZi do V.

232. Bud O ohranifené oteviené mnoZstvi. O jest oblast,
kdyZ a jen kdyZ ke kaZdému paru x, y ar. bodit z O lze
udati koneCny pocet ar. bodl x;, x3...%.—1 z O tak, Ze, kla-
deme-li xo=1x, x.=yp, existuje pro a=0, 1...n—1 okoli V,
ar, bodu x, obsaZené v O a obsahujici xay.

UkaZme nejprve, Ze podminka jest nutnd: Ze totiZ, neni-li splnéna,
lze rozlozZiti O ve dv€ oteviend mnozZstvi O, a O,. Bud x, y takovy par
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ar. bodii z O, pro néjZ podminka spinéna neni. Bud O, (O,;) mnoZstvi
takovych ar. bodd z z O, Ze podminka jest (neni) spln&na pro par x, z.
0, (0,) obsahuje aspofi jeden ar. bod, totiZ x(y). Zfejm& O, a O, jsou
oteviend mnozZstvi. Tedy O neni oblast.

UkaZzme za druhé, Ze podminka stai. Kdyby tomu tak nebylo, bylo
by Ize — i kdyZ podminka je spln€na pro kaZdy par x, y ar. bodil z O
— rozloZiti O ve dv& oteviend mnoiZstvi O, a 0. Zvolme x v Oy, y Vv Oy,
ureme dle podminky ar. body xj, Xa ... X.—y @ poloZme.x,=—x, Xn=2y-
Ztejmé& existuje takovy index @, Ze x, naleZi do O, a xoy; do O,. Bud V,
‘okoli ar. bodu x, obsaZené v O a obsahujici xei,. Bud V’(V”) prifez
mnoZstvi Ve, a 0,(0,). Zfejm& V' (V") obsahuje aspoi jeden ar. bod, totiZ
Xa(Xat1); zfejm& V' a V” jsou oteviend mnoZstvi. Lze tedy V rozloZiti
ve dv& oteviend mnoZstvi V' a V”. To je v3ak nemoZné dle 231.

233. Bud O oblast. Ar.bod x nazyva se okrajovy ar. bod
oblasti O,kdyzZ: 1° x nendleZi do O, 2° kazdé¢ okoli ar.bodu x
obsahuje ar. body z O. MnoZstvi viech okrajovych ar.bodt
oblasti O nazyva se okraj oblasti 0. Okraj oblasti O ob-
sahuje nekone¢né& mnoho ar. bodid. MnoZstvi téch ar. bodi,
ieZ ndleZeji bud do oblasti O nebo do okraje oblasti O, na-
zyva se obor uréeny oblasti O; oznaceni [O].

Ze okraj oblasti O obsahuje nekone&n& mnoho ar. bodi, dokaZe se
velmi snadno. Bud y ar. bod z O, bud ¢ > 0 ¢islo urCujici okoli ar. bodu y
obsaZené v 0. Pak ar. bod

(1) Ly@ &,y )y ym ],

nalezi do O, kdykoli & a &’ jsou v (— &40, ¢—0). Zvolme ¢ jakkoli
V{(—&e+40, £e—0); bud ¢ (¢) horni hranice mnoZstvi takovych &”, Ze
ar. bod (1) nalezi do O. Zfejmé&

YO,y 4 p, y& Lyl

jest okrajovy ar. bod oblasti O.

Funkee teidy r.

234. BudOoblast. Bud ¢(uy, uy .- ua) funkce definovana,
kdykoli ar. bod |uy, uy...usls ndlezi do O. Pravime, Ze ¢ je
tfidy O v O, je-li spojitd v kaZdém ar. bodé z 0. Pravime, Ze
¢ je tfidy r>1 (tfidy o) v O, mé&-li v kaZzdém ar. bodé z O
viecky parcidlni derivace Ffddu <r (vSecky parcidlni deri-
vace) a jsou-li tyto parcidlni derivace tfidy 0 v O.

11*
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Pfipomeiime si, Ze pfi r=>2 plati v&ta o zaménnosti pofadku deri-
vovdni, jeZto derivace, jichZ existenci pfedpoklddame, jsou spojité. Zfejm&
kaZdad derivace faddu s (1< s<r) funkce tfidy r v O jest funkce tridy
r—s v O.

235. Bud [0] obor ureny oblasti 0. Bud ¢(uyu, ... u.)
funkce definovand, kdykoli ar. bod |ug, ;... uals nalezi do
[0). Pravime, Ze ¢ je ttidy O v [O], je-li spojitd v kaZdém ar.
bodé& z [0]. Pravime, Ze ¢ je tFidy r>1 (tFidy o) v [0], kdyZ:
1° ¢ je tFidy r (tFidy ) v O, 2° ke kaZdému okrajovému ar.
bodu x oblasti O lze urliti okoli V a funkci Y(up t ... tn)
tfidy r (tfidy @) ve V tak, Ze @(uo, 1. - tUn)=Y (Uo Uty - .- Un),
kdykoli ar. bod |ug, tty..-Unlp ndleZi do priafezu mnoZstvi
[0l a V. Za derivaci

e
uoqu,™ ... Ju m

(a=ay+ao + ... tan <1

funkce ¢ v ar. bod€ x povaZujeme pak pfisluSnou derivaci

i
%o, ... u *m
v tomto ar. bodé.

Snadno se vidi, Ze k definici derivaci funkce ¢ v okrajovém ar.
bod& x jsme opravnéni, Ze toti¥, ma-li funkce ¥ (uy, u; - - - Um), Vzhledem
k ar. bodu x touZ vlastnost jako W (uo, ... Un), jest pro u,= x\,
=x0, . Yy = x™

%y . *¢

uau ... u, % u,Mau™ ... Ju Om

1)

Obé& strany rovnice (1) jsou totiZ funkce tFidy 0 ve V*), jeZto ¥ ay jsou
tiidy r ve V; mimo to, kdyZ ar. bod |ug uy...Uus|» jest v prifezu
mnoZstvi O a V, plati (1), nebof ob& strany jsou pak zfejmé& rovny

%o
uy ™™ ... u,*

2
JeZto v3ak x je okrajovy ar. bod oblasti O, exnstuli posloupnostn Um U -
1 ] 1
Uy Uy« Un u,,,... takové, Ze 1° ar. bod |uo, ul u,.lz, (n=1,2. )

nalei do priifezu VsO takze (1) plati pro uo—uo, 1—111, . um—um.

*) Zfejmé maZeme predpoklddati, %e ¢ a ¢ jsou definovany v tém% okoli V
ar. bodu. x.
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2° lim J;:x(‘) (i=0,1...m). Jeito ¥ a ¥ jsou tfidy 0 ve V, vidime

pfechodem k limité, Ze (1) plati téZ v ar.bod€ x. TyZ dsudek ukazuje,
Ze rovnost
e _ ¢
™ ... % m uyau,™ ... Ju m

plati netoliko v ar. bod€ x, nybrZ v kaZzdém ar. bod€ z prifezu oboru
[0] s okolim V. Odtud snadno vidime, Ze 1° kdyZ r> 1, véta o zadmén-
nosti pofddku derivovani plati pro funkci ¢ v kaZdém ar. bodé oboru [O],
20 kaZda derivace fidu s (1<s<r) funkce tfidy r v [O] jest funkce
tfidy r— s v [O].

236. Je-li x =—|uop 1y .- Uals proménny ar. bod, omezeny eventueln&
na oblast O nebo na obor [0O], je €asto vyhodné uvaZovati posloupnost
libovolné proménnych ar. bodi, jeZ oznalujeme zpravidla

dx=\du, du,, ... dunp,
dix = |d*u,, du,, ... d*tuas,
&x = |d*u,, d’u,, ... dum,

a jmenujeme prvy, druhy, tfeti... diferencidl ar. bodu x. Pfi tom je tfeba
zdurazniti, Ze proménné

duy, du,, ... dun; dw, du, ... dws; do, du, ... dus; . ....

jsou nezdvislé navzadjem a nezdvislé na proménnych uy, u, ... u.; dale,
Ze mohou nabyvati zcela libovolnych hodnot, i kdyZ proménné u,, uy .. .Un
jsou omezeny na oblast O nebo na obor [O].

Bud nyni ¢ (uo, 1y - - - tta) funkce tfidy r>1 v oblasti O (v oboru [O]).
Prvy, druhy, ... rty diferencidl funkce ¢ — jeZ oznaCujeme zpravidla
de, d*g, ... d ¢ — definujeme pak takto: Prvy diferencidl de definujeme
pfimo formuli

_ 9 2 99
(1) dy = o, du, + o, du, + ...+ P dun.
Z (1) vychézeji ihned pravidla

(2) d (9, + 9) = do, + doy, d(9,9,) = 9,dp, + 9, dp,, d(e™) = ne" ' de,

z nichZ lze snadno utvofiti pravidlo pro sestrojeni diferencidlu funkce, vy-
tvofené sCitdnim, nasobenim a umociovanim z funkci, jichZ diferencidly
jsou dany. Nyni definujeme pro 1 < s <r (s + 1)¥ diferencidl d*+! ¢ funkce
¢ indukci takto; s-ty diferencidl d'¢ je vytvofen s€itanim, ndsobenim
a umociiovanim z derivaci funkce ¢ a z duq, du; - - - ditn; A1y, &ty - . - dttn;
ey @Uuy diuy .. duay (s + 1)7 diferencidl obdriime dle pravidel (2)
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jako d(d’¢), pfi CemZ klademe
d(d*u) = d* ;. (@=1,2,3...;i=0,1...m

Tak obdrZime na pf. pro r>2

" m

m aP
3) do=% —d*ui4 X X duidu
® ¥ i=0dU; .+'—0k oau.a { .
pro r2>3
& z ta £ 8 2 ua SIS
4) de = 2 ui+ 3 du;d‘u du;du, d
) ?= it i=0 k=0 IU; Uy, ) k+|._0k 0l= oau,aakauz st Gt

Jsou-li fo(D, (D - .. fu() funkce tfidy r proménné ¢ v intervalu
(a, b, takové, Ze pro kazdé ¢t z (a, b) ar. bod | f, (), [r (), - - . fa(D|s nalezi
do oblasti O (oboru [0]), a dosadime-li do funkce ¢ (o, 1ty - - - u») tFidy r
vOo (V[0 za uyt.. s tesp. fo(), f.(t)-..fa(f), piejde ¢ ve
P (), kde
Sty=¢[f, ) [;t), ... fu(t)-
. A . y . d*P .
Z diferencidlniho poltu je pak znamo, Ze v (e=1,2...r) vznikne
z d*¢ jednoduSe tak, Ze dosadime za u;, dui, d*u: ... d"u; (i=0,1...m)
df; &, d'f
resp. fi(t), 0 dr T dr

Korespondence tfidy r.

237. Budte @ (uo, tty - - - Un), P1(Uipy Uy + - - Un)y -+« P (Uoy Uy - - - Un)
funkce tFidy r>1 v oboru [0] uréeném oblasti 0. Bud

1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1) | Qo (Uoy Uys + oo Um)y ®y Uy Uyy - oo Um)y ooo Pmllly, Uy, .. Um) o
? 2 2 2 2 ] 2 3 2
3 0o Wy Uy oo Um)y 1(Up Uy oo Um), oo o Pm(Uy Uy - . Un) (b,

1 1 1 2 2 2
kdykoli |ug ttsy -« Unls |toy Usy -+ - Un]p jSOu dva razné ar. body

oboru [0]. Bud

92y 3% 2%
u, au, " m
9% 2% i

2) {au, 2, " aum| 0

Ipm Ipm I9m
au, ou, " nm
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v kaZdém ar. bodé& z [0]. Korespondence &, v niz

(U Uy .. Umls o [Qo(Uy, Uy ... Um)y, O (Ugy Uy oo Um)y oo Pm (o, Uy o .. Um)ip

nazyvad se korespondence urlend funkcemi ¢ @ ... ¢n ({ty
.. -Ualp v [0]). Pravime, Ze & jest korespondence tfidy »r
Bud v :0~ 0, [0]~[0]; pak O jest oblast a [0'] jest obor
ureny oblasti O.

[N ] 0 .
Bud |uy 1y - .. Uals ar. bod z [O]. Bud

0 0 o 0
Vo =9y (Up Uy ... Un),
0 0 0 0

v, =9 (U U, ... Un),

0 o 0 0

Vm = 9nm (uo, u, ... Um).
UvaZujme rovnice

Vy =9y (Uy, Uy ... Un)

vy =9, (U, U,...u
3) 1 9y (U, U, m)

;’m == ;Pm (;lm l.ll ..'.'. ’llm)
Ze (2) vychdzi dle zndmé véty o funkcich implicitnich: Ke kaZdému dosti

1] 0 0 0
malému okoli V’ ar. bodu |vg, vy ... vl existuje okoli V ar. bodu |u,
0 0
Uy ... Un| takové, Ze, kdykoli ar. bod |[vy, ;... va|s ndleZzi do V', existuje

jeden a jen jeden ar. bod [uy uy ... ua[s ndleZejici do V a takovy, Ze
plati (3); mimo to, kdyZ Cislo urujici okoli V' konverguje k nule, kon-
verguje k nule také &islo urujici okoli V. Odtud snadno vidime, Ze O’

[ [
jest oblast; vskutku, néleZi-li vy, vy ... Vn|s do O, a zvolime-li okoli V
tak malé, aby V bylo obsaZeno v O, jest V' obsaZeno v O’. Snadno se
také vidi, Ze [O'] jest obor urCeny oblasti O’. Bud H okraj oblasti O,
abud HoH v & takie [0]=0 -+ H, [0]1=0"+ H'. Je tfeba pouze
[ ] 0
ukazati, Ze okraj oblasti O" jest H’. Bud nejprve |u,, u; ... u.|s ar. bod
0 0 0 0 0 0
zHa t,ty . Ualp>[Voy Vi---Vnls v & Z (1) vychazi ihned, Ze ar.

bod lgo, 31 3,,. |s nendleZi do O’; dle vySe pFipomenuté vlaslnosti rovnic 3)
existuji vsak v jeho dosti malém okoli ar. body z O’, ]est tedy lvo, vl 1?,,.15
okrajovy ar. bod pro O'. Bud za druhé [vo, vl v,,.l okra]ovy ar. bod
pro O, takZe lze urCiti posloupnost |v0, vl ces v,,, {5 lvo, v1 - v,,. sy « .. tak,

n n n n 0
ze 1° ar. bod |vg, vy ... Vuls (n=1,2,3...) ndleZi do O, 2° lim v;=v;

N—S-00
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(=0,1...m). Bud v &

n n n n n n
[Up Uy ... Unlp oV V... Vals, n=1,2,3...)

takZe ar. bod |u0, u, . Ua|» ndleZi do 0. MiZeme pfedpokladati, Ze exis-

tuji limity llm u.—a., jinak by stalilo vybrati vhodnou éésteénou po-
0
sloupnost. Jezto funkce @, ¢, ... 9. jsou spojité, jest v R |u0, u1 u,,. s ~
0 0 0
~ |Voy V1 -. . Valp- Je pouze tfeba ukazati, Ze ar. bod |uo, u1 cen u,,, |s na-

lezi do H. JeZto v3ak zn"ejmé v kaidém okoli tohoto ar. bodu jsou ar.
body z O, totlz ar body luo, ul . Un|s pro dosti veliké n, je tfeba pouze

ukazati, ze ]uo, u1 .. u,.. |s nenaleZi do O, coZ je ziejmé, nebof jinak by
0 ]
Vo) Vs - v,..|b nalezel do O'.

Pro strunost pravime, Ze funkce ¢, (up Uy --- Un)y @1 (Upy
U oo Un)y ooy Pru(Uloy U+« Um) (Uoy Uty - - - Ualy V[O]) ur€uji korespon-
denci tfidy r, spliiuji-li tyto funkce oba poZadavky vySe
uvedené (vyjidfené nerovnostmi (1), (2)).

238. Nechf funkce @,(to Uty - .- Un)y P1(UoyUs -+ Un) .- Py
uy..-Un) (Uoytly-- - tUn|pv[0O]) urCuji korespondenci & tfidy r>1.
Bud |upu; ... uax)s libovoln& zvoleny ar. bod z [0]. Kolineace
ar, bodi, v niZ libovolnému ar. bodu |duy, du; - .. diua|» jest pii-
fazen ar. bod |dg, dg, ... dps|s, nazyva se diferencial kores-
pondence R v ar. bod€& |upuy...usls @ 0znaluje se df.

Ztejmé& jest v d R

PYP P!
11,0...00 v | 20, 20 Zmi
3"0 3110 3!.!05
v, 2 Py
[0,1...00 v |0 T 2wl
au, au, u, iy
39, 4 2
10,0... 1~ |0 S0 Zoml
Um Ilm Mm b

Dle 237 (2) jest d ® vskutku kolineace.

KdyZz r>2, miuZeme definovati jako druhy diferencidl d* & korespon-
dence & v ar. bod€ |ueu, ... us|s korespondenci, v niZ libovolnému
(2m + 1) rozmé&mému ar. bodu |du,, dut; . - . ditm, d®tte, &ty - .. d*tn| jest
prifazen ar. bod |de,, d; - - . dpn, Ao, d* Py ... d Puls; stejné lze defi-
novati d*R, ... d"R. Tyto korespondence nejsou v3ak jiZ kolineace.

'V daldim uZijeme definic a vé& 230 aZ 238 pouze v pfipadé m=1;
misto uy, u, piSeme zpravidla p, p.
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Aritmetické plochy.

239. Ve 239 ai 305 piedpoklddime m—3. Soufadnice ar.
bodu x=x (4, v) budte funkce tfidy r=>1 (midZe byti r=o)
voboru[Olurfeném oblasti O; ar.body x(u, v1), x(us v2) budte
lin.nezavislé, kdykoli|uy, vi|s a |us v2fs jsou v [0] ajsou rzné;
ar.body x, %3’ g_;_c budte lin. nezavislé pro kazdy ar. bod |y, v|,
z [0]: pak pravime, Ze mnoZstvi ar. bodi x (4, v) (lu, vs v 0)
jest ar.plocha tfidy r. Ar.plochu zna¢ime obvykle M.x(u,v);
ur€it&ji Mz x(u, v) (U, v[s vO); struéné&ji M, x. Pravime, Ze pro-
ménny jednorozmérny ar.bed |u, vfp jest parametr ar. plochy
Mo x(u, v).

Je-li Max(u, v) (u, v|s v O) ar. plocha tfidy 1; je-li e=1¢(u, v)
funkce tfidy O v [0]; je-li o(u,v) 40 viude v [O]: pravime, Ze
mnozstvi ar. bodi ox(|u, vl v O) jest ar. plocha tfidy 0.

Je zfejmé, Ze ar. plocha tfidy r jest ar. plochou tfidy s, kdykoli s < r.
Také se snadno vidi, Ze kolineace ar. bodii pfifazuje ar. ploSe tfidy r
ar. plochu tridy r.

MnoiZstvi ar. rovin dudlni k ar. plo3e tfidy r nazyvd se
dudlni ar. plocha tfidy r; oznaeni M, &(u, v).

240. Bud M, x(u, v) (&, v|» v O) ar. plocha tfidy r>1. Pro-
ménny jednorozmérny ar. bod lu,, v,|s jest parametr ar. plochy
M.x, kdyZ a jen kdyz u,=o(u, v), i=v(u,v) (u, vl v [0]), kde
funkce ¢, ¥ definuji korespondenci tfidy r.

Snadno se vidi, Ze podminky stafi. Pfedpoklidejme tedy, Ze pro-
ménny jednorozmérny ar. bod |uy, vi|, je parametr pro M.x, Ze tedy
existuje oblast O, a ar. plocha M. x, (uy, v) ([&1 V1[5 V O,) rovnd ar. plose
M. x(u,v) (Ja, vy v O). JeZto soufadnice ar. bodu x(u, v) jsou spojité
v oboru [0] a podobn& pro x; (i, v4), jest mnoZstvi ar. bodi x; (uy, v1)
(luy, vi|s v [0,]) rovno mnoZstvi ar. bodi x(u, v) (l&, v]s v [O]). Jeito
X (u, v) =% x (i, v'), kdykoli |u,v s 3= o', Vls (|u, vir, |, V'|» v [O]) a podobné
pro x;(u;, v1), existuje jeden a jen jeden péar funkci u;=¢ (u,v), n=
= (u, v) (Ju, vl, v [O]) takovych, Ze

M x (o (@), $ @) =xuv).
Jest ukézati, Ze 1° funkce ¢ (&, v), ¥ (u, v) jsou tfidy r v [0], 2°

Lo (u,v), d (e, v)lnlo (&, ), 4 (&, V)5,

5 P oA tazat . R dpdy dgoy
kdyZ |u, v|s, u’, V'|s ndleZeji do [O] a jsou rizné, 3° %W_B-VE:FO

viude v [O].
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Vlastnost 2° plyne ihned, viimneme-li si, Ze korespondence definovana
rovnicemi g, —¢, v;=1 jest jednojednoznand. Abychom ukazali, Ze
plati 1° a 3° v ar. bod€ |uy, vols z [0], poloime u'o=¢ (1o Vo), Vo=
=Y (U Vo). JeZto M, x; (uy, v1) jest ar. plocha, jest pro |uy, vily=te, Vols:
(x.%fl—:g:—:) 40, tedy téz (%‘:27"1‘) 40, MiZeme tedy predpokladati, Ze
Pro [uy, vils=|t'e Volo jest

— 0.
u, v, v, U, +

Avsak 4 je funkcionalni determinant vzhledem k u,, v, rovnic

@ (uy, v) = ¥ (@, v),
xl(l) (u,v,))= xY (4, v),

z nichZ tedy lze v dosti malém okoli ar. bodu |u,, v, vypolisti u;—
=@ (4, v), vi =¥ (u, v) jako funkce tfidy r; vlastnost 1° je tim dokadzana.

Z (1) pak plyne pro uy=¢(u, v), vi=vY(u, v)

v X1 9% x, 3% 9x, 99 a_x,_ﬂ)__(xa_xa_{)
“ou,au " v, au’ au, v " av, ) \"au )
¢ili
(x“’ﬁﬁ) ("_'Pﬂ’ ﬂﬂ)_(xﬂ‘ﬂ)
‘auy v \awav  awoul  Tauav)’
. 0 iz 9x 0x
odtud vychazi vlastnost 3° jeZto xﬂa—v =+ 0..

241. Bud M, x(u, v) (u, v|s v O) ar. plocha tfidy r>1. Bud
¢=2¢(u,v) funkce definovand v3ude v O. MnoZstvi ar. bodi
o, VIx(,v) (lu,v[s v O) jest ar. plocha tfidy r, kdyZ a jen
kdyZ definici funkce o(u,v) l1ze roz3ifiti na obor [O] tak, Ze1°
e(u,v) je funkce tfidy r v [0], 2° ¢(u, v) 30 v3ude v [O].

Ditkaz je zfejmy. Rozsifeni definice funkce ¢ (4, v) da se provésti
jen jednim zpusobem (v. 159).

Plochy.

242, Bud M, x(u, v) (u, v|s v O) ar. plocha tfidy r=>1(mizZe
byti r—= ). MnoZstvi bodd {x(u v)} (lu, v, v O) nazyva se
plocha tfidy r. Plochu znaGime obvykle M{x(u v)}, uréité&ji
M{x(u, )} (g v}» v O), struéné&ji M{x}. Pravime, Ze promé&nny
jednorozmé&rny ar.bod |u, vl, jest parametr plochy M{x(u v}.

Je-li |uy vilo=|usy valp (lu, vils @ [us, vals v [0]), jsou body
{x (1. v))} {x (12 v9)} riizné. Vskutku dle 239 ar. body x (11, v1), x (tt, v2)
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jsou lin. nezavislé. Plocha tfidy r je také plochou ffidy s, kdyZ 1<s<r.
Kolineace ar. bodii pfifazuje ploSe tfidy r plochu tridy r.

Mnozstvi rovin dudlni ku plo3e tfidy r nazyva se dudlni
plocha tfidy r; oznadeni M{& (4, v)}.

243. Bud M{x(z,v)} (&, v v O) plocha tFidy r. Promé&nny
jednorozmérny ar. bod |uj,v,|» jest parametr plochy M{x}, kdyzZ
ajen kdyZ uy=¢@v), i=v(uv) (ju, vy v[0]), kde funkce ¢, ¥
definuji korespondenci tfidy r.

Vychazi ihned ze 240.

244, Poviimnéme si, Ze dle 242 pravime. Ze M {x (u, v)} ({4, v|s v O)
jest plocha tfidy r, jen kdyz M. x(u,v) (u.v» v O) ijest ar. plocha
tfidy r. Je-li vSak ¢(u,v) funkce jakkoli definovand v O, jen kdyZ
0 (4, v) 0 viude v O, jest {o(u,v) x(1 v)} =1{x(u, v)} viude v O. Neni-li
opak vyslovné uveden, vidy, kdykoli fekneme, Ze M {x (u, v)} jest plocha
tfidy r, minime, Ze z kazdého bodu {x (, v)} byl vybran ar. bod x (u, v) tak,
Ze M. x (u, v) jest ar. plocha tFidy r. Pak jest M {x (a,v)} = M {o (1, ) x (&, v)}
jen, kdyZ ¢ (u, v) spliiuje podminky udané v 241 (v. 162).

245. Bud {x,} bod plochy M{x(s, v)} (u, vh v 0), tedy
xo = x(uy, vo). Bud y ar. bod takovy,ie(xg—z g—’:y) . 0:1:0.
Existuje okoli W bodu {x,} takové, Ze kaZd4 Fada bodovj,
obsahujici bod {y} a body z W, obsahuje jeden a jen jeden
bod naleZejici do M{x} i do W.

PoloZme

(3x) (3,\"
= (22 Ly _
U [u-=ny, v=n, W Ju=zuy vy

JeZto (x, x1 x2 y) £ 0, miZeme poloZiti
(1) x@vy =, + 2@, +hwv)x,+puv)y.

Ziejmé& jest
ho(tg, Vo) =1, My (g, vy) = Ay (8, V) = p (g Vo) =0,

(."_7‘_1) — (3_7“0) _ (3_“) - (E) =
au u:u,,— " \au u:u,,— u u:uo_ au u:uo—
- v=1,

2) v=1y, v =y, v=:vy
O "
N u:ttﬂ— ’ v u:uo— QV)u:uo— v u:u,,—— )

=17 vV=1=0, v=v LESE M

UkaZme nejprve: Ke kaZdému okoli V jednorozmérného ar. bodu |u,, vols
existuje okoli W bodu {x,} takové, Ze bod {x(u,v)} plochy M{x}
naleZi do W jen, kdyZ |u, v|, naleZzi do V. Pfedpokladejme, Ze by tomu
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tak nebylo, Ze by tedy existovalo okoli V ar. bodu lu,, v,|» takové, Ze, af
jakkoli zvolime okoli W bodu {x,}, vidy Ize urliti |u, v, tak, Ze bod
{x(u, v)} plochy M{x} naleZi do W, aC [, v|, nendleZi do V. Zvolme nyni
posloupnost &, & ... kladnych Cisel konvergujici k nule a bud W, okoli
bodu {x,} uréené ar. bodem x, a Cislem z,(n=1,2...). Bud J> 0 &islo
ur€ujici okoli V ar. bodu Juy, vo|s. Dle pfedpokladu [ze — pro n=1,2,3 ... —
uriti |u., va5 a Cislo 4, tak, Ze 1°

(3) [ An X (1, ¥a) — xF (1, Vo) | < &, @i=0,1...m
20 aspofi jedno z Cisel

O] Ha— Uopr Vp— V|

jest > d. MiiZeme predpokladati, Ze existuji limity

(5) lim un= u’, Iim Van= v';

jinak by stacilo vybrati ¢4ste€nou posloupnost. JeZto aspoii jedno z Cisel (4)
jest > 4, af n je jakkoli veliké, jest [u', v’} == |ty volo. JeZto ar. body |t va)s
naleZeji do O, ar. bod i, V', néleZi do [0} JeZto soufadnice ar, bodu x (u, v)
jsou spojité v [0], jest dle (5)

(6) lim x (ta, va) = x (', v"). (i=0,1...m

N—=m=

JeZto ¢, =0, plyne ze (3), Ze

7 tim X (tn, va) = x¥ (4, v,). (i=0, 1...m)

JeZto x(«, v') % 0,, vychazi ze (6) a (7), Ze existuje limita lim A,=1a Ze
7N =Sm—

x (Uy, vo) = Ax{u',v").

Ar. body x(uw» vo) a x(«', V') jsou tedy lin. zdvislé. To v3ak odporuje
_definici plochy, nebof |uo, vols & |t', Vs
UvaZujme nyni rovnice

A (2, V) — @ (1, V) 2= 0,

8 .
) ha (1, V) — By (1, 9) = 0.

Ze (2) vychazi, Ze pro a =3 =0 jest témto rovnicim vyhovéno, kdyZ
U=1y V="V, a mimo to, Ze pro uy = u, v =1, funkcionalni deter-
minant rovnic (8) vzhledem k u, v rovnd se 1, je tedy riizny od 0. Dle
véty o funkcich implicitnich lze tedy ke kaZdému dosti malému okoli V
ar. bodu uy, vy, udati 7 > 0 tak, Ze kdykoli |a| < 71y, |8] < 7v, existuje
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jeden a jen jeden ar. bod |u, vy z V takovy, Ze plati (8). Zvolme tedy
dosti malé ¥V — zejména téZ tak malé, aby bylo obsaZeno v O a aby
bylo 4, (u, v) 4= 0 vSude ve V — a ureme okoli W bodu {xo} tak, Ze bod
{x (4, v)} plochy M{x} maZe nileZeti do W jen, kdyZ |uo, vols naleZi do V.
Ztejm&, kdyZ t&€mto podminkdam vyhovuje okoli W’ urCené ar. bodem x,
a Cislem ¢, vyhovuje jim téZ okoli W urfené ar. bodem x, a fislem ¢ < &’
Odtud snadno vychdzi, 7e miZeme pfedpokiadati, Ze 1° bod

{xn +ex, +3x,+ T}’}'

mitZe néleZeti do W, jen kdyZ |¢| < 7+, |8 < 1y, 2° Ze W neobsahuje Zadny
bod z {x,, Xa y}". Okoli W vyhovujici témto podminkdm ma pak vlastnost
teoremem poZadovanou. JeZto fada bodova tvaru {ex; +— Bxs, y}¢ nemiZe
obsahovati Zadny bod z W, bud

{xo ax + 3x2,y}c

fada bodovd obsahujici bod {y} a aspofi jeden bod z W, takZe |a| < 7y,
8] < nr. Snadno vidime, Ze lze jednim a jen jednim zpusobem ur€iti y
tak, aby bod ,

{x,+ax, +8x,+ 1y}

néileZel ploSe M{x}. Vskutku, dle (1) je k tomu nutné a stali, aby bylo

Ca
—)‘O(uvv),

pfi CemZ |u, v|, jest urliti z rovnic (8), coZ lze jen jednim zpisobem.

246. Bud M {x(u,v)} (lo, v|» v O) plocha. Bud M plocha
riiznidod M{x(u,v)}, jejiZkaZdy bod ndleZi do M{x(u v)]. Bud O,
mnoZistvi takovych |g,v, 2O, Ze bod {x(u v)} nendlezi do M.
Pak O, neni oteviené mnoZstvi.

Bud O, mnoZstvi takovych |u, v|, z O, Ze bod {x(u, v)} ndleZi do M'.
Pak lze O rozloZiti v O, a 0, Stati tedy ukazati, Ze O, jest otevfené
mnoZstvi, abychom obdrZeli teorém; vskutku oblast O nelze rozloZiti ve
dvé oteviena mnoZstvi (v. 230). _

Bud {x (&6 v5)} = {x,} bod plochy M’. Ve 245 jsme vidéli, Ze existuje
bod {y} a okoli W bodu {xo} takové, Ze kazda fada bodovi, obsahujici
{y} a aspoii jeden bod z W obsahuje jeden a jen jeden bod naleZejici do
M{x} i do W. Stejn& se vidi, Ze existuje bod {)’} a okoli W’ bodu {x,}
takové, Ze kaida fada bodova, obsahujici {y’} a aspon jeden bod z W
obsahuje jeden a jen jeden bod ndleZejici do M’ i do W’. Snadno se
vidi, Ze miZeme pfedpokladati y =)', W= W'. Zfejmé& v3ak potom
viecky body naleZejici do W ido M{x} naleZeji do M. Mimo to zfejmé,
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kdyZ V je dosti malé okoli ar. bodu |u, vols bod {x(u, v)} plochy M {x}
naleZi do W — a tedy dle toho, co prdvé bylo feCeno, i do M’ —, kdykoli
lu, vy naleZi do V. MneiZstvi O, obsahuje V. Tedy O, jest oteviené
mnoZstvi.

247. Bud M{x(u, )} (lu, v v O) plochatiidy r. Bud {x(ue vo)}
bodplochy M{x}. Bud Wokolibodu {x(uo, vo)}; bud HmnoZstvi
takovych |u,v)y z O, Ze bod {x(u, v)} jest obsaZen ve W. Bud
MY mnozZstvi bodii {x(u, v)} (|u, vy v H). MnoZstvi M" nazyva
se priufez plochy M{x} s okolim W. '

MY jest plocha — a to plocha tfidy r — kdyZ a jen kdyZ
H jest oblast; to nastane jisté, je-li okoli W dosti malé.

Nejprve je zfejmé, Ze mnoZstvi H jest vidy oteviené; vskutku, ob-
sahuje-li H ar. bod |u,, v,|5, existuje £ >0 takové, Ze H obsahuje okoli
ar. bodu |uy, vi|p urCené Cislem & Dilkaz vychdzi snadno z definice W
a ze spojitosti funkci x (u, v). JeZto H vidy obsahuje |u,, vols, obsahuje
tedy H vidy jisté okoli ar. bodu |ug, vos.

Ze jest M" plocha tfidy r, kdyZ H jest oblast, je zfejmé.

Pifedpokladejme nyni, Ze MW" je plocha a Ze H neni oblast. Bud
H, mnoZstvi obsaZené v H a takto urféné: Ar. bod |u, v|, z H ndleZi
do Hy, kdyZ a jen kdyZ lze urliti konelny pocet ar. bodit |uy, v;ls
"Us, Valoy - -+ [ Un—1, Vu—1ls tak, Ze, klademe-li u = u,, v = v,, existuje pro
=0, 1...n—1 okoli V, ar. bodu |u,, val|s obsaZené v H a obsahujici
(Ua+1 Vagipr Neni H= H, nebof z 232 snadno se vidi, Ze H, jest
oblast. Bud H, mnoZstvi té€ch ar. bodit z H, jeZ nejsou obsaZeny v Hi.
Je ziejmé, Ze H, jest oteviené mnoZstvi. To vSak je dle 246 nemozZné,
nebof dle pfedpokladu mnoZstvi bodii {x(x, v)} (&, v|» v H) je plocha a
— jeZto H, jest oblast — také mnoZstvi bodii {x(u, v)} (u, v} v H)
je plocha.

Zbyvé ukdzati, Ze H jest oblast, je-li okoli W dosti malé. Pfipomefime
si nejprve, Ze — jak jsme pfi dikazu ve 245 vidéli — ke kaZdému
okoli V ar. bodu |u,, v,|, existuje okoli W bodu {x (u, o)} takové, Ze
mnoZstvi H pfisluiné okoli W jest obsaZeno ve V. Zvolme V tak, Ze jest
obsaZeno v O, a bud W tak malé, Ze H jest obsaZeno ve V; bud e &islo
urlujici okoli V. Bud 0< ¢ < 5 bud C? mnoZstvi bodi {y, (#)}, kde

Yo (£)=x(u, + tcosy, v, fsing)

a ¢ probiha 1°interval (— | osq>|+ ’lcqu:l — 0), kdyz questv(O,i‘:—) nebo
ve <3_”+0 m—0), 2 interval (— = %4- ’]sm | — 0, kdy g jest

(4 4) Ztejm& C? jest kiivka a kaidy bod z MY ndlezi jedné
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z kiivek C?. Ve 164 jsme vidéli, Ze existuje Cislo e, > 0 takové, Ze
mnoZstvi takovych #, pro n&Z {y,(#)} nalezi do okoli W bodu {x (s vo)}
urCeného ar. bodem x(uo, vo) a Cislem e jest interval, kdykoli &< e,.
Snadnym rozborem citovaného dikazu se ukdZe, Ze miZeme klisti e, =e,
kde e > 0 je Cislo nezavislé na ¢. Cislo ¢ ma pak zfejmé& tuto vlastnost:
Je-li W okoli bodu {x(u,, v,)} urfené ar. bodem x(uo, v,) a Cislem e <eg,
existuji ke kaidému ¢ (0< ¢ < =) &isla ¥y >0,¢, >0 takova, Ze
mnoZstvi H pfisludné k W skidda se z ar. bodi

(1) 'y + tcosp, vy -+ Isingjs. Ol r; —FelE )

Je tfeba pouze je$t& ukazati, Ze mnoZstvi H ar. bodid (1) jest oblast.
Ztejmé toto mnozZstvi jest otevfené a ohraniené; stali tedy ukazati, Ze
nelze je rozloZiti ve dv& oteviend mnoZstvi H a H". Pfedpoklddejme, Ze
iU Vo|p ndleZi na pf. do H'; dosp&jeme ke sporu tim, Ze zjistime, Ze
kazdy ar. bod z H ndleZi do H'. Zvolme jakkoli ¢ (0 < ¢ < 7) a ozna¢me
hy mnoZstvi téch ¢, Ze ar. bod (1) pfi daném ¢ ndleZi do H". B&Zi o to,
zjistiti, Ze hy=(—1t¢+ 0, "y + 0). MnoZstvi h, obsahuje jisté aspon
jedno &islo, totiZ t=0. Bud A, (By) dolni (horni) hranice mnoZstvi fy;
jeli Ap=— ¥y, By =1"y, je zfejm& hy =(— Iy + 0, "y — 0), jak chceme
"dokazati. Pfedpokladejme tedy, Ze na pf. 0 < By, < t”,. Ar. bod

2) ity Bpcosg, vo+ Bysinely

nemuizZe nileZeti. do H"; nebof — jeZto H’ jest oteviené mnoZstvi — existovalo
by kladné n men3i neZ ', — By, takové, Ze ar. bod (1) nalezi do H’, kdyZ
t = By + m, proti definici Cisla B,. Ar. bod (2) nemiiZe v3ak néleZeti ani
do H”; nebof — jeZto H” jest oteviené mnoZstvi — existovalo by kladné
n men3i neZ B, + £, takové, Ze ar. bod (1) nalezi do H”, kdyZ t= By — 7.
To v3ak je spor, nebof ar. bod (2) nilezi do H, jeito 0 < By < t'.

248. Budte M {x(u, v)}, M{y(t/, v)} dvé plochy o spole&ném
bodé& {x(uy vo)} = |y (o, V's)}- Existuje-liokoli Wbodu {x(uo, vo)}
takové, Zeprifez plochy M{x} s Wrovna seprifezu plochy
M{y} s W, pravime, Ze plochy M{x}, M{y} spiynou v okoli
bodu {x(uy vo)}- .

Dle 247 splynou plochy M{x}, M{y} v okoli bodu {x (uo, vo)}, kdyZ
a jen kdyz.existuji oblasti O, O" obsahujici |u,, ve|s a takové, Ze

M{x(u, v} (l, vis v O) = M{y (', v")} (', ViV O').

Algebraické plochy.

249. Mnozstvi bodia M nazyva se zobecnénéd plocha
tfidy r>1, lze-1i ke kaZdému bodu {x} z M — aZ snad na
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jisté body, jeZ pak nazyvadme singuldrni, a jeZ existuji-Ii,
jsou bud v konefném pocCtu nebo tvofi zobecnénou kfivku
— udati okoli W, a plochu tFidy r M. tak, Ze prifez M s W,,
t. . mnoZstvi viech bodd obsaZenych i v Mive W, rovna
se prifezu plochy M,s W.. Pravime pak, Ze M a M: splynou
v okoli bodu {x}.

Ztfejmé& kaZda plocha je také zobecnénou plochou.

Kazda definice (kaZdy teorém) o bodu {x} plochy M., v niZ (v némz)
lze plochu M. nahraditi kteroukoli jinou plochou, jeZ splyne (v. 248)s M.
v okoli bodu {x}, dd se bezprostfedn& pfevésti s M. na M. Vyslovime
takovou definici (teorém) pouze o ploSe, i kdyZ ji (ho) v dalSim textu
uZijeme na zobecnénou plochu (v. 166).

Nékdy je vyhodné, povaZovati za singuldrni i nékteré z t&€ch bodi
zobecnéné plochy M, jeZ nejsou singuldrni dle této definice.

250. Bud P, rovinova forma. Bud M* mnozZstvi vSech bodix
incidentnich s P, Pro stru€nost pravime, Ze bod {x} ma
vlastnost «, kdyZ poléara [P,;y] kaZzdého ar.boduyvzhledem
ku-P, jest incidentni s {x}. KaZzdy bod o vlastnosti ¢ naleZi
do Me. Pfedpoklddejme, Ze bud Zddny bod nemd viastnost «,
nebo Ze takovych bodu jest konelny pocCet, nebo Ze tvofi
algebraickou kfivku; mimo to pfedpokladejme, Ze M* ob-
sahuje aspofi jeden bod, jenZ nem4 vlastnost «: pak pra-
vime, Ze M® jest algebraickd plocha; oznaeni M*= M[P.]
Body o vliastnostianazyvajisesingularnibody algebraické
plochy Me Algebraicka plochajezobecnénaplochatfidyo;
body singuldrni dle definice ve 249 jsou singuldrni i dle
této definice.

Ze kaZdy bod o vlastnosti @ nalezi do Me, plyne z 50.

Bud {x,} nesinguldrni bod algebraické plochy M= M[P.]. Je tieba
ukdzati existenci takového okoli W bodu {x,}, Ze prifez M™ mnoZstvi M
s okolim W jest plocha. JeZto {x,} neni singuldrni bod pro Me, existuje
ar. bod x; takovy, Ze S[P,; xs] xo F 0. Ar. body x,, xs jsou lin. nezdvislé,
nebof dle 50 jest S[P,; x,]x,==0; lze tedy urliti ar. body x,, x; tak,
Ze (xox1X3x3)F0. Jeito vyraz (x x,xsxs) je spojitd funkce soufadnic
ar. bodu x, maZeme o okoli W pfedpokladati, Ze pro kazdy bod {x|
z W jest (xx;x,xs) F0, naeZ miZeme bez ujmy obecnosti pfedpokla-
dati, Ze
n X =X, -+ Ux, + vx, + wx;.

UkaZme nyni, 7e 1° ke kaZdému dosti malému Cislu d >0 lze udati
Cislo 6, > 0 takové, Ze, kdykoli | u, v|s naleZi do okoli Vs ar. bodu |0, 0];
urCeného Cislem d, Ize uriti jednim a jen jednim zpusobem w = f(u, v)
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tak, Ze ar. bod x ur€eny rovnici (1) jest incidentni s P, a |w|<d,,
20 takto urCend funkce f(u, v) je tfidy o v oboru [Vs]. Dle znimé véty
o funkcich implicitnich je k tomu cili pouze tfeba zjistiti, Ze pro u=v—=
=w=0 jest

F]
@ - SP; (x, + ux, ~+ vx, + wxy) 3 0.

Dle 62 (2) je v3ak leva strana ve (2) rovna n S[P,; xs] (xo+ ux:+
~ VX2 -+ wxs), kde n je stupen formy P, a tedy pro yu=v=w=0 je
rovna n S[P:; xs] xo 4 0. Klademe-li

y=2x,+ ux; 4+ vx, + f(u, v)x,,

miiZeme zfejm& uréiti kladné d, < d tak malé, Ze mnoZstvi bodit M {y (u, v)}
(lu, v]s ve Vay) jest plocha tridy oo, je-li V3, okoli ar. bodu |0, 0}, urCené
¢islem d,. Dale je patrné, Ze prifez M* s W je roven priifezu plochy
M{y(u,v)} ({u, v ve Vsy) s W, kdyZ W je tak malé, Ze bod {x} — kde
ar. bod x jest tvaru (1) — ndleZi do W jen, kdyZ |u|<d, |v|<ds,
|w| < ;. Ze Ize W voliti tak malé, aby témto poZadavkam bylo vyhovéno.
se snadno nahlédne.

251. Pole bodové {x, xi, x:}¥ jest algebraickd plocha
bez singuldrnich bod; jest {xo, x1, xa}* = M[(xo X1 Xa)]-

Vychdzi ihned ze 250. Ostatn& je zfejmé, Ze {xo, X, Xa}* splyne
na pf. v okoli bodu {x,} s plochou M {x,  ux; + vx.}.

Obecnd kvadrika M[P] jest algebraickd plocha bez
singuldarnich bodu. Kvadrika hodnosti 3 o vrcholu {x} jest
algebraickd plocha o singuldrnim bod& {x].

Vychazi snadno z 54, 60 a 250,

Ktivky na ploSe.

252, Budte ¢(f), w(f) dvé& funkce tfidy r>1 (maZe byti
r—CD) Vv (g, b); ar.body Iq’(tl)r w(tl)lby l?(ta), w(ta)lb budte riizné,

kdykoli t, a #, jsou dvé ritznd Cisla z {(a, b); bud 'd(’) dw‘ 30,

pro v3Secka f z (a, b): pak pravime, Ze mnoZstvi jednoroz-
mérnych ar. bodt | (), (@O (¢tvia+0, b—0) je Eara tiidyr.
253. Bud M{x (s, v)} (u v)» v O) plocha tFidy r. Bud G
mnoZstvi jednorozmé&rnych ar. bodi obsaZené v oblasti O.
MnoZstvi C bodd {x (4 v)} (u,v|s v G) plochy M{x} je kfivka
ttidy r 1<r'<r), kdyZ a jen kdyZ G je Eara tFidy r.
Snadno se vidi, Ze C je kfivka tfidy r’, kdyZ G je Cara tfidy r'.

Cech, Profektivni diferencidln{ geometrie. . 12
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Obracené predpokladejme, Ze C je kfivka tfidy r. Bud f parametr
kfivky C. tedy C=C {y (D} (¢ v @+ 0, b—0)). Jezto C je mnoZstvi
bodi {x(u, v)} (u,v) v G), existuji 1° funkce ¢ (#), ¥ (#) definované
v a+0, b—0) a takové, Ze ke kaZdému ar. bodu z G existuje jedno a
jen jedno &islo £z (@ + 0, b— 0) takové, Ze ‘u, v|, = | ¢ (f), ¥({)|;, 2° funkce
o (f) rovné&Z definovana v (¢ 4 0, b—0), viude riizna od nuly a takovj,
Ze pro v3ecka t z (@0, b—0) jest

(1) O (8), Yty =p(t) Yy (). (i=10,1,23)
Snadno se nahlédne, Ze existuji limity
im ¢ (), lim'b(t), lim w(l) lim & (f),
t—==a t—==b

Ilmp(t), hmp(t)
¢t-=a
z nichZz posledni dv& jsou od nuly razné. Lze tedy definici funkci ¢ (¥),
W (P, o () rozdifiti na (a, b) tak, Ze jsou spojité pro t=a i pro t=>5 a
Ze plati (1) pro {=a i pro t=20.
Poviimn&me si, Ze funkce ¢ (f), ¥ (#), ¢ (#) jsou jednoznacn& ureny
rovnicemi (1). Bud nyni #, libovolné ¢&islo z (a, b); bud ¢ (fy)= u,,

d
Y(t)="vy 0(l)) =0, F0. Jeito E= (x g_; a—:) = 0, dle definice plochy,
“=ly

V=10
bud na pf. §93=0. Funkciondlni determinant téch rovnic (1), v nichZ
i=1, 2, 3 vzhledem k ¢, ¥, ¢ rovna se

't ax

= =
w’ w7
ONPWe!
3"_, ?"_,i —y®
u v !
(3) (3)
x_ ) a_x_, —y®
au av u=p, v= '1')

COZ pro ¢ =1, W=v, @=¢, dle (1) rovnd se —eig(°>:|:o. Dle véty
0

o funkcich implicitnich maji tedy funkce ¢ (¢), ¥ (9, ¢(f) pro t=t, a
pro t dosti blizkd k #, a obsazend v (@40, b—0) spojité derivace aZ po
fad r’. Jeito ¢, bylo libovolné &islo z (g, b), jsou funkce ¢ (f), ¥ (8, ¢ ()
tridy r’ v (a, b)>- Z (1) a z definice plochy je patrné, Ze |@(#), Y(H) b
F o (t), Y(ts)h, jsou-li ¢, ¢ dv@ rizna Cisla z (g, b). Zbyva ukazati,
Ze \‘Z ‘gf 30, pro v3ecka { z (a, b). Kdyby v3ak pro né&jaké f z (a, b)
tomu tak nebylo, obdrZeli bychom pro toto ¢ derivovanim z (1)

dp
dty(t)'r?(t) —057
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coZ je nemozZné, nebof 90 a ar. body y, % jsou lin. nezavislé dle defi-
nice kfivky. Je tedy G vskutku Cara tfidy /.

254. Bud C{y(#)} (tv¢a+0,b—0) kfivka tfidy r' na ploSe¥)
M{x(u,v)} tiidy r (1< <r), takZe existuji funkce ¢ (f), ¥ (f) tidy
v (@, b) takove, Ze {x[p(R), ()} =1{y (9} Bud {y (&)} ={x(uovo)}
bod kfivky C{y(#}. Jeli

do die d”o

du=—, dy=—=, .., My = ©
" “=ap T T g et
dy d?y . d7y o

dy==2 @ry="" | gy="2

v=ap TV e V=g

pravime, Ze diferencidly du, d’u, ... d"u, dv, d®y, ... d"v patfi
ke kfivce Cly()} a k bodu {y(t)}. Je-li ¢(u,v) funkce t¥idy 7,
pravime, Ze dy, d*y, ... d"y (u=u, v=n,) patti ke kiivce C{y (9}
a k bodu {y(t)}, jsouli tyto diferencidly utvofeny z hodnot
(1) dle pravidla ve 236. Jest vidy

(2) tdu, dvis == 0s.
Ve 253 jsme vidéli, Ze
yy=pe®x[¢ @) ®

(kde ¢¢) je funkce tfidy r’ v <a, b). Bez iijmy obecnosti miZeme pfedpo-
kladati, Ze ¢ () = 1; tak budeme zpravidla Ciniti, kdykoli budeme uvaZo-
vati kfivku na ploSe. Zfejmé& je pak

dy dy "y d’y

(3) dx=--, d’x=—=

at’ VXS g X g ="t

kdyZ diferencidly nalevo ve (3) jsou utvofeny z hodnot (1).

Diferencialy patfici ke kfivce Cly ()} a k bodu {y ()} nejsou oviem
kfivkou C{y(#)} a bodem {y(f)} upIn& ureny; jsou urleny teprve, kdyZ
zvolime parametr ¢ kiivky C{y(f)}. Ze 161 vychazi na pf., Ze 1° jsou-li
du, dv, d*u, d* . .. diferencidly patfici ke kiivce Cly (#)} a bodu {y (%)},
totéZ plati o diferencialech **) '

tu=adu, 2*u=a*d*u + bdu, »u = a*d*u 4 3abd*u 4+ cdu,

4
@ dv=adv, 3?v=a?d?v+ bdv, 83v = a’d*v + 3abd?v 4 cdv,

#) Misto ,kfivka obsaZenad v ploSe“ fikame kratce .kfivka na ploSe“.
##) Casto jest dosazovati za diferencidly postupné dvé riizné soustavy hodnot.

Pak uzivime zpravidla v jednom pfipadé znaku d, ve druhém znaku 2. Znamena pak
2%  de . Jp. . I,
tedy dp = Ju du + dv dv, ip = gu U+ 5, atd.

12%
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kde a, b, ¢ ... jsou libovolnd Cisla, z nichz @3 0; 2° naopak, kdyZ i du,
dv ...i du, dv ... jsou diferencidly patfici ke kfivce C{y (9} a k bodu
y (to)% existuji €isla g, b, ¢ ... (a4 0) takova, Ze plati (4).

e plati (2), plyne ze 253 Mimo to plyne snadno ze 253, Ze,
zvolime-li si jakkoli hodnoty

(5) du, d*u.. d"u; dvdiv...d"v,

jen kdyZ plati (2), existuje vZdy kfivka C na ploSe M {x}, obsahujici bod
{x (o, vo)} a takova, Ze diferencidly (5) patfi ke kfivce C a k bodu
{x (o, vo)}. Vskutku, klademe-li

‘P(t)=llo+(u—u0)du+("_)_dzu+ +Md ”

H'*(f)——vo—i—(V—v(,)dv-{—( )d2v+ +( Vo) d v,

vychazi snadno ze 253, 7e, kdyZ ¢ >0 je dosti malé, mnoZstvi bodi
{x[e(®, w(@®l} (tv(—e+0, e—0)) je kfivka tFidy r. |

255. Budte Ca C’ dvé& kfivky tFidy ' na ploSe M{x(u,v))
tfidy r 1< <r). Ob& kfivky Ca C’ obsahujte bod {x (u, v)}-
Budtie 2<s<r+1)

(1) du, du, ... d*'u; dv, dv, ...d* v

diferencidly patfici ke kFivce C a k bodu {x (u,vs)}. KFivky
C a C' maji s-bodovy styk v bod& {x(u, o)}, kdyZ a jen kdy:
diferencialy (1) patfi také ke kfivce C’ a k bodu {x (u, v)}.

Ze podminka stadi, vychazi ihned ze 178 a 254 (3). Ze podminka
je nutnd v pfipad& s=2, vychazi ihned ze 185 a 268. Pro s> 2 do-
kaZeme nutnost podminky indukci: budeme pfedpokladati, Ze kfivky C a
C’ maji- s-bodovy (s> 2) styk v {x (o, v,)}, Ze diferencialy (1) patfi ke
kfivce C a k bodu {x (u,v,)} a Ze diferencialy

W=du, Pu=du,...3* Pu=d* ", *lu; v=dv, Pv=d?v,

LB TRy =dt Ty, ey
patfi ke kfivce C’ a k bodu {x (&, vo)}. Bud C=Cly (9}, C'=C{z (v)},
kde {y (t,)} = {z (o)} = {x (s, vo)} 2

yy=x[p(®), $(@®),

z2(t)=x[P(x), ¥ (7)].

Dle 254 (3) miZeme pfedpokladati, Ze
d*y

d“z)
Ry — | — 2 3¢y — ) cu<s_
ax ( )l:l: x (dta T=1, (1£a<s—1)




181
Jeito d2x =d*x (1< e s—2), jest

. 1IfSa<ls—2
2 (dta = dt =1, (1ses )

Jeito C a C’ maji s-bodovy styk v {x (do, Vo)}, Vychazi ze (2) a ze 179,
Ze existuji Cisla a,, b, takova, Ze

37y — d*'x = aydx + byx.
JeZto viak 0%y = d*u, Pv=d*v (1<a<s—2), jest patrné
8"‘x—d"’x=;—z-(6' - d'-‘u)+ (a' v —d* ).
Jest tedy pro iu, v|s=]uo, Vol
byx + (3* 'u — d°'u — aydu) ;—z+ @ lv—d* v — aydv) % =0;.

Jezto ar. body x, gx’ ?,) jsou lin. nezdvislé, jest

b,=0, 8* lu=d*u+ a,du, 3 lv=d""v+ q,dv.
Klademe-li

a
= (o )

(s—1

P d®
[ ari'(‘:):lrv=r (dty)‘ . (Isass—1)

z CehoZ vychazi ihned, Ze diferencidly (1) patfl ke kfivce C' a k bodu
|
2 (%0)}-

bude patrné

Styk rovinové formy s plochou.

256. Bud P, rovinova forma; bud M= M{x(u, v)} plocha
tFidyr>1;bud {x(u o)} bod plochy M. Pravime, Ze P, a M maji
jednobodovy stykv{x(ue, vo)}, kdyZ P, jestincidentnis{x(uo, vo)}-
Pravime, Ze P,a M maji s-bodovy 2<s<r+ 1) styk v{x(uo v},
kdyzZ

> »?» P
) [au“'av‘“ (SPrx(u,v))] _wzo. OSa=a t+a<s—1; - =—1=1)

v=1,

Pravime, Ze P, a M maji pravé s-bodovy (1<s<r) styk
v bod& {x(uy vo)}, kdyZ v tomto bod& maji styk s-bodovy, ne
viak styk (s+ 1)-bodovy.
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Ze jsme k této definici opravnéni, je patrné ze 257 a 174. Z definice
vychdzi ihned, Ze z s-bodového styku P, a M v bod& {x (o, vo)} plyne
s-bodovy styk v tomto bodé pro P, a kteroukoli plochu, jeZ splyne
s M v okoli bodu {x(uo vo)}. Plati v&ta: Budte P, a Q. rovinové
formy; bud M= M{x(u, v)} plocha tfidy r; bud {x(u, v,)} bod
plochy M. Maji-li P, a M s-bodovy styk v {x(uo, v,)}, maji-li
dile Q. a M s’-bodovy styk v {x(up vo)}, aje-li s+s<r-+1,
marovinovaforma P,.Q,(s+s)-bodovy styk s M v {x(uo, vy)}.
Diitkaz podobné jako ve 174; plyne ostatné téz ze 257.

257. Bud P, rovinova forma; bud M= M{x(u4, v)} plocha
tfidy r>1; bud {x(uo vo)} bodplochy M. P,a Mmaji s-bodovy
(1<s<r+1) styk v {x(uo vo)}, kdyZ a jen kdyZ P, a kterakoli
kfivka C tfidy s— 1 (tfidy 1| pro s=1) na ploSe M obsahu-
jici {x(uo vo)} maji s-bodovy styk v {x(ue vo)}.

Ze podminka je nutna, vychazi ihned ze 174, 253 a 256. Ze pod-
minka staéi, je zfejmé pro s—=1 a miiZze se tedy dokazovati indukci
vzhledem k s. Pfedpokladejme tedy, Ze jsou splnény ty rovnice 256 (1),
v nichz 0 <s—2<0, a Ze — af C jest jakdkoli kfivka tfidy s — 1 na
plose M obsahujici {x(uo, ¥))} — P:a C maji s-bodovy styk v {x (i, vo)}-
Mime dokazati, Ze plati i ty rovnice 256 (1), v nichZ ¢ = s — 1. Budte

du, d, ...d" tu; dv, d, ... d" "'y

diferencialy patfici ke kfivce C a k bodu {x(uo, v5)}- Dle 174 a 254 (3)
jest pak »

I‘ dg_l SPyx (u, V)Ju:un =0.

=71

Vzhledem k tomu, Ze jsou splnény ty rovnice 256 (1), v nichzZ
a<s—1, je viak

$—1
(n d° 'SP, x (u,v) =:£:[m SP_x (u, v)] du’dvi—v1,
Vhodnou volbou kfivky C miiZeme vSak — v. pozndmku ve 254 na
konci — dociliti toho, Ze du a dv maji jakékoli hodnoty mimo du—dv=0.
Je tedy prava strana v (1) rovna nule, af jakkoli zvolime du, dv, t. j.
jsou splnény i ty rovnice 256 (1), v nich e« =s — 1.

258. Bud M{x(u, v)} plocha tfidy r>1 obsahujici bod
{x(uoy vo)}. Zvolme s tak, e 2<s<r+ 1. Bud T mnoZstvi
ar. bodu y té vliastnosti, Ze, kdykoli rovinova forma P, ma
s-bodovy styk s plochou M{x(u, v)} v bod& {x(u, v,)}, poldra
[P.; y] ar. bodu y vzhledem ku P, jest incidentni s {x(uo, vo)}-

. 0x 0x
Pak jest T———{x (o Vo)y[a—u] ’ [a—v':l }
=gy, v=1p =y, Dy
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Pro struCnost poloZme

Ix ax
Xg=X, X, =_—, X A

= . u=u,, v=y,
2u v ( 02 0)

Z 15 vychazi ihned, Ze T jest linedrni systém. Maji-li P, a M{x (u,v))
s-bodovy styk v {x (e vo)}. jest, jeZto s >2 (v. 50 a 62 (2))
S[Pr; x,1 x,=0, S[Pr; x,]x,=0, S[Pr; x,] x,=0.

tedy xo, X1, x: naleZi do T. JeZto T jest lin. systém, zbyvd ukdzati, Ze,
kdyZ (x, x; x2 xs) 3 O, existuje rovinovd forma P,, majici s M {x} s-bodovy
styk v {x,} a takovad, Ze S[P;; xs]xo+0. Bud &, &, &, & dullni
jehlan adjungovany k xo x;, xs, xs. UkaZme, Ze Zadané vlastnosti ma
rovinova forma stupné s — 1

(1) Pr=Et,S%8, 4 X - g hmd—lg g B (0<a, 0<a,, 25, +0,<5—1)
(pro s =2: P,=1¥;), zvolime-li vhodn& koeficienty ca,, o. Bud

x (U, vy=Xhx, 4+ hxy 4 Ry, 4 Ay xy,
takze o, Ay, Ag, Ay jsou funkce tFidy r ar. bodu g, v, a pro u=uy v =1,

jest
=1, ,,=h,=X=0,

2) u " u A au '
N N S
v v v oy

Ztejmé€ jest
9, (V) =SPrx(u,v) =)' " hy+ B, o NS T BT BT M0
0<o2;0<e;25a +a,<s5—1)

Dle (2) jest ¢,(uy vo) =0, [33_9;] :[2—?] =0. MilZeme tedy do-
W =1 U= u) ’

kazovati indukci vzhledem k s, t. j. pfedpokladati, Ze jsme jiZ uwurili
Capa 0L 0<ey; 2< 0 0, < s —2) tak, Ze pro u=—u, v=r,
funkce

Pe—1 @ v)=2"""hy + ey, az)‘os—al_a’—h‘la')‘z% (0<%;02 %5250+ 0,S5-2)

vymizi i se viemi svymi derivacemi fddu <s — 2, naeZ stai ukdzati.
Ze lze ur€iti ¢y, s—a—1 (0K a < s—1) tak, Ze pro u = u,, v =y, funkce

?, (u,v):l‘,¢,_1 (u, v) + Eca’ s_a_l)\la)\zt"—a—-l (Oéags— l)
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vymizi i se viemi svymi derivacemi fddu < s — 1. Dle (2) a dle pfed-
poklddané vlastnosti funkce ¢,.., (u, v) je vSak patrné

3¢t+¢h

V=19,

¢—1
[ 2 —a—t1 P+ (W, V)]“

s —1
= u,v
auaav " [auaava—a—l (Pa._l( ] )]u=u°+

L] =1,

fal(s—a—Nle, ,_, 1) (0Sa<s—1)

v

takze lze &isla cq, s--a—1 (0L @< s — 1) Z&danym zpusobem urliti. Dle
(1) a 48 (6) jest
. _ 1 s —2
[Prs Xy =787
takZe
1

S[Pr; x;] xo—_—s_—l:|:0,

jak bylo Zadéno.

259. Bud M{x(u,v)} (u, v[svO) plocha tfidy r. Bud ‘}J::
=ZAm...En*l ... rovinovad forma zdavisld na |u, vy tak, Ze
koeficienty Aw... i soufadnice ar.rovin §7,{... jsou funkce
tfidy s (1<s<r+1) voblasti 0. KdyZ a jen kdyZ pro kaZdy
ar. bod |u,v!y z O jest

aal+aﬂ u, v a
O (W”r) X (u,v)=0, (3,205 8,205 4+ 0, S5~ 15 -~ =——=1)

maji — af jakkoli zvolime |u,v]s v O — P, a M{x(u, v)} s-bodovy
styk v bod& {x(u, v)}-
Dikaz je stejny jako ve 182.

260. Bud M{x(u,v)} ((u, v} v O) plocha tfidy . Bud P,=
= ZAip... En¥lt... rovinovd forma, z4avisld na |g, v, tak, Ze
koeficienty A...isoufadnice ar. rovin §7n,{... jsou funkce
tFidy s 2<s<r+1) v oblasti 0. Tehdy a jen tehdy maji, at

jakkoli zvolime]u,v],,vo,'?-{a M{x(u, v)} s-bodovy stykvbodé

Ix(u,v)}, kdyZ pro kaZdy ar. bod |u,v[ z O 1° “P: jest inci-
dentni s x(u, v), 2° M{x(u,v)} ma vbodé& {x(u,v)} (s—1)-bodovy
u, v a %9

.0 .
styk i sﬁz P,lsa—v P

Diikaz je stejny jako ve 183.
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261. Bud M{x(1,v)} (v} v 0) plocha tiidy r. Bud P, —
=ZAm... E7*8'... rovinova forma zdvisld na |u, v|, tak, Ze
koeficienty Am... i soufadnice ar.rovin §n ... jsou funkce
tfidy s 1<s<r) v oblasti 0. Af jakkoli zvolime |u, v} v O,

méjte P, a M{x(u,v)} s-bodovy styk vbod& {x(u,v)}. Bud |uyv,)s

g, Yo
ar. bod z 0. P, a M{x(u v)} maji v {x(uo, vo)} (s+1)bodovy
styk, kdyZ a jen kdyz M{x(u, v)} ma v bod& {x(uy vs)} sbo-

dovy styk 15[ P,] IS[ Pu]

v._.vu

Diikaz je stejny jako ve 184.

Styk k#ivky s plochou.

262, Bud M|{x(u,v)} plocha tfidy r; bud C{y(f)} kfivka
tiidy r. Bud {xo}={x(u vo)} ={y(f)} bod ndleZejici i ploZe
M{x} i kiivce Cly}. Pravime, Ze M{x} a C{y} maji s-bodovy
(1<s<r+1) styk v bodé |x,), kdyZ kaZda rovinova forma,
kterda ma v {x,} s-bodovy styk s M{x}, ma v {x,} s-bodovy styk
s C{y}. Pravime, Ze M{x} a Cly} maji praveé s-bodovy (1<s<r)
styk v bod& {x,}, kdyZ maji v tomto ar. bod& styk s-bodovy, ne
viak styk (s+ 1)-bodovy.

Je zfejmé, Ze jednobodovy styk plochy s knvkou nastane v kazdém
spoleCném bodé&. Je zfejmé, Ze s-bodovy styk zistane zachovdn, kdyZ
plochu M{x} (kfivku C{y}) nahradime jinou plochou (kfivkou), jeZ s ni
splyne v okoli bodu {x,}.

263. Plocha M{x(u,v)} akfivka C{y(f)} m&jte s-bodovy styk
vbod& {x,}. Bud K kolineace ar. bodi; budv K: x(u, v) ~ x'(, v),
y@O~Y @), xo~ x'o. Plocha M{x'(z,v)} a kfivka C{y’(f)} maji
s-bodovy styk v bod& {x'}.

Bud P, rovinovd forma, kterd ma s M{x(u,v)} (s C{y(®}) s-bo-
dovy styk v {x,}. Bud P,~ P, v Ass. K. Pak P, ma s M{x'(u, v)}
(s C{y'(D}) s-bodovy styk v {xo} dle 47.

264. Bud M{x(u,v)} plocha tfidy r; budte Cly(d}, Clz(v)}
kfivky tFidyr. Bud’{xo} bod obsazenyiv M{x}iv C{y}iv C{z}.
M{x} a Cly} mé&jte sbodovy (1<s<r+1) styk v {x}; Cly}
a Clz} mé&jte s-bodovy styk v{x,): pak M{x} a C{z} maji s-bo-
dovy styk v {x.}.

Vychazi ihned ze 174 a 262,
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265. Bud M{x(u, v)} plocha tfidy r; bud Cly(H} kiivka
tfidy r. Bud {x,}=1{x(un v))} ={y (%)} bod naleZejici i plose
M{x} i kfivce C{y}. Plocha M{x} a kfivka C{y} maji v {x}
sbodovy (1<s<r+1) styk, kdyZ a jen kdyZ na plose M{x)
CXIStUje kfivka C{z(r)} majici v bod& {x,} s-bodovy styk

Cu®

Ze i)odmmka sta¢i, vychazi ihned ze 257. Predpoklidejme tedy, Ze
M{x} a C{y} maji v {x,} s-bodovy styk. KdyZ ¢=1, je zfejmé, Ze na
plose M{x} lze udati kfivku C{z}, majici v bod& {x,} o-bodovy styk
s Cly}. B&Zi o to, Ze tomu tak jest i pro ¢=s, coZ miiZeme dokazovati
indukci vzhledem k ¢. Predpokliddejme tedy, Ze pro urCité¢ ¢ (1<0 <)
byla jiZ kfivka C{zs} urCena. Oznalme: pismenem d diferencialy pfislu3né
ke kfivce C{zs} a k bodu {x,}; pismenem ¢ diferencidly pfislusné k hle-
dané kfivce C{zs4.) a k bodu {x,}. Dle 178 a 254 miZeme pFedpo-
kladati, Ze

o

d
() X, =x (1, v,)) =y (&), d"‘x:( f) . (1fe<La—1)
dt” )=y,

Piedpokladejme, Ze C{z...} je tak volena, Ze

3%y =d%u, %v=d%, (1La<o—1)
takZe
(2} %x=d%x. (1Lags—1)
Pak jest patrné
s s ax ax
Fx—d’x=|(¥u—d’u)— 4 (v —d°v —]
¢ )E @v—anZ]

¢ili v="o

— % - héad
(3) I =d°x+ (a +BavJu:"°.
Dle pozndmky na konci 254 miZeme kfivku C{z,.1} zvoliti tak, Ze &isla «,
_ @8 maji libovoln& pfedepsané hodnoty. Bé&Zi o to, uriti a, § tak, aby
C{y}a Clzsy1} mély v {x,} (¢ + 1)-bodovy styk. Dle (1), (2), 179 a 254 (3)
je k tomu nutné a stadi, aby existovala Cisla a,, b, takova, Ze

d’ ) x
(4). (dTiJz — %x = a,dx + b,x, = a,du (az)" "o—r a,dv (;)":“ﬂ+ by x,.

Bud nyni P, rovinova forma majici v {x,} s-bodovy styk s M{x},
tedy téZ s C{y} a s C{z,}. Pak jest, jezto 6 <s

3
[j,a SPry (t)] =0,d°(SP-x (1,v)) =0.
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Odectenim obdrZime dle (1)

d’y

(5) S[p:; (F

) —d%] x,=0.
L=ty
Rovnice (5) plati pro kaZdou rovinovou formu majici v {x,} s-bodovy
styk s M{x}; dle 258 existuji tedy isla A, B, C takova, Ze

u) g0 [ x  pox ]
() (dtg t:tu—d X+ A3u+83v+cx

U=y
v=uv,

Ze (3) a (6) vychazi, Ze staci zvoliti libovoln&€ g, a poloZiti
w=a,du + A, 8 =a,dv+ B,

naCeZ rovnice (4) budou splnény, kdyZ 6, = C.

266. Bud. C{y(d} kfivka tfidy r obsahujici bod {x,}
(xo=yp(ty)). Bud M= M[P,] algebraickd plocha, jeZ rovnéz
obsahuje {x,}; nebud v3ak {x,} singularni pro M Kfivka
C{y(t)} a algebraickd plocha M[P,] maji vbodé& {x,} sbodovy
(1<s<r+ 1) styk, kdyZ a jen kdyz C{y()} arovinova forma
P, maji v bod& {x,} s-bodovy styk.

Ze podminka je nutni, ukaZe se jako ve 180. Pfedpoklidejme tedy,
Ze C{x(u)} a P, maji v {x,} s-bodovy styk. Dle 265 je tfeba ukazati,
Ze na M[P/] existuje kiivka, majici s C{y} s-bodovy styk v {x,}. Tento
dikkaz je v3ak stejny jako diikaz existence kfivky C{z(z)} ve 265, pouze
misto 258 uZijeme 270.

267. Bud C{x(u)} kfivka tfidy robsahujici bod {x,}. Bud
{xo} singularni bod algebraické plochy M[P]. Pravime Ze
C{x(u)} a M[P;] maji s-bodovy (1<s<r-+1)styk v bodé& {x,},
kdyz Cl{x(u)} a P, maji s-bodovy styk v {x}.

Bud {x,} singularni bod algebraické plochy M[P,). Bud
C{x(u)} kfivka tfidy r obsahujici {x). Pak Clx(u)} a M[P/]
majidvojbodovystyk v {x.}. Je-1i2<s<r—+1, maji-li C{x(u))
a M[P] s-bodovy styk v {x}, a je-l1i C{y(v)} kfivka tfidy r
majici s C{x(u)} (s —1)-bodovy styk v {x,}, maji také C{y(v)}
a M[P] s-bodovy styk v {x,}-

Dilkaz je stejny jako ve 181.

Teény plochy.

268. Bud M{x(u,v)} plocha obsahujicibod {x,} = {x(u, n)}-
Bud C kfivka na plo3e M{x} obsahujici {x,}. Budte du. dv, dx
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diferencialy patfici ke kfivce C a k bodu {x}. Teéna
kfivky C v bod& {x,} jest {p}, kde

ax ax
) p=(x T+ T av) —Gedn. (11, vl= o )
Pravime, Ze {p} je teCna plochy M{x} v bodé& {x.}. Pfimka {q}
je te€nou plochy M{x} v {xo}, kdyZ a jen kdyZ fada bodova
soumistna s {g} ma v {x,} dvojbodovy styk s M{x}.

Vychazi ihned ze 185, 195 a 265.

269.Bud M{x(u, v)} plocha obsahujici bod {xo} = {x (e vo)}-
MnoZstvi teen plochy M{x} v bod& {x,} je svazek pfimek

{xo; §0}r" kde

23
L o= ¥*3u v u=up

Pravime, Ze {£) je te€na rovina plochy M{x} v bod& {x,}.
270. Bud {x,} nesingularni bod algebraické plochy
M[P,). Ar.bod yjest incidentnisteinourovinou algebraické
plochy M[P,] v bod& {x,}, kdyZ a jen kdyZ jeho poldra[P,; y]
vzhledem ku P, jest incidentni s {x}.
Vychazi ihned z 250 a 238.

271. Tetna {xdx}plochy M{x(u,v)} tFidy 2 vbod& {x (te, vo)} =
={xo} mé s M{x} trojbodovy styk v {x,), kdyZ a jen kdyZ
bod {|du, dv|:} je kofenem (v. 74) formy

X Ix Ix 1x ix
1 (x =, =, _—du+42——dudvy —dv-z) —=0. u,vis=|u,,v
M {x u’ v ue T uav +3v~z (lu, vis=u,, v,|s)

Takova teCna nazyva se asymptotickd teéna plochy M{x}
v bod& {x,).

Dle 186 a 265 jest primka {xdx} asymptotickou teZnou plochy
M{x} v bod& {x,}, kdyZ a jen kdyZ jest inflexni te€nou v {x,} né&jaké
kfivky na M{x}, tedy dle 254, kdyZ Ize uréiti d’u a d’v tak, aby bylo

n=(%y,dx,d*x) =0,.

Av3iak, klademe-li pro u = u, v=rv,

X o, E_x &C—x 2 x yx—x
au Vv Foawr TMouay "o W
jest
kd %= (X, X dut + X, dv, X, d*U + x,d*v 4 2),
€

Z2=1x,,du? + 2x,,dudy 4 xy,dv:.
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Pfedpokladejme nejprve, Ze plati (1). Pak jest
z=20X) + b X, + XX,

a tedy
n=1[x,, x,du + x,dv, x, (d*u + 1) + x, (d*v + 1)),
takZe stadi zvoliti d®uy = — A,, d®u = — %, aby bylo 17 =0,. Bud naopak
7 =0,. Pak
2+ x,d*u 4 x,d*v=)x + u (x,du + x,dv),
tedy

z=kx+ (ndu — d*u) x, + (ndv —d*v) x,

a rovnice (1) je splnéna.

272, Jsou-li tfi te¢ny plochy M{x(u v)} tfidy 2 v bod&
{x (o, vo)} asymptotické, jest kazda te€na plochy M{x}v{x(u vo)}
asymptotickou. Pravime pak, Ze te€nd rovina plochy M{x}
v bod& {x(uy o)} je staciondrni.

Vychézi ihned ze 271. Te€na rovina plochy M{x} v bod& {x(u,. vo)}
je stacionarni, kdyZ a jen kdyZ pro 'u, v|s = luo vo|s jest

n (x"’_"@‘&)z(x."ia_" 32“')_( 3_‘33{32_)_
u v au? u v Ay u v
273. KdyZ a jen kdyZ kaZzdd teCnd rovina plochy M{x (4, v)}
(u, v, vO) tfidy 2 je staciondrni, jest M{x(a,v)} obsaZena
v pevném poli bodovém.
KdyZz kaZdy bod plochy M{x(u,v)} jest obsaZen v poli ar. bodi
Adj. {&}, je zfejmé&

S&x:Sé—— SE——O SE-—SE;E—SE—Z )

tedy, jeZto ( 3 3 ):1:0,, viecky rovnice 272 (1) jsou splnény pro kaZdy

ar. bod |u, v}, z 0. Budte naopak spinény v3ecky rovnice 272 (1) pro
kaZdy ar. bod |u, v|; z O. PoloZme

Jezto &40, vidime z 272 (1) snadno, Ze lze ur€iti A =24 (u,v), p = u(u, v)
jako spojité funkce v O tak, Ze pro kaidy ar. bod [u,v|,z O jest

2t 24
n au_)‘e’ v et
Jest ukézati, Ze rovina {E} je pevnd. Dle 232 stafi ukdazati, Ze, kdyZ
l g Vols jest jakkoli zvoleny ar. bod z O a kdyZ V jest okoli ar. bodu
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{1y, vo sy TOVina {&} je pevna, pokud |u, v, ziistivd ve V. Dle prvé (druhé)
rovnice (1) a dle 65 neméni se v3ak rovina {&}, kdyZ ménime u (v).

274. Neni-liteEnd rovina plochy M{x(u,v)} tFidy 2 v bodé&
Lx (o Vo)) staciondrni, existuji bud 1°dvé, nebo 2° jedna, nebo
3° neexistuje Zddnd asymptotickd tedna plochy M{x(u,v)}
vbodé& {x(u, v} Pravime pak, Ze {x(uo vo)} jest 1° hyperbo-
licky, 2° parabolicky, 3° elipticky bod plochy M{x(u,v)}. Jeli
te€néd rovina plochy M{x} v bod& {x(u vo)} staciondrni, pra-
vime téZ, Ze {x(upvo)} jest parabolicky bod plochy M|{x}.
Klademe-li

x Ix Px ax x Ix Ix x I'x x
1) b= |x » b= |x by =[x Py

au I u? au I v au Iy
2) B(u,v)=0b,* — b, by,

jest 1° B(uo, vo) >0, 2° B (ty vo) =0, 3° B (uy, vo) <O.

Ztejmé dle 271.

275. Bud M{x(u,v)} plocha tfidy r>2 obsahujici bod
!x(uoyvo)}. TeEnad rovina plochy M{x} vtomto bod& nebud
staciondrni. Bud

ax ax ) ’
X =Xy, —a;:xlv ;=x~z- (1, vig =1l V,ls)
Bud
P=(xy, %, X, a,X;), §=(xy, B, X, + 82%,). (la), ayis =06, |81, Byls 3= 08)

Te&ny {p} a {q} plochy M{x} v bod& {x,} nazyvaji se konju-
gované, kdyz

n ( s “lﬁlai{+(a132+“2ﬁl) 2x + nﬂazx) =0
' ' u? udv W u =

MnoZstvi pard konjugovanych teen plochy M{x} v bod&
{xo} jest involuce. Tato involuce jest 1°hyperbolick4, 2°para-
bolicka, 3°elipticka, kdyZ {xo} jest 1°hyperbolicky, 2°para-
bolicky, 3°elipticky bod plochy M{x}. TeEna {p} je dvojnou
pfimkou involuce konjugovanych teCen plochy M{x} vbod&
Ixo}, kdyZajen kdyZ jest.asymptotickou te€nou plochy M{x}
v tomto bod¢.

Dikaz je zfejmy. Je v3ak tfeba ukazati, Ze jsme k definici konju-
govanych te€en opravnéni, t. j. Ze par konjugovanych teen piejde v pér
konjugovanych te¢en, kdyZ zavedeme misto |4, v|, novy parametr |, v'|, =
=|@(u,v), ¥ (u, v)p, kde funkce ¢, ¥ definuji korespondenci & tfidy r.
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Involuce J konjugovanych tefen je zfejmé urena (v. 80) kvadratickou
formou v du, dv:
ax ax
( d'lx).

a’
Je-li viak x(u,v)=x'(d,v) a d~d v df (v. 238), vidime snadno, Ze
( x ax d’x):(—ajﬂ——aiﬂ)( ax I )

x,—, —, d?x'
' u v v u ! '

(2)
au' v

Odtud vychazi Zddané dle 80.

276. Bud M{x(u,v)} plocha tFidy r>2. Bud C{x[¢ (), v ()]},
(tva+0,b6— ) kfivka tfidy r* (1<r <r) na plose M{x}. Bud
a<t<b ¢(ty)=uy, Y(t)=v, takie {xo}—{x(llo;vo)} jest bod
kFivky C. Jeli {x,} parabolicky bod plochy M{x}, nechf neni
tena kiivky Cvbodé& {x,} asymptotickou te€nouplochy M/|x}.
Existuje Cislo £>0 takové, Ze mnoiZstvi tednych rovin
plochy M{x} vbodech kiivky C{x[p(®, v} (t, —e<t<t —¢)
jest dudlni kfivka €=C{§[p®), v )]} (th— e < t<t,+ &), pFi CemZ

ax ax
) ta )= (E)Eav)

Pravime, Ze dudlni kfivka € jest konjugovdna ke kfivce C
vzhledem ku ploSe M{x} a pifeme

¢ = Konj. C.

Te&nou duaini k¥ivky*) Konj. C v rovin& {§(u, )} jest tena
plochy M{x} v bod& {x, konjugovanid k teCn& kfivky C
v bod& {x,}.
0 . . . o __dqo dy
znaCme d diferencidly patfici ke kfivce C, tedy du= dt’dv e
B&Zi pouze o to, zjistiti, Ze (§d§)3-0, a Ze {£d&} je konjugovana tena’
ke (xdx). Definujeme b,;, b3, b2s jako ve 274. Dle (1) jest

28 13 Ix x x a’x
_— .- dy= — ] 4 {x- d
di 3udu-{ v dv= [ (xav au‘Jdl ( u u av)] 4t

2) [ ( ax Jlx) ( Ix Ix ”
o Kl £ e 4+ | = =
v uadv u av?

takZe dle 109 (1) a 274 (1) jest

. 2
(3) (EdE)= [x, (b, du + bndv)aT'\; — (b, du + b,dv) a_i:l

*) Pro m=3 k vyrazu ,teéna kfivky C v bodé {x}* je dudlni vyraz
nteéna dudlni kiivky € v roviné {§}.
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Je tedy (§d%) =0, jen, kdyZ
b, du 4 b,dv =>5,du + b,;dv =0,

t] kdyi b;gg—bn bn:o, bu dlls-i—Zblg du dV‘f"bn dV’=0, coZ jsme vy-
louGili. Ze {&d&} je konjugovand teCna k {xdx}, plyne ihned ze (3),
274 (1)a 275 (1).

277. Bud M{x(u,v)} plocha tfidy r>2. Bud C=Cx[¢(?),
Y]} kfivka tfidy  (1<r<r) na plose M{x}. Bud R=R{p(#}
osnova tfidy r">2 takova, Ze pro kazdé ¢t pfimka {p(#)} je
te€nou plochy M{x} v bodé& {x[p(d, w()]} kfivky C. Osnova R
jerozvinutelnd, kdyZ a jen kdyZ pro kaZdé ¢ pfimka {p(d)}
je bud teénou kfivky CvptisluSném bodé {x,, nebo te€nou
plochy M{x} konjugovanou k te¢né& k¥ivky C v {x}.

Oznalme d diferencidly patfici ke kfivce C. Bud

ax

ax
(h p={(xy), J’—alauTﬁaav-

Osnova R je dle 210 (2) rozvinutelnd, kdyZ a jen kdyz
(xydxdy)= S (xydx)dy = 0.

Dle (1) je vSak

x X ax

Gy =[x, 8,00+, 2% w4y )—(Bldv o) (25 ),
2x 2 oxdB, | axdB,

&= 6'(auzd+aua v)+”(a avd"+ )+audt v dt’

-Definujeme-li 6,5, by, bsa jako ve 274, je tedy
(xydxdy) =8, dv — B,du) (3, dub,, + (B,dv + B,du) by, + B,dvb,,).

KdyZ napravo vymizi prvy faktor, pfimky

22y {252

jsou rovné; vymizi-li druhy faktor, jsou pfimky (2) konjugované teCny
plochy M{x} v bod& {x}.

278. Bud M{x(z, v)} plocha tfidy r>2. Bud C kfivka
tfidy r 2<r<r)na ploSe M{x} obsahujici bod {x,} = {x (1o, vo)}-
Te&na rovina plochy M{x} v bod& {x,} jest oskulaéni ro-
vinou kfivky C v bodé& {x,}, kdyZ a jen kdyZ tefna kfivky
C v {x,} jest asymptotickou teEnou plochy M{x} vbod& {x}.
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Budte d diferencidly pattici k C. Bud

ax Ix
£ = (x — —).
au av

Dle 196 rovina {£} jest oskulatni rovinou kfivky C v bod& {x},

kdyZ a jen kdyz
Séx =0, S&dx =0, Std*x=0.

Prvé dvé& rovnice zfejm& vZdy jsou splnény; tfeti pravi die 271 (1),
7e te€na {xdx} je asymptotickou te€nou plochy M {x} v bod& {x}.

279. Bud M{x(u, v)} plocha tiidy r2>2. Kfivka C tfidy
r=2 na plo3e M{x} nazyvda se asymptotickou kfivkou plochy
M{x}, kdyz v kazdém jejim bodé {x}jeji tecna jest asympto-
tickou teEnou plochy M{x} v {x}, nebo kdyZ v kaZdém jejim
bod& {x} te€na rovina plochy M{x} jest jeji oskula&ni ro-
vinou.

Obé& definice jsou ekvivalentni dle 278. Z kterékoli z nich plyne,
ze, kdyZ v3ecky body kfivky C naleZeji pevné fad& bodové, C jest asympto-
tickou kfivkou.

280. Bud M{x(u, v)} plocha t¥idy 3; bud {x,} hyperbolicky
bod plochy M{x}. V podstaté dv& kfivky na plo3e M{x} ob-
sahuji {x,} a jsou asymptotické pro M{x}.

Slovy ,v podstaté rozumime: 1° existuji dvé takové kfivky, jez
nesplynou v okoli bodu {xo}; 2° kazda jind kfivka majici touZ vlastnost
splyne s jednou z nich v okoli bodu {x}.

Bud x, = x (uo vo)- Definujme byy, by, bs9 jako ve 274 a pro urCitost
predpoklddejme, Ze bys (1o, vo) 3= 0. Pro asymptotickou kfivku C jest dle
271 a 279 nutné a stai, aby v kaZdém bodé kfivky C platilo

1 by du? + 2b,dudv + b, dv:=0,

kdyZ diferencialy d patfi k C. JeZto bis(uo, o) F0, jest v {x,}:du=0.
Odtud plyne snadno, Ze, omezime-li se na dosti malé okoli bodu {xo},
u jest parametr kfivky C. Bud tedy C= C{x (u, ¢ (u))}. Rovnice (1) roz-
pada se ve dvé:

dp  —bu+Vb,by—b, sz—bn—\/bnbn—b.i‘

du b,, " du by,

Teorém nyni vychazi snadno ze 64.

281. Bud R{p(w)} (u v <a+0, b—0)) osnova tfidy r.
MnoZstvi M, bodu incidentnich vidy s jednou pfimkou
osnovy R{p(u)} nazyva se pfimkova plocha; oznafeni M,=

Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 13
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= MR {p(u)}- Bud p()=@ W) zw). Bod {xo} ={2z(u0) + voy (o)}
nebud incidentni s {p(u)} pro Zadné uyriuzné od u. Bod {x,}
nebud bod vratu osnovy R{p(u)} v pfimce {p(u)}. Bud V
dosti malé okoli ar.bodu |uy, vl PFimkova plocha MR{p (u)}
splyne v okoli bodu {x,} s plochou M= M{z(u)+ vy(u)}. Jeli
osnova R{p(u)} 1° kuZelovd, 2° rozvinutelnd, 3° zborcena
pravime, Ze M jest 1° kuZel, 2° rozvinutelnd plocha, 3'zbor-
cend plocha. Ka?dy bod rozvinutelné (zborcené) plochy
jest parabolicky (hyperbolicky).

Snadny dikaz ponechdvim ¢&tenafi.

282. Bud M{x(u, v)} (lu,vls v O) plocha tiidy r>4, jejiz
kazdy bod jest parabolicky. Te&na rovina plochy M{x}
v bod& {x(uo vo)} nebud stacionarni. Existuje okoli Var. bodu
‘o, Vols takové, Ze M{x(u,v)} (u vl ve V) jest rozvinutelna
plocha.

Definujme b,,, bis, ba: jako ve 274. Bud na pf, b, =0 v ar. bodé
lug, vols a tedy téZ v jistém okoli V; tohoto ar. bodu obsaZeném v O.
JeZto vecky body plochy M {x} jsou parabolické, jest pro |u, v|, ve V,
a pro v3ecka du. dv

1
(1) b, du?+ 2b,,dudv + b, dv":b—(b,,du+ b,,dv).

Dle 64 existuje okoli V, ar. bodu |u,, v,|s a funkce ¢ (¢, v) tfidy r—2
ve V, takova, Ze 1° viude ve V, jest

p (t'v)__ bt V)
vy b, Y

(2)

20 pro y=v, jest p(4,v) =1, gr=1. Jeli tedy w(, v)=v, jest pro
Lvy=luy vl
[ 2% ¢
at v
2 7
at v

Odtud snadno vychazi, Ze, omezime-li ar. bod |u, v|, na jisté okoli V ar.
bodu |4y vo|5 obsaZené ve V, muZeme zavésti za novy parametr plochy
M{x} ar. bod |uy, v,), dle rovnic u=¢(uy, v,), v=v,, tedy poloZiti
x(uw, vy=y(u, v,)- Z (1) a (2) vychazi snadno, Ze pfi konstantnim gz,
kfivka Cly(us, vy} jest asymptotickd kfivka plochy M {x}=M{y}.
Abychom nekomplikovali oznafeni, pfedpokliadejme, Ze uy—u, vi=v.
Pak je zfejmé
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ax X Fx
by = =0,
au av ?

3x 3x Px
bl'} = C o Ol
all v Juav

takZe existuji funkce a:, b:(i=0, 1, 2) takové, Ze

a‘-‘x_ax,aa_x;aa_x

@) auav . T Tau T Mo
ax ax ax

=b,x+0b + b,

g X T O Ty

MiiZeme pfedpoklidati, Ze okoli V bylo zvoleno tak malé, Ze Z4ddna te€na
rovina plochy M{x} neni staciondrni. Pak jest viude ve V

b _( axaxa*) 0
T au v e +

a mizZeme tedy ke kaZdému ar. bodu y urCiti jednim a jen jednim zpi-
sobem 2y, 4,, %, u tak, Ze jest

VRN S S 4
Y= A‘lauT iavl}auz

Pro kratkost poloZzme u= f(y). Ziejmé& jest

=1 (5)=r(5) =0r ) =1

u )Y u?
JF)=yfW)L L+ y)=F0) + F(r)-

Derivujeme-li prvou rovnici (3) dle v, nalezneme snadno

=k

Derivujeme-li v3ak druhou rovnici (3) die u, obdrZime

Px
=b,
f (au 3v“) !

Je tedy b, =0, t. j.

Zvolime-li tedy jakkoli u, kfivka C{x(u v)} (z pevné) ma vSecky body
inflexni a je tedy dle 186 obsaZena v fadé bodové soumistné s pfimkou

ip(0)}, kde
p(u)=( '?5) )

13+
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Zbyva ukézati, Ze I'{p(u)} jest rozvinutelnd osnova. Avsak

dp_ ( _32__")4_ ?Ea_")]
du_[x uay (auav vizvp
axax)

Oba scitance jsou zfejmé& (v. (3)) incidentni s §, = (x 3ud

_; v=0v,
tez (% ) =0, teay SLL 0 ge 112.

=+ 0,, takze

Styk kilvek na ploSe.

283. Bud {xo} ={x (u» o)} bod plochy M{x(x v)} tEidy r>2.
Budte C, C'dv& kfivky tfidy >2 na ploSe M{x}, obsahujici {x,}.
Te&na kfivky C v {x,} nebud asymptotickou teEnou plochy
M{x} v {x,}. KFivky C a C' maji trojbodovy styk v {x,}, kdyz
a jen kdyZ maji v {xo} spolenou oskulacni rovinu.

Oznatme d (d) diferencialy patfici ke kfivce C(C’) a k bodu {x,}.
Definujme by, b5, b jako ve 274. Ze podminka v teorému je nutna,
je zfejmé. Pfedpoklidejme tedy, Ze kfivky C a C’ maji v {xo} spolecnou
oskulagni rovinu. Dle 271 {x,} neni inflexni bod kfivky C, tedy dle 196
oskulaZni rovinou kfivky C v {x,} jest {(x,dxd’x)}, jeZ je rizna od teZné
roviny plochy M {x} v {x,} dle 278. Tefnou kfivky C v {x,} je patrn&
priisecnice roviny {(x,dxd?x)} s touto tenou rovinou, a tdZ pfimka je zfejmé
te¢nou kfivky C’ v {x,}. Dle 185 maji tedy C a C’ dvojbodovy styk
v {x,}, takZe dle 255 miZeme pFedpokladati, Ze

m du =3, dv=_1v.
Dle 179 je ifeba ukazati existenci Cisel g, b takovych, Ze
82x — d*x = ax, + bdx,
¢ili ukazati, Ze
(x,dx8%x) = (x,dxd*x).
Dle pfedpokladu v3ak zfejmé existuje Cislo ¢ takové, Ze
2 (%o dx 82 x) = p(x, dx d*x),
takZe je tfeba pouze nahlédnouti, Ze ¢ = 1. Jeito |du, dv|, 3= 0, (v. 254),
pfedpokladejme na pf., Ze du==0. Jest patrn& pro |u, v|s=ue Vols
(xdx, dix, %E) — — du (b, du + 2b,dudv + b,y dv?)
a stejn&, kdyZ misto 4 piSeme d. Jezto

(xdxd*xa—x) = S(xdx d*x) aj,
v av
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je tedy dle (1) a (2)
3) (6 — 1) du(b,,du? + 2b,,dudy + byydv?) = 0.

JeZto du=0, jest =1, jak bylo dokazati; nebof tfeti faktor nalevo
ve (3) jest 30 dle 271.

284, Bud {x,} = {x (40, vo)} bod plochy M|{x(u, v)} tFidy r>1.
Budte C, C' dv& kfivky tfidy <r na plo3e M{x} obsahujici
bod {x,}. Kfivky C, C' m&jte v {x,}) prav& s-bodovy (1<s<r)
styk. Te&na rovina plochy M{x} v bod& {x,} jest rovinou (s 1)
bodového styku kfivek C, C’ v bod& x,.

Bud pro |u, v|s=|to vos

ax x
0w T oy
OznaZme d (J) diferencialy patfici ke kfivce C(C’) a k bodu {x,}. Dle 255
miiZeme pfedpoklddati, Ze
¥u=d"u v=dv. (1Las—1)
Bud
) b= (%, X, du + x,dv, ¥ x — d° x).

Dle 225 mame ukézati, Ze {{} = {x,x;x.}. Dle (1) je viak

' x —d'x=x,(3"u —d'u) + x,(8" v —d°v).
Tedy dle (2)
(= [du(@®v — d’v) — dv(’u — d° u)] (x, X, X,).

285. Bud {x,} bod plochy M{x(u, v)} t¥idy r>2. Budte C, C’
dve& poloreguldrni kfivky tfidy r (2<r<r) na plose M{x}
obsahujici bod {x,}. KFivky C, C’'mé&jte v {x,} pravé& s-bodovy
(2<s<r) styk. Bud |p} te&na kfivky C v bod& {x}. Osnovy
Ass. C, Ass. C' maji v pfimce {p} s-pfimkovy styk, kdyZ a jen
kdyZ {p} jest asymptotick4 teEna plochy M{x} v bod& {x,}.
Vychézi ihned ze 222 (2), 225 (2), 278 a 284.

286. Bud {x} = {x (uo, vo)} bod plochy M{x(u, v)} tFidy r>3.
Budte C, C'dvé& kiivky tfidy r (3<r'<r) na plo3e M{x} obsa-
hujici bod {x,}. Te¢na {p} kfivky C v {x,} nebud asympto-
tickou te€nou plochy M{x} v {x,}. Bud {q} te€na plochy M{x}
v {xo} konjugovana k {p}. Kfivky C, C' mé&jte v {x,} pravé
sbodovy (2<s<r—1) styk. Pfimka {g} jest pfimkou (s+ 2)-
bodového styku kfivek C, C' v bod& {x,}.

Bud pro |u, v} =|uo, vols

x ax Nx 2x ix
= —_— — =_.’x|-z:_‘x~u=—-
u v u? uy vt
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OznaCme d(d) diferencidly patfici ke kfivce C(C’) a k bodu {x,}. Dle
255 muZeme pFedpoklddati, Ze

1) d*y =3%u, d%v = 3%y, (1<a<s—1)
Bud
2 b= (XX X3 X))y Bra= (0 Xy X3 X12), By = (X Xy X X0),

takze dle 275 jest

3) q =[xy (b;,du + b,,dv)x, — (b, du - b,,dv) x,].
Bud -
4 Y= (Xpdx,¥x —d"x, ¥ x —d* T x) dx

+ (s 4+ D(x,, dx,d*x, 3 x —d°x) (3*x — d°x).
Dle 227 (2) mame ukazati, Ze (gy)=0,. Dle (1) je v3ak

¥x—d’'x=0u—d'uyx, + F*v—d’v) x,,
(5) Py — gy =P u—adrayx, + @y — Ty x, +
+(s+ D[ u—d’u)(x, du + x,,dv) -} (3° v — d°v) (x, du + x,,dv)].

Dle (2) a (4) je tedy

= (s + 1)A[(®°u — d’u) (b,,du + b, dv) + 3°v — d°v) (b, du + bydv)] X
(6) (x,du + x,dv) — (b,,du® + 2b,,dudv +- by dv®) [('u—d’u) x, + G'v—d°v) x,) =
=—(s+1)A[(b,,du + b,,dv) x, — (b,,du + b,,dv) x,!;

pfi tom jsme poloZili
A=du(3®v—d’v)—dv(®u— d’u).

Ze (6) a (3) je patrné, Ze (¢ y)=0..

Styk ploch.

287. Budte M{x(y, v)}, M{y(«,v)} plochy tfidy r. Bud
{x0) = {x (o vo)} = {y (s’ v/)} bod ndleZejici ob&ma t&mto plo-
chdm. Pravime, Ze M{x(s,v)} a M{p(.v)} maji sbodovy
(1<s<r+1) styk v bodé& {x,}, kdyZ kaZda rovinova forma,
kterd ma v {x,} s-bodovy styk s M{x(u v)}, ma v {x,} s-bodovy
styk s M{y(«,v)}. Pravime, Ze M{x(a,v)] a M{y(d,v)} maji
pravé s-bodovy (1<s<r) styk vbodé& {x,}, kdyZ maji v tomto
bodé s-bodovy styk, ne viak (s —1)-bodovy styk.

V této definici plochy M{x(u, v)}, M{y(«,V')} chovaji se nesyme-
tricky; Ze v3ak ve skuteCnosti lze je vyméniti, plyne ze 291. Je zfejmé,
Ze styk ziistane ‘zachovan, kdyZ kteroukoli z obou ploch nahradime jinou
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plochou, jeZ s ni splyne v okoli bodu {x,}. Také je zfejmé, Ze jedno-
bodovy styk nastane v kaZdém spole¢ném bodé.

288. Budte M{x(4,v)}, M{y(«,v)} plochy tfidy r, obsahu-
jici bod {x,} a majici v tomto bod& s-bodovy (1<s<r-+1)
styk. Bud K kolineace ar. bodu; bud v K: x(u,v) > X(u,v),
y, V)~ Y, v), xo~ Xo. Plochy M{X(u, v)}, M{Y(d,V)} maji
v bodé& {X,} s-bodovy styk.

Duikaz je stejny jako ve 177.

289. Budte M{x(u, v)}, M{y(u,v)} plochy tfidy r obsahu-
jici bod {x,). Bud 1<s<r+1. KdyZ a jen kdyZ kaZda kfivka
tfidy s—1 (tfidy 1 pro s=1) na plose M{y(«,v')} obsahujici
{xo} ma v tomto bod& s-bodovy styk s M{x(s,v)}, maji plochy
M{x(u,v)} a M{y(d,V)} s-bodovy styk v {x.}.

Vychazi snadno ze 257.

290. Budte M{x(u,v)}, M{y(«,V)} plochy tiidy r obsahu-
jici bod {x,}. Bud 1<s<r+1. KdyZ a jen kdyZ ke kazdé
kfivce tfidy s— 1 (tfidy 1 pro s=1)na plo3e M{y(«, v')} obsa-
hujici {x,} 1ze udati na ploSe M{x(u,v)} k¥ivku, majici s onou
s-bodovy styk v {x,}, maji M{x(s,v)} a M{y(«,V)} s-bodovy
styk v {xo}.

Vychazi ihned ze 265 a 289.

291. Bud M{x(u,v)} plocha tfidy r obsahujici bod {x,} =
= {x(uo, v0)}- Plocha M{z(u v)} tfidy r ma& s M{x(z,v)} v bodé&
{xo} s-bodovy (1<s<r+1) styk, kdyZ a jen kdyZ obsahuje
{xo} ={2z(itsy¥))} a v okoli tohoto bodu splyne s plochou
M{y(u,v)}, pFi Cemz

[ utary ] aa-+“«x] »r_2
(Y| ——— = . 2,20,0,20, 00, +2,<§—1;—=—=1
) o’ o, % Uy Wl ':‘u {3“ 3 v g w1y ( 1=V F2 2V 5y 4 2. ' u’ v’ )

. —
v'=1, v=yg -

Ze vyslovend podminka stali pro s-bodovy styk ploch M{x(u,v)}
a M{z (i, v)}, je zfejmé. Pfedpokladejme tedy naopak, Ze plochy M {x (u, v)}
a M{z(i,v)} maji v bod& {x,} s-bodovy styk. Je zfejmé, Ze lze pak
splniti tu rovnici (1), v niZ a; =&, =0. MiaZeme tedy rovnice (1) doka-
zovati indukci vzhledem k o, | @), t.j. pfedpokladati, Ze jsme jiZ pro
jisté (0< 8 < s—1) uréili plochu M {y; (11, v1)}, kterd splyne s M {z (i, v)}
v okoli bodu {x,} a je takova, Ze

3a1+(lny aa|+'hx
(2) [—' = 0<a,+a<
au* v Ju=in Lou™ov™ Ju=u’ Osetasf)

=7 v=1y
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naleZ je pouze tfeba ukdzati, Ze lze nalézti okoli V ar. bodu |iq, v,
a funkce o (', v"), @ (u, V), ¥(u,v) tridy r ve [V] tak, Ze 1° o(«, 1) 3=0
viude ve [V], 2° funkce @ (&',V'), ¥ (&, v) (o, ]s ve [V]) definuji kores-
pondenci tfidy r a ¢ (o, Vo) = tlo, V¥ (iloy Vo) = Vo, 3° klademe-li

ya,v)y=p@,v)y e @,v) @),
jsou spln&ny ty rovnice (1), v nichz 0< &, + @, < B+ 1.

Bud nyni P, rovinova forma, majici s M {x(u,v)} a tedy dle pfed-
pokladu také s M{y,(us, v1)} s-bodovy styk v bod& {x.}. Je tedy zejména

B+ 28+1
(3) [___—aulaavIB'Fl—a SPryl (ul)VI)]ulz"'o: 0, 3,1'13vﬁ+1—a SPrX(ll. V):|u=uo=0.
=1 °

(0ze<f+1)

Snadno se vidi (v. 62), Ze

2841

WSPfx(u, V) =nS[Pr;

al+iy
m x(uLWV+...,

kde vynechané Cleny obsahuji pouze ar. bod x(u, v) a jeho derivace Fadu
<fBa n je stupeii formy P,; podobn& pro y;(u,,v:). Dle (2) a (3) je
tedy

3ﬁ+1y1 aa'*-lx
B S P Bria il W =0. 0<a< 1
* [ (3ulaavlﬁ+l_a)“l=!"o (3"“31’3—'_1—1)«:"0 o ( —a—ﬂ+ )

Q=" =19

Rovnice (4) plati, af jakkoli zvolime rovinovou formu P, jen kdyZ md
a o

s M{x(u,v)} s-bodovy styk v {xo}. Dle 258 existuji tedy Cisla 7.0, Ay A
(0<aL B+ 1) takovd, Ze

s Y I [ S N R
(3) 3u,a3V|S+l_a "|=§;.n— 3!1“3V3+1_a u=1 o 'ou v u:uu.

v,=1

li

=1

(0<ae<B+1

0 1 0 1 9 1
Zfejm& 14 Ag+ A+ A9 4, — A 430, kdyZ 8=0, nebof jinak by die

(5) ar. body
N7 M
Y1ty Vo) = %o, (91“)"1:';.1’ (”l)un='é°
byly lin. zavislé. - o
Zvolme nyni, kdyZ =0,

1

01 10 . 01 01 0 .
(Rada =Koy —h) (@ — 1)) + M hg — XA — A (V' — V)

+
0 1 01 01
L+ A+ 3+ =M,

pu, V)=1+

’
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0
, ‘ l+)\ u—u — AV —w,)
tp(u,v')zu ( ‘2)( 0)"1 1(01 0’
1+x,+x +n_m,

Do @ — i) 4 (LA ' — )
YU, V)=V, + 2 T (o 1 ‘)o T
14+ A+ A 4 A — Ak,

kdyz 8> 1, zvolme

"N S+1 ‘iﬂ - u' VY. I o 41—
p,v)=1-— -‘3“. B+1—a)t (' — 11)® (v' - v)P “

— ﬁ IL ' N o ﬁ-}-l—a
P\ V)= "_anua+| at W ) =) )

_ $+1—{"2—_ ’ MY 2P . ﬁ-\-l—a
$ @, v)=v an'(ﬁ+1 oy @ — 1) (V' — o) .

Jeitoe(ﬁo,i’o)zlr[g—zf%r—r—g%g—’?]' .= (= 0 1 ] T 5T F
iy 14 A4y Agh— Ay Ag
% 0 pro # = 0), Ize urditi okoli V ar. bodu | it V|5 tak, Ze 1° o(«, V)30
viude ve [V], 2° funkce ¢(u, V), v, V) (u,V'|s ve [V]) definuji
korespondenci tfidy r. Z rovnic (2) a (5) pak se snadno zjisti, Ze, kla-
deme-li
ya,v)y=pw',v)y e, v), $ @, v),

jsou splnény ty rovnice (1), v nichz 0< o, +ay < B+ 1, jak bylo ukazati.

292. Bud s2>1, 1<s'<s, s+s<r+ 1. Budte Mix(a, v)}
M{y(d, v)} dv& plochy tfidy r o spole&ném bod& {x (o, vo)} =
= {y (' vo)}-Bud

3’l|+a|x 3a.+a,y
[ a a.,] =Xy a [ 1a :a-.] =Vaya ¢
U IV Ju—=uq 15 "V Sur — uy t

V=" v =vf
P P
(2,20, @y >0, a""“‘"”ﬁ—;v—o_l)
Bud
(]) xa|a2=yala27 (Oéal-}'ai.s_s'— l)

takZe M{x(u,v)} a M{y(«,v)} maji s-bodovy styk v {xop}.
Plochy M{x(u v)} a M{y(«, v)} maji(s+ s')-bodovy styk v {xo}
kdyz a jen kdyZ existuji Cisla app, bupy Cup (4120, 1320,
s<u+uw<Ls+ s —1) takova, Zepro s<i + 4, <s+ s —1 jest
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M ™ X0 ™
A A, :
(2) =1I ( l} ( Z) [a)~|'—Vn )\2—‘/2 xv,—{-l., va ¥ b)\l—‘ln )\2—"2 x"n vl + c)-l—“llv )-z—'lz xv. ‘/g]'

vivel Vi) Yy

(0<SySh 05y, Sk v+ %Sk + 1 —9)

Dle 291 maji M{x(u, v)} a M{y (&, V')} (s + §')-bodovy styk v {xo}.
kdyZ a jen kdyZ lze udati okoli V ar. bodu |u,, v,|» a funkce ¢(u, v),
@ (u, v), ¥(u, v) tidy r ve [V] tak, Ze 1°¢(u,v) 0 viude ve [V],
2° funkce @ (u, v), ¥ (u, v) (u, v}, ve [V]) definuji korespondenci tfidy r
ve [V] a ¢ (uo vo) = to. ¥ (o Vo) = vy, 3° klademe-li

X (U, v) =o)X [¢ @), @w),
jest
a"-l+ a!}

3 rvem—— =
( ) (9ua'3v"’) u=1u, ya' ol

v

0<e +2,<s+8—1)

Snadno vidime, pfipomeneme-li si, Ze ar. body Xoor Xo1s X310 jSOU lin. ne-
zavislé, Ze ty rovnice (3),v nichZ 0<a; + a; < s — 1, jsou splnény, kdyZ
a jen kdyZ pro lu, v|s = |ue vls jest

1 I o I
p = y == y —_— = =
au 3y au ,
PPN ) 3a.+agp 31l+agcp PLIE ) @RLe+2,55—1)

— ==V, f— = :-0-
v ut vyl Juty™

MizZeme tedy pfedpokladati, Ze

) p(,V)=1+X i;'.L" (H—u)* (v —v)” + f, (w,v),
e V! vyt

a, ; \
e )=u-+ I 2% (u—u)"* (v—v)" 4 fi (@)
yly‘Vl. V.2.

(5)
S,y =v+ X b"’_"’*'(u— )t v—v)” + (g, v.

viva¥is Yy
Ve (4) a (5) indexy #,, », probihajf dvojice Cisel celych, pro néZ » >0,
1320, s<v+n<s+s—1; fo(u,v), filwv), fa(w v) a podobn&
v daldim se vyskytujici fa, «, (4, v) jsou funkce tfidy r ve [V] takové, Ze

341+av A
( a '{l =0
MWW u=uy

v=1,

(020, 0,20, 2, + a0, <545 —1:i=0,1,2)

Jest patrné

_ Uy _ 'y
6 x@vn=2=2 (u—u) (V' Vo)

a o a,!a,!

xala3+x0(uvv)y (0_,<_a,+a.,§s+s'—l)
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pfi CemZ soufadnice ar. bodu X, (u, v) a v daliim se vyskytujicich X, (u, v),
X, (u, v) jsou funkce tfidy r ve [V] takové, Ze

= 0s. 0ZLe, +2,<s48"—1;i=01,2)
=up
v=21,

Z (5) vychazi, kdyZ 1< a, + o <¢, ¥+ 1<n+7n<s+s—1,
lp (, V) —u)™ [4 (@, v) —w)™ =@ —u)™ (v —v,)™ +

+a X

!
a1 1!

(a“' + X; (u, v))
au* av*

a
_Vivs (4 — u(')vl+al_1 w— vn)vﬁ'an +

b
oy & gy gty e L f e (),
y,ysvl.v.z!
(v +vSs48—a —a)

(o (@, v) —a]T [§ (a, v) — Vo] = (u — )T (v =- ) T* + fyip, (1 0),
takZze dle (6) jest
xa-h 7]

x [’\o (u,v), 4 (4, v)] = x4 -+ z vt [(u— ul))al (v— v(l)az +
Wy By Cye

a
Y1, V: —_ Vs
+alv2v. ; "y 2' (U—llo)v'-l-a' I(V—V‘,)v'+ag+
1Ve 1t T2t

b
ooy B (g gty —y TR L fy (1, v)] +

vive Vi1 vy!

X1
+ 5 T Y2
‘{lTsTI!Tz!

(1L a4+ 0,<858<v+%Ss+8—a—af+1Sn+1.38+8—1)

[ — ue)" (v — V)V + frup: (0, V] + X, (1, 0),

coZ se da snadnym poctem upraviti na tvar

u— U™ (v —v,)*=
xlp @ v, 4 @v=5 G CZW
o ay a,! a,!

by A
U—u)"v—v)™ . (l.) (kz) (@ x +
+)\.E)\g )\|! )\z! [ A2 +V|2Vg v, v, )\1'—\11. Ae—v: it 1, v

+ b)\l—‘Vl!)\I —Vu anVu—i- 1)] + X' (4, V).
OL g+ ay<s—15 <M+, <8F8'—1;0<v S 230y, Shy vi+wSh+h—$
Odtud a ze (4) mame, jeZto x(u, v) = o (u, v) x[9 (e, v), ¥ (4 V)]

(U — )™ (v — vo)™ w~mWw—me N
anta Ty W ks

x(u,v)y= X oy
ay, Gg ayloye

v )‘l )"2
+ VIL;,,,(VI) (V'z) (a)‘l—vl; )\!—V!xvl+1’ Ve - b)&n—vn )\I—leVh vit+1 +
+ c)u—Vu h—wxv;w)] + X2 (u’ V)-

0L+ a,<s—15; sSSA+2Ss+8—1; 02y, Sh5 0% Sk v+ Sh+h—s)
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e ted
J y aa1+an}
(o). =Faer  OSmtmss—y
b
a)q'*‘)\i} . - )‘l) kz X
311"3V1' "="n— x)u)\n—i_-,l-y*(vl (Vz a)\i—‘ln)\l—‘ll V1+11V3+
v=m,

T b)u—\'n he—n x‘ln v2+1 + c)\l—' Vi Ae—Vvs xwa ]

(SSMF XSS+ =150y Sh; 0S5V, S X5 v+ Sh+h—9)

Tim jsou podminky (3) pfevedeny na (2).

293. Bud M{x(u, v)} plocha tfidy r obsahujici bod {x,}. Bud
Me= M[P;] algebraicka plocha, jeZ rovn&Z obsahuje {x};
nebud v3ak {x,} singularni pro M® Plocha M{x(u, v)} a alge-
braickd plocha M® maji v bod& {x,} s-bodovy (1<s<r+1)
styk, kdyZ a jen kdyZ rovinova forma P, a plocha M{x(u, v)}
maji v bod& {x,} s-bodovy styk.

Vychazi ihned ze 266 a 289.

294. Bud M{x(a, v)}, M{y(«,v)} dv& plochy tfidy r o spo-
le€ném bod& {x,} = {x(up vo)} = (¥ (a0, ¥o)}. Bud

3ax+aax 3'11+aay
u® Jy%e u:unz Ya, 00 ' %1 9y % u'=u'o= Yajay
v=1y v'==10'
>0: 2.>0: < i a
(2,205 2,205 a; + “2:’53110:3?:1)

Plochy M{x} a M{y} mé&jte v {x,} pravé s-bodovy (2<s<r)
styk. Dle 291 miZeme pfedpokladati, Ze

(n Xa, 0, = Va, - O<a +a,<s—1)

Forma s-ho stupné v du, dv
2 Sf(du,dv) = c[x,,o,x‘,,, xm;aEO ( i) (Vaysma— X, e—a) duadv’—a_l,

kde ¢ je libovolné Cislo 0, neni identicky rovna nule;
nazyva se forma (s+ 1)-bodového styku ploch M{x} a M{y}
v bod& {xo}. Bud {(xo xi0 du+ xo1 dv)} te€na plochy M{x}
vbodé&{x,}. KdyZbod {idu, dv|;) je p-nasobnym (#>1) kofenem
formy f(du, dv), pravime, Ze {(xos, X10 dtt + Xo1 dv)} je p-ndsobna®)
pfimka (s +1)-bodového styku ploch M{x}, M{y} vbod& {x,}.

*) Misto jednondsobnd fikdme jednoducha.
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Bud C kfivka tfidy s na ploSe M{x}, obsahujici bod {x,).
KdyZ a jen kdyZ te€na kfivky C v {x,} je pfimkou (s + 1)-bo-
dového styku ploch M{x} a M{y} v {x,}, existuje na plose
M{y} ktivka C’, majici s C (s+ 1)-bodovy styk v {x}.

Snadno se vidi, Ze definice u-nasobné pfimky (s - 1)-bodového
styku ploch M{x} a M{y} v {xo} je nezdvisla na volb& parametru (v. 238
a 243). Bud C libovolnd kfivka tfidy s na plose M {x} obsahujici bod {x,}.
Budte d diferencialy patfici ke kfivce C a k bodu {x,}. Dle 265 je tfeba
nalézti podminku, kdy C a M {y} maji (s 4- 1)-bodovy styk v {x,}. Bud C’
kfivka tfidy s na plose M{y} obsahujici {x,}; budte J diferencialy patfici
ke kfivce C’' a k bodu {xo}. Dle poznimky na konci 254 miZeme C’
zvoliti tak, Ze

3 du=2%', d*u==%3u", ... d°u=7%u,

dv=3%', dv=23v, ... dv=28"

Aby C méla (s 4 1)-bodovy styk s M{y} v {x.}, je nutné a stagi, aby
méla v {xo} (s + 1)-bodovy styk s kaZdou rovinovou formou P, kterd
ma v {x,} (s-+ 1)-bodovy styk s M{p}. Bud P, takova forma; pak
ma byti

(4)

Dle 257 je vsak

[d2sP-x(u, v)]u=“0=0. (0<a<s)

v=1y,

5) [3¢SP.y (', v)]_y, =0. (0<a<s)

Z (1), (3) a (5) vidime snadno, Ze ty rovnice (4), v nichi a<s, jsou
vZdy splnény — coZ jsme ov3em mohli pfedvidati — a Ze ta rovnice (4),
v niZ ¢ =s, jest ekvivalentni s rovnici

(6) S[Priléo(::) (ya,,_a—xa,,_a)du"dv"’“] X, = 0.

Aby rovnice (6) platila, af jakkoli zvolime rovinovou formu P,, majici
v {x,} (s+ 1)-bodovy styk s M{y}, je nutné a stali — v. 258 — aby
existovala €isla a,, a,, @, takova, Ze

z (:) (Ya,e—a—*a,s—a) du®dv' ™% = a,yo + @Y1y + @Yo

a=90

To je v3ak zfejmé& ekvivalentni s rovnici f(du, dv) =0.

295. Bud M{x(u,v)} plocha tfidy r obsahujici bod {x,} =
= {x (4 vo)}. Bud M[P,] algebraickd plocha obsahujici {x,
jako nesingularni bod. M{x} a M[P,] méjte pravé& s-bodovy
(1<s<r) styk v {x,}. Pak

(N (d® SPrxu,v)], —

v

U
Yo

l
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jest forma (s+1)-bodového styku plochy M{x(s,v)} a alge-
braické plochy M[P] v bod¢& {x,}.

_Bud My («,v)) plocha, ktera splyne s M[P,] v okoli bodu {x,} =
={y (o, V'o)}. Bud

o, - @p %1+ @,
(3_ : :) = Xo, ay (_3 7 ’Jai) =Y, o
Wt %) o=, F Yy i) IR

DEEEN V=0,

(0<a,+a,<1)

MiuizZeme piedpoklddati, Ze
12) Xa, ay = Ya, agp 0L, + a2, <s—1)

Oznafme J diferencialy promé&nnych u,v" a jejich funkci. JeZto jest iden-
ticky SP,y(u,v) =0, jest téz

(3) (8°SP-y (u',v")] a=uy =10

=1y,

Dosadme v levé strané identity (3)

' =du, d =du,... ¥’ =du
W =dy, 32V =d2v,... v =d’v

a ode¢t€me od vyrazu (1). Vzhledem ke (2) obdrZime identitu

4) (d°SP,x (U, V), ., = S[P,; L (X, 9—u—Va, s—a) du* dv"“] Xuo-

v=u, @=0

Bud y pevny ar. bod takovy, Ze (xo0, X10, Xo1, ) = 1. Bud

(5) b (S) Xey s—a— Yays—a) du® dv' ™% =0y xgy + ) Xy + Ay Xy + 1Y,

a=0\%

z CehoZ snadno vidime, Ze

(6) b —_—[xouv Xy Xo» 20 (:J Xgye—a—Yays—a) du® dv"_u]'
. am

Dle 270 jest
S[Pr; xyo] %90 = S [Pr; Xy9] Xo0 = S [Pr; Xg,) X4y =0, S[Pr;y] x40 0,
takZe dle (4), (5) a (6)

3

[’ SPr x (u, Waemu, = c[xm,, X109, X1 aio (‘:) (X, s—a —Vays—a duadv’—u]'

V=17
kde
¢ =S8 [Pr; y] X
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296. Budte M{x(u,v)}, M{y(«,v)) dvé plochy tfidy r ma-
jici ve spoleéném bodé |x,} privé sbodovy (2<s<r—1)
styk. Pfimka {p} bud jednoduchou pfimkou (s 1)-bodového
styku ploch M{x} a M{y} v bod& {x,}. Pak existuji na M{x}
kfivky tFidy (s 1), které maji v {x,} te€nu {p} a maji v {x}
(s+2)ybodovystyks M{y).Je-li Cjednaznich, jsoutyto kfivky
charakterisovdny tim, Ze maji v {xo} trojbodovy styk s C.

Dfive neZ pfistoupime k dikazu tohoto teorému poznamenejme,
Ze, neni-li {p} asymptotickou te€nouplochy M{x} vbod& {x,},
1ze misto slov: ,Pak existuji“ atd. fici jednodu3eji: Existuje jedna
a jen jedna rovina {n} té vliastnosti, Ze kfivka tfidy s+ 1na
plose M{x}, obsahujici bod {x,} a majici zde tenu {p}, ma
v {x,} s plochou M{y} (s+2)-bodovy styk, kdyZ a jen kdyZ
jeji oskula&ni rovina v {x,} jest {n}. To plyne ze 283,

UZijme pfedpokladi a oznaleni ze 294, Bud C kfivka tfidy s+ 1
na plofe M{x}, obsahujici {x,}, majici zde tefnu {p} a majici v {x.}
(s + 2)-bodovy styk s M{y}. Oznaéme d diferencialy patfici ke kfivce C
a k bodu {x,}. Bud C’ kfivka tfidy s+ 1 na plode M {y}, obsahujici {x,};
oznafme d diferencialy patfici ke kfivce C’ a k bodu {x,}. Bud P, rovi-
nova forma majici v {x,} (s 2)-bodovy styk s My}, tedy téz s C.
Pak jest
(1) (3% SPry 'y V') — o, =0 0La<s+1)

v'=1v

Volme kfivku C’ tak, Ze

du—=ziu,d*u=u,. .., d Py =21y,
dv=2,d2v==2y, ..., d Ty =31y,

Ma-li Cv {xo} (s+ 2)-bodovy styk s M{y}, ma tyZ styk s P, takZe

(2)

3) (d* SPrx(u, V), = 0. 0<a<s+1)

v'=1v'

Od kaZdé rovnice (3) odeftéme pfisluSnou identitu (1). Pro 0<a<s —1
obdrZzime dle 294 (1) identitu, pro « = s obdrZime rovnici

£

4y S[P,; X (:) (xa,,_a—yu,s_a)du“dv“_“]x(,,,zo,

=0

pro ¢ =s - 1 obdrzime dle 294 (1)

s4+1
s+ 1 \ —a
S[P’;aio( « )‘xa,svi—l—a_ya,s-kl—a}d"a du' v 4
RGN PP et iy PO | —1—
N 2 au aio( « (xa+1-,s—l-—a_ya+1,s—1—a)duadv3 “+

(3)
s—1
~dy X

a

s_l 3 g — 11—
:0( @ )(x“ﬂ—u—}’a,,_aJdu“dv 1 a}]Xno:O.
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Vime, Ze rovnice (4) jest ekvivalentni s rovnici

v [s _
[xom X105 Xov a—Eo {a) (xa, s—a—Ya,s—a) du* dv* a] =0,

jeZ je splnéna, kdyZ teCnou kfivky C v {x,} jest {p}. Podobn& rovnice
(5) jest ekvivalentni s rovnici

s+1 .
s+ 1 —
[xlm;xwrxohan( : ) (xa,,_l_l_a—ya,,_l_l_a) du® dy* T ¢ +

si(s+ 1)
o+

8—1
2 s —1 —_1—
du 20( N ) Xggpoe1—a—Yai1,o—1—o)dudv’ 1% 4

a=

8

—1
+ d*v Eo S:l) (xa.a—a—ya,s—a)duadvs—l_a}]=0.
a—=

Zfejmé& bE&Zi pouze o to, urCiti — jsou dany diferencidly du, dv — druhé
diferencidly d’u, d’v tak, aby byla spinéna rovnice (5). Koeficienty pfi
d*u, d‘v nejsou v3ak souCasné rovny nule, jak vychdzi snadno z pfedpo-
kladu, Ze {p} jest jednoducha pfimka (s 1)-bodového styku ploch
M{x} a M{y} v bod& {xo}. Lze tedy rovnici (6) vyhovéti; snadno vidime,
Ze, je-li ji vyhové&no hodnotami d’u, d®v, jest ji vyhovéno také hodnotami
oy, %y, kdyZ a jen kdyZ existuje islo b takové, Ze

32y =d*u + bdu, 8*v = d?v + bdy.

Teorém nyni vychazi snadno ze 254 (4) a 255.

297, Budte M{x(y, v)}, M{y(«,v)} dv& plochy tfidy r.
majici ve spoleiném bod& {x,} pravé s-bodovy 2<s<r—1)
styk. PFimka {p} bud wg-ndsobnou (#>2) pfimkou (s+ 1)-bo-
dového styku ploch M{x} a M{y} v bod& {x}). KdyZ jedna
z kFivek tFidy s— 1 na ploSe M{x}, obsahujicich {x,} a ma-
jicich zde te&nu {p}, ma v {x,} (s+-2)bodovy (pravé (s+ 1)-
bodovy) styk s M{y}, ma kazda z t&chto kfivek stejny styk.

Diikaz je stejny jako ve 296, s tim pouze rozdilem, Ze za pfed-
pokladu nyni uin&ného v rovnici 296 (6) jsou rovny nule koeficienty
pH d’u a pfi d'v.

298. Bud C kfivkatfidy 2. Budte M{x(ua v)}, M{y(d, V)}
dvé& plochy tiidy 2, obsahujici kfivku C. Bud {x,} = {x (uo, o)} =
={y{t/» Vo)} bod kfivky C; plochy M{x} a M{y} mé&jte v {xo}
dvojbodovy styk. Tecna kfivky C v {xo} nebud asympto-
tickou te€nou plochy M{x} v {x,}. Plochy M{x} a M{y} maji
v {x,} trojbodovy styk, kdyZ a jen kdyZ maji v {x,} touZ in-
voluci konjugovanych tecCen.
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Ze podminka je nutnd, vychazi ihned ze 291. Pfedpoklidejme, Ze
by M{x} a M{y} mély sice v {xo} touZ involuci konjugovanych telen,
e viak by mély v {x,} pravé dvojbodovy styk. Bud

ax ax Ix Px Ix ‘
X, =X, X, = 3;- X, = ;v X = 3_11”' Xy == uw Xgp = 5}1 (1, V] = (ty, Vyip)
ay ay 2y a’y 2y .
Xgy=Y, V1= a_u” Y= 'a‘vﬁ Ju= ou Vie= 3!1'37" Y= P (u', vy, =y, Vilp)

MiZeme pfedpokladati, Ze y,=x, ya=x, Jeito M{x} a M{y} maji
v {x,} touZ involuci konjugovanych teCen, existuje Cislo A takové, Ze

(1) (XX X3 ¥10) =M X Xy X11)s (X Xy Xa Y1) =M (X X1 X2 Xpg), (Xo X1 Xy Pa0) = (X0 X X3 Xy5).
Z (1) vychazi ihned, Ze
(2) (Xgy X1 X, Xy AU + 23, dudv + x,,dv?)

je forma trojbodového styku ploch M{x} a M{y} v {x,}. Te€na {p} kfivky C
v {x,} je v3ak zfejm& pfimkou trojbodového styku obou ploch v {x,}.
Dle (2) je tedy {p} asymptotickd te€na plochy M{x} v {xo} proti pfed-
pokladu.

Reguldrni plochy.

299. Bud M. x(u,v) (|u, v|» v O) ar. plocha tfidy r>2; bud
§(u,v)=( gxgx) Pravime, Ze M,x jest reguldrni ar. plocha
kdyz: 1°jsou-li|uy, v,/ a |ty vafy dvarizné ar.body z oboru [O],
ar.roviny §(uy, v1), &(u2 v2) jsou lin. nezavislé; 29 pro kazdy
ar. bod |u, v|s z [0] jest

() (s ﬁ,) 55; s 240
Plocha M{x(u, v)} (lu, v! v O) tFidy r>2 nazyva se regulédrni.
kdyZ ar. plocha M.x(u, v)(lu, v[s) vO) jest regularni. Reguldrni
plocha nema parabolickych bodi; teCné roviny regularm
plochy ve dvou riiznych bodech jsou rizné.

Ze jsme k témto definicim oprdvnéni, je zfejmé. Vyrok o parabo-
lickych bodech vychazi ze 274 a vyrok o teénych rovindch je zfejmy.

300. Bud M{x(u, v)} (u, vy v O) regularni plocha tfidy
r>2. MnoiZstvi teEnych rovin {§(4, v)} plochy M{x} je dudlni
plocha M{t(u, v)} tFidy r—1. Pravime, Ze dudlni plocha
M{Ew, v)} (u, v], v O) jest adjungovana ku ploSe M{x(u v)}

Cech, Projektivni diferencidlni geometrie. I. 14
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(|u, vy v O) a piSeme
M, v)} = Adj. M {x (u,v)}.
Dle 269 miZeme pfedpokladati, Ze

) E v = ( 3-"3—")

au v
Odtud plyne

E3 x azx) X ax Ix )

au ( u u v ( v auf’
2) % axa‘x) [, 2 Ix )

P ( u Iv? ( v auwl’
takZe dle 109 (1)

at *x x 'x 2
3 (E au)—seauav (x 9u) Eau ( av)'
a tedy dle (2) a 110 (1)
It 2t »?x x

@ (e au av) [ auav) g:)ul st ]x:':o"

301. Bud M{x(u, v)} regulérni plocha tfidy r2>2. Bud
1) M {E (u,v)} = Ad]. M {x (&, v)}.
Kdyz M {&(u, v)}'jest regularni dudlni plocha, jest
@) M {x (u,v)) = Ad). D { (u, )},

Vychazi ihned ze 300 (4).

302. Bud M{x(u,v)} (u vl v O) reguldrni plocha tfidy
r>2. Bud
M {6 @, )} =Adj. M {x (u,v)}.

M{&(u, v)} jest regularni dudlni plocha, kdykoli je tfidy 2;
zejména tedy, kdykoli r2>3.

Snadno se nahlédne, Ze staCi ukazati, Ze pro kaZzdy ar. bod |u, v,
z [O] jest identicky v du, dv:

Stdix = Sxd?,
coZ plyne z identit
0=d (Stdx) = Stdx { Sdxdi,
0=d (Sxd§) = Sxd*§ 4 Sdxdt.

303. Budte M{x(u, v)}, M{y(«,v)} reguldrni plochy tfidy
r=>2 o spole€ném bod& {x(uy vo)} = {y (' V,)}- Bud

WM&, v)} =Adl. M{x @)}
W @,v)} =Adi. M{y@,v)}.
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Majili plochy M{x}, M{y} sbodovy (2<s<r) styk v {x(uo vo)},
maji M}, D{n} srovinovy styk v {§(uq vo)}-

Bud
3a1+"-2x 3“1+Uay. < <
P Wy, O1G8? | gy gy u'=u',,: Yo, a0 0=La, 4 a,<r)
v=un, v=1'

Dle 291 miZeme pfedpokladati, Ze
(1) Xoa: = Vo, oy- 0<a,+a,<s—1)
Dle 269 muZeme pfedpokladati, Ze

IxX Ix

E(u,v)= (x—-—), 1 v)= (.V

4 3_}’)
u ’

u' v
Z (1) vychazi ihned, Ze

( aa,-l—age ( 3'11+a-i.'] )
u'=ufy

(2) PVEE, ) I PY P 0o tas—2
. v=mng V=1l
a Ze
(e
1/ r¢s—1—-a — ,— __(-i a—ljci" _ =
3 o b (0<ags—1)

:(x00’xl0’ya.,a—a—xa,a—-a)_'(x‘m’x0|'ya.+l,a-—1—a—xa+l,a—1—a)'
Dle 300 (4) jest
aé

b= (e () )

=1y v=1

Ziejm& v3ak ar. rovina napravo ve (3) naleZi do Adj. {xe}. Existuji tedy
&isla g, b, c takova, Ze

‘53—1." 3,_15 3& ae
@ (3u'“3V"—1_a)u'=u'.,— (311“31"_1—0')“:!40: a—a—ll—*— b a_l_’ + 05)“
Ze (2) a (4) vychazi dle 292, Ze M{E(u, v)} a M{n (s, v))} maji s-ro-
vinovy styk ve {§(u, v,)}-

g
Yo

Il

Styk osnov.

304. Bud R{(x(u), yw)} osnovatfidy r,obsahujici pfimku

(pd, kde po=(xlao) y(a). Osnova Rig)) ma s R {(x(w) y))

v pfimce {p,} s-pfimkovy (1<s<r+1) styk, kdyZ a jen kdyZ

obsahuje {p,} a v okoli této pfimky splyne s osnovou
14%
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R{(x’ ),y »)}, pEi Eemz

[d“x'(v)] _[d“x(u)] [d“y’(v)] _[d“y(u)]
dva u:’vo— dua u:uo' dva 0:-"'10_ dua ”=uu.

do dﬂ
=0,1...s—1;—=—=1
(==0, du®  dv° )

(1

Je zfejmé, Ze tyto podminky stali. Ze jsou nutné, je zfejmé, kdyz
s= 1. MiZeme tedy jejich nutnost dokazovati indukci vzhledem k s.
Budeme tedy pfedpoklddati, Ze 1° osnovy R{xy}, R{q} maji s-pFimkovy
(1 <s<r+1) styk v {p,}, 2° Ze jest g(v) = (x1 ), y1 (V) a

[d“x. (v)] _[d“x(u)] [d“y. (V)] _[d“y(u)]
dv* v=vn_' du® u=u..' dv® v vn_ dlla' u:uu'

0<a<s—2)

(2)
Dle ditkkazu ve 178 a dle 208 miZeme pfedpokladati, Ze

da—l ] __[ ds—!. ]
(3) [dV'—l (xlyl) v:v.,‘V dl.la_—'1 (xy) u:un.

Ze (2) a (3) vychdzi snadno, Ze
)-8 ) 4]
[(xr dv’_l — v dv"_l v:vﬂ_ X dv‘_‘ —\r dlla_l u=u9,
¢ili ‘

) 5] J-befsE] o[52] )
X(UO)’[dV,"l v=v Ldu’™! dumu) y (@), dv'~! Jo—w, Lau' = Juzu )’
Odtud vychazi ihned, Ze
d*'_ly da—l
(X(UU)’y(HO),[ dVa_ll]v:va—[ du,:}li]iI:“u) :0’,

d’_lx d&—lx
R R bl Wi e | A B
=% =

takze existuji Cisla Ay, 4., u,, u, takova. Ze
d*lx d*'x
[ a—1 '] :[ :l = Ay X (1) + A, (Uy),
dv r=1 u=1uy

dll
| d yl |
dv V=1,

4

dﬂ—l
[ du.v—l']" :uﬂ'i‘ P X (o) + ey (4y).

PoloZme nyni
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A A,
. ¥ =[1- 25w - s m - S =),

, H g— | T 5
yor=—Br o n e+ - B e o,

Ze (2), (3), (4) a (5) vychazeji snadno zddané rovnice (1).
305. Budte R{p(u)}, R{p’(v)} osnovy tfidy r. Bud

p) = (x(u), yw)), prm=(x', yw),

£ o (2
af T le af ., o 0 0
) du®)u=u, du™) u=nu, 0<ea<r; _d_:g_=1)
(daxr) ; (dava , duy® dv®
dv® v_:v,,—x o dv® = v.,— o

Bud 1<s<r. Bud
(2) x'a:-xa, }"a=}’a' (0:<;a;<;s—l)

takZe osnovy R{p} a R{q} maji s-pfimkovy styk v pfimce
{p(uo)}- KdyZ a jen kdyZ existuji €isla e, 8;, B 71,7 takovi, Ze

x',=x,+ ax, + B Xy + B Vor

(3) , :
V,=Y,+ay + 1%+ 12 ¥

maji osnovy R{p} a R{q} (s + 1)-pfimkovystyk v pFimce {p(u)}-

Dle 179 a 208 mame pouze ukazati: KdyZ a jen kdyZ existuji
Cisla o, By, Bs 71, 7 takova, Ze plati (3), existuji Cisla a, b takovs, Ze
plati

pr B P MR L A
4 - — | =|la— .
( ) (dv' V=79, du’ [TESTTY a4 dll+bp =t

Dle (1) a (2) lze rovnice (4) uvésti na tvar
<) (X' — Xy Yo) + (X0 ¥y — ) = a(Xo}1) + @ (X, ¥o) + b (X0 po)-
Jest ihned patrné, Ze ze (3) plyne (5), klademe-li
d=a, b=+ 1,
Predpokladejme tedy, Ze plati (5). ObdrZime snadno :

(x',_ Xg Xoy Vo) = a(Xy, Yo X,),
(V'y— Vo Xor Yo) = a(Xg. Yo ¥
Gili
(x'a_ X, — axy, Xy, Yo) = (y'a — Vs @Y1y Xp» o) = 0r.
Jezto (xoy0) F0,, existuji tedy Cisla 8y, 8., 74, 7o takovd, Ze plati (3), po-
loZime-li @ =gq.
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