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Kapitola IIL.

Projektivni diferencialni geometrie krivek.

Aritmetické ktivky ve dvojrozmérném prostoru,

306. Ve 306 aZ 344 predpokladime, ¢ m=2. Bud C.x(u)
(uvia+0, b6—0)) regularni ar. kiivka tfidy r>2. Bud ¢ (u) (u v (a, b))
funkce tfidy s>1. Bud

__'—‘W
3 ( (_dx dx\
du du

Kdyz r2n+1, s2n>1, bud

4y

D*¢ = D(D¢), D*¢==D(D?p), ... D"¢= D (D" ¢).

KdyZ r>3, jest
(2) (xDxD*x) = 1.

Operace D nazyva se diferencidlni parametr ar. kfivky
C.x(u). Diferencidlni parametr D jest nezdvisly na volbé&
parametru g: je-li také y parametr ar. kfivky C.x(u), a je-li
(W) =¥ (), jest Dgp— Dy.

Dikaz je snadny.

307. Bud ¢y parametr regularni ar. k¥ivky C.x(v)
(uvia+0, b—0y)); bud D diferencidlni parametr pro C.x.
Pravime, Ze g jest 1° positivni, 2° negativni, 3° normalni
parametr ar. kfivky C.x, kdyZ 1° Dg>0, 2° Du<0, 3° Dy—=1
pro v3ecka u z (g, b). Bud a<u,<b; bud ¢ libovolna kon-
stanta. Pak

M 2 e /Vx‘i’iﬂ‘

jest normdlni parametr pro C,x(u).
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Budte g, us dv€ riizna &isla z (a, b). Z definice reguldrni ar. kFivky
je zfejmé, Ze nemiiZe byti
(Dit)y—y, >0, (D), _,,, < 0-

308. Bud C.x(u) (uva+0, b—0)) regularni ar. kfivka
tfidy r=2. Bud D diferencidlni parametr pro C.x. Bud

(1) E=E(u) = (xDx).
MnoiZstvi ar. pFimek &(u) (g v @+0, b6—0)) jest dudlni ar.
kfivka €, §(u) tFidy r—2. Pravime, Ze dudlni ar. kfivka €,§(u)
jest adjungovdna k ar. kfivce C.x(u) a piSeme
€, 8(uy=Ad]. C,x (u).

Jest téz
2) € {¢w} = Adj. C {x(m)}.
Dudlni ar. kfivka €, £(u) jest regularni, je-li tfidy 2, zejména
tedy, kdykoli r>4.

Viz 192 a 193.

309. Bud C,x(u) regularni ar. kfivka tfidy r=>4; bud D
diferencidlni parametr pro Cox(u). Bud

€. &(u) = Adj. Ca x (1).

Pak D jest diferencidlni parametr pro €,5(u).
Dile 306 a 308 jest

e (¢ %)
(n (u)—?’/( d_xtﬂf) ( du)’
l'/ ¥ dudu
Dle 193 (3) je ted
(3) je tedy ed_ez*_@_,gﬂx)
( du du")—( du du?)

310. Bud C,x(u) regulédrni ar. kfivka tfidy r>4; bud D
diferencidlni parametr pro C,x. Bud

€, E(u) = Ad}. Cq x(u).

Pak jest

(1) (¢DE)=x.

a

(2 Cs x(u)= Adj. Ca & (u).

Dle 192 (2) a 309 (1) jest

Eﬁ)_”(xzzg*_x)x
( du) | du dur) ™’

z &ehoZ vychazi (1). Z (1) a 309 plyne (2).
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311. Bud C.x(u) regularni ar. kfivka tfidy r>2. Bud
Ca E(u) = Adj. Ca x (1).

Bud K unimoduldrni kolineace ar. bodi; bud K'=Adj. K.
Bud x(u)>x'(w) v K; bud E(u) > E() v K. Pak jest

Ca &' (u) = Adj. C, x' (u).

JeZto K jest unimodularni, jest

() _ [ g
du du? ’( du du*)

Tedy C,x (1) a C. x"(u) maji tyZz diferencidlni parametr DaDx ~ Dx'v K.
Tedy dle 43 (1) (x Dx) ~ (x'Dx) v K.

3M2. Bud Cox(u) (uv¢a+ 0,6 —0)) reguldrniar. kfivkatfridy
r>2. Pravime, Ze C.,x(u) jest virtudlni tfidy r+2, kdyz:

1° soufadnice ar. pfimky (x Zg) jsou funkce tfidy rvda, b;
xz—)lj ZAZJ;) jest funkce tfidy r v (a, b).

Snadno se vidi, Ze, kdyZ C.x je tfidy r+ 2, a kdyZ o(u) =0 je
funkce tfidy r, ar. kfivka C, ¢ x jest virtualni tfidy r + 2. Tim jsme vedeni
k tomuto rozSifeni pojmu virtualni tfidy: Bud C,x(u)(uva+ 0,6—0))
regularni ar. kfivka tfidy r (2<r<3). Bud ¢=¢(u) funkce
tfidy r—2 v (g, b). Pravime, Ze C,ox jest reguldrni ar. kfivka
virtualni tfidy r. V tomto pfipadé pod symboly

20 vyraz (

(’x d(m)_ (x d(ex) d‘(pX))
T ) e e )

jeZ samy o sob& nemusi miti vyznam, rozumime resp.:

2(xd_x) 3(,(2“’"_"
L L dudu'z)'

O kfivce C{x} pravime, Ze jest virtudlni tfidy r>4, kdyzZ
ar. kfivka Cox jest virtudlni tfidy r.

Z definice virtuaini tfidy nasleduje ihned: Je-li Cox(u) reguldrni
ar. kfivka virtualni tfidy r>4, Adj. C,x jestreguldrni dualni
ar. kfivka virtudlni tfidy r.

3M3. Bud Cox(u) reguldrniar. kfivkavirtudlnitfidy r>4
Bud D diferencidlni parametr ar. kfivky C,x. Bud

Ca E(u) = Adj. Ca x (1)
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Pak jest

) Sx£=0,SxDE{=0, S¢Dx =0,

(2) SxD*=1,SDxDt = —1, SED*x =1,
(3) SDxDt—=0,S8SD*xDEt = 0.

Rovnice (1) vychazeji ihned ze 308 (1) a 310 (1). Dle 306 (2)
a 308 (1) jest
S¢D*x =S(xDx)D*x = (xDxD*x)=1,

coZ je tfeti rovnice (2). Dle 310 (2) plati tedy téZ prva rovnice (2). Druha
rovnice (2) vychdzi pak odtud, Ze

0 =- D (Sx D& = SDx D¢ +- Sx D*&.

Ze 308 (1) plyne derivovanim

D& = (x D*x)
tedy
SD*xDE=SD*x (x D*x) = (D*x,x,D*x) =0
coZ je druhd rovnice (3). Dle duality plati tedy téZ prva rovnice (3).
314. Bud C.x(u) regularni ar. kfivka virtudlnitfidy r>4.
Bud
() € {n @)} =Adi.C{xw)}.
KdyZ a jen kdyZ

dx d* d*x d
) (_x_*l _X,n)_,,o_

du du* ~ du? du)

existuje konstanta 4 takovi, Ze

1
(3) €. kY n(u) = Adj. Ce x (1)

Bud u = u(u) # O funkce tfidy 1 ;bud 4 = u dd Pak jest

2
(4) Ax_p‘;— Azxr;A( d") dix ax

du =w du? T A du
a stejné pro 7. Tedy

S(AX Aln_AZxAn'zpﬂs(dxfﬂ d_ZXEl_T])

du di?” du? du)’

,%, vidime, Ze rovnice (2) jest ekvivalentni
/( dx d® x)
] du du®

s rovnici

(5) S(DxD*n— D?*xDn)=0.

Klademe-li u =
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Bud €, §(u) = Adj. C,x(u). Dle (1) existuje A = A(u) takové, Ze n(u) =
= A(u) §(u)- Mame ukazati, Ze DA =0, kdyZ a jen kdyZ plati (5). Av3ak

S(DxD*v, — D*x Dn) = S[Dx D*(\t) — D*x D (\8)] =
=\S§(Dx D*{ — D*x Dt) + D\ S (2Dx Dt — £D*x) + D*) S¢ Dx,

tedy dle 313
S(DxD*n— D*x Dv) = — 3D\

315. Bud C,x(u) regularni ar. kfivka virtudlni tfidy
r23. Bud A(u) funkce tfidy 1. Bud

u)=nu (x‘i{J
niu)=ru) dal’

Pak existuje u(y) tFidy 1 takova, Ze
_ dn
x () =p(u (n du)-

KdyZ a jen kdyZ A(u) = p(u), jest
Ga L] () = Adj. Ca x(u).

Vskutku dle 192 (2) jest

n) e (95 EX
(1; du) = [Mw)]? (x du du'*) x ().

316. Bud C.x(u) reguldrni ar. kfivka virtudlni tfidy
r>4 Bud D diferencidlni parametr ar. kfivky C.x(u). Bud
C.E(u) =Adj. Cox(u). Vyraz k (u) definovany rovnici

n 2k (u) =8 D*x D*¢
nazyvd se prvy unimoduldrni invariant ar. kfivky Cox(u);

k(u) je téZ prvy unimodularni invariant dudini ar. kfivky

C.E(u). Jest ,
2 2k (u) = — S(Dx D*x) (D¢ D*§),

du du*j \du du?
dx dx) T
[(xdudu")]
Bud Kunimoduldrni kolineace ar. bodii; bud x(u) ~ x' ()

v K. Pak k(u) jest prvy unimoduldrni invariant ar. kFivky
Cax' (1)

(0 dix)

(3) 2k(uy=—.
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Dle 90 jest

_ . | SDxDE SDx D*§
S (Dx D*x) (D&D‘ﬁl—;SszDe SD:x Dt

L]

z CehoZ plyne (2) dle (1) a 313.
Bud 4 = () %= 0 funkee tfidy 1 ; bud 4 — ,u‘%. Pak jest die 314 (4)

(BxA2x) = pd (d—x dz—x), (AE A28) = p? (

dé d*§
du du? du )

du du?
dx dlx)

XAxAlx) =p3 [x— —
( )= (xdudu'z

4

tedy
dx dx| (dt d'¢
S(AxAtx)(ALA2E) (du du"J (du du")
(xAxAtxz (x dx d!x)'z
du du?

1

°/(_dx d'x
o
Ze k(u) je prvy unimoduldrni invariant pro &, &(u). vychazi z (1),
309:a 310.
Ze k(u) je prvy unimoduldrni invariant pro C,x'(z), vychézi z (1

a 3.
317. Bud C.x(u) regularni ar. kfivka virtudlni tfidy

r>5. Bud D diferencidlni parametr ar. kfivky Cax(u). Bud
C.E5(u) = Adj. C.x(u). Vyraz n(u) definovany rovnici

Klademe-li u= , obdrZime (3).

() 2n(u)=S[(DxD*x) (DED'E: — (Dx D*x) (Dt D*£)]

nazyvéa se druhy unimoduldrni invariant ar. kfivky C, x(u).
Druhy unimoduldrni invariant dudlni ar. kfFivky €, &(u) jest
roven — n(u). Jest

S[(f2 L) (& L8) _ (ex o) (e
(du du?} \ du du® (du du’) \du du?
dx de)’/a '
x—===
( du du?

2) 2n(u) =

Bud Kunimoduldrni kolineace ar. bodii; bud x(u)~ x'(u)
v K. Pak n(u) jest druhy unimoduldrni invariant ar. kfivky
Ce X' (1)

Formule (2) odvodi se z (1) podobné jako formule 316 (3). Ze
druhy unimoduldrni invariant dudlni ar. kfivky €,&(u) rovnd se — n(u),
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vychazi z (1), 309 a 310. Ze n(u) je druhy unimodularni invariant pro
C. x'(u), vychazi z (1) a 311.

318. Bud C, x(u) regularni ar. kfivka virtudlni tfidy r>4.
Bud D diferencialni parametrar. kfivky C, x(u). Bud €, &(u) =
= Adj. Cox(u). Bud

1) X = (DtD*¢), = = (Dx D*x).
Pak jest

(2) SXt=1,8XDt =0, SXD* =0,
3) S=x=1,8=Dx =0, 8=D*x =0,
14) (x,Dx,X) =1, (§, DL, Z) = 1.

Bud k(u)prvy unimodulédrni invariantar. kfivky C.x(u). Jest
*5) 2k (u) = — SX3.

Bud r>5; bud n(y) druhy unimodularni invariant ar. kfivky

C.x(u). Jest
6) Dk n— SEDX,
(1) Dk —n=SXD=,

Druhd a ftfeti rovnice (3) jsou zfejmé dle definice =. Prvad rovnice
(3) vychazi ze 306 (2). Dudlné obdrZi se rovnice (2). Prva rovnice (4)
vychazi z prvé (2) dle 308 (1); dudln& se obdrZi druha (4). Z (1) a 316
(2) plyne (5); z (1) a 317 (1) plyne

8) 2n(u)= S(EDX — XDZ).
Z (5) plyne derivovanim

9) —2Dk= S(EDX + XDE).
Z (8) a (9) plynou rovnice (6) a (7).

319. Bud C,x(u) regulédrni ar. kFivka virtudlni tfidy r=>4.
Bud D diferencidlni parametr ar. kfivky C,x(u). Bud €, & (v)=
=Adj. C.x(u). Bud

X = (D¢D2t), == (DxD*x).

Bud k(u) prvy unimoduldrni invariant ar. kfivky C.x(u).

Pak jest
() Dix =X+ 2k (u) x,
(2 D&=7% + 2k(u)t.

Bud r>5; bud n(y) druhy unimoduldrni invariant ar. kFivky
C.x(u). Pak jest

(3) DX = (n — Dk) x,

(4) DE=_ (n+ Dk)t.
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Dle 318 (4) ar. body x,Dx, X jsou lin. nezdvislé. Lze tedy uriti
Ao, Ay, uo tak, Ze
D*x =,x—+ A\ Dx+pX.

Odtud plyne dle 313 a 316 (1)

1 =8tDx =pStX,
0=SDED*x = — ), + nSXDS,
2k —= SD*tD*x — )\, + pSXD?¢,

z CehoZ dle 318 (2) vychézi (1). Dualné obdrZi se (2).
Ze 318 (2) vychazi derivovdnim

S§DX =90, SDEDX=0.

Tedy DX ndlezi do Adj. {5 D&} ={(§D¢&)}. Tedy dle 310 (1) existuje
v takové, Ze

DX —=vx.
Dle 318 (3) je tedy .

v=8SZ DX,

z CehoZ plyne (3) dle 318 (6). Podobné obdrZi se (4).

320. Budte Cox(u)(uvia+ 0,6 0)), Cax’ (u)(uvia—0,b—0y)
reguldrni ar. kfivky virtudlni tfidy r>5. Budte k(u). n(u)
(K (w),n’(u)) resp. prvy a druhy unimoduladrni invariant ar.
kfivky Cox(u) (Cox’(w). KdyZ a jen kdyzZ

k(u)=K ), n(wy=n'(u), (uv{ab)
existuje unimodularni kolineace K takova, Ze pro v3ecka
uzdab jest

x(u)~x'(u) v K.

Je ztejmé, Ze podminky jsou nutné. Ze stadi, vychazi snadno z 68,
318 (4) a 319 (1), (3).

Orientace kfivky ve dvojrozmérném prostoru.

321. Budte {x(u)} (i=1,2,3) tFiriizné body kfivky C{x(u)}
tiidy r>1. Pravime, Ze body {x(u)}, {x(w)} {x(us)} jsou
v positivni (negativni) orientaci vzhledem k parametru
u kfivky C{x}, kdyz &islo

(4, —uy) (43— wy) (U4, —uy)

jest kladné (zdporné). Vyménime-li mezi sebou dva z bodu
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{x (@)} (=1,2,3), piejde positivni (negativni) orientace vne-
gativni (positivni).

Je-li také v—=g(u) parametr kfivky C{x(u)}, jestorientace
vzhledem k v taZ jako orientace vzhledem k # neboopaciné

de . do
dle toho, zda d—u>0 ¢i Hﬁ<0'

Bud r>2 a Clx(u)} bud regularni. Bud €{(u)} = Adj.
C{x(u)}. Orientace pfimek {£(u)} (i=1,2,3) duélni kfivky
€ {&(u)} vzhledem k u rovnd se orientaci bodd {x(u:)} kfivky
C{x(u)} vzhledem k u.

Ziejmé.

322. Bud {x(u)} bod kfivky C{x(u)}. Bud y ar. bod ne-
obsazZenyyv {x(uo), [g%]u:u»}.Bud(x%y)u:%>0. Bud W dosti
malé okoli bodu {x(u)}; bud C¥ prufez kfivky C{x(u)} s oko-
lim W. Jsou-li {x(u)} (i=1,2,3) tfi rizné body kiivky C¥, jest
jejich orientace vzhledem k parametru # rovna orientaci
pfimek {(y, x(w))} svazku Adj. {y} vzhledem k ar. bodu .

Bud x (1) = xo [g—;f] =x;. Jeito (xox;y) =+ 0, maZeme poloZiti
U= 1y
() X () = o () Xy + A, () Xy + Xy (u) .
Jest

Ay (ug) =1, A (uy)=0,

(dxo dx,)
o (— —1.
du Ju—u, du ) uw—=u,

MiiZzeme tedy urCiti ¢ > 0 tak malé, Ze pro u,—e<Lu<u,+ ¢ jest

M@ _

(2) =
A ()

k@ >0, >0,

Dle 164 lze zvoliti W tak malé, Ze priafez C" kfivky C{x(u)} s okolim
W je kfivka a Ze u je v (uy— &, uo - &), kdykoli bod {x (1)} jest obsaZen
v CY. Budte u,, u,, us tfi riznd Cisla z (u, — &, uo+ €. Jezto (xox1 ) > 0,
orientace pfimek {(y, x )} (i=1,2,3) svazku Adj. {y} vzhledem k ar.
bodu y rovni se dle 93 a dle (1) orientaci bodii {&o () xo + A1 (u:) X1}
(i=1,2,3) fady bodové {x, x,} ¢ vzhledem k ar. pfimce (x, x;), tedy dle 92
rovna se orientaci jednorozmérych bodi {jd, (), A (&)} = {|1, & ()]s}
Jsou tedy pfimky {(y,x (1))} svazku Adj. {y} v positivni nebo negativni
orientaci vzhledem k ar. bodu y dle toho, zda vyraz

V={p () — )] [ (t3) — 1 )Pl (1)) — 0 (115)]
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je kladny &i zéporny. Dle véty o stfedni hodnoté je vSak

By —plu) = Uy, —u) (du)u W

d,
o (Uy) — p(Uy) = (Uy — Uy) (;5)0 Y

a)

wluy) —p(uy) = (4, — uy) (du

kde také Cisla vy, va, vs ndleZeji do (u,—s, u,+ ¢€). Je tedy
V=Fk(u,—u)(uy— u,) (a4, — uy),

o= (.. (da). . (@)
- du u=v, du u=19, du u:v-_,,

takZe k>0 dle (2).

323. Bud C.x(u) regularni ar. kfivka tfidy r=>2; bud D
diferencidlni parametr ar. kfivky C.x. Bud {x(u)} bod kFivky
{Cx(u)}; bud y ar. bod takovy, Ze

kde

(1) (x o), [Dx]u=u, y) >0.

Existuje e¢>0 takové, Ze, kdyZ {z} je pruselik pfimky Adj.
{y,x(u)}(0<lu—uol<£) s te€nou kfivky C{x} v bod& {x(u0)},
orientace bodi {y}, {z}, {x(u)} fady bodové {y, x(u)}° vzhledem
k ar. pfimce (3, x(u) jest positivni.

Dle (1) lze ur€iti 4y (u), A, (u), 42(u) tak, Ze

2) x(uy=DXh () x,+ X (@) x, 4 M (W) y,
kde
Xo=X Uy), X, = [Dxlu=u_.
PoloZme
¢ (@) = (X0 X, X u))

Dile 306 (2) jest
P (L) =0. (Dp)u=uw =0, (D*¢lu=u,=1;

odtud snadno vychdzi, Ze existuje &£ > 0 takové, Ze pro 0 < |u —uy| < ¢
jest @ (u) > 0. Dle (2) je viak ¢ (u) =2,(u) (x,x1y), takZe dle (1) pro
0<|u—uy| <e jest 4y(u) > 0. Dle (2) mizZeme poloZiti

zZ=N W)Xy + M () X, = x (u) — )\2(i‘)y-

Orientace bodi {y}, {2}, {x(u)} vzhledem k ar. pfimce (y, x (1)) rovnd
se orientaci jednorozmérnych bodil

{06}, {1=2@), 1}, {i0,15)
a je tedy positivni, kdyZ 4, (u) > 0.



224

Oskulaéni kuZelosetka (m =- 2).

324. Bud C.x(u) reguldrni ar. kfivka virtudlni tfidy
s>4. Bud D diferencidlni parametr ar. kfivky C,x. Bud
€, &(u)=Adj. Cox(u). Bud =(u) = (Dx, D’x). Bud

(1) ;’TI(DE)z—Z&E—Zk&z.
Bud {x(u)} bod kFivky C{x(u)}. KuZelosecka C[B,] nazyvase
oskula&ni kuZelosecka kfivky C{x(u)} v bod& {x(u)}.
Jeli kFivka C{x(u)) tFidy r>4, md CP] — a %adna jin4
kuZeloseCka — p&tibodovy styk s C{x(«)} v bod& {x(u,)}
Bud nejprve r>5. Zfejmé jest
2) Slgrx(u)zo.

Dle 319 (2), (4) jest, je-li n druhy unimodularni invariant ar. kfivky C, x (u),
(3) D;r=2n 52.

Ztejm& &(u) ma s Clx(u)} dvojbodovy styk v {x(u)}; tedy dle 174
[E@P ma s Clx(u)} Etyfbodovy styk v {x(u)}; tedy dle (2), (3) a

183 maji P, a C{x(u)} pétibodovy styk v {x(u)}. Tedy dle 180 C[P/]
a C{x(u)} maji pétibodovy styk v {x(u)}.

Vysledek pfenese se .na  pfipad r-=4 dle 178,

Pfedpokliddejme nyni, Ze kuZeloseCka C[Q],. kde

Qr=[a& + a, (D8 + ayE2+2ay,EDE + 2a,,8Z + 2a,, D¢ . Elu=uy,

ma s C{x(u)} v {x(uo)} pétibodovy styk. Zfejmé&, af jakkoli zvolime g,
ma Q,—ase=" jednobodovy styk s C{x(u)} v {x(u)}. Odtud snadno
vidime, Ze @,,=0; jinak by totiZ C[Q,] nemé&la v {x(uo)} ani jedno-
bodovy styk s C{x(u)}. Podobng vidime, Ze jest a,;;=0; jinak by C[Q/]

méla v {x(u)} pravé jednobodovy styk s C{x(u)}. JeZto P i Q- maji
v {x(u,)} pétibodovy styk v {x(u,)} s C{x(u)}, totéZ plati i o pfimkové
formé

ug

Qr—ay, Pr=E(u) [(ay — 2ka,;) & + 24, DE - 2 (@, + a;) Elu=u,
Odtud snadno vychdzi, Ze ar. pfimka
4 (@ —2ka;) E +2ay; DE+ 2(dp, + ayy) Elu=1u,

ma v {x (uo)} trojpodovy styk s C{x(u)}. Jeito {x (u,)} neni inflexni bod
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pro C{x(u)}, je to jen tak moZno, Ze vyraz (4) rovnd se O,, takZe

Q- =a, P, CIQ)=CI[Pl.

325. Bud C,x(u) regularni ar. kfivka virtudlni tfidy
r>4. Bud D diferencialni parametr ar. kfivky C,x. Bud
C,5(u)=Adj. C.x(u). Bud {y} libovolny bod. PoloZme

hx+h X g,
(1 ,V—( o X T ld + -zdu.z)“_uq
d& d2§
A N
(2) ( £+ + zdu)

Pfimka {n} jest polarabodu {y} vzhledem k oskulalni kuZelo-
se&ce kiivky Clx(u)} v bod& {x(u,)}-

Definujeme-li ]“3, jako ve 324, stali patrné ukazati. Ze, af jakkoli
zvolime u, polara bodu {z}, kde
(3) Z2=po X +4- 1, Dx 4 py D?x
vzhledem k C[P, jest {L}, kde
O S=pob+p, Dé 4 D2E.

Formule (3) a (4) definuji korelaci K. UkaZme nejprve, Ze K jest polarita
vzhledem k jisté kuZelosece Cy. Dle 56 (1) mame ukdzati, Ze

Sx DE = S¢ Dx, Sx D*E= S& D*x, SDx D*§ = SD§ D*x,

coZ je sprdvné dle 313. UkaZme dile, Ze C2=C[11:",]. Dle 50 staci

ukdzati, Ze Sz{=0, kdyZ a jen kdyZ SP,z=0. Die (3), (4), 313 a
316 (1) jest vsak
Sz L =2pep, — i + 2k p2

Dle (3), 313, 318 (3) a 324 (1) jest
Spufzz—anle‘{“Pli—ZkP-zz-

326. Bud C,x(u) regularni ar. kfivka virtualni tfidy
r25; bud n(y) druhy unimodularni invariant ar. kFfivky
C.x(u)- Bud {x(u)} bod kfivky C{x(u)}. Pravime, Ze {x(u,)}
jest sextakticky bod kfivky C{x(u)}, kdyZ n(u) =0. KdyZ a
jen kdyZ existuje kuZeloselka obsahujici v3ecky body
kfivky C{x(u)}, jsou vieckybodykfivky C{x(u)} sextaktické.
KdyZ C{x(u)} je tfidy >5, jest bod {x(u,)} sextakticky pro

Cech, Projeltivni diferencidlnf geometrie. 1. 15
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C{x(u)}, kdyZ a jen kdyZ oskula&ni kuZeloseika kfivky
C{x(u)} ma v tomto bod& s C{x(u)} Sestibodovy styk.

. Ze oskulatni kuZelosefka kfivky C{x(u)} v bod& {x(u,)} ma
s C{x(u)} Sestibodovy styk v {x(uo)}, kdyZ a jen kdyZ n(u) =0, vy-
chazi ze 184 a 324 (3): vskutku [§(u,)])' nemiZe miti v {x(u,)} p8ti-
bodovy styk s C{x(u)}, jeito jinak by {x(uo)} byl inflexni pro C{x(u)}.
Odtud je zfejmé, Ze vSecky body kuZeloseCky jsou sextaktické. Obracené,

je-li identicky n(z) =0, vychazi ze 324 (3), Ze primkova forma P, ne-
zavisi na g, takZe dle 324 (2) viecky body kfivky C{x ()} naleZeji pevné
kuZelosecce.

Norma ki¥ivky (m = 2).

327. Bud C.x(u) (u v<¢a-+0, b—0)) regularni ar, kfivka
virtudlni tfidy r>2. Bud D diferencidlni parametrar. kfivky
C.x(u). Bud ¢(u) (u v ¢a, ) funkce tFidy r —2 v3ude riizna od
nuly. Pak diferencidlni parametr ar. kfivky C,o(u)x(u) jest

+D.
Dukaz je snadny.

328. Bud C.x(u) (uv<a—+0, b—0)) regularni ar. kiivka
virtudlni tfidy r>2. Bud G.&(u) = Adj. C.ox(u). Bud ¢(n)
(uvia b) funkce tfidy r —2 v3ude riizpnd od nuly. Pak jest

C,p(u) k()= Ad]. C,p() x(u).

Vychazi snadno ze 308 a 327.

329. Bud Cox(u) (uv<ia-+0 b—0)reguldrni ar. kfivka
virtudlnitfidy r>5. Bud D diferencidlniparametrar. kfivky
C.x. Bud ¢(u) (uvia b) funkce tfidy r—2 v3ude rizné od
nuly. Bud # (1) prvy (druhy) unimoduladrni invariant ar.
kFivky Cox(u); tyZ vyznam mé&j k(n) pro C.ox. Pak jest

— 2 2
) k=—'_;[k+ﬂ—§ () ]
P P 21y

2 A=pn.

Bud D diferencidlni parametr ar. kfivky C,o x. Bud €,&=Adj. C,x.
Dle 316 (1), 317 (1) a 328 jest

2k = SD?(px) D (),
2i= S[Dpx), D2(px)] [D(st), D*(p8)] — S[D(px), D*(px)] [D (p&), D*(pt)).
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Dle 327 je viak D = i D, tedy

Dpx)= DxT%x, D‘(px——[Dlx+ e 5 +(D*P ([:s)z)x]
a stejné pro &, takZe
2E=13[DZX+P£Dx+(lE—(DP)) ][D‘E-I L)H(Dz —(D")i) a].
P2 P p p‘z p2
z &ehoZ vychazi (1) dle 313 a 316 (1). Dale jest dle 308 (1)

2
[Dex), D*(px)] = % [(Dx Dy + % D — ? e]

a podobné pro [D(¢x), D*(¢x)]. Tedy
[D(ex). D*(px)] = D [D (px), D (px)] =:
= [DxD%r)——(DxD’x)—i— ng—z(?J DE—(D:P D":_Zyp) e],

takZe dle 306 (2), 313 a 316 (2) jest

S[D (px) D*(ex)] [D (e8) D*(p8)] =
:%[S‘D"D"X) (DED* )+ 2%/,_ %—F , Do D%

NPy )3].
p

p‘l P!l
Podobné& se nalezne, Ze

S[D(px) D2 (ex)] [D (p8) D (e )] =
:P—IRI:S(DxDlx)(DEDn&) + ZD—:"—%P‘-F ZDLP-zDi)'*' Z(ng)a].

Odeétenim obdrZi se (2).

330. Bud C{x(u)} regularni ar. kFivka virtudlni tf¥idy
r>25 bez sextaktickych bodi. Bud e=+1. Bud n druhy uni-
modularnf invariant ar. kfivky C,x(z). Bud

(1) x, y=e¥n.x().

Ar. kfivka Cox., v nazyvéa se norma kfivky C{x(u)}, a to po-
sitivni (negativni) norma, kdyZ e=1 (¢e=—1). Oznadeni

2 C,xe. x=N.C{x}.
Norma kfivky C{x} jest reguldrni ar. kfivka virtudlni t¥idy

r—2.
15#
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Ze jsme k této definici opravnéni, plyne ze 329. Vskutku, kdyZ ¢
je funkce tfidy 3 a ¢ 30, jest o —%p druhy unimodularni invariant pro
Ca(’Xa a
(3) eVoon.ox=¢eVn.x.

331. Je-li C.ox(u) regulédrni ar. kfivka tfidy r>7 bez
sextaktickych bodi, jest N;C{x} regularni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r—32>5, jejiZ druhy unimodularni invariant
rovnd se identicky e==+ 1. Obraceng kdyzZ druhy unimodu-
larni invariant reguldrni ar. kfivky tfidy r>5 rovna se
identicky e=+1, jest N.C{x} = Cux.

Prva &ast snadno se dokaZe; druhd &ast je zfejma.

332. Bud C{x(u)} reguldrni kfivka tfidy r>5 bez sex-
taktickych bodid. Bud

C,x, x=N,C{x}. (e=+1)

Bud K kolineace ar. bodia. Bud (v.41) K=UP, kde U jest
unimoduldrni kolineace a P je podobnost. Bud x~x" v K,
Xe,vn © x'e,n vV U. Pak jest

C,x', x=N.C{x}.
Ditkaz je snadny.
333. Bud Clx(u)} regularni kfivka virtudlni tfidy r>5
bezsextaktickychbodi. Bud €{§} = Adj. C{x}, Caxc,n» = N: C{x}
(e=+1), €& y=N.C{E}. Pak jest

Ct_, n=Ad.C,x,

Vychazi snadno odtud, Ze, kdyZ n jest druhy unimoduldrni invariant
pro C.x(u), — n jest druhy unimodularni invariant pro Adj. C,x (v. 317).

334. Bud C{x(u)} regularni kfivka virtualni tfidy r>5 bez
sextaktickych bodi. Bud Coxe,»=N.C{x}(¢=+1). Normdlni
parametrs, ar. kfivky Coxe, » nazyvé se positivni (kdyzs=1)
nebo negativni (kdyZ e=—1) normalni parametr kfivky
C{x}.

Dle 307 (1) jest, je-li n druhy unimoduldrni invariant pro C,x a je-li
¢ konstanta:

dxd‘x
m /}/ de_F du + c.

335. Bud s positivni (negativni) normdalni parametr
regularni kfivky C{x(u)} tFidy r>5bez sextaktickych bodu.
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Bud € {£(u)} = Adj- C{x(u)}- Pak s jest negativni (positivni)
normalni parametr dudlni ki¥ivky €, §(u).

Vychdazi ihned ze 333 a 334.

336. Bud Clx(u)} (u v a+0, b—0)) regularni kfivka
tfidy r=>5 bez sextaktickych bodia. Bud C[P] oskulaéni
kuZeloseCka kfivky C{x(u)} vbodé& {x(u)}. Bud s(u) positivni
normalni parametr kfivky C{x(u)}. Jsou-li u, u: dv& rizna
Cisla z<a—+0, b— 0y jestbod {x(u)}, uvnitf (vn&) kuZeloselky
CIP), kdyZ s(us) — s(as) > 0 (s(r) — s () < 0).

Definujme P, ]ako ve 324 (1). Dle 88 bod {y} jest uvnitf nebo

vné kuZeloseCky C[P,] dle toho, zda SP,y <0 ¢i SP,y > 0. Mdme tedy
ukazati, Ze

[s()— s (] Sl'g,x () < 0.

Jezto SPl,x(ul)ZO, stadi ukazati, Ze, je-li u= ¢ (s), F(s)= SP.x(u,)
(u, pevné) je stoupajici funkce s. Dle 324 (3) a 334 (1) je viak
d

F 3 :
=2 lnf[stwx@)].

Je tedy ‘3:—2 0; rovnost nemize nastati identicky v Zadném intervalu;

nebof pak by bylo v takovém intervalu identicky v u: S&(u) x (z,) = 0, tedy
d d§ d’

tézS—x( 1) =20, Sd an d’)

coz je nemoZné, nebof dle 193 €{&(u)} = Adj. C{x(u)} jest regulérm

dudlni kfivka.

x(u#;) =0, z CehoZ by vychazelo (

Lokalni jehlan k#ivky (m == 2).

337. Bud C{x(u)} regularni kfivka virtualni tfidy r>6
bez sextaktickych bodi. Bud D diferencidlni parametr ar.
kfivky Cux(u). Bud C.5(u) = Adj. Cax(u). Bud k(u) (n(w) prvy
(druhy) unimoduldrni invariant ar. kfivky C,x(u). Bud

xo=¥Ynx, x,=Dx-- —;inx,
(h 1 1 {1 (Dn
x;~s\—[Dx-t—?—Dx+lw( )—-k}x].
Jest
(2) Cax,=N,C{x},

(3) (X1 2) =1.
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Jehlan xo, xi, X2 jest kfivkou C{x(w)} a bodem {x(u)} tplné
urfen; nazyvaselokalni jehlan kfivky C{x(u)} v bod& {x(u)}.

Bud K kolineace ar. bodi; bud K= UP, kde U jest uni-
moduldrni kolineacea Pjest podobnost. Bud x(u) ~ x'(4) v K;
bud x;i > x5svU({=0,1,2). Jehlan x’y. X'y, x's jestlokélnijehlan
kfivky C{x'(z)} v bodé& {x'(u)}.

Bud 1 Dn

£o=— \nt, e,=De+—75,

- 1Dn (1 (Dn)*
b=y | D g Dt () = k]
Dudlni jehlan &, &, & jest lokdlni dudlni jehlan dualni
kfivky €{&(m)} v pfimce {£(u)}. Jest

Sxy§=0, Sx 5 =0, Sx;§,=—1,
() Sx,6,=0, Sx §=—1, Sx,§,=0,

Sx,8,=—1, §x8 =0 Sx,§,=0,

4

takZe jehlan x, x;, xo a dudlni jehlan —&, —§&, —§& ]sou
adjungované.

Ptimka {x,x:}={§} nazyva se projektivni norméla
kifivky C{x(z)} v bodé& {x(u)}.

Bud
) P =8 — 28,8,
C[;D,] jest oskulaCni kuZeloseCka kfivky C{x(u)} v bod&
{x(u)}- Body {xo}, {xs} jsou obsaZeny v C[;S,]; teény kuzelo-
secky C[;’,] v téchto bodech jsou {&}, {&}.

Ze ar. bod x, je kfivkou C{x} a bodem {x(u)} tpIn& uren, vidéli
jsme ve 330. Lehko se vidi, Ze totéZ plati o x,; vskutku, je-li s positivni

normalni parametr kfivky C{x}. jest patrné xlz%’- Ostatné ze 327 a

329 vychdzi snadno, Ze x, se neméni, pfejdeme-li od C.x k C.ox.
Z duality a ze 333 vychazi, Ze také ar. pfimky &, & jsou kfivkou C{x}
a bodem {x(z)} upln& urleny.

Rovnice (3) plyne ihned z (1) a 306 (2) Rovnice (5) vychazeji ze
313 a 316 (1).

Ze (4) a 319 (2) se snadno nalezne, Ze pfimkova forma 11-:’, defino-
vand v (6) rovna se pfimkové form& P, definované ve 324 (1). Snadno
se nahlédne, Ze forma P, jest kfivkou C{x(u)} a bodem {x(u)} upIn&
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uréena NEJPIVC je zi‘e]mé Ze, pre]deme -li od C.x k C.9 x — CimZ nechf

P, pfejde v Q, — jest Q,. = ¢ (0) P, Vskutku C[Q,] = C[P,.], nebof dle
324 existuje jen jedna kuZeloseCka majici v {x(u)} pétibodovy styk
s C{x(u)}. Vidéli jsme v3ak, Ze x, se neméni, pfejdeme-li od C.x k C, ox-

Je tedy " “
SQ,x,=9(p) SP,x,.

Av3ak dle (5) a (6) jest S;)rx],: 1, a zfejm& je téZ S(ug,xlz 1. Tedy

¢(9)=1 a P,=Q, jak tvrzeno.
Z rovnic (5) vidime snadno, Ze, prejdeme-li od C.x k C.ox, pfejde

& v &+ A(e)&. Je tedy
Q =8 — &ty — MEZ

Jezto b,:;—’,, jest 2=0. Tedy ar. pfimka &, je kfivkou C{x} a bodem
{x(u)} upIn& urena. Z rovnic (5) vychdzi, Ze totéZ plati o xs =— (§, &).
Z (5) a (6) se snadno nalezne, Ze body {x,}, {xs} jsou obsaZeny

v C[P.] a Ze tetny kuZelosecky C[P,] v t&chto bodech jsou {}, {&});

338. Budte C{x(u)}, Cly(v)} dv& regularni kfivky tfidy
r>6 bez sextaktickych bodi o spoleSném bod& {x(u)}=
{ (vo)}- Bud xo, x1,xs lokalnijehlan kfivky C{x} v bod& {x(uo)};
bud yo,y,y: lokdini jehlan kfivky C{y} v témZ bod& Kdyz
ajenkdyZ xo=yo x1= 5, X2 = ys, maji kfivky C{x} a C{y} sedmi-
bodovy styk v {x(u)}-
Ze podminka je nutnd, vychazi snadno ze 178. Pfedpokladejme tedy.
Ze Xo=yp X1=py, Xxa=y, Ze 337 je patmé, Ze C{x} a C{y} mayji
v {x(u)} touZ oskulalni kuZeloseCku, z CehoZ se ihned vidi, Ze C {x}
a C{y} maji pétibodovy styk v {x(u,)}. Dle 178 muZeme tedy pFed-
pokladati, Ze

a a U] J
m (d x) (d 'v) . O<as4; L _yy

du® dv®

Bud D (d) diferencidlni parametr ar. kfivky C.x (C.y). Bud C.§(z)=
=Adj. Cix(u), Cn(v)=Adj. C.y(v). Bud k(u)(n(w) prvy (druhy)
unimodulérni invariant ar. kfivky C,x (u); tyZ vyznam pro C.y(v) méjte
K (v), n’ (v). Jezto ar. body

x (Up) i") d"x)
o (’du u_—_-u‘,’ (du" U=t

jsou lin. nezavislé, jest
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ddy déx (dx) d'lx)
(dVSJuzvo (dlls)uzfuu OX(UO)—,_ ! du u:un_r l(dll'2 u:uO,

T R
avt Jv=v, du® u:un.F.OX(un t (dll u=u0+ H(dll! u

Pro zkrdceni poloZme

e (@), (G, ) ==o

Z (1) a (2) obdrzime po snadném poltu, Ze pro u=u, v =y, jest

=u

y=x, Ay=Dx, A’y =Dx. A’y =D,

Ay — Dixy = — —\,4 ==
y 9 % du’
(3) , ;
—_ 'x
Ay — Dix =1\ ——
y—Dix=Na “x ghe " s
1 —% 23( dx d’x —87dx
L (2h, — =g, LN P b WPRRLE E=o
T[( ! sz)a +9(xdu du") 2% ]du

Ze (3) a 308 (1) se nalezne, Ze pro u=u, v ="y, jest

n=E&, An=D¢§, Alv=D?32E,

1 -3
Ay —D3E= — — )\, .
) MDY= g e T
) 1 -4 7 ( dxdx -} 2 —1
A-l.n_D‘Ig:[(Z)\,——-?p.z)a —{—5 (xd—u —dun))\.za ]E—;)\.)a DE.

Ze (3), (4, 90, 313, 316 (1) a 317 (1) se nalezne, Ze pro u=u,,
V=1, jest
I‘l'—n=—l—)\2a_3,
6

, 7 ( dxdx - 1 —4
An _Dnz—-j_(xd_ub_du_"))\ia —(2)\|—§p2)a .

5)

Jezto xo=yo, x1 =y, vychdzi z (5) a 337 (1), Ze

(6) )\-2=0, P"ZZGAI‘

Z (1), (2) a (6) vychazi dle 179, Ze C{x} a C{y} maji sedmibodovy
styk v {x (uo))-

339. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv& regularni kfivky tfidy
r>6. Bod {x(u)} kfivky Clx(u)} (bod {y(woy)} kfivky C{yw)})
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nebud sextakticky. Existuje kolineace K ar. bodii, v niz
[y (o)} ~ {x(uo)} a jeZjetakova, ze, kdyz y(v) ~y (v) v K, kiivky
Clx(u)} a C{y’'(v)} maji sedmibodovy styk v {x(u)}.

Bud xo x,, x; lokélni jehlan kfivky C{x(z)} v bod& {x (u,)}; bud
Yo Y1 y» lokélni jehlan kiivky C{y(v)} v bod& {y(v,)}. Zadanou vlastnost
ma dle 338 ta kolineace, v niZ y, ~ x5 y1 ™ X1, Ya ™ Xa.

Projektivni kitivost (m = 2).

340. Bud C{x(u)} reguldrni kfivka virtudlni tfidy r>7.
Bud Ddiferencidlni parametrar. kfivky Cox. Budte £(u) a n(u)
prvni a druhy unimoduldrni invariant ar. kfivky C,x(u). Bud

- D2 Dn\?
M x () =|n] %[IH—%TH—--}B(T") ]

Hodnota vyrazu x(y) pro dané g jest kfivkou C{x} abodem
{x(u)} upln& urena; pravime, Ze x(u) je projektivni kfivost
kfivky C{x} v bod& {x(u)}. Projektivni kfivostdudlnikfivky
Adj. C{x(u)} jest rovné&Z x(u).

Bud K kolineace ar. bodit; bud x(u)~x"(¢) v K; pak x(u)
je také projektivni kfivost kfivky C{x'()} v bodé& {x'(u)}.

Ze x se neméni, pfejdeme-li od C,x k C.ox, vychazi snadno ze
327 a 329. Ze x se neméni kolineacemi, je zfejmé. Ze 309, 316 a 317
je patrné, Ze x(u) je projektivni kfivost dudlni kfivky Adj. C{x}.

341. Bud C{x(u)} reguldrni kfivka tfidy r2>7 bez sex-
taktickych bodi. Bud s,(s—,) positivni (negativni) normalni
parametr kfivky C{x(z)}. Bud x projektivni kiivost kfivky
Clx (a)}. Bud xo x;, xs lokalnijehlan kfivky C{x(a)}. Bud &,&, &
lokdlni dudlni jehlan dudlni kfivky Adj. C{x(u)}. Bud e=+1.
Plati rovnice

dx dx . dx, )
(1) —ds:=ex,, —ds; =2 (X, + %X), —ds: =¢(xx, + X)),
dt, dg, ) dt,
(2 —_— = — , T = — £ (5§, , T —— 7 4 .
) as, &é, s, (€2 + &) s, e(#§ 4 &)

Sta¢i dokdzati rovnice (1); vskutku dle 335 rovnice (2) obdrZi se
z (1) dle principu duality. JeZto s_, + s, = konstanté, miZeme pfedpo-
Klidati, Ze e—1. Dle 334 (I)jest dis —.¥D. Ze 319 (1), 3) a 337
1
(1) obdrZi se po snadném pocltu rovnice (1).
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342, Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>6 bez sex-
taktickych bodid. Bud &, &, & lokdlni dualni jehlan dudlni
kFivky Adj. C{x(u)}. Bud

0 =58 (82— 25,6 + 44>

Bud {x(u,)} bod k¥ivky C{x(u)}. Algebraicka kfivka C[;;,.] ma
tyto vlastnosti, jimiZ jest GpIn€ ur€ena: 1° ma v {x(u)}
dvojny bod; 2° jedna jeji v&tev ma v {x(uo)} sedmibodovy
styk s C{x(u)}; 3% pfimkova forma ;3, je stupné 3. Tefnou
druhé vétve algebraické kfiivky C[ﬁ,] v {x(u,)} jest projek-
tivni norméla kfivky C{x(u)} v tomto bodé.

Stali provésti dikaz za pfedpokladu, Ze r=>8. Bud s positivni nor-
malni parametr kfivky C{x(u)}. Bud x projektivni kfivost kfivky C {x (x)}.
Dle (1) a 341 (2) jest

d u
2) 'd—sP,-=_5(Ez+"‘€0)(E|2’—25052)—250251
3 DB [ront,+ [o—5L) 8 | (82— 26,8,) — 88y
3 ds? f—l: "-1+("ds)0:|(1— 062) — 8x§y™

Forma &, ma zfejmé v {x(u)} dvojbodovy styk s C{x}; dle 174 ma tedy
forma &?® v {x(u)} 3estibodovy styk s C{x}. Forma v hranaté zivorce
napravo ve (3) ma zfejm& v {x ()} jednobodovy styk s C{x}; dle 337
(6) ma forma & —2&8, v {x(u)} pétibodovy styk s C{x}. Tedy dle (3)

2

forma %1"3, ma v {x (u)} Sestibodovy styk s C{x}. Dle (2) jest forma (2)
incidentni s {x ()}; dle 183 m4 tedy 3%1'3, v {x(u)} sedmibodovy styk
s C{x}. Forma (1) je zfejm& incidentni s {x(u)}; tedy — op&t dle 183
— ma P, v {x(u)} osmibodovy styk s C{x}.

Die 170, 171, 188, 189 a 337 m4 C[P] dvojny bod v {x ()},
jedna jejl vétev ma v {x(u)} sedmibodovy styk s C{x} a teCnou druhé
vétve v {x(z)} jest projektivni normala kfivky C{x} v tomto bodé.

Bud nyni Q. pfimkové4 forma tfetiho stupné, majici v {x(u)} osmi-
bodovy styk s C{x} a takova, Ze algebraick4 kfivka C[Q.] md v {x (u)}
dvojny bod. Ze 188 snadno vychazi, Ze teCnou jedné vétve algebraické
kfivky C[P;] v {x(u)} jest {&)}, takZe dle 188

Qr=a502€1+ b605162+ A€oﬂ+ Bgo"!gl + CEOE,"-FD&,“-

Jeito Q. ma v {x(u)} osmibodovy styk s C{x}, snadno se vidi, Ze forma
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E (bE,& + DE®) ma v {x(u)} Ctyfbodovy styk s C{x}, z EehoZ bez obtiZe
se odvodi, Ze

4) b+ 2D—0.

Ze (4) vychézi, Ze forma & (b5, + D&2) ma v {x (u)} Sestibodovy styk
s C{x}. Odtud snadno se vidi, Ze forma & (a&.&: + C&,*) ma v {x(u)}
pé&tibodovy styk s C{x}, z CehoZ plyne, Ze

(5 a+2C=0.

Z (5) vychazi, ze forma §(a, 4 C&*) ma v {x(u)} sedmibodovy styk
s C{x}. Odtud snadno se vidi, Ze forma B§*§; ma v {x (u)} Sestibodovy
styk s C{x}, coZ jen tak je moZné, Ze

(6) B=0.
Die (1), (4), (5) a (6) jest
) AP, —4Q,=[(5A—4D)& —4C8] (52 —288,).
Forma A}u-",—4Q,. mé v {x(z)} osmibodovy styk s C{x}; jeZto C{x(u)}

nemé sextaktickych bodil, ma forma &2 — 28,8, v {x (u)} pravé pétibodovy
styk s C{x}. Tedy ar. pfimka

(5A—4D)§, —-4C¢,

ma v {x(u)} trojpodovy styk s C{x}; tato ar. pfimka je tedy nulova,
jezto Clx} jest regulirni. Tedy dle (7)

Q,—1ap, c[Q,]=c[P,].

343. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv&regularni kfivky tfidy
r+6 (>1) bez sextaktickych bodi. Bud s (s) positivni
normalni parametr kfivky C{x(u)} (C{y()}). Bud x (¥) pro-
jektivni kfivost této kfivky. Bud {x(u)} ({y(vs)}) bod kFivky
Ci{x(@)} (Clym)). Kdyz a jen kdyZ

dauJ ( da‘/.') d° d’
1 Y = 0<ar—-1; —= =1
n (ds“ u=1u, ds'® u:v.,, ( =027 ds® ds't )

existuje kolineace K, v niz {y(vy)} ~ {x(u)}, y(¥) ~y'(v) a jeZ
je takova, Ze kfivky C{x(u)} a C{y'(v)} maji (r—T)-bodovy
styk v {x(u,)}

Ze podminka je nutn, vychazi snadno ze 178. Pfedpoklidejme tedy,
Ze rovnice (1) jsou spinény. Dle 338 a 339 miiZeme pfedpoklidati, Ze
C{x(u)} a C{y(v)} maji sedmibodovy styk v {x(uo)}={y(v.)}; mame
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pak ukazati, Ze tento styk jest (r 4- 7)-bodovy. Dokazujice indukci, miZeme
miti za dokazano, Ze styk jest (r - 6)-bodovy, takZie dle 178 muZeme
predpokladati, Ze

2) (dax) (da'v) oO<a<ris; B9y
. esF+9: — ==
( du® Ju—1, dv* a “dud T dy

Jezto C{x(u)} jest regularni, jest

d’+“y) (d’*“x) (dx) d2x)
3 —= == =X W =] .
@ (dl)r_'_G v=v, dﬂf+6 %y 0¥ (Un)T ! du u_—_u,+ - (dll'l PEEST

Dle 179 stali ukdzati, Ze 1, =0. Dle (1), (2), 316 (1), 317 (1), 334 (1)
a 340 (1) jest, jelli €8 =Adj. C.x, C.n=Adj. Cuy, je-ti D(D’)
diferencidlni parametr a n(n") druhy unimoduldrni invariant ar. kfivky
Cox(u) (Caym):
d ' d"
0= (ds"—l)u;—.un_ ( ds’—l).,,,,..k,z

r4+4

1 =5 ([ - -
=§[n(uo)] ’ {[D +1n’(v)]v:__vﬂ—[D +]rz(u)]"_:u"}f
_r+4
={sn ° s0xDw e D7 DTy
tedy, jeZto C{x} nema sextaktickych bodq,
0 {sDxD2x) D&, D" D" ) 0.
PoloZme o
dx d*x
frow [G). (@], ) o
Dle (2), (3) a 308 (1) jest
\, T
(D' Ftw), = (D7) == Tt

takZe dle (4) a 310 (1) jest
A[S(DxDx) (EDE)], =M (xDxD%x) _ =0,

tedy 2,=0 dle 306 (2).

344. Budte C{x(u)} (uv<a-+0,6—0) a Cly(v)} (vv<a+0,
B—0) dvé& regularni kFivky virtudlni tfidy r=>7 bez sex-
taktickych bodia. Bud s(u) positivni normdalni parametr
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kfivky C{x}; bud x(u) projektivni kfivost kfivky C{x}. Kdyz
a jen kdyZ existuje funkce ¢(v) tfidy rv(e,pf) takova, Ze

105_9::4:0 viude v (o, f; 2°¢(2)=a, ¢(B)=0b nebo ¢(a)=

(@) =a; 3 s[p()] jest positivni normalni parametr k¥ivky
Cly}; 4 x[p(v)] jest projektivni kfivost kfivky C{y}: existuje
kolineace K ar. bodi, v niz C{x} ~ C{y}.

Ze podminky jsou nutné, dokidZe se snadno; predpokladejme tedy,
Ze jsou splnény. Dle 161 miZeme predpokiadati, Ze a=aq, 8 =105, ¢ (v) = v.
Bud x,, X1, Xs (Jo y1,p») lokdlni jehlan kfivky C{x} (C{y}). Dle 341 jest

dx, ) dx, dx,
o E:xl’ d_s'*xz'i %Xy, =X 5 Xy
., 4

dy,
_ _ Vo, __._. v
ds Y ds =Y *Y 2V 1 Yo

Dle (1) a 68 existuje Zadand kolineace K.

Rovinné ktivky (m-=3).

345. Ve vech nasledujicich odstavcich pfedpokladame m == 3.

Bud & vlastni ar. rovina; bud T prostor dvojrozmérnych ar, bodil.
Bud C{x(u)} ktivka, jejiz vSecky body jsou incidentni s & (rovinna
kfivka; v. 197). Bud & projektivni korespondence mezi Adj. § a T o jednotce
E; bud R* = Ass. & Bud x(u) >x(u) v 8 Teorie kiivky C{x (u))
podand v predchozich odstavcich da se dle 151 pomoci korespondenci
! a K{* prenésti na C{x(u)}. Na pf. nazveme normalnim parametrem
kiivky C{x(z)} normdlni parametr kfivky C{x (u)}. Je-li C,xx positivni
norma kfivky C{E} a xy~> Xy vV 8 nazveme C,xy positivni normou
kfivky C{x} vzhledem k ar. roviné §; také miZeme pfenésti pojem osku-
laéni kuZeloseCky atd.

Aritmetické k#ivky v trojrozmérném prostoru.

346. Bud C, x (1) ar. kfivka. (Bud C{x (z)} kfivka.) Ve 158 (ve 161)
jsme udali podminky, kdy proménnd v = ¢ (u) jest parametrem pro C.x
(pro C{x}). Casto jest vjhodné povaZovati ¢ (u) za parametr jen tehdy,

dy
kdyz == du
orientovdna. Orientovati ar. kfivku (kfivku) lze zfejm&€ dvéma a jen
dvéma zpiisoby; mluvime o dvou opaciné orientovanych ar. kfiv-

> 0; pravime pak, Ze ar. kfivka C.x (kfivka C{x D jest
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kdch (kfivkdch). Je-lli u parametr orientované ar. kfivky (orientované
kfivky), jest — u parametr opaln& orientované ar. kfivky (kfivky).

347. Bud C,x(u) (u v @a+0,b—0)) reguldrni ar. kfivka
ttidy r>3. Pravime, Ze Cax(u) jest virtualni tfidyr4 3, kdyz:

19 soufadnice ar. pfimky (xd—x) jsou funkce tfidy r v (a, b);

du
. . . dx d’x) . <
2° soufadnice ar. roviny x‘—ﬁd—u—z jsoufunkce tfidy rv (a, b);
. dx d'x d®x\ . ..
3 vyraz (xd—;cd—;—fd—;:) jest funkce tridy r v (a, b).

Snadno se vidi, Ze, kdyZ C,x je tfidy r 43 a kdyZ o(u)=p je
funkce tfidy r, ar. kfivka C,¢x jest virtudlni tfidy r 4- 3. Tim jsme vedeni
k tomuto roz§ifeni pojmu virtudlni tfidy.

Bud Cox(u) (u v<a+0, 6b—0)) reguldrni ar. kifivka tFidy
r 3<r<5). Bud g=¢ (u) funkce tfidy r—3 v (a,b). Pravime,
Ze C,ox jest reguldrni ar. kfivka virtudlni tfidy r. V tomto pfi-
padé pod symboly:

() 22 552 2 55,

jeZ samy o sob& nemusi miti vyznam, rozumime resp.:

(o] o ), )
P au) " Y au ae) " Y du a2 awd )

O kfivce C{x(u)} pravime, Ze jest virtualni tfidy r>5, kdyZ
ar. kfivka Cox(u) jest virtudlni tfidy r.

348. Bud C.x(u) regularni ar. kfivka virtudlni tfidy
r>3. Bud )
dx d*x dx

1) ® = sgn (xzmﬁ)—_—il.
Pravime, Ze w jeeznameni ar. kfivky C,x(u). Pravime téz, Ze
o je znameni kfivky C{x(u)}.

Snadno se vidi, Ze w se nemé&ni, ani kdyZ od y pfejdeme k jinému
parametru v = ¢ (1), ani kdyZ od ar. kfivky C,x pfejdeme k ar. kfivce
C{x}. ,

349. Bud C.x(u) (uv<a+0,6—0) orientovana regulédrni
ar. kfivka virtualni tfidy r>3. Bud ¢(u) (a v ¢a, b)) funkce
tfidy s> 1. Bud

1 d
() Do—= e

} zzfzd_ﬂx_)'d"'
'("du da* du’
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KdyZ r>n+2, s2n>1, bud
D¢ =D (Dg), D’ =D (D), ... D"¢=D(D""'p).

Kdyz r2>5, jest
(2) (xDx D*x D¥x) = o,

pfi CemZ o je znameni ar. kfivky C.x. Operace D nazyvi
se diferencialni parametr orientované ar. kfivky C.x(u).
Diferencidlni parametr D jestnezdvislynavolbé& parametru
u orientované ar. kfivky Cox(u): je-li také v=¢(u) parametr

orientované ar. kfivky C.x(u) — tedyz >0—ajeli p(u)=

=Y ((v), jest Dg=Dvy. Diferencidlni parametr opaéné orien-
tované ar, kiivky Cox(—v) jest —D.
Dukaz je snadny.

350. Bud v parametr orientované reguldrni ar. kfivky
Cox(u) (uv @40, b—0) virtudlni tfidy r>3; bud D jeji
diferencidlni parametr. Pravime, Ze v jest normdlni para-
metr orientované ar. kfivky C.x(u), kdyZ Dv=1 (u v (a, b))
Bud a<u,<b; bud ¢ libovolna konstanta. Pak

u
(n v—[—+c— il xﬂﬂ&)
) l/|(dudu'2 du?
g

jest normalni parametr orientované ar. kfivky Cox(u) a —v
jest normalni parametr opa€né& orientované ar. kfivky.
Diikaz je snadny.
351. Bud Cox(u) (¢ v<a+0,6—0)) orientovand reguldrni

ar. kfivka virtudlni tfidy r>4. Bud D jeji dlferencnélnl

parametr. Bud
(1 p (1) = (x Dx).

du + ¢

MnoZstvi ar. pfimek p(u) (uvia—+0, b—0)) jest rozvinutelna
ar. osnova I',p(u) tfidy r—3. Pravime, Ze ar. osnova I'sp(u)
jest asociovdna k orientované ar. kfivce C,x(u) a piSeme

T, p(u)=Ass.C, x(u).
Jest tézZ
C{p@}=Ass C{x@®)}.

K opalné€ orientované ar. kiivce Co,x(—v) jest asociovana
ar. osnova I',—p.
Diikaz je snadny.
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352. Bud C.ox(u) (u va@a+0,b6—0)) orientovand reguldrni
ar. kfivka virtudlni tfidy .r=6. Bud D jeji diferencidlni
parametr. Bud w znameni kfivky C{x}. Bud

(1) E(u)=w (xDxD?x).

MnoiZstvi ar. rovin §(u) (u v @+0, b—0)) jest regularni
dudlni ar. kfivka €, &§(u) virtualni tfidy r. Pravime, Ze orien-
tovand dualni ar. kfivka €,§(u) jest adjungovana k orien-
tované ar. kfivce C,x(u) a piSeme

G, & (a)=Adj. C,x (u).
est téz
J C{E(u)} =Adi.C{x(u)}.

K opa&né orientované ar. kfivce C.x(—v) jest adjungovéina
dualni ar. kfivka €,&(—v). Ar. rovina §(u) da se definovati,
kdykoli r>3.

Vychdzi snadno ze 201 a 202 (v. téz 353 (1)).

353. Bud C.x(u) orientovana reguldrni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r=6. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud o
znameni kfivky C{x(u)}. Bud € &(u) = Adj. C.x(u). Pak o je
znameni dudlni kfivky €{§(u)} aDje diferencidlni parametr
orientované dudlni ar. kfivky C.&(u).

Dle 352 (1) jest
(0 E(u)=

1 e 2
dx d*x d’x ( du du*})’
(x du du? du“)

/

takze dle 202 (4) jest
(Laidn (e
du du*du® du du? du?
¢imZ teorém je dokdzdn, Poviimnéme si, Ze dle 349 (2) jest
@) (§DEDEDYE)=o.

354. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r>6. Bud @ znameni kfivky C{x}. Bud

L, p(u)=Ass. C,x(u),
€, & (u)=Adj. C, x (v).
Pak jest

" T, op(u)=Ass. C_E (u),

C,—x(u)=Adj.C_¢(u).
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Bud D diferencidlni parametr pro C,x(u) a tedy dle 353 téZ pro
C,E(u). Ze 201(2), 202 (3), 349 (1) a 353 (1) se snadno nalezne, Ze

2 (§D§) = w (xDx),
3 EDED ) =—wx.
Ze (2), (3), 351 (1) a 352 (1) vychazi (1).

355. Bud C,x(u)reguldrni ar. kfivka virtuadlni tfidy r>3.
Bud w znameni kfivky C{x} Bud K kolineace ar. bedi. Bud
x(u)~x'(g) vK. Znameni kfivky C{x'(z)} jest o (—w), kdyz K
jest positivni (negativni) kolineace.

Ztejmé.

356. Bud C,x(u) orientovana reguldrni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r26. Bud
L, p(u) = Ass. C,x (u),
G & (1) = Adj. C x (u).

Bud K unimoduldrni kolineace ar. bodi; bud K =Adj. K,
K*=Ass. K. Bud x(@)~x'(z) v K; bud p(u)~p'(u) v K*; bud
E(@)~> & (u) v K. Pak jest

T p'(u)=Ass.C, x'(u),

€, 8 (u)=Adj.C,x'(u).

Dikaz je snadny (v. 31f1).

357. Bud C.x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r=>6. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud
C.5(u)=Adj. Cax(u)- Pak jest

Sxt=0, SxDE=0, SxD*t=0, SxD¥¢=—1,

SEDx=0, SDxDt=0, SDxD*t=1, S{Dx=1,

S¢Drx =0, SD*xDE=—1, SD*xD* =0,
SD’xDE=0, SDxD%t=0,

(1

Rovnice
Séx=0, S&Dx=0, SED*x=0

vychazeji ze 352 (1). Z téZe rovnice a ze 349 (2) vychdzi rovnice
St D*x = 1. Rovnice :
- SxDE=0, SxD* =0
vychazeji ze 354 (3). Z téZe rovnice a ze 353 (2) vychazi rovnice
Sx D% = —1. Jeito

0= D (88 D*x) = S§D’x + SD*x D¢,

0=D (SxD*%) = SxD% — SDx D%,

Cech, Projektivn{ diferencidlni geometrie. I. 16
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jest
SD*xDEé = —1, SDxD*%=1.
Dale jest ukazati, Ze SD*x D*5=0. Dle 354 (2) je viak (D8 =
=wo (x D), takZe dle 102 {§ D'} = Adj. {x, D'x}, takZe ar. rovina
D% je vskutku incidentni s ar. bodem Dx. Kone¢né jest
SD*x D¢ = D (SD*x D) — SD*x D* =0,
SDx D = D (SDx D*t) — SD*x D* = 0.

.358. Bud C,x(u) orientovana regularni ar. kfivka vir-
tuadlni tfidy r>6. Bud

(n C{n(u)} = Adj. C {x(w)}.
Kdyz a jen kdyz

. ox dty _

@ du? dir

existuje konstanta A takova, Ze

(3 @a% 1 (¢) = Adj. C, x (u).

Z (1) snadno vychazi, Ze

4 SEEZO'
Bud u=pu(u)30 funkce tfidy 1; bud A:udiu. Pak jest
dx dx d*x dx
Ax =p—-, A2x =A = 2— Ap . —
=P (”du) M T

a stejné pro 7. Tedy

dx dn d (.dxdy dx dn
At Al =S TX9N L ap dxdy 2g 94X an
SAtx A =S g T du( du du)+( WS L a
takZe dle (4)
d*x dim
Atx Aty = 1§ X9
SAtxAtn=p du? du?

Klademe-li

dx d’x d*x )
‘/ I( du di? di?

vidime, Ze rovnice (2) jest ekvivalentni s rovnici

*5) SDx Dty =0.
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Bud €, &(u)= Adj. C,x(u). Dle (1) existuje A =24 (u) takové, Ze n(u) =
= A(u) §(u). Mame ukazati, Ze DA =0, kdyZ a jen kdyZ plati (5). Aviak

SDx D = SD?x (\ Dt + 2DV D¢ + EDW),

tedy dle 357 (1
y M SDxD?r = — 2D\,

359. Bud C.x(u)(uv a+0,b—0)) orientovana reguldrni
ar. kfivka virtudlni tfidy r>6. Soufadnice ar.roviny n=17(u)
budte funkce tfidy 1 v ¢a.b). KdyzZ a jen kdyZ jest identicky
v {a, b

) _ (9 _
v (”du)—‘”("du)‘ (=%1)
jest
@ €, + 7 (u) = Adj. C, x (u).

Mimo to je pak w znameni kfivky C{x}.
Bud D diferencidlni parametr orientované ar. kfivky C, x (z). Rovnice
(1) je zfejmé ekvivalentni s rovnici

(3) (nD7) = » (x Dx).

Plati-li (2), plati (3) a tedy téZ (1) dle 354 (2). Pfedpokliddejme tedy,
Ze plati (1). Pak jest pfedeviim

_gdx . dxdn _
S =8 = S =°
a tedy téz
dx d dx ) dx dn
== 85| =55 =y,
du? du du du du
2
takze {7} = Adj. {x,g—;‘, Z_;,S}. Odtud plyne, Ze, je-li

C E(u)=Ad]. C,x(u),
existuje A=A (u) takové, Ze 7 (u)=— A§(u), takZe
(nDm) =22 (EDE),

tedy dle (3) a 354 (2) A*=1, tedy n=+§, v souhlase se (2).

360. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka vir-
tualni tfidy r>6. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud
C.5 () =Adj. Cox(u). Bud @ znameni kfivky C{x}. Vyraz q(u)

16*
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definovany rovnici
(1) q (u) = SD’x D* = — SD*x D3¢

nazyvad se prvy unimodularni invariant orientované ar.
kfivky C,x(u). Vyraz O(y) definovany rovnici

® d3x d’t

2 e P — e __ _ — e

(2 ()] SDx D3¢ ( d_xﬂ‘ﬂ‘J du dad
du dutdu®

nazyva se druhy unimoduldrni invariant orientované ar.
kfivky Cox(u). Prvy (druhy) unimoduldrni invariant opalné
orientované ar. kfivky jest rovné€Z g(u) (jest—@(w). Prvy
(druhy)unimodulédrniinvariantorientované duédlniar. kfivky
Adj. Cox(u) jest rovnéZ g(u) (jest— O ().

Bud K unimoduldrni kolineace ar.bod; bud x(u) ~ x" ()
v K. Pak qg(u) (O(u) jest prvy (druhy) unimoduldrni invariant
orientované ar. kfivky Cix’(u).

Ze oba vyrazy definujicl g(u) jsou rovné, plyne ze 357 (1); vskutku

0 = D (SD*xD*) = SD*x D* + SD*x D%.

Rovnost obou vyrazi definujicich © ukdZe se podobné jako ekvivalence
rovnic 358 (2), (5).

Ze prvy (druhy) unimoduldrni invariant opalné orientované ar. kfivky
jest g () (— O (u)) vychazi ze 349 a 352. Ze prvy (druhy) unimodularni
invariant orientované dudlni ar. kfivky Adj. C,x(u) jest g (u) (— O (w)).
vychazi ze 353 a 354. Posledni tvrzeni teorému vychazi ze 356.

361. Rovnice g = SD°xD* ukazuje, Ze vyraz ¢(u) zavisi na ar.
bodu x a jeho derivacich dle y aZ po fad 5 vletn&. M4 tedy prvy
unimodularnf invariant vyznam, kdykoli C,x(u) je tfidy 5. Ostatné ze
349 (1) vychazi snadnym poctem

dx dx d'x

sxaeen T ax o [Faudnad) o

duduﬂdu“) E 2(xﬂcgﬂc)dui
du du? did

D“x=|(x

(1

dedixdx) | ( drdxdi dx x dx
+ ( du du“du’) (xdu du’du‘)+£( duduﬂdu“) }z_ii}
Py d_xﬂdz © 9 ( dxdixdx du
du du? du:’) ( du du? du’)
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Diéle jest dle 349 (1) a 353 (1)
( dxd*xd*x)

dx d2x d'x —% dx d*x d*x d3x 7 du du® du® dx d3x
g ) ) e
du dut du? du dus du? du? 6 ( dxdxdx du di?
@) ‘ ( du du? du’)
drdxdx) | (drdxdx)  ( dr dxdx
N ( du du’du“) ( dudu’du*) n 5 ( du du? du‘) dxdlx) }
' 2 ( dx dx d“x) 6 (xgg dx ﬂ) X du dw
- du du? du? du du? dud
Dle (1) a (2) jest
. dx dx dix\ ("% 2 (_dxdxdx
g=SDxD = ("E du? Ei) ) ( du du? du")

13)
(Ix dx dix
( du du? du‘)
dx dx
( du du? du’)

_ 5 ( dxdx d*x)
( du dud dut 36

UkaZme dale, Ze také vyraz 3 Dg -+ 4 @ ma vyznam, kdykoli C, x ()
2] 4
je tridy 5, t. j. Ze se da vyjadfiti pomoci x, % %, %‘, “;—’f, gj’—:.ole (3)
a 349 (1) jest udutauau

dx d*x d’x)

g | [ 22 5 &% 4 % [ txdn)
q—-‘ X du du? du® 3

du du? du

C))
( dx d*x d4x) ( dx d*x d’x)

du du? dud du du? du’
( dx d*x d”x)

_1 ( dx d° d’x)
du du’ du® 6 dx d’x d’x

du du? dud

dx d*x d®x d*x

du’ di® da® du® Dile jest dle

kde vynechané €leny zdviseji pouze na x,

353 (1)
dx d*x d'x

d% H ﬂﬂﬂr) _*{( dxd5x) +2( Qd*_x) ___( dudu*du‘) ( dx d'x

du? du du? dud du du? du? du? dx d’x d'x du dut
( du du? du’)

o)
+‘o(dudu’ T

idSX} a

kde ar. rovina { naleZi do Adj. @
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( Qdﬁﬂ) ( dxd“xdﬁxJ (dlxd3xd‘x)

_ 1 U dudu®du’ du du® du? du? du? dus
=T dx d*x d'x
( du du? du‘)
( dx d’ d"x) (x dx dx d"x) (xi{@tﬂ 3
+ du du? dus dudu*dw’) 3\ dudu®du}
2 ﬂcﬂtﬂ 2 ( dxdixdix\®'
( du du? du“) ( du du? du’)

takZe dle druhé definice vyrazu © ve 360 (2)

2
e_l( dxdxd”x)

Uwgﬂﬂ) L dx dx d'x
du du? du® 2 ( J

dudede’) T “\" dudw duw

© (dxdxdin ( dx dx dx
( du du? dut ) (x du du? du5)

dx dlx d*x

( du du2 du? )

_3
2

r dx d’x d°x d'x
kde vynechané &leny obsahuji pouze x, 10 di dif du Dle (4) a (5)
jest

2 3
sn 40| e L2 8)

~% ( dx d*x dﬂx)
du du® du®

du dud du®

® dx dx dix ) L dx dix dox )
+ ( du du? dut ( du du? dx® +
2 ( dxdlxd'x] o

du du? du®

dx dx d'x d'x

du' du” du® du*

362. Bud C.x(u) orientovana reguldrni kfivka virtudlni

tfidy r=6. Bud D jeji diferencidlni parametr. Budw znameni
kfivky C{x}. Bud €,&(u)=Adj. C,x(u). Bud

kde opé&t vynechané Cleny obsahuji jen x,

(n X=— w(DtD%D%), == — w(DxDxD).
Pak jest

() SX¢=1, SXDt=0, SXD%¥=0, SXD¥% =0,
(3) SEx=1, SEDx=0, SEDx =0, SED%* =0,
4) (x, Dx, D*x, X)=w, (&, D& D%,E)=—

Bud ©(y) druhy unimoduldrni invariant orientované ar.
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kfivky Cax(u). Jest
(5) O =—8XE.

Ar. bod X+ 6x (ar. rovina &) ma vyznam, kdykoli C.x(u)
je tfidy 5 (tFidy 3).
Druhd, tfeti a Ctvrtd rovnice (2) a (3) jsou zfejmé. Prva se obdrZi
ze 349 (2), resp. 353 (2). Prva rovnice (4) vychdzi z prvé rovnice (2)
a ze 352 (1); druhd (4) vychazi z prvé (3) a ze 354 (3). Dle (1) a 98
(2) jest
SDx D¢, SD*xD¢, SDxDEt
SXE = | SDx D, SDixD:t, SD3x D% |.
SDxD%. SD*xD%, SD D% |

Odtud vychdzi (5) dle 357 a 360 (2). Rovnice (5) obdri se také snadno
ze (2), (3), 357 a 364 (1), (2).
Z (1) vidime snadno, Ze

o LBy L (dxdy)
(6) - dx dix d'x ) (du du? du-‘)' - dx dx d'x ) du du* duw? )’
( du du? du? ( du du? du?

-
Odtud je patrné, Ze = ma vyznam, kdykoli C,x je tfidy 3. Dale jest dle
(6), 353 (1) a 109 (2)

X—. L( ddexdax) —% Eﬂgﬂi‘)x
- ‘ du du? du® ( du du? du? "
. dx d*x d°x
kde vynechané ¢&leny obsahuji pouze x, drd® dn Odtud a ze

361 (5) vychazi, Ze X+ O x ma vyznam, kdykoli C,x je tfidy 5.

363. Bud C.x(u) orientovana regularni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r>7. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud o
znameni kiivky C{x}. Bud €,§(u) = Adj. C.x(u).- Bud

(1 X= — w(DED% D), = = — w(DxD2xDx).
Vyraz v(u) definovany rovnici
(2) v(u) =S (EDX — XD=)

nazyva se tfeti unimoduldrni invariant orientované ar.
kfivky C.x(u). Tfeti unimodularni invariant opacné orien-
tované ar. kfivky (tfeti unimoduldrni invariantorientované
dudlni kfivky €,&(u) jest rovné&Z »(y). Bud @(4) druhy uni-
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moduldrni invariant ar. kfivky C.x(u). Pak jest
3) 2SEDX=v—D®, 2S§XD==—v_-D@.

Bud g(u) prvyunimodularniinvariantorientované ar. kfivky
C.x(u)- Vyraz 7(u) definovany rovnici

@ t(u)=3D% — o q* — 5v

nazyva se &tvrty unimodularni invariant orientované ar.
kFivky Cox(u). Ctvrty unimodularni invariant opaénéorien-
tované ar. kfivky (¢tvrty unimoduldrni invariant orien-
tované dualniar kfivkyCt(uw)jestrovnéZ z(u). Vyraz» + DO,
(r—D®) ma vyznam, kdykoli C,x(u) je tFidy 4 (tfidy 6).

Prejdeme-li od C,x(u) k opaln& orientované ar. kfivce (k dudlni
ar. kfivce ©,5(u)), prejdou D, x,& resp. v — D, x,—& (D, & — x), tedy
X, = resp. ve — X, =(— %, X), takZze »(u) se neméni. Tedy ani 7(u) se
neméni; nebof ¢g(u) se neméni dle 360. Dle 360 (2) jest

— DO =S(EDX + XD3).

Odtud a Ze (2) vychdzi (3). Ve 362 jsme vidéli, Ze ar. rovina & zavisi
dx d’x &x

pouze na X, -, -5 o Tedy dle 364 (4) vyraz v + D O zavisi pouze

dx d'x d&’x d'x . . d*x d'x
nax, o Tu® du® ot Die 361 vyraz 3D g + 460 nezdvisi na de® dat
Tedy vyraz

t— DO =D(3Dq+40) — 3 ¢ —5(v + D8)
1

d'x .. .
a Mimo to jest

nezavisi na
1—DO=D3Dq+48)+...

kde vynechané ¢&leny obsahuji pouze x, g—'u’—i (1< i< 5). Av3ak dle 349
(1) a 361 (6)

D(30q+49)=‘(x

du di? du? Iz d_u3 d_u“

.3
xgx [ s

arai (="
19 x du du? du? du du? du®
2 ( dx d*x d“x)

x

( dx d*x d*x) ( dx d?x d°x )
19

du du? du?
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kde vynechané ¢leny obsahuji pouze x, Z—:: (1<LiL5). Je tedy

-2l
2y d? ¥ Iy ot
Do | (s 22 [b@$“ﬂ+

du du? du? du di du®
) xﬂﬂﬂkﬂﬂﬂ)
n 19 ( du du? dut J du du? du®
2 05 82 ) ’
( du du? du®

3 4 5
kde vynechané €leny obsahuji pouze x, Z—i, ZT);, %, ZT{, ZT’:

364. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka vir-
tudlni tfidy r>6. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud
g(u) (Ow)) jeji prvy (druhy) unimoduldrni invariant. Bud
€.&(w)=Adj. Cox(u). Bud ® znameni kfivky C{x}. Bud

X=—w (DED%D®), 2= — w (DxDxDx).

Pak jest
(1) D’x =qDx + Ox + X,
(2) D% =qD: — 6t -E,

Rovnice (1) ma vyznam, kdykoli C,x(u) je tkidy 5.
Bud r>7; bud »(u4) tfeti unimodulédrni invariant orien-
tované ar. kfivky C,x(u). Pak jest
(3) DX=(v—D8)x,
4) DS =—(v+ D8)¢.

Rovnice (4) m& vyznam, kdykoli C,x(u) je tfidy 4. PiSeme-li
rovnici (3) ve tvaru

(5) D(X +-0x) =3 (v+ D8)x + O Dx,

méi vyznam, kdykoli C,x(u) je tfidy 6.

Die 362 (4) ar. body x, Dx, D*x, X jsou lin. nezavislé. Lze tedy
urliti Ay, A, Ay, u tak, Ze

D3 =\x + A\ Dx + \,D2x 4 pX.
Odtud plyne dle 357, 360 a 362 (2), Ze

1=S8tD%=p, 0=SDED* =—1,,
g=SD%Dx =)\, —0—=SDtD = — 1,

z CehoZ vychdzi (1). Dudln€ obdrZi se (2).
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Ze 362 (2) vychazi derivovanim
SEDX =0, SDEDX =0, SD¥DX=0.

Tedy DX néleZi do Adj. {§ D& D*E}={(¢DED*E)). Dle 354 (3)
existuje tedy » takové, Ze

Dle 362 (3) je tedy

DX =vx.
v= S8z DX,

z CehoZ vychazi (3) dle 363 (3). Podobné obdrzi se (4).

Ze (1) méa vyznam, kdykoli C, x (u) je tfidy 5, vychazi ze 362. Ze
rovnice (4) (rovnice (5)) ma vyznam, kdykoli C.x je tfidy 4 (tfidy (6)),
vychézi ze 362 a 363.

365. Budte Cox(u) (uv@a+0, 6—0)), Cox'(u) (u v <a—+0,
b—0)) regularni ar. kfivky virtudlni tfidy>7. Budte ¢(u),
O), (i) (¢'(w), @), ¥'(u)) resp. prvy, druhy a tfeti unimo-
duléarni invariant ar. kfivky Cox(u) (Cax’(w)). KdyZajen kdyzZ

gu)=4q'(u), ©(u)=9"'(w), v@u)=v(v), (# va, b))

existuje unimoduldrni kolineace K takovi, Ze pro v3ecka

uzdabyjest
x(u)cox'(u) v K.

Je zfejmé, Ze podminky jsou nutné. Ze stadi, vychazi snadno ze 68, 362
(4) a 364 (1), (3). Véta plati, i kdyZz C.x(u) a C.x"(u) jsou tfidy >6,
zavedeme-li v ni » + D © misto ».

Orientace kPivky v trojrozmérném prostoru.

366. Budte {x(u:)} (i=1,2,3) tfi rizné body orientované
kfivky C{x(u)} t¥idy r>1. Pravime, Ze body {x(u)}, {x(us)}
{x(us)} jsou v positivni (negativni) orientaci vzhledem
k orientované kfivce C{x(u)}, kdyZ Cislo

(uy—uy) (43 — ) (4, — Uy)

jest kladné (zaporné). Vyménime-li mezi sebou dva z bod
{x(u;)} ({=1,23), pfejde positivni (negativni) orientace
v negativni (positivni).

KdyZ orientace bodu {x(u)} (i=1,2,3) vzhledem k orien-
tované kfivce C{x(u)} jest positivni (negativni), orientace
tychz bodi vzhledem k opalné orientované kfivce jest ne-
gativni (positivni).
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Bud r>3 a C{x(u)} bud reguldrni Bud C€{(u)}= Adj
C{x(u)}. Orientace rovin {§(w)} ({=1,2,3) vzhledem k orien-
tované dudlini kiivce €{5(u)} rovna se orientaci bodid {x(u)}
vzhledem k orientované kfivce C{x(u)}

Ziejmé.

367. Bud {x(u,)} bod kFivky C{x(u)}. Bud {yz} pfimka ne-
incidentni s tenoukfivky C{x} v {x (4)}. Bud (x%yz) > 0.

u=th

Bud W dosti malé okoli bodu {x(u)}; bud C¥ prufez kfivky
C{x(u)} s okolim W. Jsou-li {x(u)} (f{=1,2,3) tfi rizné body
kfivky C%, jest jejich orientace vzhledem k orientované
kfivce C{x(u)} rovna orientaci rovin Adj. {y,z, x(u)} svazku
[Adj. {y,z}]¢ vzhledem k ar. pfimce (y2).

Bud x (u) = xo, [giﬂ =X JeZto (x, x,y z) 40, miZeme poloZiti
) x ()= ho(t) Xo — (X, + X&) y + Xy () 2.
Jest

ho (o) =1, k(&) =0,

— =0, =1.
du =1 du u=u,

MiiZeme tedy urCiti ¢ > 0 tak malé, Ze pro uy— e u<u,+ ¢ jest

A () .
Ao (1) a

Dle 164 Ize zvoliti W tak malé, Ze prifez C kfivky C{x(z)} s okolim
W je kfivka a Ze u jest v (uy— &, uo+ &), kdykoli bod {x(u)} jest ob-
safen v CV. Budte wuo,u;,us tfi razna Cisla z (uo— & uo—+ 8. JeZto
(xox1y2) >0, orientace rovin Adj. {y,z,x(u)} svazku [Adj.{y,2}]¢
vzhledem k ar. pfimce (yz) rovna se dle 140 a dle (1) orientaci bodi
{ () xo 4 4, (u:) x,} Fady bodové {xo x;}¢ vzhledem k ar. pfimce (x, x1),
tedy dle 139 rovna se orientaci jednorozmérnych bodi {|4, (us), 2, (wi)s} =
={|1, u(u)p}. Jsou tedy roviny Adj. {y,z x(u)} svazku [Adj. {y,z}]°
v positivni nebo negativni orientaci vzhledem k ar. pfimce (y z) dle toho,
zda vyraz ' ‘

dp
2) () >0, du>0'

V=l () — p ()] [ (ty) — p (@)] [ (1) — 2 (u13)]
je kladny Ci zdporny. Die vé&ty o stfedni hodnoté a dle (2) je viak (v. 322)
V=1l (u,— u) (u3— uy) (u, — uy); k>0.

368. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r>4; bud D jeji diferencidlni parametr. Bud w znameni
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kFivky C{x(u)}. Bud x(u) bod k¥ivky C{x(u)}; bud y ar. bod
takovy, Ze
) o (X (o) [DxJumuyr [D?*)msy ¥) >0

Existuje ¢>0 takové, %e, kdyZ {z} je prisedik oskulaéni
roviny kfivky C{x(uz)} v bod& {x(u)} a pfimky soumistné
s {,x(u)} (0<|u—uo<e), orientace bodu {y}, {z}, {x(a)} Fady
bodové {y,x(u)}’ vzhledem k ar. pfimce (y,x(u)) jest positivni
€¢i negativni dle toho, zda u —u, jest >0 ¢i <0.

Die (1) Ize ur€iti Ay (u), 4, (u), 42 (u), As(u) tak, Ze
(2) X () = Ao (U) Xo + Ay (1) Xy + Ry () X, 4 Xy (w) 3,
kde

Xo=X (o), X3 =[Dx]y_ys Xa= D]y, -

PoloZme

Dle 349 (2) jest
'P(UO)ZOY (D‘P),‘:un:o, (th)uzu‘,zoi (DJ(P)u:uu:w;

odtud snadno vychazi, Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze pro 0 < |u—u < ¢
jest @ (u— uo) 9 (u) > 0. Dle (2) je viak ¢ (u) =12,(u) (xox1x:y), takie
dle (1) pro 0<|u—uy <& jest (u—uy) A (1) >0. Dle (2) miuZeme
poloZiti

¢ (1) = (xo, Xy, X3}, X (u)).

z=DX ()Xo -+ My () X, + My (@) X, =X () — Xy (u) y.

Orientace bodi {y}, {z}, {x(u)} vzhledem k ar. pfimce (y,x(u)) rovni
se orientaci jednorozmérnych bodi

{06}, {I—N@), 11}, {10,118},
jez je positivni, kdyZ Ay (u) >0, &ili kdyZ u—uy > 0.
PiSeme-li (1) ve tvaru ekvivalentnim

3
plati véta i pro r=3.

Oskulad¢ni kubicka kpivka.

369. Bud C,x(u) orientovand reguldrn{ ar. kFivka tfidy
r26. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud ¢(u), @ (u), 7 (v)
resp. jeji prvy, druhy, €tvrty unimoduldrni invariant*). Bud

1
*) Kdy2 r=6, v(u) nemusi miti vyznam, jefto zavisi na ‘;Hf; ve skuteénost

1
viak v dal§im se vyskytuje pouze t — D8, coz dle 363 nezavisi na %u—’f
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C.&(u)=Adj. C.x(u). Definujme = jako ve 362, Bud

P(1) =30 D% — 20 (D)2 — 9q&2,
(1) P*) = 308Z + 10Dt D% — 12qEDE + 9(6 + Dg) &,

P9 =20D¢. E + 10(D%): — 3gED*% — 8¢ (D) + 2(40 + 3Dg) £DE — (s — D®) ¢2.

Kvadratickd rovinova forma P, ma s kfivkou C{x(u)} sedmi-
bodovy styk v bod& {x(u)}, kdyZ a jen kdyZ

(2) sz)‘l-Iu‘g,.(l)+)‘2‘Br(’)+)‘3‘;)ur(’)'

Kvadraticka rovinova forma P, ma s kfivkou C{x(u)} 3esti-
bodovy styk v bod& {x(up)}, kdyZ a jen kdyz

3) P! =\ B 4 LBt + 0 PO + e ()]

Stali provésti dikaz za pfedpokladu, Ze r>7. Zfejmé& jest
) SP(x(u)=0, SP.(%)x(u)=0, SP(x(u)=0.
Dle (1), 363 (4) a 364 (2), (4) jest

u “
DP()=— P —2188,
u “ 3q %
(5) DP,(’):P,(”)—ﬁPr(')-}—(4r—7DO) &2,

< 1 1 u 3
DP(*)=1-qP,* — (48 — Dq) P,,(')—[D(:—DO) +3 qe] g2,

Dle (4) maji rovinové formy P.® (i=1,2,3) jednobodovy styk
s C{x(u)} v bod& {x(u)} Pfedpoklidejme, Ze tyto formy majl s-bodovy
(1<s<6) styk s Clx(u)} v bodé {x(u)}. Zfejm& také forma & ma
s-bodovy styk s C{x(u)} v bodé {x(u)}. Tedy dle (4), (5) a 183 formy
P (i=1,2,3) maji (s+ 1)-bodovy styk s C{x(u)} v bod& {x(u)}
Kladouce postupné s=1,2...6, vidime, Ze rovinové formy P, maji
sedmibodovy styk s C{x(u)} v bod& {x(u)}, jak bylo tvrzeno. Zfejmé&
forma (2) ma sedmibodovy a forma (3) ma Sestibodovy styk s C{x(u)},
af jakkoli zvolime 2y, 4y, A5, 4.

Pfedpoklddejme, Ze kvadraticka rovinova forma

P, = [aoo E2 + @, (DB + ay (DPE)2 + a3, B2 + 204, EDS + 220,8D% + 24,4 +
+ 2a,DED* + 24, Dt . E + 2a,,D% . E],_,,

md v bod& {x(u,)} 3estibodovy styk s C{x(u)}. Viimnemeli si, Ze
§(u0), (D&)u=wy (D?E)u=u, maji po fadé pravé trojbodovy, pravé dvoj-
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bodovy, pravé jednobodovy styk s C{x} v bod& {x (uo)}, kdeZto (5)u-—u,
neni incidentni s {x(uo)}, vidime snadno, Ze a43=0; jinak by totiz P’,
nebyla incidentni s {x (u,)}. Podobné& vidime, Ze také @y, =0; jinak by
P’, méla pravé jednobodovy styk s Clx} v {x(uo)}.- Rovinova forma

U, ty
2a,, Pu® + ay, Py® — 10 P,
md zfejmé Sestibodovy styk v {x(uo)} s C{x}. Jeito vSak @i = ass=0,
je dle (1)
Q' = 2a,, PA® + Gy PA® — 10 Py’ = byy & + b, (D& — 2b,, £ D& +
 2by LD + 2b,,8E + 2b,, Dt . 5.
Forma Q, ma s C{x} 3estibodovy styk v {x (u,)}- Je tedy b,y =0; jinak
by Q’» méla pravé dvojbodovy styk s C{x} v {x(u,)}. Dale jest bo=0;
jinak by @', méla pravé trojbodovy styk s Clx} v {x(u,)}. Tedy dle (1)
Q"=20Q, + by, 1'30,(1 =8, i;“,(l) + 204, l';n,(ﬂ) + 20 a,g.;’n,@) — 200 P/ =
=¢E&(c, &+ ¢, Dt c, D8
Forma Q”, ma s C{x} 3estibodovy styk v {x(u,)}. Je tedy c;=0, nebot

jinak by styk byl prdvé Ctyfbodovy; dale je ¢, =0, jinak by styk Q".
s C{x} byl pravé pétibodovy. Tedy Q"»=1c,& Cili plati (3), kde

M=gxbsbn, hvs i A= 15 &g, 0 = — g5 €y
Ztejmé& styk P, s C{x} je sedmibodovy, kdyZ a jen kdyZ p=0.

370. Bud C,x(u) orientovand regularni ar. kfivka tfidy
r25. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud ¢ (u) (@ (w) jeiji
prvy (druhy) unimoduldrni invariant. Bud €& (a)== Adj. Cax (u)-
Definujme Z jako ve 362. Bud (v. 172)

1) 5—c[ ¢, Dt §D2E — gt
( 3=C| Dt §D% — &gt — 95 + 33gDE— % (3Dg + 48)E [

Kubickd kfivka C“‘; — a Z4dnd jind kubickd kfivka — m4d

Sestibodovy styk s kfivkou C{x} v bod& {x(us)}. Pravime, Ze

Uy

Cy jest oskula&ni kubicka kfivka kfivky Clx} vbod& {x(u.)}-
Ze a mé s C{x} Sestibodovy styk v {x (uo)}, vychdzi snadno z (1),

180 a 369. Qbracené bud C, kubicka kfivka majici s C{x} Sestibodovy

styk v bodé {x(u)}. Zfejm&é pfimka {§ D&} je teCnou a rovina {£} jest
oskulaéni rovinou kubické kfivky Cs v bod& {x (u)}. Dle 198 existuji ar.
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roviny 7,{ takové, Ze

§E DEq
Ca:C[De 2 c]'

Die 180 rovinové formy
&q — (D&Y, &, — D&, { D — v?

maji Sestibodovy styk s C{x} v bod& {x(z)}. Bez tijmy obecnosti miZe-
me pfedpokladati, Ze r>6. Dle 369 existuji Cisla a;, 3, 7: (=0, 1, 2, 3)
takova, Ze

@) B — (DR = ay B2 + &, Pr(1) +ay Po(®) 4 ay Prl®),
u u u

3 8. — 1 DE =B, 8 + B, Pr(l) + B, Pr(3) 4 B, Pr(3),
u L) u

Q)] (DS — =182+ 1, Pr(L) 41, Pr®) 414 Pr(3),

pfi €emZ rovinové formy P, (i=1,2,3) jsou definovany ve 369 (1).
Ar. rovina 7 jest incidentni s x; jinak by totiz — jak snadno se na-
hlédne — rovinova forma &7 — (D§)* méla prdvé trojbodovy styk s C{x}
v bodé& {x (u,)}. Je tedy

=a,t + a,D¢ + a,D*¢
&n— (D& =a,& + a,EDE + a,8 D*E — (D8)?,

takze dle (2) a 369 (1)
a,=ay=0,a, =g

(5) Qy=a,— 20‘]101—0’02—%'

n={(ay— 5% q) &+ §D2E.
Klademe-li
{=04€ + b,Dt + b, D*& + b,E,
je dle (5)

80— DL =08 + (b, — ag + 5 9) §DE + 0,5D*& + by8E — § DEDL
Dle (3) a 369 (1) je tedy

By=0By=— B, =0,
by=8—% D4+9),b|—“0+§%q-bz—0b3
(6) {= [ﬁo 31 (Dg + ©)) & + (ag + §39) DE—§E.

Die (5) a (6) jest

EDE —mt=—(ag— 59 &* + [Bo — $5(Dg + ©)] EDE —
—3(ay— %59 EDE + (3 + 31 ) (DE? — §(D*§)*— 3 DE . B

Dle (4) a 369 (1) je tedy

Hn=—%N=01n=1a
0,

Bo=—1+59,

ll =
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takze dle (5) a (6)

(M) 1=34D% — %5q8 {=—3E + §{qDE — 5 (3Dg + 48)¢L.
Z (1) a (7) vychazi, Ze Cs=Cs.

371. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r26. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud O(uy) (v(v) jeji
druhy (€tvrty) unimoduldrni invariant*) Bud C“‘s oskulaéni
kubick4 kfivka kFfivky C{x} v bod& {x(u)}. KdyZ a jen kdy?
pro u=u, jest
) 8w)=rt(u)— DB =0,

maji C{x} a Cy sedmibodovy styk v bod& {x(u)); pravime
pak, Ze {x(uo)} jestseptemtakticky bod kfivky C{x(u)}. Viecky
body kubické kfivky jsou septemtaktické. Jsou-li vSecky
body kfivky C{x(z)} septemtaktické, jsou viecky tyto body
obsaZeny v pevné kubické kfivce.

Ze Clx} a Cs maji sedmibodovy styk v {x(u,)}, kdyZ a jen kdyz
pro u=u, plati (1), vychazi snadno ze 180, 369 a 370. Ze viecky
body kubické kfivky jsou septemtaktické, je zfejmé. Pfedpokladejme, Ze
rovnice (1) jsou identicky splnény stali ukazati, Ze, zvollme-ll jakkoli u,

a bod {y} kubické kFivky Cs, bod {y} nalezi kfivce Cs pro kazdé u.
UZijme oznaleni ze 369. Dle (1) a 369 (5) jest, jezto miiZeme pfedpo-
kladati, Ze ar. bod y nezavisi na y,

D(SP(y)=— SP()y,
2) D (SP,(0)y) = SP(®)y — & q (u) SP.)y,

'D(SP"y)= /5 q (&) PNy — 7o (48 () — Dg) SP,(1)y
Dle pfedpokladu jest
3) SP(1)y = SP.()y = SP.(")y=0.
Ze (2) a (3) soudime dle 63, Ze pro viecka u jest

v u u
SP(1)y=SP(*)y=S8P*)y=0.

372. Bud C,x(u) orientovand reguldrn{ ar. kfivka tfidy
r=>6. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud @(u) (@) jeji
druhy (€tvrty) unimodularni invariant. Bud €,§(u)=Adj.

*) Viz pozn. pod &arou ve 369,
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C.x (u). Bod {x(u)} nebud septemtakticky bod kFivky C{x (u)}.

Bud G, oskula&ni kubicka kFivka kFivky C{x} v bod& {x(u,)).
Rovina
) {(—D®)t—20D¢)} (4 = uy)

jest rovinou sedmibodového styku kfivky C{x} s kubickou
kfivkou C, v bodé& {x (u)).
UZijme oznaceni ze 369. PoloZme

u u
@ Q,=[(—DO)PM—30P)],_,

Snadno nalezneme, Ze rovinovd forma Q. jest lin. zdvisld na rovinovych
forméch

| D | £, §D% —+4¢q¢ . ‘
D&, §D%— 5 qtlu=w,| D&, —3Z+ 31 gDt — £ (3Dg + 40)¢ |u=u,
§D%— gt
I%D’E—rqé —§$E+ 9D — 5 (3Dq + 48)¢
vzhledem k ar. bodu {x (u,)}. Dle 369 ma rovinové forma Q, sedmibodovy

styk s kfivkou C{x (u)} v bod& {x(uo)}. Ze (2), 369 (1) a 48 (6) snadno
nalezneme, Ze pro kazdy ar. bod z plati

U—1y

S[Q,; z] x(u)=158y[(-—D®)t — 26D ], _, .
Teorém nyni vychazi ihned ze 226,

373. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r=>6. Bud O(y) jeji druhy unimoduladrni invariant. Bud
P{p(u)}:Ass. C{x(u)}. Bud a, oskulaénikubickd kfivka kfivky
Clx(u)} vbode {x(uo)}. KdyZ a jen kdyZ O (u,)=0, maji I'{p(u)}

ty
a Ass. C; Sestipfimkovy styk v pfimce {p(uo)}.

Je-li {x(uo)} septemtakticky bod pro C{x}, je teorém zfejmy dle
221. Pfedpokléddejme tedy, Ze {x (uo)} neni septemtakticky bod pro C {x}.
Srovname-li 222 (2) a 225 (2), vidime, Ze je tfeba ukazati: KdyZ a jen
kdyZ @ (us)=0, jest oskulalni rovina kfivky C{x} v bodé& {x (u,)} rovinou

o
sedmiBodového styku kfivky C{x} s kubickou kfivkou Cs; v tomto bod&.
To v3ak je zfejmé dle 372.

Oskulaéni lin. kongruence a oskulaéni lin. komplex.

374. Bud g ar. komplex. Bud R{p(u)} osnova tfidy r.
Pravime, Ze ¢ a R{p(u)} maji s-pfimkovy (1<s<r+1) styk
Cech, Projekiivnl diferencidini geometrie. 1. 17
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v pfimce {p(ao)}, kdyZ
! da d()
[FSGP(")] un=0- (0La<s—1; d—uazl)

V. 174 a 208.

Ma-li ar. komplex g0, s-pfimkovy (1<s<r+1) styks os-
novou R {p(u)} tFidy r vpFimce {p(u,)}, pravime, Ze lin. komplex
adjungovany ke {g} a osnova R{p(u)} maji sptimkovy styk
v {p(a)}- Pravime, Ze lin. kongruence L obsaZeni v Adj.
lg,g.) ma s osnovou R{p(u)} ttidy r s-pfimkovy (1<s<r+1)
styk v pfimce {p(u)}, kdyZ ar. komplex ¢, i ar. komplex g,
méi s R{p(u)} spfimkovy styk v{p(u,)}. Zfejmé tento styk nastane,
kdyZz a jen kdyz kaidy lin. komplex obsahujici L ma g-pfimkovy styk
s Rip()} v {p(u)}-

375. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r>5. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud I'{p(u)} = Ass.

C{x(u)}. Bud l': lin. kongruence obsaZend v
(1) _ Adj. {(xDx), (xDx) —(DxD) }.

Lin. kongruence l'.‘o — a zadna jind lin. kongruence — ma
s osnovou I'{p(u)} Ctyipfimkovy styk v pfimce {p(u,)}. Pra-
vime, Ze L jest oskula&ni lin. kongruence osnovy I'{p(u)}
v pfimce {p(u,)}- Lin. kongruence L jest parabolickd a jeji
tidici pfimkou jest {p(uo)}.

MiiZeme pfedpokladati, Ze r>6 a p(u) (x Dx). Dle 374 ma ar.
komplex r &tyfpfimkovy styk s F{p @)} v {p (o)}, kdyZ a jen kdyZ ¢
nalezi do

Adl' {P(Uo)y (Dp)uzun' (D‘zp)u:uo' (Dap)u=uo}‘
Dle 364 (1) a (3) je vSak

p(u) = (xDx), Dp = (xD*x), D'p = (xX) + (Dx D*x) + qp,
Dp=2(Dx, X)+ qDp + (Dg —9©) p,

takZe stai ukazati, Ze 1° ar. komplexy (x Dx), (x D*x), (xX) + (Dx, D*x),
(Dx, X) jsou lin. nezdvislé a 2°

{ (x, Dx), (x, D’x) — (Dx, D*x) } = { (x Dx), (x, X) — (Dx, D*x) } =
= Ad). {(x, Dx). (xD*x), (x, X) + (Dx, D), (Dx, X)},

coZ vychazi snadno ze 106, 362 (4) a 364 (1). Ze lin. kongruence
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obsaZens v (1) jest parabolickd o Fidici pfimce {p(u,)}, vychazi dle 132
z identity (v. 349 (2))

S[X (xDx) 4 1 (xDx) — p.(Dx D*x)] (X (x Dx) + p (x D’x) — p.(Dx D?x)) =
= — 2p2(x, Dx, D*x, D’x) = — 2w p2,

Oskulaéni lin. kongruenci lze definovati i kdyZ r—4. Sta¢i si viimnouti,
Ze

E‘ﬂ‘ﬂ‘)
(x D) — (Dx D*x) = — %—% (xDx) + y (u),
(¥ o )
| (xDx), (xD%) — (DxD*x)} ={(xDx), y () },
& x

pfi €emZ y(u) jiZ nezavisi na P
376 Bud C,x(u) orientovana reguldrni ar. kfivka tFidy
r=24 Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud €,&(z)= Adj.

Cox(u). Bud L oskula&ni lin. kongruence osnovy Ass. C{x}=
——I’{p(u)} v pfimce {p(u,)}. Svazek pfimek {y;n)T nédlezi do

L kdyZ a jen kdyZ
=(Ax + pDX)yy,

(1)
n=(M+ pDt),_,.

Stati provésti dikaz za pfedpokladu, Ze r>5. Bud {y;n}T svazek

pfimek naleZejici do l'."f JelikoZ lin. kongruence Lunje parabolickd o Fidici
ptimee {p(uo)} a {p(u)} = {x Dx} = |E D&}, jest

y=(Ax +pDx),_,, 1=(NE + 1Dt )y_y.

Dle 352 (1) jest
‘ wr = (x, Dx, N'Dx + p' D).

Odtud snadno vidime, Ze pfimka

{ (Ax + pDx, WD + w'D¥) }, .

nalezi do {y, n|T a tedy do I'? Dle 375 je tedy pro u=u,
S[(xD*x) — (Dx D)) (Ax + p.Dx, N'D*x 4+ p'Dx) =0
Cili dle 349 (2)

o (ph— ") =0,
17+
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{1¥, &} = {4 uls}, {n} == {26 + 4 DE}u=v,. Podobn& soudime obricené, Ze
svazek primek {y;7}" nalezi do L, kdyZ plati (1).

377. Bud C{x(u)} reguldrni kfivka tfidy r=4. Budo jeji

znameni. Bud {p,} te€na kfivky C{x} v bod& {x(u)}. Bud L
oskula&ni lin. kongruence osnovy Ass. C{x} v pfimce {po}.
Bud & korespondencemezifadou bodovousoumistnous{po}
asvazkem rovin soumistnym s {po}, v niz libovolnému bodu
{y} incidentnimu s {p,} je pfifazena rovina {n} takova, Ze

svazek pfimek {y;n}!‘ ndleZi do 2. Korespondence £ zacho-
vdva (mé&ni) orientaci, kdyZ o =1 (w=—1).

Dle 376 pfifazuje £ trojici bodi v positivni orientaci vzhledem
k (x, D x) trojici rovin v positivni orientaci vzhledem ke (§ D§). Teorém
tedy vychdzi snadno ze 141 a 354 (2).

378. Bud C,x(u) orientovand regularni ar. kfivka tfidy
r25. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud G,§(u)=Adj.
C.x(u). Bud I'{p(u)}=Ass. C{x(u)}. Bud » znameni kFivky

C{x(u)}. Bud K lin. komplex adjungovany ke

f 2y oy | | !fjﬂ) (dﬁd‘5)| : -
M I(Dxsz) w(DED’&)'—l(du du? dudief!’ (= tt)
Lin. komplex l? -— a Zadny jinylin.komplex —md s osnovou

I'{p(u)} p&tipfimkovy styk v pfimce {p(u)}. Pravime, Ze K
jest oskula&ni lin. komplex osnovy I'{p(u)} v pfimce {p(u,)}.

Lin. komplex l? neni specidlni.

MiiZeme pfedpoklédati, Ze r>17. Definujme X jako ve 362. Ve 375
jsme vidéli, Ze ar. komplex r mi CtyFprimkovy styk s I'{p(u)} v {p ()},
kdy? a jen kdyz r nalezl do {(x Dx), (xX) — (Dx D*x)}. Ma-li r péti-
pfimkovy styk s I'{p} v {p(u)}, je tedy tim spise

r=\(xDx) + p[(xX) — (Dx D)),
takZe dle 364

@ Dr— (D) + 8y) (xDx) + D [(xX) — (Dx Dx)] + ) (x D*x).

Dle 183 ma — pro kaZzdé y — ar. komplex D;trojpﬁmkovy styk s I"{p}
v pfimce {p(u,)}, coZ ostatn& snadno pfimo se zjisti. Dle 184 m4i tedy

ar. komplex ;npétipﬁmkovy styk s T'{p(u)} v {p(u,)}, kdyZ a jen kdyZ
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(D;)u=.., ma Ctyiptimkovy styk s I'{p} v {p(u,)}, coZ dle (2) a 375
nastane, kdyzZ a jen kdyZ A (u,) =0. Odtud vidime, Ze lin. komplex adjun-
govany k
{(DxD2x) — (xX) },—,
jest (jediny) lin. komplex majici pétipfimkovy styk s I'{p} v {p(uo)}-
Avsak
(3 (xX) = w (DED?%),
coZ takto dokdZeme: Dle 357 a 362 (2) jest nejprve
{x, X} = Adi. { D¢, D*¢},
takZze dle 102 existuje ¢ takové, Ze
(xX)=p (DED2E).
Dle 353 (2) je tedy
S(xX)(ED%E)Y=pS (§, D%) (DE, D¥) = wp,
Dle 98 (1), 357 a 362 (2) je viak

tSxt  SxD3% _‘0—1

SEX)EDO=| o cepe =, 0‘:1.

Srovnanim obdrZime wo =1, ¢ = w, takZe identita (3) je dokdzana. Zbyva
ukdzati, Ze oba vyrazy v (1) jsou rovné. Je-li v8ak p= u(u) <=0 libovolna

funkce tfidy 1 a je-li dzud—du, jest
dx dx dx dx dx
Ax=p—, Mx=p?— 4 Ap.—, (Ax, A%) = pd [== —
X Pdu x Pdu‘2+ # du (Ax, atx) = p dudu’)

a podobné pro §, takZe

dx d*x dé di
(8x, A7) — o (A¢, A25)=P“[(Ex ,Tuz) — (I, d_tﬂ)]

dx d'x iz)
du du® du?

379. Bud C,x(u) orientovand regularni ar. kfivka tfidy
r>6. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud @(u) jeji druhy

unimoduldrni invariant, Bud I'{p(u)} =Ass. C{x(u)}. Bud K
oskulaéni lin. komplex osnovy I'{p} v pFimce {p(u)}. KdyZ
e

_%, jest 4= D, takZe obdrZime (1).

Zvolime-li u= ‘(x

ajen kdyZ @©(y,)=0, ma lin. komplex K Sestipfimkovy styk
s osnovou I'{p} v pfimce {p(u,)}. Pravime pak, Ze {p(u,)} jest
sextaktickd pfimka osnovy I'{p}. KdyZ a jen kdyZ vSecky
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pfimky osnovy P{p(u)} jsou obsaZeny v pevném lin. kom-
plexuy, jsou viecky pfimky této osnovy sextaktické

Bud r—-(xX)—(Dx D? x), takZe dle 378 ar. komplex r ma pétl

pHimkovy styk s I'{p} v {p(u)}. Mame ukazati, Ze ar. komplex 7 ma
Sestipfimkovy styk s I'{p} v {p(u,)}, kdyZ a jen kdyZ @ (u,)=0. Dle
378 (2) jest

(1) Dr—6 (xDx).

Ar. komplex D; mid — pro kaidé u — C&tyfpfimkovy styk s T {p}
v {p(u,)}. Dle 184 ma 7 Sestipfimkovy styk s r'{p} v {p(u,)}, kdyZ
a jen kdyZ (Dr)u—w, ma pétipiimkovy styk s I'{p} v {p(uo)}, coZ dle
(1) a 378 nemiZe jinak nastati, neZ Ze O (u,)=0. Ze viecky piimky
osnovy I' {p (u)} jsou sextaktické, kdyZ tato osnova jest obsaZena v pev-
ném lin. komplexu, je zfejmé. Obracen&, kdyZ @ (u) =0 identicky, je dle
(1) ar. komplex (x X)—(Dx, D?x) pevny a je ziejmé incidentni s kaZdou
pfimkou osnovy I'{p (u)}.

380. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r>6. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud O(u)jeji druhy

unimoduldrni invariant. Bud €,§(u) = Adj. C.x(u). Bud I'? 0s-
kula€ni lin. komplex osnovy Ass. C{x} v pfimce {xDx}u=,,D.
Bud {y} libovolny bod. PoloZme

(1 y=(%x+ 2 Dx +2,D% + ,,D), _,,

2 n=(No& + N\, D& + 2, D% + )5 [ D% + OE)), _,, .

Rovina {n} je poldrou bodu {y} vzhledem k K.
Bud K nulova korelace o basi

r=[(DxD*) — (xX) |y,
Dle 134 a 378 (1), (3) stali ukazati, Ze

n=w(ry).
AvSak zfejmé (

ry=[,(x, Dx, D*x) + X, (x, Dx, X) + X, (x, D?x, X) + 3 (Dx, D*x. D*x) — hy (%, X, D*X) | _ .
takZe stali ukdazati, Ze

(x, Dx, D*x) = wt, (x, Dx, X) = w DE,

@ (x, D*x, X) = w D%, (Dx, D%, D) — (x, X, D’%) = w (D% + 6§).
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Prvéd rovnice (3) je zfejmd. Dle 364 (1), (3) jest

(x, Dx, X) = (xDxD%),
(x, D*x, X) = D (xDx X),

z CehoZ plyne druhd a tfeti rovnice (3). Dle 364 (1) jest
(x, X, D’x) = — q (x Dx D*x) = — wq D&,
tedy dle 362 (1)
(Dx. D*x, D) — (x, X, D*x) = — wE + wqD§,
z CehoZ plyne &tvrtd rovnice (3) dle 364 (2).

Oskulaéni kuZelosetka kPivky a oskulaéni kuZelosedky
jejich primétd.

381. Bud C,x(u) orientovana reguldrni ar. kfivka tfidy
r2>25. Bud D jeji diferencidlni parametr; bud ¢g(¢) jeji prvy
unimoduldrni invariant. Bud €,§(¢)=Adj. C.x(u). Definujme

Z jako ve 362. Bud E‘, oskulacni kubicka kfivka kfivky C{x}
v bod& {x(u)}. Bud
() C,= C[& 15(D%)? + 40 D& . E — 12q (DE)?}.

Algebraicka kfivka E‘oa jest kuzeloseCka, jejiZ viecky body
jsou incidentni s {§(u,)} a jez mas C{x} pravé& dvojbodovy
styk v {x(uo)}. Pravime, Ze 82 jest oskulaéni kuZeloseCka
kfivky C{x} v bod& {x(z)). KaZd4 te€na kubicke kfivky C;
jest incidentni s jednim bodem kuZeloselky 82. Kazidy bod
kuZeloseCky &Dg jest incidentni s jednou te¢nou kubické
kfivky Cs
“u “

Ze C. je kuZelosefka, ukdZeme ve 382. Abychom ukézali, Ze C, ma
v {x(uo)} pravé dvojbodovy styk, miZeme pfedpokladati, Ze r>6. Dle
364 (2), (4) jest

D[15(D%)* + 40Dt . E — 12q (DE)] =
=—20(v+ D®)tDE — 12Dq . (Dt)* — 3068 D*% + 6 g D& D* 4- 105 D3¢,

Snadno vidime, Ze rovinova forma napravo mi pravé jednobodovy styk
s C{x} v {x(u)}. Dle 183 a 184 je tedy patrno, %e rovinovd forma

[15(D%)* + 40D& .E — 12q (D8], _,,



264

ma v {x(u,)} pravé dvojbodovy styk s C{x}. Jefto &(u,) md s C{x)
trojbodovy styk v {x(u,)}, vychazi z (1) a 180, Ze G a C {x} maiji pravé
dvojbodovy styk v {x (uo)}.
Tecna kubické kfivky Cy v bodé {x(s;)) je ziejmé incidentni

s bodem {x (u,)} kuZelosecky (u},.
Bud nyni {y} bod kfivky Cs rizny od {x(u,)}. Bud

EOZE(UU))

El:(Dg)u:un’

b= (3 DY — £, q8)u_s,

2= (— 35+ }qDE — £ 3Dg+40)8],_,,

@)

takze dle 370

® bele el

Z (1) a (2) vychdzi snadno, Ze

0) C=Clty 382 — 44,81,

Bud x, X1, X3, xs jehlan adjungovany ke &, &;,&;, & a bud
Y=2Xg+ MX, + X2, + Ay x5

tedy Sy&=4; (1=0,1,2,3). Dle (3) jest

(5) Aohy — A2 =0, Aghg — A, Ay =0, k; Ay — A2 = 0.

Kdyby bylo 2,=0, bylo by dle (5) téZ 4, =2, =0, t. j. {y} = {xs} = Adj.
1€, &, B3} = {x (u,)} proti pfedpokladu; muZeme tedy predpoklidati, Ze
A, =1, naleZ z (5) obdrZime A, =a, A,=a®, 13— a°, takZe

y=y@=x,+ ax, + a*x, + ax,.

Odtud snadno vidime, Ze kubickd kfivka (',"'; splyne v okoli bodu {y}
3 kfivkou
C{x, + ux, + 2x, + 1°x,},

takZe jeji tecna v {y} obsahuje bod

Td
z.—_[— (xn+ux1+u’xz+113xa)] =X+ 2ax,+ 3a*x,
du u—a

Snadno v3ak vidime, Ze bod {2} naleZi kuZelose¢ce C.. Vskutku

S8 z=0, S&,z=1, 88,z = 2a, Stz = 3a?,
S(3t2—48t)z=3. (202 —4 .3a2=0.
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Podobné se ukadZe, Ze obrdcené také kaZdy bod kuZeloselky a jest in-
cidentni s jednou teCnou kubické kfivky a,.

382. Bud C,x(u) orientovana regularnf ar. kfivka tfidy
r2>5. Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud g () jeji prvy

unimodularni invariant. Bud (3 oskulaéni kuZeloselka
ktivky C{x} v bod& {x(u,)}. Bud {2z} libovolny bod incidentni
s oskula&ni rovinou kfivky C{x} v bod& {x(u,)}, tedy

(1) z=[Ax + A Dx + MDx],_,, .
Primka {r}, kde

(2) r=1{4(57,+ 3q}\y) (x Dx)+ 15X, (x D*x) 4 20\, (Dx D*x)

lu=u,

Uy
jest poldrou bodu {z} vzhledem ke kuZeloselce C,.

V daldim je vSude poloZiti 4 = u,. Bud R projektivni korespondence
mezi polem ar. bodi Adj. {§} a prostorem T dvojrozmérnych ar. bodi,
v niZ

x~y,=]|1,0,003, Dx~vy,=10,1,0, D2xvy,=i0,0,1is,
takZe dle (1) je téZ z ~z v & kde
Z=Npo+ MPr+Mp= kg i Al

Bud &%= Ass. R, takZe dle 146 v R* jest

(3) (x Dx) vy (xD?*x) o — 'y, (Dx D2x) = 7,
kde
.’10:“10'0!"’ "11_—"0, I,Oir, "h:|0a07”f-

Ziejm& kaZdy bod kuZeloseEky C“'o, jest incidentni s {§}. Snadno se vidi,
Uy —

Ze jest Cs > Gy v 8, kde

(4) C,=C[157,2 — 40797, — 12q152).

ty _
UkaZme na pf., Ze, kdyZ bod {z} naleZi do C, bod {2z} nélezi do C,.
Dle pfedpokladu a dle 381 (1) jest

\5) 15(Sz2D2¢)2 + 408z D¢ . Sz=— 12q (Sz D§)*=0.

Dle (1) a 357, 362 (3) je vSak

SzDE=— )y, SzD*e =), S22 =,
tedy dle (5)
(6 1542 — 40X\, — 12g)2 =0.

-
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Ziejmé je viak Szmi=4 (I=0,1,2), takZe ze (4) a (5) vidime, Ze bod
{z} nélezi do C,.

Jezto C: je kuZeloselka, je dle definice v 151 také C':; kuZeloseCkou.
Dle (2) a (3) jest v &*: r~{, kde

E=4(X+3qr)n,— 15X 1, + 20),7,

Méme ukdzati, Ze pfimka {{} je poldrou bodu {z} vzhledem k C,. To
viak vychazi ihned ze (4), jeZto zfejmé

[1571,> — 40 nyn,— 129 2| =— 0.
383. Bud C,x(u) orientovana reguldrni ar. kfivka tfidy

r>5 Bud I,p(u)=Ass. Cax(u). Bud {2z} libovolny bod inci-
dentni s {p(u,)}, tedy

— frox+ 1 2
z= (P-o I du u:u,,.

Bud {r} polara bodu {2} vzhiedem k oskulalni kuZeloseCce

kfivky C{x} v bod& {x(u)}- Pak jest

dp
{r} ={ (4}’-0P+ 3, ¢Tu).,=...,}'
Vychdzi ihned ze 351 a 382,

384. Bud C, x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r>5 Bud D jeji diferencidlni parametr. Bud q(u) (@(u) jeji
prvy (druhy) unimoduldrni invariant. Bud €& (u)= Adj. C.x(u).
Definujme = jako ve 362. Bud {y} bod neincidentnis {§(u)}.
Bud C{x'(u)} primé&t kFivky C{x} s bodu {y} do roviny {§(u)}-
Rovinna kfivka C{x’} ma v bod& {x'(uo)} = {x(uo)} sextakticky

: Uy
bod, kdyZ a jen kdyZ bod {y} ndleZi algebraické plo3e M,
pfi €emzZ

() My=M[EE + £ DE DY — 4 (D& — 2 q&2D% + 5 (46 + 3Dg) £7].
Algebraicka plocha A:‘Ios obsahuje oskulac¢ni kubickou kfivku

kfivky C{x(u)} v bod& {x(u)}
Bud &(u,) =&, Zfejm& miaZeme pFedpokladati, Ze

(2) x'(u)=388z.x(u)—S&x(u).z

Bud & projektivni korespondence mezi polem ar. bodi Adj. {§0} a pro-
storem T dvojrozmé&rnych ar. bodii o jednotce &; bud &* = Ass, & Bud
v & x"(u) > x(u). Bud €, §(u)=Adj. C,x(u). Bud 4 diferencidlni
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parametr ar. kfivky C, X (u); bud & (u) (7 (w)) prvy (druhy) unimoduldrni
invariant této ar, kfivky. Bud = (u) =(4 %, 4*x). Dle 319 jest

AR =F 4 2FE,
AE=— (7 + Afk) £
Dle 308 (1) jest £ = (%, 4 %). ZFejmé jest v R%: (x', 4x") ~ &, (dx', £2x) ~ E.
Dle (3) je tedy patrné

(3)

A2 (x'. Ax') = (Ax', A2x') + 2K (x". Ax’),
A (Ax', A%) = — (7 + AK) (x', Ax")
a tedy téZ

4)
Dle 306 jest

A2 (x", Ax'. z) = (Ax', A%x',2) + 2k (x', Ax', 2),
A (Ax'. A%, 2) = — (7 + Ak) (x', Ax', 2).

1 d 1
A == Ta . = e ———
(8) SV dx ex ) du Y (z D%, D*%)
] ( du du?

JeZto &, jest jednotkou pfi R, jest
(x', Dx', D*') = (%X, Dx, D*x) §,,
z &ehoZ plyne
(6) (x', Dx', D*x', z) = (x, Dx, D*x) S§,z.

Ze (2) a 352 (1) plyne
(x', Dx', D*x', z) = (88,2) (x, Dx. D*x, z) == w (8§,2)* Stz2,

takZe dle (6)
(%, D%, D*%) = w (S&2)* SEz,

tedy dle (5)

w

(7) —_—_’—:D
V (S&2)2 Stz
Dle (7) jest
(x' Ax', z) = ——‘w_h (x', Dx', 2),
o ¥ (se,2). stz
1 1 .8zD¢ ]
A(x',Ax', z2) = — — Dx', z x', Dx’
( [(seoz)*.sezl*[( S ICTI
w
A? ’7A '; = Tor o Op - '; 3 ': ': 2 '7 -
o (x', Ax', 2) & )286 [(x D3x', z) 4+ (Dx', D*x', 2)
SzDe Sz D SzD&\Y .,
(x Dix',z) — — {3 S2t —5(—SzEJ ‘(x,Dx,z)].
w , s
(10) (Ax,A*x.z):(Se()z—)z—sez(Dx,D‘x.z),
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1 Sz D¢ ’
(11) A (Ax', Ax', 2 =——[Dx',D“x',z — —— (Dx, Dx, J
( ) [(se.,z)ﬂsez]‘ ( ) Szt (Dx, D%, 2)

Ze (4), (8), (9), (10), (11) plyne

(x', D’x', z) — SzDk (x', D¥x'. 2) — % [3

SzD% _(SzDh)?
Szt _( )

Szt Szt
+ 18 (Sz8,)t (Sze)?] (', Dx’, z) = Oy,

(Dx', Dx', z) — S;—zl'zg (Dx', D', 2) 4+ w (8§2)2 SEz (x', Dx’, z) = 0.
Dle (2) jest
(x', Dx', 2) = (S8&y2)* (x Dx, z), (x', D¥x’, z) = (S&2)? (x, D*x. 2) atd.,

takZe jest

‘ SzDE ’ 17T, SzD% Sz DE\?
2, (x. Dx,2z) — Szt (x, D¥,z) — o [3 Szt _5(826)

1 18K (Sz¢,)t (SzE)‘,f] (x, Dx,z) = 0,,
Sz Dt _ -
(Dx, D’x, z) — Szt (Dx, D?x,2) + w (7t + AK) (S&2)? S&z (x, Dx, 2) = O¢.

Polozme
z=MX\x + A\ Dx + \,D* + %, Dx.

Dle 357 a 360 (1) jest

Sz8 =13, SzDE=—),, SzD® =1, + gy, SzE3= 1,
takze
(13) z2=3828.x+ (SzD*¢ —qSz& Dx — SzDt . D*x + Szt . D*x.

Ze (13) plyne

(x,2,2) =0, = (Sz D*¢ — qSz8)(x, Dx, z) — Sz D& (x,D?x,z) + Sz&(x, D*x, 2),

(14) (Dx, z,2) = 0, = — Sz = (x, Dx, z) — Sz Dt (Dx, D*x,z) 4+ Sz&(Dx, D*x, 2).

Dosadime-li do (12) hodnoty (x, D°x, z), (Dx, D*x, z) vypoltené ze (14),
obdrZime

) e 1 [_2SzD26 §(SzD&J2 1]

(SzE(,)%(Sz_E)i 3 Sz¢ +18 Sz¢ |- 27

w

COICT S
Av3ak dle (7), (15) a 364 (2) jest

A+ Ak=
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N [ESLE_ gs:ne.sw*e_zg(swe s
(Sz&)? SzE|3 Sz€ "3 (Szép 27 | sz¢
SzDé 1
—QE+E(49+3DQ)].
takZe
(16) r‘z(u)=—§—‘“—s:[efs+eDaD=e--i<De)a—5qema+
3 (8262 . Sz¢& 9 5

1
+ o0+ wq)ea].

Dle 326 ma kfivka C{x} v bod& {x (u,)} a tedy téZ kfivka C{x'} v bodé¢
{x’ (uo)} sextakticky bod, kdyZ a jen kdyZ 7i(u)=0, t. j. dle (1) a (16),
kdyZ bod {2} naleZi algebraické plose My

Pravé dokdzany teorém miZeme v3ak jednoduSeji odvoditi zcela

jinou metodou, kterou zde jen stru¢né€ naznalim. Bud a oskula&ni
kuZelosetka rovinné kfivky C{x’} v bod& {x(u,)}. Bud I'(I’s) promitaci

kuZelovd osnova kfivky C{x} (kuZelosecky a,) o vrcholu {z}. Bud P/,
kvadratické rovinové forma (hodnosti 3) takova, Ze M[P’,]= MT'; (v. 281).

Snadno se ukazZe, Ze C{x} a uég maji v {x(u)} Sestibodovy styk, kdyZ
a jen kdyZ rovinovd forma P, ma s kfivkou C{x} v {x,} Sestibodovy
styk. Odtud vychazi, Ze C{x’} ma v {x(u,)} sextakticky bod, kdyZ a jen
kdyZ bod {z} je vrchol kvadratické rovinové formy hodnosti 3, majici
v {x(uo)} Sestibodovy styk s C{x}. M4-li vdak kvadraticka rovinova
forma pP', Sestibodovy styk v {x(u,)} s C{x}, jest dle 369 (3)

Uy ) %
P/=MPM)+ 2 P4 Xy P®) + p [E(ug)]?

kde ;'5,0‘)(1—_—1,2, 3) jsou definovany ve 369 (1). Snadno vidime, Ze
hodnost formy P’, neni < 3, kdyZ |4, Ag, 43]s 3 0,- Dle 53 je tato hodnost
=3 a bod {2z} je vrcholem formy P’, kdyZ a jen kdyZ [P';; 2]=0,
tedy, jeZto dle 369 (1) jest

P/ =) [308D%€ — 20(D&)?|,_,, + ), [304E + 10DED?E — 12qEDE], _, +
+ 2, [20D8 . E 4+ 10(D28)? — 3qED*E —8q(DE)2 + 2(40 + 3Dq) § D), .o + v [§ ()13,

kdyZ a jen kdyZ pro u = u, jest

(15, 8z D& + 3),(582E — 29 Sz D&) + A {— §9 Sz D% + (40 + 3Dq) Sz Dt} +

+vSzDE £+ [ 20\, Sz D& + X, (582 D% — 69 Sz€) + ) {10528 — 89Sz DE +

+ (48 +3Dq) Sz&}] D + [15), Sz€ + 51,82 D& + A, (1052 D*% — $ ¢ Sz8)] D% +
+ 5(3%,828 + 234,82 DE)E =0,.

(17

B&Zl pouze o to, urliti, pro jaké z Ize vyhovéti rovnicim (17) tak, aby
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bylo | Ay, A3, Ag |5 3= 0,. Zfejmé to Ize, kdyZ a jen kdyZ 1ze urCiti | A,, 4, 44 s 3 0,
tak, aby bylo

— 207, 8zDE + 2, (58zD% —6qS8z¢8) + l,{lOSzS-—SquDE.-&- 40 + 3Dq)Sz£}=0;
151, 8z& + 10, Sz D + A, (1052 D*E — § 9 Sz§) =0,
32,528 +2)2,8zD¢ =0,

coZ nastane, kdyZ a jen kdyZ se rovna nule vyraz

| —20Dt 5D% —6qE 105 —8qDE -+ (40 - 3Dq)¢
Sz| 15¢ 5D¢ 10D — 3q¢ =
0 3¢ 2Dt |

=450 8z (828 +- §DED*E — $(D§)* — $ &2 DE + 75(48 + 3Dq)¢7,

v souhlase s teorémem.

Norma ktivky (m = 3).

385. Bud Cux(u) (u v ¢a=-b b—0)) orientovana regu-
larni ar. kFivka virtudlni tfidy r=>3. Bud e(u) (u v ¢a, b))

funkce tfidy r—3 v3ude rfiznd od nuly. Pak diferencidlni
1

parametr orientované ar. kfivky Cso(u) x(u) jest WD'
|
Dikaz je snadny.
386. Bud C.x(u) (u v<a+0, b—0)) orientovanad regu-
ldrni ar, kfivkavirtudlInitfidy r=4. Bud I', p(u) = Ass. C, x (u).
Bud o(u) (uv<a, b)) funkce tfidy r—3 v3ude riiznéd od nuly,

Pak jest
Falp (u)|§ p(u)=Ass Cap(u)x (a).

Vychdzi snadno ze 351 a 385.

387. Bud C.x(u) (u v<a+0,6—0) orientovandreguldrni
ar, kfivka virtudlni tfidy r>3. Bud C.§(u) = Adj. Cax(u). Bud
e(u) (u v <a,b) funkce tfidy r—3 v3ude riizna od nuly, Pak
jest

Cap(u) b (u)=Adj. Cap(u) x (u).

Vychdzi snadno ze 352 a 385. MiZeme také usuzovati takto: Dle

354 (2) jest

& D&l =w[px,D(px)
Dle 359 je tedy €.+ ¢&=Adj. C.ox. Snadno se nahlédne, Ze plati
horni znameni.
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388. Bud C.x(u) (u via+0,b—0)) orientovand reguldrni
ar, kfivka virtudlni tfidy r>6. Bud D jeji diferencidlni
parametr. Bud ¢(u) (u v (a, b)) funkce tfidy r—3 vSude riizna
od nuly. Bud ¢(®) prvy (druhy) unimoduldrni invariant
orientované ar. kfivky C.x(u); tyZ vyznam mé&j g(6) pro
Cio(u) x(u). Pak jest

o i[g 92240 (0):]
(n ag=|pl [q+3 ; o (%) )
2) 6 =p0.

Bud D diferencidlni parametr orientované ar. kiivky C.¢ x. Bud
€. =Adj. C.x- Dle 360 (1), (2) a 387 jest

g=8SD*(px)D*(p¥),
0=—_8SD'(ex)D*(p ).

Dle 385 je viak D= ¢| % D, tedy, klademe-li y=sgno=+ 1,

. D
Dex)=qlp? (Dx+?px],

— _ 2 2 2
D%(Px)=~q|P| }[DQX-f—ilkDXﬁ—(&—_(l)—p)]x],
3 ¢ e 3 ¢t

D D 7 D*s 22 (Dp)?
m(px>=p—‘[oax+—Psz+(_.Q_P_,,( P))Dx-{—
p 3 p 9 p?

(& _8DpDp 14 (Dp)a)x]
2 3 ¢ 9 ¢
a stejné pro &, takZe-
— — _ 2 2 2
SD*(px) D*(p&) = |p]| %S[D-‘H—%D‘lx + (%%—;2 (DP—?)

D% 8 DpDp | 14 (Dp)® ey 2 De D?p E(Dp)z)]
+(P el Pa)x][ue+3pne+( L.

= - 7 D*p 22 (Dp)?
SD“(pX)D"(pE)=p"S[DJx + &D"x—i— (— el (ﬂ) Dx +
P 3p 9 ¢
D% 8 DpD?p 14 (Dp)® D,
+( p_2Ze p))x][D"E—i———PD'*E-l-
P 3 ¢ 9 ¢ P
1 D% 22(Dpp D 8DpD’p E(DP)“) ]
+(3 o 9 pﬁ)DE+( 3@ Te o)t

z CehoZ vychdzi (1) a (2) dle 357 (1) a 360 (1), (2).

389. Bud C,x(u) (u via+0,b—0)) orientovana reguldrni
ar. kfivka virtualni tfidy r>7. Bud o(u) (u v (a, b)) funkce
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tfidy r—3 v3ude riizna od nuly. Bud 7z &tvrty unimodularni
invariant orientované ar. kfivky C,x(u). TyZ vyznam mé&j
7z pro Cio(u) x(u). Pak jest

(l) T=|P!_%'C.

Bud D diferencidlni parametr orientované ar. kfivky C,x (u); bud
O (u) jeji druhy unimoduldrni invariant; bud €,§(u)= Adj. C,x (u). TyZ
vyznam méj resp. D, 8, €& pro C,,gx Ze 372 vychazi snadno, Ze
existuje ¢ =0 (u) takové, Ze

(2) (t —DB)§ —28DE = o [(t — DO) & — 20DE]|.

Dle 387 je viak E=¢& a dle 388 (2) jest O=9—?0; dle 385 jest
— 1

= — D, takZe
D= len

Dt = | ﬁ (Dt + Dp. ¢, DB =0"2(D0—2Dp.0),
pl
tedy

(*— D8)E— 26D = p{[f ——pa 2 e]g_i Dé}.
Porovnanim se (2) vychazi

i(De+ ) —i(r—De),
IPI
3) o

___=_9
|p|§

Je-li ©(u)=£0, vychdzi (1) ze (3). Snadno se nahlédne, Ze platnost rovnice
(1) nemiZe pfestati, kdyZ O (u)=0.

390. Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>6. Osnova
Ass. C{x} nemé&j sextaktickych pfimek. Budn=+1. Bud 0(u)
druhy unimoduldrni invariantorientované ar. kFivky C.x(u).
Bud
) Xy="V8]x(w.

Ar. kfivka C,xy nazyva se norma kfivky C{x}; oznaceni
(2) Caxy=NC{x}.

M4 tedy kfivka C{x} dv& normy (n=+1 a =—1). Norma
kiivky C{x} jest regularni ar. kfivka virtualni tfidy r—3.

Ze jsme k definici normy oprdvnéni, vychdzi snadno ze 388 (2).
Jest si v3imnouti, Ze |@| se neméni, pfejdeme-li od C,x(u) k opalné
orientované ar. kfivce (v. 360).
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391, Jeli C{x(u)} orientovana regularni kFivka t¥idy
r>9 a neméli osnova Ass. C{x} sextaktickych pfimek, jest
norma N C{x} orientovand reguldrni ar. kfivka virtuilni
ttidy r—3, jejiZz druhy unimoduldrni invariant rovnd se
identicky +1. Obracen& kdyZ druhy unimoduldrni in-
variant orientované reguldrni ar. kfivky C.x(u) tfidy r>6
rovna se identicky +1, jest Cax(u)=NC{x}. i

Dukaz je snadny.

392. Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>6; osnova
Ass. C{x} nem&j sextaktickych pfimek. Bud

Caxy=NC{x}.

Bud K kolineace ar. bodii. Bud K=UP,kde U jestkolineace
modulu +1 a P jest podobnost. Bud x~ox" v K, xe~x'y VvV U
Pak jest

Caxy'=NC{x'}.

KdyZ K je positivni kolineace, tedy U unimodularni, je dikaz snadny.
Stali pak (v. 61) doplniti ditkaz pro jednu — libovolné zvolenou — nega-
tivni kolineaci, na pf. pro tu, v niZ

|1,0,0,0(3~11,0,0,03, {0,1,0,0]5 ~]0,1,0,0's,
|0,0,1,0‘b(\3 40A01|v0!b, !O,O,O,IIbNIO,O,O.'—l 15,

coZ je rovnéZ snadné.

393. Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>8; osnova
Ass. C{x} nem&j sextaktickych pfimek Bud €{§}=Adj. C{x},
C.xw=NC{x}, C.Ex=Adj. C.xnr. Pak jest

Ciy=NEC{¢}.

Vychazi snadno odtud, Ze, kdyZ @ je druhy unimoduldrni invariant
orientované ar. kfivky C,x(u), — @ je druhy unimodulérni invariant orien-
tované dualni ar. kfivky Adj. C.x(u) (v. 360).

394. Bud C,x(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy r >6.
Bud @(u) jeji druhy unimodularniinvariant. Osnova Ass. C{x}
nemé&j sextaktickych pfimek. O orientované ar. kfivce C.x(u)
— a téi o orientované kfivce C{x(u)] — pravime, Ze jest
positivné (negativné&) orientovdna, je-li O(u) >0 (®O(u)<0).
Je-1i Cox(u) positivné (negativné) orientovana, jest opaéné
orientovana ar. kfivka C, x(—v) negativné& (positivné) orien-
tovana. '

Cech, Projektivni diferenciilnl geometrie. I. 18
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Vskutku dle 360 druhy unimodularni invariant opa&né& orientované
ar. kfivky rovnd se — 0.

395. Bud C {x(u)} orientovana reguldrni kfivka tfidy
r>6. Osnova Ass. C{x} nem&j sextaktickych pfimek. Bud
CaxlvaC{x(u)}. Normalni parametr s orientované ar. kfivky
C.xy nazyvad se normalnim parametrem orientované kfivky
C{x(u)}. Pro opain&orientovanou kfivku jest —snormélnim
parametrem.

Die 350 (1) jest, je-li @ (u) druhy unimodularni invariant orientované
ar. kfivky C, x(u) a je-li ¢ konstanta:

_ o/ (s Fx P
5y s---./ 0] ‘/ (xdud—mdurl)\d"+c'

396. Bud C{x(u)} orientovana regularni kfivka tfidy
r>8. Osnova Ass. C{x} nemé&j sextaktickych pfimek. Bud
€{&(w)} =Adj. C{x(u)}. Jeli C{x(u)} positivn& (negativn&) orien-
tovana, jest €{§(u)} negativné (positivné) orientovana. Je-lis
normélni parametr pro C{x(u)}, jest s také normalnim para-
metrem pro €{&(u)}.

Vychazi snadno odtud, Ze druhy unimoduldrni invariant orientované
dudlni ar. kfivky Adj. C, x () 1i8i se znamenim od druhého unimodular-
niho invariantu orientované ar. kfivky C. x (u).

397. Bud Cox(u) orientovand reguldrni ar. kfivka tfidy
r>6. Bud v(u) jeji €tvrty unimodualdrni invariant. Kfivka
C{x} nemé&j septemtaktickych bodid; osnova Ass. C{x} bud
obsaZena v pevném lin. komplexu. Bud n—=+1. Bud

3
() xy=mnledx @),
Ar. kfivka C.xv nazyva se norma kfivky C{x}; oznaleni
2) C,xy=NC{x}.

Ma tedy kfivka C{x} dv& normy (n=+1an=—1) Norma
kfivky C{x} jest regularni ar. kFivka virtudlni tfidy r—3.
Ze jsme k definici normy opravnéni, vychazi snadno ze 389 (1). Vyraz
7(u), jak byl definovin ve 363, obsahuje ov3em sedmé derivace ar.
bodu x, jichZ existenci zde nepfedpoklddame. JeZto vSak Ass. C{x} nalezi
pevnému lin. komplexu, je dle 379 identicky O (1) =.0, tedy téZ DO =0,

d'x

t=7— DO, a ve 363 jsme si viimli, Ze T — DO nezavisi na o7



275

398. Je-li C{x(u)) orientovana regularni kfivka tfidy
r=>9 bez septemtaktickych bodi a je-li osnova Ass. C{x} ob-
saZena v pevném lin. komplexu, jest norma N C{x} oriento-
vana reguldrni ar. kfivka virtudlni tfidy r—3, jejiZz druhy
(C¢tvrty) unimoduldrni invariant rovnd se identicky 0 (£ 1).
Obracené, kdyZ druhy unimodulérni invariant orientované
reguldrni ar. kFivky tfidy r>6 rovnd se identicky O a &tvrty
jeji unimodularni invariant rovnd se identicky + 1, jest

C. x (u) =N C{x}.

399.Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy-r>6bez septem-
faktickych bodi. Osnova Ass. Clx } bud obsaZena v pevném
lin. komplexu. Bud
C,xy=NC{x}.

Bud K kolineace ar. bodili. Bud K= UP, kde U jest kolineace
modulu +1 a P jest podobnost. Bud x~x v K, xy v Xy v U.
Pak jest

C,x'y=NC{x}.

Dikaz je snadny (v. 392).

400. Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>8 bez
septemtaktickych bodifi; osnova Ass. C{x} bud obsaZena
vpevném lin. komplexu. Bud €{§(u)} =Adj. Clx(u)}, Caxy=
=NCl{x}, €, xv=Adj. C.xy. Pak jest

G ty=NE{t}

Vychazi snadno odtud, Ze C.,x(u) a Adj. C,x(u) maji tyZ tvrty
unimodulérni invariant (v. 363).

401. Bud C{x(u)} orientovana regularni kfivka tfidy
r>6bezseptemtaktickychbodi. Osnova Ass. C{x} bud obsa-
Zfena v pevném lin. komplexu. Bud Coxy=NC{x}. Normaélni
parametr s orientované reguldrni ar. kfivky C,xy nazyva
senormdlnim parametrem orientované kfivky C{x(u)}. Pro
opalné& orientovanou kfivku jest —s normalnim para-
metrem. '

Dle 350 (1) jest, je-li z(u) Ctvrty unimodularni invariant orientované
ar. kfivky C.x(u) a je-li ¢ konstanta:

m :/m*‘/\( P EEE
du du? du? ) |

18%
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402. Bud C{x(u)} orientovand reguldrni kfivka tfidy
r>8 bez semptemtaktickych bodi. Osnova Ass. C{x} bud
obsaZena v pevném lin. komplexu. Bud € {§(z)} = Adj. C{x(u)}.
Je-li-s normalni parametr pro C{x(u)}, jest s také normalnim
parametrem pro € {£(u)}.

Diikaz je snadny.

Lokdlni jehlan kfivky (m=3).

403. Bud C,x(u) orientovand regularni ar. kfivka tfidy
r=>6. Bud D jeji diferencidlni parametr. Budte g(u), 0(n),
z(u) jeji prvy, druhy, C¢tvrty unimoduldrni invariant. Bud
o znameni kfivky C{x}. Osnova Ass. C{x(u)} nemé&j sextaktic-
kych pfimek. Bud =+ 1. Bud e=sgn &=+ 1. Bud

: 3 1 c— DO
xoznvel’x.x1=en!e|°[Dx—;T k x],

_a— ¥ 21—D9 1 (r—D8y) 3)
" X, =116 [Dx—3——e Dx+(6 T T L
—% 1t—D6 1 (x—DOy 7 )
— [} Iy — — ——— N2 — =7 -
x;=1¢n| 6] [Dx P P D*x 4- p o2 10q Dx +

1 (r—DOBP 3 — DO 3 2
+(—'—(T S —E)Dq—;e)x].

36 6 20° o
Jest
@ CaXe=NC{x},
3 (Xp X1 X, %,) = o,

Jehlan xq xi, x5 xs jest kfivkou C{x} a bodem {x(u)} ipiné&
uréen aZ na libovolné znameni n=+1 (tedy dvojznalné);
nazyva se lokalni jehlan kfivky C{x(u)} v bod& {x(u)}.

Bud K kolineace ar. bodi; bud K= UP, kde U jest koli-
neace modulu +1 a P jest podobnost. Bud x(v) ~x'(v) VK,
bud x;oxt v U (i=0,1, 2, 3). Jehlan x'y, X1y X5 X’s jest lokdlIni
jehlan kfivky C{x'(u)} v bod& {x'(u)}.

Bod {x;} naleZioskula&ni kubické kFivce Cs kfivky C{x (u)}
v bod& {x(u)} a jestincidentni s rovinou sedmibodového

styku kfivky C{x} s kubickou kfivkou C, v bode {x(u)}. Bod

{x:} je prise&ik teEny kubické kFivky Cs v bod& {xs} s osku-
la¢ni rovinou kfivky C{x} vbodé {x(u)} a ndleZi tedy

(v. 381) oskuladni kuZeloseéce C“'g kfivky C{x} v bod& {x(u)}.
Bod {x;} je priselik te&ny kuZeloseCky C; v bod& {x(u)}
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s te€nou kfivky C{x} v bod& {x(u)}. Bod {x,} je také pru-
seCik oskulaéni roviny kubické kfivky Cs v bod& {x;} s te€nou
kfivky Clx} v bod& {x(u)}.

Bud {y} bod mcndentm s rovinou sedmibodového styku kfivky C {x}
s kubickou kfivkou Cs v bodé {x (u)}. Dle 357 a 372 (1) jest
(4) 3 ¥y =Ax 5 A\ Dx + M [(r — D®) D*x — 26 D).
Z (1), (4), 357, 362 (3) a 370 (1) najdeme snadno, Ze bod {y} nileZi
kubické kfivce Cy, kdyZ a jen kdyZ bud {y} = {x,} nebo {y}={xs}. Po-
Citajice jako ve 381 vidime snadno, Ze bod {x,} jest prisecik teCny

kubické kfivky é; v bodé {xs} s oskulaéni rovinou kfivky C{x} v bod&
{x (u)}. Ze 187 vychazi snadno, Ze poldra bodu {x,} vzhledem ke kuZelo-

selce Cj jest teCnou této kuZeloseCky v {x;). Odtud dle (1) a 382 snadno

vychézi, Ze bod {x,} je pruselik tetny kuZeloseCky Cy v-bod& {x;} s tenou
kfivky C{x} v bodé {x(u)} Ze bod {x;) jest incidentni s oskulalni ro-

vmou {1)} kubické kfivky Cs v bodé€ {x,}, miiZeme na pf. takto nahlédnouti:
Bud K oskulaém lin. komplex osnovy I'p(u) = Ass. C{x}vpnmce {p(u)).
Ziejmé K je téZ oskula€ni komplex osnovy Ass Csvpfimce {p ()}
Ze 371 a 379 se v3ak lehko dokaZe, Ze Ass. Cs jest obsaZena v pevném
lin. komplexu, tedy patrné v K';, coZ ovSem se také pfimym poltem da
verifikovati. Odtud vychdzi, Ze oskulaéni lin. komplex osnovy Ass. Cu,,
jest l:, z &ehoZ plyne, Ze oskulani rovina {L} kubickf kiivky C{x} v bod&

{xs} (na pf.) je polirou tohoto bodu vzhledem ke K. Z (1) a 380 najde
se pak snadno, Ze Sx;{ =0, jak bylo tvrzeno.

Bud ¢ =g (u) funkce tfidy 6 v3ude riiznd od nuly. Prejdeme-li od
Cax(u) k C.ox(u), nechf prejde x; (i=0,1,2,3) v {x.} Die (2) a
390 vychézi, Ze X,= x,- Z pfedchoziho pak nasleduje, Ze {x.}—{x.}
(i=1, 2, 3), tedy %=X x;. Dle (1) a 351 je v8ak I, &|0|7¥ (x, x;) =
= Ass. C,x. Podobn& jest I', | @ '~¥ (%, x,) = Ass. C.ex, je-li @ druhy
unimoduldrni invariant orientované ar. kfivky C,ox. Dle 386 a 388 (2)
je tedy

hlp=28 ) = o (pt 10 "Hxey),

takZe 4, =1, ¥;=x;. Podobné& vidime, Ze A,— 1, x;= x3, uZivajice 387 misto
386. Z (1) a 349 (2) vychazi (3). Ze (3) vidime ihned, Ze 3= 1, X3=xs.

Ze lokélni jehlan se neméni, zmé&nime-li orientaci kfivky, vidi se
snadno odtud, Ze D, © a tedy i &¢ zm&ni znameni, kdeZto v se nezmé&ni
(v. 349, 360 a 363).
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Jak se chova lokalni jehlan pfi positivni kolineaci X, je zfejmé. Ze
se chova v souhlase s teorémem, i kdyZ K je negativni kolineace, staci
verifikovati pro partikularni negativni kolineaci uvaZovanou ve 392, coZ
je rovnéZ snadné.

404. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv& regularni kfivky tfidy
r>6 0 spolecném bod& {x(u)} ={y(v5)}- Osnovy Ass. C{x}, Ass.
Cly} nemé&jte sextaktickych pfimek. Bud xo xi, Xs x5 lokdlni
jehlan kfivky C{x} vbod¢& {x(u,)}. KdyZ a jen kdyZ x,, x;, Xz Xs
je také lokalni jehlan kfivky C{y} v témZ bod& maji kiivky
Cix(u)} a C{y(v)} sedmibodovy styk v {x(u)}-

Ze podminka je nutnd, vychazi snadno ze 178. Pfedpokladejme tedy,
Ze xo, X1, X3, Xs je lokalni jehlan kfivky C{p} v bod& {x(u,)}. Bud &,
§1, §s, & dudlni jehlan adjungovany k x,, X1, Xxs, xs3. Ze 357, 360 (1),
362 (3) a 403 (1) vychdzi po snadném poltu, Ze — v obvyklém ozna-
Ceni vzhledem k C,x(u) —

N A i e at LY
(LeDor 3 D8 3y, 20

mmor o 3 (OS2

52:_,”9‘%[135_%«—9095}

y=eni 0¥,

kde napravo je dosaditi u =y, Odtud a ze 370 nalezneme po snadném
poltu (v. 198 (2), (3)) pro oskulaéni kubickou kfivku 83 kiivky C{x}

v bod& {x (uo)}:
- s &y %5.]
C“‘C[ez. 6,38

Je#to xo, X1, X2, x5 je téZ lokalni jehlan kiivky C{y} v bodé€ {x (uo)}.

je zfejmé E"s té7 oskulacni kubickou kfivkou kfivky C{y} v {x (u,)}- Maji
tedy C{x} a C{y} 3estibodovy styk v {x(u,)}- Dle 178 miizeme tedy
predpoklédati, Ze

o). ) [osessiza=1u=1)
(n —_— = |— <a<<fh:—=—=1]}|.
(dva v=y, dlla u=1 0=a= ’du" dvo

Bud 4 diferencidlni parametr ar. kfivky C.y (v); bud g(v), ©(v), 7 (v)
jeji prvy, druhy, &tvrty unimodularni invariant; bud €,7 (v) = Adj. C,y (v);
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bud @ znameni kfivky C{y}. Z (1) vychazi snadno, Ze

(BY)y— g, = (DX} B = w, 7 (Vg) = £ (thy),
(An)u_:uo - (DE)u——uol (y) Ay’ Azy)u——oo (xi Dxl sz)uz.uul
(3) (A y)v 00 (D.‘ x)u _ug’(Azn)v v (D E)

(2)

Ze (3) vychazi dle 360 (1), Ze

) g (vo) = q (t4y)-

Jeito kfivky C{x} a C{y} maji v bod& {x(u,)} spoletny lokalni jehlan,
vidime snadno z prvych dvou rovnic 403 (1), Ze

(5) B (1) =0 (uy), t—49),_, = (t—DB), _,, -

Ze (2), (4), (5) vychdzi dle 362 (1) a 364 (2), Ze

(6) (A:ln)vzul. =(D? E)u=un :

Dle 353 (1) jest

D2 ’(xggz_x@_x) —9( dxd*xdix )( dxdzx)

Ed_ulw du du?)

du du* du?

kde vynechané ¢&leny neobsahuji jiZ %—ﬁ Dle (1) a (6) je tedy

S Y WO M 2 O
™ o duJu=y, | du? u:ug! dve v—=vp du® fu=u, -

Mame ukazati, Ze C{x} a C{y} maji sedmibodovy styk v {x(u,)}. Pfed-
poklddejme, Ze by tomu tak nebylo, Ze by tedy C{x} a C{y} mé&ly pravé
Sestibodovy styk v {x(u,)}. Ze (7) vychazi pak dle 225 (2), Ze {£(u,)}
jest rovinou sedmibodového styku kfivek C{x} a C{y} v bod& {x (u,)}-
Z (5) vychazi dle 372, Ze, klademe-li

8) {=[(r—D®)§ 20 Di]

%= Uy?

rovina {{} jest rovinou sedmibodového styku v bod& {x (u,)} jak pro C{x}

a Cs, tak i pro C{y} a C, Odtud snadno soudime, Ze {{} jest rovinou
sedmibodového styku kiivek C{x} a C{y} v bod& {x(u,)}. Je tedy
{&} = {& (u,)}, takZe dle (8) O (u,) =0, coZ je spor, nebof Ass. C{x}
nemd sextaktickych pfimek.

405. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv& regularni kfivky tfidy
r>6; osnovy Ass. C{x}, Ass. C{y} nemé&jte sextaktickych
pfimek. Bud {x(u)}, ({y wo)}) bod kFivky C{x} (C{y}). Existuje
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kolineace K ar. bodd, v niZ {y(vo)} ~ {x(uo)} a jeZ je takova,
Ze, kdyZ y(») >y’ (V) VK, kFivky C{x(u)} a C{y’(v)} maji sedmi-
bodovy styk v {x(u,)}

Vychazi ze 404 stejng, jako vychazi 339 ze 338.

406. Bud C,x(u) orientovana reguldrni ar. kfivka tfidy
r27 bez septemtaktickych bodd. Bud D jeji diferencialni
parametr. Bud g(u) (v(u) jeji prvy (tvrty) unimoduldrni
invariant. Osnova Ass. C{x} bud obsaZena v pevném lin,
komplexu. Bud w znameni kiivky C{x}. Bud n=+1. Bud e=
=sgn t=+1. Znameni & je kfivkou C{x} apIn& urieno; pra-
vime, Ze ¢ je normalni znameni kfivky C{x}. Bud

8 3 Dt
xo=7ltfx,x, = 7|t (DX-l- e x),

—1 1 Dr 3 (D) 3 )
— 2 —_—— —_ —_
" x,=7|7| a[Dx-i—2 . D3c+(32 2 10 x|,
- —&| p3 3D, 3D 1 )
xy=mn|r| B[Dx-{—s TDx—i- o, 10q Dx +

ERCSJE- SR
Jr(256 s 807 102 x]'
Jest

) Caxy=NC{x},
(g X X, X3) = w.

Jehlan x4 x;, xs Xy jest orientovanou kfivkou C{x} a bodem
{x(u)} upIné& uren aZ na libovolné znameni n=+1 (tedy
dvojznac€né&); nazyva se lokalni jehlan orientované kfivky
C{x(u)} v bod& {x(u)}. Jehlan xy — x; X; — Xs jest lokdlni
jehlan opacné& orientované kfivky C{x(—v)} v bod& {x(u)}.

Bud K kolineace ar. bodii; bud K=UP, kde Ujest koli-
neace modulu +1 a P jest podobnost. Bud x(¢)~x"(v) v K;
bud x;i~vx’ v U (i=0,1,2,3). Jehlan x,, xi, xs), xs’ jest lokdlni
jehlan orientované kfivky C{x'(u)} v bod& {x'(uo)}-

Bod {x,} ndleZi oskula&ni kubické kfivce C, kfivky
C{x(u)} v bodé& {x(u)}. Bod {xs} je pruseik tedny kubické
kfivky (","s v bod& {x,;} s oskulagnirovinoukFivky C{{}vbodé
{x(u)} a ndleZi tedy (v. 381) oskuladni kuZeloselce C; kFivky
C{x} v bod& {x(u)}. Bod {x;} je priiselik te€ny kuZeloseCky

C: v bod& {x(u)} s te€nou kiivky C{x} v bod& {x(u)}. Bod {x;}
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je také priseCik oskuladni roviny kubické kfivky C"‘,, vbodé
{xs} s teEnou kFfivky C{x} v bod& {x(u)}.

V3imnéme si nejprve, Ze Dv existuje, i kdyZ r=17. JeZto totiZ Ass.
(i
C{x} naleZi pevnému lin. komplexu, nezavisi 7 na ﬁ, jak jsme jiZ ve
397 upozornili.

Abychom zjistili, Ze jehlan x,, x;, x) xs jest orientovanou kfivkou
C{x} a bodem {x(u)} (dvojznatn&) uren, stali zjistiti, Ze, je-li ¢ = ¢ (u)
funkce tfidy 7, x; (=0, 1,2,3) se neméni, pfejdeme-li od C,x k C.0 x.
Bud 4 diferencidlni parametr orientované ar. kfivky C,e x; bud g(u),
(7 (w)) jeji prvy (&tvrty) unimoduldrni invariant. Dle 385 jest

(4) A=IP|_FDv
takZe
A(px)=sgnp. !pl* (DX+ @x),

2 2
A2 (px)=sgnp . |pi l!‘,:DI:H— 200 pe (ﬂ_,E(D_P))x]
p p 3 p?
(5) i o

9 8 2 3
+(m__vp_m 1.4@)]
P 3 P'Z g P3

Dle 388 (1) jest

—3 10 D? 40 (D, - —8
© 1w=1p g+ 322~ TCF) cw=10 7,
p 9 o

takZe dle (4)

 ~p,._ADe_  10D% 50DiD% 400 &)]
Aq—P[Dq 30,773, 3 g 27(9 ’
M o D

F— _8Dp_

At_|p| (D‘r 3 )
Z (1), (5), (6) a (7) vychazi snadno, Ze, pfejdeme-li od C.x k C.0 x,
jehlan xo, x;, xs, xs zméni se jen tak, Ze libovolné znameni 7 je nahrazeno
znamenim sgn @ . 7.

Prejdeme-li od C,x k opalné orientované ar. kfivce, pfejde D v — D

dle 349, kdeZto ¢ a = se nezmé&ni (v. 360 a 363). Z (1) pak vychazi
ihned, Ze jehlan x, x;, xs, xs pfejde v jehlan x, — x;, X» —— Xs.

Ostatek teorému dokiZe se stejné€ jako ve 403.
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407. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv& reguldrni kfivky tfidy
r>6 o spole¢ném bod& {x(u)}=1{y(v))}- Osnova Ass. C{x}
bud obsaZena v pevném lin. komplexu; rovné&Z osnova Ass.
Cly). Bud 6<s<r. Bud {p,} te&na kfivky C{x} v bodé& {x(u)}.
Kdyz a jen kdyZ kfivky C{x} a C{y} maji s-bodovy styk

v {x(uo)}, majiosnovy Ass. Ci{x} a Ass. C{y} s-pfimkovy styk
v {po}-

Ze podminka je nutna, vychazi ze 221 a 222. Pfedpokladejme tedy,
Ze je splnéna. JeZto $>6, a jeZto lin. komplex K, jemuZ naleZ{ Ass.
C{x}. jest jediny (v. 378) lin. komplex, majici v {x(u,)} p&tipfimkovy
styk s Ass. C{x}, nleZi také osnova Ass. C{y} do K. Vskutku dle 221
maji Ass. C{x} a Ass. C{y} (s— 1)-pfimkovy styk v {p,}. Bez djmy
obecnosti miZeme predpokladati, Ze r>s - 1. Bud ¢ ar. komplex takovy,
Ze K jest adjungovan ke {g}; bud K nulova korelace o basi g. Bud
v K: x(u) ~ @), y(v) > (). Je zfejmé, Ze € {§} a €{n} maji s-rovi-
novy styk v {&(u,)}. Aviak ze 134 a 380 vychazi snadno, Ze €{§} =
= Adj. C{x}, €{n}=Adj. C{y}. Jeito jednak C{x} a C{y} maji s-bodovy
styk v {x(u,)}, jednak Adj. C{x} a Adj. C{y} maji s-rovinovy styk
v {§(u,)}, vidime snadno, srovname-li podminky 204 (2) a 222 (2), Ze
Ass. C{x) a Ass. C{y} maji s-pfimkovy styk v {p,}.

408. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dvé orientované reguléarni
ar. kfivky tfidy r>7 bez septemtaktickych bodit o spole¢-
ném bodé& {x(uo)'_{y(vo)} Osnova Ass. C{x) bud obsaZena
v pevném lin. komplexu; rovné&Z osnova Ass. C{y}. Bud {p,}
teCna kfivky C{x} v {x(u)}. Bud & normalni znameni kfivky
C{x}. Bud xq Xy, xo» x5 lokdlni jehlan orientované kfivky C{x}
v bod& {x(u)) KdyZ a jen kdyZ 19 x, X1, X2, X3 je také lokalni
jehlan v {x(u)} proorientovanouktivku C{y}nebo pro kfivku
opa&né& orientovanou, 2° ¢ je normalni znameni kfivky C{y},
maji kFivky C{x}. C{y} osmibodovy styk v {x(u,)}-

Ze podminka je nutnd, vychdzi snadno ze 178 a 406. Predpokladejme
tedy, Ze je splnéna, takie — volime-li vhodn& orientaci kfivky C{y} —
Xe X1 X2 X3 je lokalni jehlan v {x(u,)} i pro C{x} i pro C{y}. Bud
8, &1, &, & dudlni jehlan adjungovany k x,. x1 X2 Xxs. Ze 357, 360 (1),
362 (3) a 406 (1) vychazi po snadném poftu, Ze — v obvyklém oznaceni
vzhledem k C,x —

3D1:

o D

-3 3D
Euz"]l":‘ [:_ 32(1:) +l )D£+

NERCO -
+( 256 o 807 < +]0pq)e].
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1 D:

1 303
2

D+ (i —09)¢ )

t=—nislt D6+ 5 ), f=nisite,

—1
& =mlt| °[D~ze+
()

kde napravo je dosaditi y=u, Odtud a ze 370 nalezneme (v§imajice
si, 26 ©®=0) po snadném poltu (v. 198 (2), (3)) pro oskulaéni kubickou

keivku C» Kiivky C{x} v bodé {x (u0)}:

2) (':.“a___c[sa, &, %El]'

ST L 1)

Jeito také C{y} ma v {x(u,)} lokalni jehlan x, Xx;, xa Xsa dudlni jehlan

& &1, &2, &s jest adjungovdn k xo, X1, X X3 vychadzi ze (2), Ze E‘ns je
téZ oskulaéni kubickou kfivkou kfivky C{y} v bod& {x(u,)}. Maji tedy
C{x} a Cly} B3estibodovy styk v {x(u,)}. Snadno v3ak nahlédneme, Ze
tento styk je sedmibodovy. PoloZme

Q=388 —262
3) (30’_(2):350&3—5152'

2

er(s): 512 - 2‘5052 - iO 532'

Definujeme-1i ?’,U), ;5,(2), ?3,(9) jako ve 369 (1), vychazi z (1) po snadném
poltu — vSimneme-li si, Ze @ =0 — Ze

) 1 3w
Qr(l)_—:ﬁ‘tl Pr(’)’

o 1 % 1 (Dz ty
4 o_ L m__(_) (1.
@ Q 10 P 401 1 u:,,up’
the —i[1 % 1 (D Uy 1 1 (Dr)'l) th ]
(M (g 5|~ P = [ ) _ (g4 —EX B,
< < [10 T +40(T)u=uopr (100q+320 12 T

takZe dle 369 rovinové formy (ui),.(") (!=1, 2, 3) maji s C{x} sedmibodovy

styk v {x(uo)}- Z tvaru forem ’(3,(") pak vychdzi, Ze maji v {x (uo)} také
s C{y} sedmibodovy styk. Ze (3) pak snadno vychazi, Ze, kdyZ a jen kdyZ
ar. bod 2 nalezi do {x,xi), jest S[Q.9; 21 x,=0 (i=1, 2, 3). UZijeme-li
této poznamky misto véty 175 v uvaze provedené ve 178, nalezneme, Ze
C{x} a C{y} maji v {x(u,)} sedmibodovy styk.

Dle 178 miiZeme tedy pfedpokladati, Ze
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ﬂ) - (ﬂ) a0

® (dv“ u__vo— du® u=u|,. (Oéaéﬁ, - =D

Méame ukazati, Ze styk kfivek C{x} a C{y} v {x(u,)} jest osmibodovy,
tedy dle (5) a dle 179, Ze existuji Cisla @, b takova, Ze

e il 1 IO v

JeZito C{x} je regularni, je tomu tak, kdyZ a jen kdyZ

O = W M- B
I T W I

Rovnice "(6) je v3ak splnéna dle 222 (2), nebof dle 407 osnovy Ass.
Clx), Ass. C{y} maji sedmipfimkovy styk v {(x Z_E) } Bud 6 (v)
(7 () druhy (Ctvrty) unimoduldrni invariant orientované ar. osnovy C, y (v);
jest identicky ©(v)=0. Bud 4 diferencidlni parametr orientované ar.
osnovy C, y(v). Dle (5), (6) a 363 (5) jest

®) (“)m— (Df)mr

kde napravo je dosaditi u=u, v=v,. JeZto orientevané kfivky C{x}.
C{y} maji tyZ lokalni jehlan v bod& {x (u,)}, vychazi snadno ze 406 (1),
Ze leva strana rovnice (8) je rovna nule. TotéZ plati tedy i o pravé strané,
z &ehoZ vychazi (7).

409. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dv& reguldrni kfivky tfidy
r>7 bez septemtaktickych bodia. Osnova Ass. C{x} bud ob-
sazena v pevném lin. komplexu; rovnéZ osnova Ass. C{y}
Bud &(¢)) normdlni znameni kfivky C{x}(C{y})- Bud {x(u,))
({y w)}) bod kiivky Clx} (C{y})- KdyZ a jen kdyZ e=¢, exi-
stuje kolineace K ar. bodi, v niZ {y(v)} ~{x(up)} a jeZ je
takova, Ze, kdyz y(») >y '(v) v K, kfivky C{x} a C{y’} maji
osmibodovy styk v {x(uo)}

Vychazi ze 408 stejné, jako 339 ze 338.

(i e dn) oy s e dyd
du di* dud) | !

Ay du® dv | dd

Projektivni kfivostl (m = 3).

410. Bud C{x(u)} reguldrni kfivka tfidy r>7. Osnova
Ass. C{x} nemé&j sextaktickych pfimek. Bud D diferencidlni
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parametr orientované ar. kfivky C,x(u); budte ¢g(u), ©(n),
t(u) resp. jeji prvy, druhy, €tvrty unimodularni invariant.
Bud

Tw=z10"s,

(n ,
8
H(u) :»3’—6[9. ‘[_seo(r—oe) +8:DO — 4 -lfqeﬂ—uD@)*].

Hodnota vyrazu T(u) (H(u) pro dané y4 jest kiivkou C{x} a
bodem {x(u)} ipIn€ urlena; pravime, Ze T(z) (H)) jest prva
(druhé) projektivni kfivost kfivky C{x} v bod& {x(a)}-

Bud K kolineace ar. bodi; bud x(u) ~ x' (1) v K; pak T (u)
(H(u)) jest prvad (druhd) projektivni kfivost kFivky C{x’)
v bodé& {x (u)}.

Ze T(u) (H(w) se nemé&ni, pfejdeme-li od C,x (1) k Ca.e¢(u) x(u),
vychazi po snadném poltu z 385, 388 a 389. Ze T (u) (H(u) se ne-
méni, zmé&nime-li orientaci kfivky C{x}, je zfejmé. Ze T (u) (H(u)) se ne-
mé&ni pfi kolineaci K, je zfejmé, je-li K positivni. Stai tedy ukazati, Ze
se T(u) (H(u) neméni pii jedné negativni kolineaci, na pi. pfi té,
kterou jsme uvaZovali ve 392, coZ je snadné.

411. Bud C{x(u)} orientovana reguldrni kfivka tfidy
r>7. Osnova Ass. C{x} nemé&j sextaktickych pfimek. Je-li
C{x(u)} positivn&(negativné) orientovana, bude=1 (¢=—1).
Bud s normdlni parametr orientované kfivky C{x(u)}. Bud
T(u) (H(w) prva (druha) projektivni kfivost kiivky C{x}.
Bud x, xi, xs, xs lokdlni jehlan kfivky C{x} v bod& {x(u)}.
Bud &, &, &, § dudlni jehlan adjungovany k x, xi; Xz Xs
Plati rovnice

d.
i’=e(x, 1-3Txy), ﬁze(x.z+ Tx, + 3 Hx,),
W ds ds
dx, 2 dx 3
d—;=e(x;,—Tx2+4Hxl+~5—x0), d—;=e(—3Tx3+3Hx2+~gx,);
{3 2 dt 3
‘ d_;=—9(3T€n+3H51+.’5_52J7 d—slr——s[go‘*' T€l+4H£'l+g53)y
@ g, at,
E=—€(£|—T52+3Hezl)r I=—E(Ez—3reg)-

Dle 395 (1) jest diszzei—%p;dle 394 jest e=sgn 6. Rovnice (1)

obdrZi se po snadném poltu ze 363 (4), 364 (1), (3), 402 (1) a 410 (1).
Tento polet di se ostatné znaCn&€ zjednoduSiti takto: Stali provésti
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dikaz rovnic (1) za predpokladu, Ze r>13. Pak ar. kfivka C,|Oi x =
=NC{x} je tfidy 7, takZe miZeme pfedpoklddati, Ze C,x=NC{x},
tedy @ =2 (v. 391), coZ poCet zjednoduluje.

Rovnice (2) plynou z (1) dle 69.

412. Budte C{x(u)}, Cly(v)} regularni kfivky tfidy r+6
(r>1); osnovy Ass. C{x}, Ass. C{y} nemé&jte sextaktickych
pfimek. Kfivky C{x(u)}, C{y (v)} budte positivn& orientovany.
Bud s(s) normdéini parametr orientované kfivky C{x(u))
(C{y»)). Bud T(u) (H@w) prva (druha) projektivni kfivost
kfivky C{x}; tyZ vyznam mé&j T'(v) (H(v)) pro kfivku C{y}.
Bud {x(uo)} ({y w,)}) bod kfivky C{x} (C{y}). KdyZ a jen kdyz

(). () (G5 ()
ds* u:u,,_ ds'® v:uu’ ds* u=uo—_ dv* v:v‘,,

1

existuje kolineace K, v niZ {y(v)} ~{x(u)}, y()~y' (), a
jeZ je takova, Ze kfivky C{x(u)} a C{y’(v)} maji (r+7)-bodovy
styk v {x(u)}

Ze podminka je nutnd, vychazi snadno ze 178. Pfedpoklddejme tedy,
Ze rovnice (1) jsou splnény. Dle 404 a 405 muZeme pfedpoklddati, Ze
C{x ()} a C{y (v)} maji sedmibodovy styk v {x (u,)} = {y (v,)}; mdme pak
ukazati, Ze tento styk jest (r + 7)-bodovy. Dokazujice indukci, mitZeme
miti za dokazano, Ze styk jest (r+ 6)-bodovy, takZe dle 178 miZeme
pfedpokladati, Ze

: daXJ (day') d° d°
2 e =|- . 0a< 5; —=—=1
%) (du“ u==u, \dV*Jy=y, Osesr+ )

Jeito C{x(u)} je regularni, jest

d™t% ) (d’“’x) (dx) (d‘zx) (d"x)
3 = — 5= =2 A [ M= M=
@ (dv"+6 =1, dllr+s u=u, 0X (”o) + M du u:uq+ 2 du? u:u,:*— 3 du’ u=uy

Dle 179 stali ukazati, Ze A,—23—=0. UkaZme nejprve, Ze A;=0; je
uZiteCné v3imnouti si, Ze pfi tom neuZijeme rovnice

dr-—lH dr— lH’
(4) =1 =g )
ds v=u, ds' v=1,

nybrZz pouze rovnice

dr—IT dr—-lT'
) ( r—1 ) = ( 'r—l) .
ds u=u, ds v=o,
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Bud D diferencialni parametr orientované ar. kfivky C,x(u); bud ¢ (u),
©(u), v(u) resp. jeji prvy, druhy, &tvrty unimoduldrni invariant. Tyz

vyznam méj D', ¢’ (v), @ (v), ¥’ (v) pro orientovanou ar. kfivku C,y (v). Jezto
O (u) obsahuje nejvys Sesté derivace ar. bodu x (), je dle (2), (5) a 410 (1)

dr—ITI dr—lT 1 _% dr_l‘t' dr—l,r
=\ =1 - T—1 =~ 19 (uy)! ir—1 - T—1 ’
ds =9y ds u=u, O ds v=1vq ds u=u,

dr-—-l‘rl dr_l‘l'
6 | === -
®) (ds’r—l)u=uﬂ ( dsr_l)u=u.,

ed@

i

Ve 363 jsme si v3ak viimli, Ze s —DO =7 —| &, (v.395.(1)) obsahuje

nejvys Sesté derivace ar. bodu x; odtud, ze (2) a ze (6) nasleduje ihned, Ze

! o).~
) ds'” Jv=v, ds”
JeZto
2 3
E”——l@l—* ( dxdxdx) ,
ds du du? du?

nasleduje ze (2) a (7), Ze

d’9'.)
8 = -
® ( dv’ ) y=

Av3ak dle 361 (5) jest

(&)
vui— du” u=u,,.

a

-3 ( dx d’x d’+"'x)

78w dr dx &' Hox
Ytuded ) T

a2

( dx dx de)
du du® du?

kde vynechané Cleny obsahuji nejvy$ (r 4 5)-té derivace ar. bodu x, takie

= i ] o ] [ 6 ] = )
"o' | du? u_uu’ l dv 6 PR dllr 6 =1l '

©) (x (), [Zﬂ

tedy dle (3) A3 =0, jak bylo tvrzeno.
K diikazu dal3iho tvrzeni, Ze také A, —0, potfebujeme jiZ rovnice (4).
Ze (2), (6), (7) a 410 (1) vychazi snadno, Ze

dH d"'H
(dS'r“l)u v‘,- ( dST_l )u uﬂ_:
sgne<uo> d"~'D'(v—D'®) d""'D(x— D®)
- 16 o) ds'" ! U S P

_ sgn(-)(uo)le(o)l [(d”(t 9)) (d’(t—D@)) ]1
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takZe dle (4)

() (™)

z CehoZ vychazi dle (2)

S e o

Ze (2), (9) a (10) nasleduje snadno dle 363 (5), Ze

N A 1 e s g
(X(Uo, du u:u,,’ du? “:"o’ dv'+6 =1, dllr-“-6 u=u, -

takZe také 1, ve (3) jes} rovno nule.

413. Budte C{x(u)}, C{y(v)} regularni ktivky t¥idy r47
(r=0); osnovy Ass. Clx}, Ass. C{y} nemé&jte sextaktickych
pfimek. KFivky C{x(u)}, C{y (v)} budte positivn& orientovany.
Bud s(s) normalni parametr orientované kfivky C{x(u)}
(C{ywm}). Bud T(u) (Hw) prvé (druhd) projektivni kfivost
k¥ivky C{x}; tyZ vyznam mé&j T'(v) (H'(v)) pro kfivku C{y}.
Bud {x(u)} ({ywo)}) bod kfivky C{x} (C{y}). Bud {p,} teéna
kFivky C{x} v {x(uo)}.- KdyZ a jen kdyZ¥

d“T) (d“ T.J

! =\ gea ) faZl

@ (ds“ =1y ds'® ) o—s, 0ZaZn
d“H) (d“H')

2 rEa = <a<r—

@ (ds“ — ds'® | y— . 0Lesr—1

existuje kolineace ar.bodi K,v niz {y (vo)} ~ {x (@)}, y () ~ y'(v)
a jeZ je takovd, Ze osnovy Ass. C{x(u)}, Ass. C{y’(v)} maji
(r+7)ypfimkovy styk v pfimce {p,}.

DokaZme na pf., Ze podminka stali; Ze je nutnd, ukaZe se podobné.
Z (1) a (2) vychazi dle 412 (dle 405, kdyZ r=0), Ze existuje kolineace K,
v niz C{y} ~ C{y’} a takova, Ze kfivky C{x}, C{y’} maji (r-}-7)-bodovy
styk vbod& {x (u,)} = {y’ (v,)}- MitZeme tedy pfedpokladati, Ze y (vo) = x (1)
a Ze kfivky C{x} a C{y} maji (r+ 7)-bodovy styk v {x(u,)}. Dle 178
muzZeme pfedpokladati, Ze

[©x) () (P
T a = | . -3 =
du®* 4=ty dv* v=uv, == u

*) Rovnice (2) ovSem odpadnou pro r=0.
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Dile 222 (2) stai ukazati, Ze jest

3 ( ( [d_x] [ﬂ] [d’”y:l [41’_’?] _
® X (t), du u:u,,' du? u:uo, dv"+7 v:zvn_ du™t7 u:u) -
Rovnice (3) je v3ak diisledkem rovnice (% :(%V) ; stadi

v isudku, jenZ nds vedl ke 412 (9), Cislo r nahraditi Cislem r 1.

414. Budte C{x(u)} (uv<a+0,6—0), Cly(v)} (v viz+ 0, 3 —0))
dvé& regularni kfivky tfidy r>7. Osnovy Ass. C{x}. Ass. C{y}
neméjte sextaktickych pfimek. Bud s(u) normédlni parametr
orientované kiivky C{x(u)}; bud T(u) (Hw) prvéa (druhd) pro-
jektivni kfivost kfivky C{x(u)}. KdyZ a jen kdyZ existuje

funkce ¢ (v) tfidy r v (e, 8) takova, Ze 1° %}994:0 vSude v ¢, 8);

2 g(@)=a, (f)=0b (v tom piipadé bud e=1) nebo ¢p(e)=0b,
¢(B)=a (v tom pfipadé bud e=—1); 3° es{p(v)] jest nor-
malni parametr orientované kfivky C{y(v)}; 4° Tle(v)] a
Hl¢(v)]jest pofadé& prvd a druhda projektivni kfivostkFivky
Cly}): existuje kolineace ar. bodd, v niz C{x}~ C{y}.

Vychazi ze 411 stejné jako 344 vychazi ze 341.

415. Bud C{x(u)} regularni kfivka tfidy r>8bez septem-
taktickych bodi. Osnova Ass. C{x} bud obsaZena v pevném
lin. komplexu. Bud D diferencidlni parametr orientované
ar. kfivky Cox(u); bud g(u) (v(w) jeji prvy (Etvrty) unimodu-
larni invariant. Bud

1. 5 D!t 45 (Dr\?
n Lu)= —ir| I[‘H—IT—:E(T) ]
Hodnota vyrazu L(u) pro dané g je kfivkou C{x} a bodem
{x(u)} upln& urlena; pravime, Ze L(u) jest projektivni kfi-
vost kfivky C{x} v bod& {x(u)}.

Bud K kolineace ar. bodii; bud x(u) > x'(u) v K; pak L (u)
jest projektivni kFivost kFivky C{x’} v bod¢& {x'(u)}.

Ze L (u) se neméni, prejdeme-li od C,x (u) k Cao(u) x(u), vychazi
po snadném poltu ze 385, 388 a 389. Ze L(u) se neméni, zmé&nime-li
orientaci kfivky C{x}, je zfejmé. Ze L (u) se neméni kolineacemi, vidime
jako ve 410.

416. Bud C{x(u)} reguldrni kfivka tfidy r>8bez septem-
taktickych bodid. Osnova Ass. C{x} bud obsaZena v pevném
lin. komplexu. Bud s normdlni parametrorientované kfivky

Cech, Projektivnl diferencialni geometrie. 1. 19
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C{x(u)}, bud x4 x1, x» X jeji lokdlni jehlanvbodé& {x(u)}. Bud ¢
normalni znameni kfivky C{x}; bud L(u) jeji projektivni
kfivost v bod& x(u). Bud &, §;, 8, & dudlni jehlan adjungo-
vany k xo X1 X3 X5 Plati rovnice

%__ d_x_'_ d_xz__ %_ L2
§)] ds v gg =%t 3Lxo,— 7=y + 4Lx, = ° =3Lx,— 1 X,
5 _ e, 4 ds, d,
(2) dS - — 3L§1 + loEJ’ ds —‘—e:) - 4L$p dS - '_‘gl SLE;‘, ds = 62'

Dle 401 (1) jest ;E =|7z,7iD; dle 406 jest e=sgn z. Rovnice (1)

obdrZi se po snadném poCtu ze 406 (1); tento polet dd se zjednodusiti
pfedpokladem z—=¢ (v. 398 a 411). Rovnice (2) vychazeji z (1) dle 69.

417. Bud C{x(u)} reguléarni kiivka tfidy r>7 bez septem-
taktickych bodid. Osnova Ass. C{x} bud obsaZena v pevném
lin. komplexu. Bud x;, x5, x:; xs lokdlni jehlan oriento-
vané kfivky C{x(u)} v bod& {x(u)}. Bud M[Q.] kvadrika, ma-
jici v {x(u)} osmibodovy styk s C{x} a nemajici v {x(u)} sin-
gularni bod. Te€na rovina kvadriky M[Q.] vbodé& {x(u)} jest
Adj. {xg, x1, Xs}-

Stali provésti dikaz za pfedpokladu, Ze r>8. Dle 369 a 408 (3),
(4) jest

Q=386 =260+ BhE— 68 +h (80— 28 b— 5 87,
kde e=sgn O a &, &, &, & jest dudlni jehlan adjungovany k x,, X1, X2, Xs-
Mé&nime-li u ponechavajice Ay, i,, 4, pevné, jest dle 416

Q.

s = 2L (38,8, — 280 4 (2L0, — M) (35,8, — &,8) +

2
+ )‘1 (512_25052"'5 532) + ’3511532-

JeZto Q. md s C{x} osmibodovy styk v {x(u)}, jest 2, =0 dle 184, takZe
Q =h (36,8 — 28+ (12— 28, — 15 &),

Teorém nyni plyne snadno ze 270.

417. Budte C{x(u)}, C{y(v)} dvé regularni kfivky tfidy
r+7 (r=1) bez septemtaktickych bodi. Osnova Ass. C{x}
bud obsaZena v pevném lin. komplexu; rovn&€Z osnova Ass.
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Cly). Bud s(s)normalni parametr orientované kfivky C{x(u)}
(Cly»})- Bud L(u) (L’(v)) projektivni kfivost kFivky C{x(u)}
(Clyw}). Bud ¢ normdini znameni kfivky C{x}. KdyZ a jen
kdyz 1° e jest normalni znameni kfivky C{y}, 2° existuje
znameni a==+1 takové, Ze

u (d"L'] _ ,.(d‘L) ) 0<a<r_1
) dS'i v=vo—a dS" u=uo. ( =a’=r— )

existuje kolineace K, v niZ {y(v))} ~ {x(uo)}, y(v) >y’ (v), a jeZ
je takova, Ze kfivky C{x(u)} a C{y’(v)} maji (r+ 8)-bodovy
styk v {x(uo)}-

Ze podminky jsou nutné, vychdzi snadno ze 178. Pfedpokladejme
tedy, Ze rovnice (1) jsou spinény. MiZeme pfedpokladati, Ze ¢ =+ 1;
v opalném pfipadé stalilo by zméniti orientaci kfivky C{y}. Dle 408 a
409 miZeme pfedpokiadati, Ze C{x(u)} a C{y(v)} maji osmibodovy styk
v {x(uo)} ={y (vo)}; mame pak ukazati, Ze tento styk jest (r 4 8)-bodovy.
Dokazujice indukci, miZeme miti za dokdzéno, Ze styk jest (r -+ 7)-bodovy,
takZe dle 178 miiZeme predpokladati, Ze

dix d a a
(2 (—) :( y) } 0L i<r+6;— 1.
u=ug v=1p

du avt dw T dv

Jezto C{x} jest reguldrni, jest
(m) (d'+_7_x) _
dV'+7 u=vn—— dll)._i—7 w=1ug -
- dx (dtx i d*x
=hox(itg) 1, (:1;)..=u., +h (H)m‘, Th (;;,;JJ,.:u;

Dle 179 stali ukdzati, Ze ;;— A;=0. Die (2) a 222 (2) je v3ak

O O - O MO M v O R
o du u=ug’ dut u:u.,' dv'+7 v=1, dllf+7 =g -

vskutku dle 407 osnovy Ass. C{x}, Ass. C{y} maji (r- 7)-pfimkovy
styk v {(x gg) B } Dle (4) jest ve (3): 43=0. Bud @(u), 7 (v) po Ffadé

druhy a Ctvrty unimoduldrni invariant orientované ar. kilvky C, x(u);
bud D jeji diferencidlni parametr. TyZ vyznam mé&j & (v), ¢’ (v), 4 pro
orientovanou ar, kfivku C, y(v). Dle 379 jest identicky @ (u) = 0" (v)=0.

Jezto
[dr—lL.] _[dr_ll_]
ds’r_l v—=0 - dsr—l u=u01

3)

19*
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soudime snadno ze (2), 401 (1), 415 (1), Ze
(5) (A )]y gy — D" Tt ()], —y, =0

Ze (2), (4), (6) a 363 (5) vychazi snadno, Ze

ol ) 5715
x(uo). du u=u.,, du® "="0' dvr+7 oo dur+7 A =0.

Je tedy také A,=0 ve (4).

418. Budte C{x(u)} (uv<¢a+0,6—0), C{y ()} (v v(a+ 0, 3—0))
dvé€ regularni kfivky tfFidy r>8 bez septemtaktickych
bodi. Osnova Ass. C{x} bud obsaZena v pevném lin. kom-
plexu; stejn& osnova Ass. C{y}. Bud ¢ normdlni znameni
kfivky C{x}; bud L{u} jeji projektivni kFivost. Bud.s(x) nor-
mélni parametr orientované kFivky C{x(z)}. KdyZ a jen
kdyZ e jest normalni znameni kfivky C{y} a mimo to exi-

stuje funkce @(v) tFidy r v ¢(a,8 takovi, Ze 1° ‘%:{:0 viude

v i, B; 2° ¢o(e)=a, ¢ (8)=0b (v tom pFipad& bud d=1) nebo
p(@)=>b,¢(f)=a (vtom pFfipad& bud d==—1); 3° ds[p(u)] jest
normalni parametr orientované k¥ivky C{y}; 4° Llp(v)] jest
projektivni kfivostkfivky C{y}: existuje kolineace ar. bod,
vniz C{x}~C{y}
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