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Kapitola III. 

Projektivní diferenciální geometrie křivek. 

Aritmetické křivky ve dvojrozměrném prostoru. 

3 0 6 . Ve 3 0 6 až 3 4 4 předpokládáme, že m = 2. B u ď Cax(u) 

( t t V ( a - ) - 0 , b — 0>) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y r^>2. B u ď y ( u ) (a v <a,b>) 

f u n k c e t ř í d y s 1. B u ď 

1 df 
íi) By - 

f / í ^ 
\ \du du2) 

K d y ž r ž n - h 1, s ^ > n > 1, b u ď 

D2<p = D{D<p), D'<p = D(D2cp), ... Dn<p=D(Dn~1f). 

K d y ž /-¡>3, j e s t 
(2) {xDxD*x) = 1. 

O p e r a c e Z) n a z ý v á s e d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y 
G , x ( u ) . D i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r Z) j e s t n e z á v i s l ý n a v o l b ě 
p a r a m e t r u u: j e - l i t a k é v p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax(u), a j e - l i 
<p(u) = ip(v), j e s t D<p = Drf>-

Důkaz je snadný. 
3 0 7 . B u ď u p a r a m e t r r e g u l á r n í ar . k ř i v k y Cax(u) 

( a v < ť 7 - j - 0 , b — 0>); b u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r p r o C„x-

P r a v í m e , že a j e s t 1° p o s i t i v n í , 2° n e g a t i v n í , 3° n o r m á l n í 
p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax, k d y ž 1 ° £ > « > 0 , 2 ° D a < 0 , 3 ° £ > « = 1 
p r o v š e c k a u z (a, b)- B u ď a<Lu0<±b-, b u ď c l i b o v o l n á k o n -
s t a n t a . P a k 

u u 
í f í/í dxd2x\ J 

"o Uo 

j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r p r o C a x ( u ) . 
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Buďte h„ tis dvě různá čísla z <o, b). Z definice regulární ar. křivky 
je zřejmé, že nemůže býti 

(£>")U=U1> o, (Ou)u=u2<o. 

3 0 8 . B u ď C a x ( u ) ( u v < f l + 0, 6 - 0 » r e g u l á r n í ar. k ř i v k a 
t ř í d y r > 2 . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r p r o Cax. B u ď 

(1) í = {(«) = (* Dx). 

M n o ž s t v í ar. p ř í m e k š (u) (u v <a + 0, 6 — 0>) j e s t d u á l n í ar. 
k ř i v k a © a £ ( u ) t ř í d y r — 2. P r a v í m e , ž e d u á l n í ar. k ř i v k a ©„^(u) 
j e s t a d j u n g o v á n a k ar. k ř i v c e Ca x(u) a p í š e m e 

<Sa 5 (u) = Adj. Ca x (u). 
Jest též 
(2) e { 5 ( u ) } = Adj. C{x (« ) } . 

D u á l n í ar. k ř i v k a ®„ř(u) j e s t r e g u l á r n í , je-l i t ř í d y 2, z e j m é n a 
t e d y , k d y k o l i 4. 

Viz 19 2 a 193 . 
3 0 9 . B u d C„x(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y r ^ 4 ; b u ď D 

d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r p r o Cax(u). B u ď 

Sa í (u) = Adj. Ca X(U). 

P a k Z) j e s t d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r p r o 
Dle 3 0 6 a 3 0 8 jest 

l i dx\ 

| r ďurfíí2J 
Dle 1 9 3 (3) je tedy 

1 du du2! ~ du dti1)' 

3 1 0 . B u ď CaX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y r ^ 4 ; b u ď D 
d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r p r o Cax• B u ď 

®a i(u) = Adj. Ca x(u). 
P a k j e s t 
(1) (5D5) = x. 
a 

(2) Co x(u) = Adj. ?(u). 

Dle 19 2 (2) a 3 0 9 (1) jest 
ťPx" ny-m 

z čehož vychází (1). Z (1) a 3 0 9 plyne (2). 

du*! *' 
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311. B u ď CaX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 2. B u ď 

®a I (U) = Adj. Ca X (U). 

B u d K u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď A" = Adj. K-

B u ď x(u)~x'(u) v K; b u ď v A". P a k j e s t 

© o K u ) = A d ) . Ca X'[U). 

Ježto K jest unimodulární, jest 

du dtí1 j 1* du du2 

Tedy Cax(u) a Cax'(u) mají týž diferenciální p a r a m e t r D a D x ^ D x ' v K -

Tedy dle 43 (1) (x Dx) ~ (x Dx') v A". 

312. B u ď C x ( u ) ( u v < a + 0 , 6 — 0 » r e g u l á r n í ar . k ř i v k a t ř í d y 
r > 2. P r a v í m e , ž e Cax(u) j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r + 2, k d y ž : 

1° s o u ř a d n i c e ar. p ř í m k y ÍJC j s o u f u n k c e t ř í d y r v ( o , í ) ; 
í dx d3 ] duj 

2° v ý r a z U ^ ^ a j J e s t funkce třídy r v (a, b). 

Snadno se vidí, že, když C„ x je třídy r + 2, a když (> (u) = Q je 
funkce třídy r, ar. křivka CaQx jest virtuální třídy r + 2 . Tím jsme vedeni 
k tomuto rozšíření pojmu virtuální třídy: B u ď Ca x (u) (u v (a + 0, b — 0>) 
r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y r ( 2 < C r < 3 ) . B u ď q = q(u) f u n k c e 
t ř í d y r — 2 v {a, ti>- P r a v í m e , ž e CaQx j e s t r e g u l á r n í ar. k ř i v k a 
v i r t u á l n í t ř í d y r. V tomto případě pod symboly 

<Hpx)\ í d(pi) dl(px,\ 
r T -

jež samy o sobě nemusí míti význam, rozumíme resp.: 

X du du2)' 

O k ř i v c e C { x } p r a v í m e , ž e j e s t v i r t u á l n í t ř í d y / - ¡>4, k d y ž 
ar. k ř i v k a Cax j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r. 

Z definice virtuální třídy následuje ihned: Je- l i Cax(u) r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 4 , Adj. Cax j e s t r e g u l á r n í d u á l n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r. 

313. B u ď CaX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r i > 4 
B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax• B u ď 

e„ í (u) = Adj.Ca x(u). 
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P a k j e s t 

(1) Sx4 = 0, SxDí = 0, StDx^O, 

(2) SxDH = I, SDxDt, =— 1, SWx= l, 

(3) SDxDH= o, SD'2xDk = 0. 

Rovnice (1) vycházejí ihned ze 3 0 8 (1) a 3 1 0 (1). Dle 3 0 6 (2) 
a 3 0 8 (1) jest 

StD2x = S(xDx)Dlx = (xDxD2x) = 1, 

což je třetí rovnice (2). Dle 3 1 0 (2) platí tedy též prvá rovnice (2). Druhá 
rovnice (2) vychází pak odtud, že 

O D (Sx Db = SDx Dí + Sx D2 l 

Ze 3 0 8 (1) plyne derivováním 

D? = (X D2X); 

tedy 
SD2xDZ, = SD2x (xD2xi = (D2x, x, D2x) = O, 

což je druhá rovnice (3). Dle duality platí tedy též prvá rovnice (3). 
3 1 4 . B u ď Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ > 4 . 

B u ď 
(1) ©{i)(u)}=Adj.C{x(u)}. 
K d y ž a j e n k d y ž 

„ (dx ď2i) d2x dri\ 
(2) S L — " = 0 , 

[du du2 du- du) 

e x i s t u j e k o n s t a n t a A t a k o v á , ž e 

(3) e a Y T) (U) = Adj. Ca x (u). 

Buď p = O funkce třídy 1; buď A = n J L Pak jest 

dx f dx\ , ď2x . dx 
(4) = A * * , . A — + A , . -

a stejně pro r\. Tedy 

\du du- du2 du) 

Klademe-li f i = 3 ^ , vidíme, že rovnice (2) jest ekvivalentní 

s rovnicí 
(5) S(DxD2-r\ — DjXDT)) = 0. 



2 1 8 

Buď © „ ! ( « ) = Adj. Cax(u). Dle (1) existuje l = l(u) lakové, že n(u) = 
= X(a) ?(«)• Máme ukázati, že D k = 0, když a jen když platí (5). Avšak 

S (Dx D2 rl — DixDri) = S[DxD*{H) — D2 x D (X?)] = 
= iS(DxD2i-D2xDi) + DXS(2DxDÍ - ÉD2x) + D2lS£,Dx, 

tedy dle 313 
5 (Dx D21] - D2 x Dr() = - 3 DX. 

315 . B u ď CffX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
3. B u ď A ( u ) f u n k c e t ř í d y 1. B u ď 

v ) ( a ) = X W ( x | ) . 

P a k e x i s t u j e f í (u) t ř í d y 1 t a k o v á , ž e 

*(ll) = ,i(«l> 

K d y ž a j e n k d y ž ?.(u) = f i (u) , jest 

©aY)(U)=Adj. Cax(u). 

Vskutku dle 1 9 2 ( 2 ) jest 

( dT,\ , í dx d2x\ 

3 1 6 . B u ď Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
r]> 4. Buď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax(u)- B u ď 
® a £ ( u ) = Adj. CaX(u). V ý r a z k (u) d e f i n o v a n ý r o v n i c í 

(1) 2k{u) = SD2xD'2 í 

n a z ý v á s e p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y C a jc (u); 
k(u) j e t é ž p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t d u á l n í ar. k ř i v k y 
©„£(«)• J e s t 
(2) 2 A:(u) = -S (Dx DJ x) (Dí D2 {), 

B uď K un i m o d u 1 á r n í k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď x ( u ) ~ x ' ( t t ) 
v K. P a k k(u) j e s t p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y 
Cax'(a). 
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Dle 9 0 jest 

S(Dx D2x) (DÍD*?) = 

z čehož plyne (2) dle (1) a 313 . 

v 1 • hnrf A = li, ^ 

SDxD% SDxDH I 
SD2xDĚ, SD'xD2l 

Buď fi = fi(a) + 0 funkce třídy 1; budA = f i ~ . Pak jest dle 3 1 4 (4) 

(4) 

tedy 

(dxd2x\ (d£ds£\ 

s í — — ) í d í 

S(AxA'2r)(A£ _ (rfu rfu2j (ďu rf«2 / 
(xAx A'2x)'2 I dxď2x\2 ( dxďxV 

l* du du2) 

Klademe-li u = \ obdržíme (3). 
f// dx d3x\ 

Že k(u) je prvý unímodulární invariant pro ©„¿-(u), vychází z (1), 
3 0 9 :a 3 1 0 . 

Že k(u) je prvý unimodulární invariant pro Cax'(u), vychází z ( l ) 
a 311. 

317 . B u ď Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
r~0>5. B u d D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax(u). B u ď 
®a?(u) = Adj. CaX(u). V ý r a z n(u) d e f i n o v a n ý r o v n i c í 

(1) 2 n(u) = S [{Dx D2 x) (Di D^,—{DxD3x){D%D2 5)] 

n a z ý v á s e d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y Cax(o). 
D r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t d u á l n í ar. k ř i v k y © „ £ ( « ) j e s t 
r o v e n — n («). Jest 

rvrfx <Px\ _ (dxďjc\ ( « * _ « ) ] 
I [du duSJ [du du3) [du du3) [du du2)J 

(2) 2 n ( u ) = — _ — • 
[X du du2} 

B u ď A" u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c e a r . b o d ů ; b u ď x ( í í ) ~ / ( u ) 
v K. P a k n(u) j e s t d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y 
Cax'(u). 

Formule (2) odvodí se z (1 ) podobně jako formule 3 1 6 ( 3 ) . Že 
druhý unimodulární invariant duální ar. křivky ( £ a f ( u ) rovná se — n(u), 
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vychází z (1), 3 0 9 a 310. Že n(u) je druhý unimodulární invariant pro 
CaX'(u), vychází z (1) a 311. 

318. B u ď Ca x(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y / \ ^ > 4 . 
B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r a r . k ř i v k y Ca x(u)- B u ď S„ £ («) = 
= Adj. CaX(u). B u ď 
il) X=(DZD!Z).ž = (DxD1X). 

P a k j e s t 
(2) S X 4 = 1,SXDZ =0, SXD't = 0 , 
(3) SSx= 1, S£Dx = 0, SHDa* = 0, 
I4I !x,Dx,X)=\, (5,D5,5)-=|. 

B u ď k(u) p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t a r. k ř i v k y Cax (u)• J e s t 

• 5) 2k(u) — — S X 3 . 

B u ď r 5 ; b u d n ( a ) d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y 
C . x ( u ) 7 J e s t 
16) Dk i n -r SE DX, 

(7) Dk — n — SX Dl. 

Druhá a třetí rovnice (3) jsou zřejmé dle definice 3. Prvá rovníce 
(3) vychází ze 3 0 6 (2). Duálně obdrží se rovnice (2). Prvá rovnice (4) 
vychází z prvé (2) dle 3 0 8 (1); duálně se obdrží druhá (4). Z (1) a 316 
(2) plyne (5); z (1) a 317 (1) plyne 

<8) 2n(u) = S(EDX-XDS). 

Z (5) plyne derivováním 

i9) —2Dk— S(aDX + XD=.). 

Z (8) a (9) plynou rovnice (6) a (7). 

3 1 9 . B u ď Ca x (u) r e g u l á r n í a r. k ř i v k a v i r t u á 1 n í t ř í d y 4. 
B u d D d i f e r e n c i á l n í parametr ar. k ř i v k y Cax(u)- Buď © a £ ( í í ) = 
= Adj. Cax(u). B u ď 

X=(DWH), 5=-(DxD*x). 

B u ď k(u) p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y C„x(u). 
P a k j e s t 
íl) D'lx — X + 2k{u)x, 

( 2 ) D ' í = E + 2 * ( a ) { . 

B u d b u ď n («) d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y 
Cax(u). P a k j e s t 
(3) DX = (n — Dk) x, 

14) DS = — (/i + Dk) 
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Dle 3 1 8 (4) ar. body x, Dx, X jsou lin. nezávislé. Lze tedy určiti 
/Í tak, že 

Odtud plyne dle 3 1 3 a 316 (1) 

I = S\D1X = \LSÍX, 

0 = SD^DIx—~ X, + ( iSXD?, 

2K = SDHD*x = X„ -t PSXDH, 

z čehož dle 318 (2) vychází (1). Duálně obdrží se (2). 
Ze 3 1 8 (2) vychází derivováním 

SÍDX = o, SD?DX = 0. 

Tedy D X náleží do Adj. = {(ŠDŠ)}. Tedy dle 3 1 0 (1) existuje 
v takové, že 

DX ~ vx. 
Dle 3 1 8 (3) je tedy 

v = SHDX, 

z čehož plyne (3) dle 318 (6). Podobně obdrží se (4). 

3 2 0 . B u dt e C„ x (u) (uv(a + 0,b - • • 0 » , C . x' (u) (u v (a - 0 , b — 0 » 

r e g u l á r n í ar. k ř i v k y v i r t u á l n í t ř í d y B u ď t e k ( u ) , n ( u ) 
(k'(a),rí{ui) r e s p . p r v ý a d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. 
k ř i v k y Cax(u) (Cax'(u)). K d y ž a j e n k d y ž 

k (U) = k' («), n(u) = n'(U), (u v <a 6» 

e x i s t u j e u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c e K t a k o v á , ž e p r o v š e c k a 
u z <o, 6> j e s t 

x (U) <v> x' (U) v K. 

Je zřejmé, že podmínky jsou nutné. Že stačí, vychází snadno z 6 8 , 
3 1 8 (4) a 3 1 9 (1), (3). 

Orientace křivky ve dvojrozmérnóm prostoru. 

3 2 1 . B u ď t e { X ( i l i ) } ( / = 1,2,3) tř i r ů z n é b o d y k ř i v k y C { X ( Í / ) } 
t ř í d y r ^ l . P r a v í m e , ž e b o d y {x(í/i)}> {x(tf2)}, {x (« 3 ) } j s o u 
v p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c i v z h l e d e m k p a r a m e t r u 
u k ř i v k y C { x } , k d y ž č í s l o 

( " i — " l ) («3— " i ) 

j e s t k l a d n é ( z á p o r n é ) . V y m ě n í m e - l i m e z i s e b o u d v a z b o d ů 
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|x ( í í í ) } ( / = 1 , 2 , 3 ) , p ř e j d e p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c e v n e -
g a t i v n í ( p o s i t i v n í ) . 

Je- l i t a k é v = <p(u) p a r a m e t r k ř i v k y C { x ( u ) } , j e s t o r i e n t a c e 
v z h l e d e m k v t á ž , j a k o o r i e n t a c e v z h l e d e m k u n e b o o p a č n á 

d l e t o h o , z d a ^ > 0 č i <0. 
du du 

B u ď 2 a C { x ( u ) } b u ď r e g u l á r n í . B u ď © { £ ( u ) } = Adj. 
C { x ( u ) } . O r i e n t a c e p ř í m e k {£(«;)} ( / = 1 , 2 , 3 ) d u á l n í k ř i v k y 
® {£(")} v z h l e d e m k u r o v n á s e o r i e n t a c i b o d ů {X(ÍZÍ)} k ř i v k y 
C { * ( « ) } v z h l e d e m k u. 

Zřejmé. 
3 2 2 . B u ď { x ( « 0 ) } b o d k ř i v k y C { x ( u ) } . B u ď y ar. b o d n e -

o b s a ž e n ý v ( x ( « „ ) , [ g ] B = J . B u ď B u d U/ d o s t i 

m a l é o k o l í b o d u (u 0)}; b u ď Cw p r ů ř e z k ř i v k y C { x ( í / ) } s o k o -
l í m W. J s o u - l i {x(«<)} ( ' = i ' 2 » 3 ) t ř i r ů z n é b o d y k ř i v k y Cw, j e s t 
j e j i c h o r i e n t a c e v z h l e d e m k p a r a m e t r u u r o v n a o r i e n t a c i 
p ř í m e k {Cv, x(u<))} s v a z k u Adj. {y} v z h l e d e m k ar. b o d u y. 

Buď * (uo) = x0 , f ^ l = Xj. Ježto (x 0 Xi j>) + 0, můžeme položití 
L Ú U J « = u 0 

(1) X (u) = X„ (u) x„ + X, (u) X, + X2 (u) y. 
Jest 

X 0 (u„ )= l , X, (u0) = 0. 

í ^ l = 0 . ( ^ 1 = . . [du Ju—uc \du)M=Uo 

Můžeme tedy určiti £ > 0 tak malé, že pro u„ — + £ jest 

(2 ) ^ = , t ( u ) > 0 , ^ > 0 . 
X0 (a) r du 

Dle 1 6 4 lze zvoliti W tak malé, že průřez Cw křivky C { x ( « ) } s okolím 
W je křivka a že u je v (u0— e, « o i - « ) , kdykoli bod { x ( u ) } jest obsažen 
v Cw. Buďte Uu u2, u3 tři různá čísla z <w0 — « ,«„ + «>• Ježto (x 0 Xi >0 > 0, 
orientace přímek {(j / ,x(«,))} ( / = 1 , 2 , 3 ) svazku Adj. {j;} vzhledem k ar. 
bodu y rovná se dle 9 3 a dle (1) orientaci bodů {¿0(Uf)*o -f- ^ i ( U i ) x i } 
(/ = 1 , 2 , 3 ) řady bodové {x0, XI}° vzhledem k ar. přímce (X0Xí)> tedy dle 9 2 
rovná se orientaci jednorozměrných bodů {|A0(m), Ai(u,)|&} = (a<)|s}-
Jsou tedy přímky {(y, x(u,))} svazku Adj. {y} v positivní nebo negativní 
orientaci vzhledem k ar. bodu y dle toho, zda výraz 

v = [ n (u2) - H- (u,)] [ H (u, ) - (1 (U2 )]í[ (1 («,) - IX («,)] 
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je kladný či záporný. Dle věty o střední hodnotě je však 

(di>.\ 
llíí/i) —(i(U,) = (Uï—u,) — 

\aU)v=vj 

JJ. (Us) - H («1) = ("3 - «1 ) • 

JJ. (U,) - (i (íl2) = («, - U2) 

kde také čísla Vi, v*, v8 náležejí do <a0 — tz0 + í>- Je tedy 

V = k (u2 - u,) (uj — u.2) (h, - u3), 
kde 

[duju = v, \dU)u = v.j \du)u=:v3' 
takže A: > O dle (2). 

3 2 3 . B u ď CaX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y r ^ > 2 ; b u ď D 

d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax. Buď{jc (u 0 ) } b o d k ř i v k y 
(CX(U)} ; b u ď y ar. b o d t a k o v ý , ž e 

(1) (*<u„), [Dx\u=u,y)>Q. 

E x i s t u j e e > 0 t a k o v é , ž e , k d y ž {z} j e p r ů s e č í k p ř í m k y Adj. 
{y, x (U)} (0 < — z/01 < «) s t e č n o u k ř i v k y C{JC} v b o d ě {X(Í/0)}, 
o r i e n t a c e b o d ů {y}, {z}, { x ( u ) } ř a d y b o d o v é {y, x(u)}° v z h l e d e m 
k a r. p ř í m c e (y, x (u) j e s t p o s i t i v n í. 

Dle (1) lze určití l 0 ( u ) , h (u), Xi(u) tak, že 

2) x (u) = X0 (u) x0 + X, («) X, + X.2 (u) y, 
kde 

x„ = x(u0), X, = [Dx]a=u.. 
Položme 

<p (U) = (x0, X„ X (u)). 
Dle 3 0 6 (2) jest 

f (u0) = 0. (D<p)u = », = 0, (D2(p)u= «„ = 1 ; 

odtud snadno vychází, že existuje e > 0 takové, že pro 0 < | u — u01 < « 

jest <p(u)> 0. Dle (2) je však = ( x u x i y ) , takže dle (1) pro 
0 < | u — í/01 < e jest (u) > 0. Dle (2) můžeme položití 

z = Xn (u) x0 + X, (H) X, = X (u) - X2(H)y. 

Orientace bodů {y}, {2}, {jc(u)} vzhledem k ar. přímce (y, x (u) ) rovná 
se orientaci jednorozměrných bodů 

{n,o|ft}, {|-x2(u), i!»}, {|0,1 »} 

a je tedy positivní, když (u) > 0. 
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Oskulačni kuželosečka (m — 2). 

3 2 4 . B u ď Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
s ^ 4 . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y C„x• B u ď 
« . £ ( u ) = Adj. CaX(u). B u ď 5(u) = (Dx, D°x). B u ď 

(1) Pr = (DlY-2%-=-2kk1. 

B u ď {* («<>)} b o d k ř i v k y C { x ( « ) } . K u ž e l o s e č k a C[Pr] n a z ý v á s e 
o s k u l a č n i k u ž e l o s e č k a k ř i v k y C { * ( « ) } v b o d ě {x(«0)}-

"o 
Je-l i k ř i v k a C { * ( « ) } t ř í d y m á C P , ] — a ž á d n á j i n á 

k u ž e l o s e č k a — p ě t i b o d o v ý s t y k s C { x ( u ) } v b o d ě {jc(i/0)}. 
Buď nejprve 5. Zřejmě jest 

(2) SPrx(u) = 0. 

Dle 3 1 9 (2), (4) jest, je-li n druhý unimodulární invariant ar. křivky Cax(u), 

(3) DPr = 2n¥. 

Zřejmě £ ( « ) má s C { x ( u ) } dvojbodový styk v {JC(íí)}; tedy dle 1 7 4 
[£(u)]2 má s C {x («)} čtyřbodový styk v { x ( u ) } ; tedy dle (2), (3) a 

1 8 3 mají PT a C { x ( u ) } pětibodový styk v {x(u)} . Tedy dle 1 8 0 C [ A ] 
a C { x ( u ) } maji pětibodový styk v {x(u)} . 

Výsledek přenese se na případ r - 4 dle 178 . 
Předpokládejme nyní, že kuželosečka C[Q] r . kde 

Qr = [a l l 0 i2 + an (DÍT + atí E* - f 2 a0l + 2 am i H + 2 a n D ? . S ] « = „ 0 

má s C { x ( « ) } v {x (« 0 ) } pětibodový styk. Zřejmě, af jakkoli zvolíme c<t, 
má QT — S 3 jednobodový styk s C { x ( u ) } v {JC(ÍÍO)}- Odtud snadno 
vidíme, že flr.,3 = 0; jinak by totiž C[Qr] neměla v {x( i / 0 )} a n i jedno-
bodový styk s C{x(u)} - Podobně vidíme, že jest a 12 = 0; jinak by C[Q r ] 

měla v {x(u 0 ) } právě jednobodový styk s C{x( í / )} - Ježto Pr i Qr mají 
v {x («<>)} pětibodový styk v {x(u„)} s C { x ( « ) } , totéž platí i o přímkové 
formě 

Mo 

Qr — au Pr = 5 («„) [(a,,,, - 2kan) ? H- 2a01 Dl + 2 (a„.2 + a,,) 5JU = „„. 

Odtud snadno vychází, že ar. přímka 

(4) [{am — 2kan) i + 2a01 Di 4- 2 (a0i + a„) S]„ = Uo 

má v {x(w0)} trojbodový styk s C { x ( u ) } - Ježto {x (« 0 ) } n e n * inflexní bod 
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pro C { x ( t f ) } , je to jen tak možno, že výraz (4) rovná se Or, takže 

«o Un 
Qr = OnPr, C[Qr) = C[Pr]. 

3 2 5 . B u ď Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
/•¡>4. B u d D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y C„x• B u ď 
<£aŠ(u) = Adj. Cax(u). Buď {y} l i b o v o l n ý bod. P o l o ž m e 

/ , dx . dlx\ 

í dt £ř2|\ 

P ř í m k a {TJ} j e s t p o l á r a b o d u {y} v z h l e d e m k o s k u l a č n í k u ž e l o -
s e č c e k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x(u 0 )}-

u 
Definujeme-li Pr jako ve 3 2 4 , stačí patrně ukázati. že, af jakkoli 

zvolíme u, polára bodu {z}, kde 

(3) Z = n„Xi- H-10X + hD 'X 
U 

vzhledem k C[Pr\ jest {£}, kde 

(4) ^ ^ l + n.DI + m,/)2!. 

Formule (3) a (4) definují korelaci K• Ukažme nejprve, že K jest polarita 
vzhledem k jisté kuželosečce Ca- Dle 5 6 (1) máme ukázati, že 

Sx Dl = S | Dx, Sx DlI = SI D2x, SDx D!I = S D | D2x, 
u 

což je správné dle 3 1 3 . Ukažme dále, že C3 = C[/>r]. Dle 5 0 stačí 

ukázati, že S z £ = 0 , když a jen když SPrz = 0. Dle (3), (4), 3 1 3 a 
3 1 6 (1) jest však 

Dle (3), 3 1 3 , 3 1 8 (3) a 3 2 4 (1) jest 

SPrZ — - 2 + |X,2 - 2 k |J-22. 

3 2 6 . B u ď CaX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
r ^ 5 ; b u ď n(u) d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y 
C.X(O). B u ď (X(U0)} b o d k ř i v k y C{JC(U)}. P r a v í m e , ž e {*(«„)} 
j e s t s e x t a k t i c k ý b o d k ř i v k y C{X(U)}, k d y ž n(u0) — 0. K d y ž a 
j e n k d y ž e x i s t u j e k u ž e l o s e č k a o b s a h u j í c í v š e c k y b o d y 
k ř i v k y C{X(U)}, j s o u v š e c k y b o d y k ř i v k y C{X(A)} s e x t a k t i c k é . 
K d y ž C{X(U)} j e t ř í d y ^>5, j e s t b o d {X(tío)} s e x t a k t i c k ý p r o 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 15 
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C{jc(u)}, k d y ž a j e n k d y ž o s k u l a č n í k u ž e l o s e č k a k ř i v k y 
C{x ( t / ) } m á v t o m t o b o d ě s C { x ( u ) } š e s t i b o d o v ý s t y k . 

Že oskulační kuželosečka křivky C { x ( « ) } v bodě {x (i/o)} má 
s C { * ( « ) } šestibodový styk v {JC(Í/0)}> když a jen když n(u 0 ) = 0, vy-
chází ze 1 8 4 a 3 2 4 ( 3 ) : vskutku [f(í/0)]J nemůže míti v {jc(í/0)} pěti-
bodový styk s C { * ( « ) } , ježto jinak by (x («<>)} byl inflexní pro C { x ( u ) } . 
Odtud je zřejmé, že všecky body kuželosečky jsou sextaktické. Obráceně, 

u 
je-li identicky n (u) = 0, vychází ze 3 2 4 (3), že přímková forma Pr ne-
závisí na u, takže dle 3 2 4 ( 2 ) všecky body křivky C{x( / / ) } náležejí pevné 
kuželosečce. 

Norma křivky (m = 2). 

3 2 7 . B u ď Cax(u) (a v ( u - f O , b— 0>) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a 
v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 2 . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y 
Cax(H). B u ď q(u) (u v (a, 6 » f u n k c e t ř í d y r — 2 v š u d e r ů z n á o d 
n u l y . P a k d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Caç(u)x(u) j e s t 

- L d . 
9 

Důkaz je snadný. 

3 2 8 . B u ď C a x ( u ) (u v (a + 0, b — 0>) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a 
virtuální tř ídy r ^ 2 . Buď ®aè(u) = Adj. Cax(u). Bud ç(i/) 
(u v (a, 6 » f u n k c e t ř í d y r — 2 v š u d e r ů z j i á o d n u l y . P a k j e s t 

<£aP(u)5(u) = AdJ. CaP(u)x(u). 

Vychází snadno ze 3 0 8 a 3 2 7 . 

3 2 9 . B u ď CaX(u) (u v ( f l | 0 , 6 — 0 » r e g u l á r n í ar. k ř i v k a 
v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 5. B u ď D d i f e r e n c i á l n i p a r a m é t r a r. k ř i v k y 
Gax• B u ď q(u) {u V (a, 6 » f u n k c e t ř í d y r — 2 v š u d e r ů z n á o d 
n u l y . B u ď k (n) p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. 
k ř i v k y Cax(u)-, t ý ž v ý z n a m m ě j k(n) p r o Caçx. P a k j e s t 

- 1 r, D*P 3 
(1) * = 1 9 • 

p2 L p 2 \ p ; j 

(2) ň — p _ 9 n-

Buď Ď diferenciální parametr ar. křivky CaQx• Buď © a^ = Adj. Cax-
Dle 3 1 6 ( 1 ) , 3 1 7 ( 1 ) a 3 2 8 jest 

2 k=SĎH?x)I>2(c.í), 

2ň=S[D(Px), Ď»(p*)] [D(pî), 0 » ( p 6 ) ] - S [ Ď ( p x ) , B»(p*)] [5(p5), B»(p6)]. 
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Dle 3 2 7 je však Ď = y D, tedy 

S o « ) = Dx + —x, DHPx,= 1 [z*x + xl 
p p L p L P P2 / J 

a stejně pro takže 

z čehož vychází (1) dle 3 1 3 a 3 1 6 ( 1 ) . Dále jest dle 3 0 8 ( 1 ) 

[Ď(px), D2(px)] = — \(DxD1 x)+—DÍ- — 4] 
P Í ? P J 

a podobně pro [ Ď ( ? x ) , D 9 (?*) ] • Tedy 

[ Ď(px). D3 (px)] = 5 [D (px), D2 (px)] = 

= ± [(DxD3x) - f iDxD2x) + ffiDl - - 2 í], 

takže dle 3 0 6 (2), 3 1 3 a 3 1 6 (2) jest 

S [Ď (px) D® (px)] [5 (pí) D2 (pí)] = 

= 1 I s ^ x ) < « 2 + 2 ̂  + 2 
p L p p p2 p3 J 

Podobně se nalezne, že 

5 [Ď(Px) fi»(px)] [Ď (P5) & (pí)] = 

p L p p p2 p3 J 

Odečtením obdrží se (2). 

3 3 0 . B u ď C { x ( u ) } r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
5 b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď e = + 1 . B u ď n d r u h ý u n i -

m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y Cax(a). B u ď 

(1) xg)jv. = 6'v/ř- x(u). 

Ar. k ř i v k a Caxe,x n a z ý v á s e n o r m a k ř i v k y C { x ( u ) } , a t o p o -
s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) n o r m a , k d y ž e = l (« = — 1 ) . O z n a č e n í 

(2) C a x e . . v = ^ C { x } . 

N o r m a k ř i v k y C { x } j e s t r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
r — 2. 

15* 
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Že jsme k této definici oprávněni, plyne ze 3 2 9 . Vskutku, když q 
je funkce třídy 3 a (>4 :0 , jest Q ~ s n druhý unimodulární invariant pro 
CaQx, a 
(3) s V ř - " " • P * = e • x. 

331 . J e - l i Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 7 b e z 
s e x t a k t i c k ý c h b o d ů , j e s t A f E C { x } r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r -
t u á l n í t ř í d y t — 3 ^ 5 , j e j í ž d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t 
r o v n á s e i d e n t i c k y e = + 1. O b r á c e n ě , k d y ž d r u h ý u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t r e g u l á r n í ar. k ř i v k y t ř í d y r ^ > 5 r o v n á s e 
i d e n t i c k y e = + l , j e s t J V e C { x } - - C a x . 

Prvá část snadno se dokáže; druhá část je zřejmá. 

3 3 2 . B u ď C { * ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r > 5 b e z s e x -
t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď 

C0xE)Jv = W Ě C{x } . (e = ± i ) 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů . B u ď (v. 41) K=UP, k d e f / j e s t 
u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c e a P j e p o d o b n o s t . B u ď x ^ x ' v K, 

~ X'6,JV v U. P a k j e s t 

Důkaz je snadný. 
3 3 3 . B u ď C { x ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 

b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď ® { £ } = Adj. C{x} , C«JC,,A-= N, C { x } 
(e = ± l ) , « « ř , f A ' = JV,C{S}. P a k j e s t 

M - s , * = Adj.CaxS)3V. 

Vychází snadno odtud, že, když n jest druhý unimodulární invariant 
pro C a x ( u ) , —n jest druhý unimodulární invariant pro Adj. Cax (v. 317). 

3 3 4 . B u ď C { x ( u ) } r e g u l á r n í k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y b e z 
s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď Caxs,A- = N s C { x } ( c = ± O- N o r m á l n í 
p a r a m e t r sB ar. k ř i v k y C „ x e , y n a z ý v á s e p o s i t i v n í (k d y ž e = 1) 
n e b o n e g a t i v n í ( k d y ž e = — 1) n o r m á l n í p a r a m e t r k ř i v k y 
C { x } . 

Dle 3 0 7 (1) jest, je-li n druhý unimodulární invariant pro Cax a je-li 
c konstanta : 

Uo 

3 3 5 . B u ď s p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) n o r m á l n í p a r a m e t r 
r e g u l á r n í k ř i v k y C { x ( « ) } t ř í d y b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . 
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B u ď (£ {£(«)} — Adj. C{JC(U)}- P a k S j e s t n e g a t i v n í ( p o s i t i v n í ) 
n o r m á l n í p a r a m e t r d u á l n í k ř i v k y ©„ £(u) . 

Vychází ihned ze 3 3 3 a 3 3 4 . 

3 3 6 . B u ď C{JC(Í/)} (« v <a + 0, 6 — 0 » r e g u l á r n í k ř i v k a 
u 

t ř í d y b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď C[Pr\ o s k u l a č n í 
k u ž e l o s e č k a k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {*(«)}• B u ď s ( u ) p o s i t i v n í 
n o r m á l n í p a r a m e t r k ř i v k y C { x ( u ) } . J s o u - l i Ui, t/j d v ě r ů z n á 
č í s l a z ( f l T 0 , b — 0), j e s t b o d {x(tfi)}, u v n i t ř ( v n ě ) k u ž e l o s e č k y 

C [ P r ] , k d y ž s(aí) — s{u,)> 0 ( s ( U l ) — s(u,) < 0). 
u 

Definujme P r jako ve 3 2 4 ( 1 ) . Dle 8 8 bod {y} jest uvnitř nebo 
u u u 

vně kuželosečky C [ P r ] dle toho, zda S Pry < 0 či SPry > 0. Máme tedy 
ukázati, že 

[ > ( « , ) - « ( l i j ] SP r * ( « , )<< ) . 
14 ( u 

Ježto SPrx(ui) = 0, stačí ukázati, že, je-li u = <p(s), F(s) = SPrx(ui) 
(Ui pevné) je stoupající funkce 5. Dle 3 2 4 ( 3 ) a 3 3 4 ( 1 ) je však 

d { = 2 * («.)]'• 

dF 
Je tedy rovnost nemůže nastati identicky v žádném intervalu; 

neboř pak by bylo v takovém intervalu identicky v Sš(u) x ( u i ) = 0, tedy 
t é i s f 

du x ( U i ) = 0, 5 ^ | x ( u i ) = 0, z čehož by vycházelo 

což je nemožné, neboť dle 1 9 3 © { £ ( « ) } = Adj. C { x ( u ) } jest regulární 
duální křivka. 

Lokální jehlan křivky (m =-• 2). 

3 3 7 . B u ď C { x ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar . 
k ř i v k y Cax(u). B u ď <EaŠ(u) = Adj. C a x ( u ) . B u d k(a) (n(u)) p r v ý 
( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n i i n v a r i a n t ar. k ř i v k y Cax(u). B u ď 

81 r. 1 D t l 
x0 = \jnx, x, = Dx-i- x, 

(., 3 " 
1 1 D n ^ I 1 íDnV , \ ~l 

J e s t 
(2) C^x^AT, C { x } , 
(3) (XoX.X-i).-!. 
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Jehlan x0, Xi, xa j e s t k ř i v k o u C{x(t/) } a b o d e m {x (u ) } ú p l n ě 
u r č en ; n a z ý v á s e l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C { x ( U ) } v b odě {JC(«)}. 

B u ď / f k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď / f = (JP, kde í / j e s t u n i -
m o d u l á r n í k o l i n e a c e a P j e s t p o d o b n o s t . B u ď x ( u ) ^ x / ( u ) v K\ 
buď Xi ~ x',- v U(/=0, 1, 2). Jeh lan xV x\, x'3 j e s t l o k á l n í j eh lan 
k ř i v k y C{X'(ÍÍ)} v b odě {x ' (u) } . 

Buď _ D 

3 n 
( 4 ) 1 r i Dn r 1 (Dny \ 1 

D u á l n í j e h l a n £0, f l f £a j e s t l o k á l n í duá ln í j e h l a n duá ln í 
k ř i v k y ®{| (u ) } v p ř í m c e Jest 

Sx 0 í„ = 0, Sx,5 0 = 0, Sx.2?0 = - I , 

(5 ) SX,,5, = 0, = — 1, S x . 2 í , = 0 , 

Sx„i2 = - 1 , Sx,?.2 = 0, Sx.2l2 = 0, 

t a k ž e j e h l a n *„> x t, xa a duá ln í j eh l an — |a, — li, — lo j sou 
a d j u n g o v a n é . 

P ř í m k a {x0 xa} = { l i } n a z ý v á se p r o j e k t i v n í no rmá la 
k ř i v k y C { x ( u ) j v bodě { * ( « ) } . 

Buď 

tí 
C[Pr] j e s t o sku l a čn í k u ž e l o s e č k a k ř i v k y C { x (w ) } v b odě 

u 
{ x (u ) } . B o d y {x0}, {xa } j sou o b s a ž e n y v C [P r ] ; t e č n y kuže lo -

u 
s e č k y C [P r ] v t ě ch t o b o d e c h j s o u {|0}, {|a}. 

Že ar. bod Xo je křivkou C { x } a bodem {x ( t f ) } úplně určen, viděli 
jsme ve 330. Lehko se vidí, že totéž platí o Xi; vskutku, je-li s positivní 

dx 
normální parametr křivky C {x } , jest patrně = Ostatně ze 327 a 

Uu 
329 vychází snadno, že Xi se nemění, přejdeme-li od C„x k CaQx. 
Z duality a ze 333 vychází, že také ar. přímky |0, l i Jsou křivkou C { x } 
a bodem { x (u ) } úplně určeny. 

Rovnice (3) plyne ihned z (1) a 306(2) . Rovnice (5) vycházejí ze 
313 a 316(1). 

u 
Ze (4) a 319 (2) se snadno nalezne, že přímková forma Pr defino-

u 
vaná v (6) rovná se přímkové formě Pr definované ve 324 (1 ) . Snadno 

u 
se nahlédne, že forma Pr jest křivkou C {*(*/)} a bodem {*(//)} úplně 
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určena. Nejprve je zřejmé, že, přejdeme-li od Cax k CaQX — čímž nechť 

pr přejde v Qr — jest Q, = g> (?) Pr. Vskutku C [ Q , ] = C [ Á ] , neboť dle 
3 2 4 existuje jen jedna kuželosečka mající v ( x ( u ) } pětibodový styk 

s C { x ( i / ) } - Viděli jsme však, že x i se nemění, přejdeme-li od C a x k CaQX-
Je tedy 

S Q r x , = ? (p )SP r Jr , . 

Avšak dle (5) a (6) jest S P r X i = 1, a zřejmě je též S Q r j c 1 = 1. Tedy 
u tí 

«¡p(p)= 1 a Pr = Qr, jak tvrzeno. 

Z rovnic (5) vidíme snadno, že, přejdeme-li od Cax k CaQX, přejde 
& v & + M f ) l o - Je tedy 

Qr = iy-inU~U o'-
tf u 

Ježto Qr = P r , jest A = 0. Tedy ar. přímka je křivkou C { x } a bodem 
( x ( í / ) } úplně určena. Z rovnic (5) vychází, že totéž platí o x2 = — (£i £a)-

Z (5) a (6) se snadno nalezne, že body {;c0}, {xa} Í s o u obsaženy 
u u 

v C [P r ] a že tečny kuželosečky C [Pr] v těchto bodech jsou {£0}, { |3}; 

3 3 8 . B u ď t e C { x ( í / ) } , C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
6 b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů o s p o l e č n é m b o d ě {X(ÍÍ0)} = 

= {y(vo)}- B u ď X i , x 3 l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C { x } v b o d ě ( x ( « 0 ) } ; 
b u ď y0,yi,y> l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C{y} v t é m ž b o d ě . K d y ž 
a j e n k d y ž x 0 = yo> Xi = yí} x2 = y2, m a j í k ř i v k y C { x } a C { y } s e d m i -
b o d o v ý s t y k v (x(« 0 )}-

Že podmínka je nutná, vychází snadno ze 178. Předpokládejme tedy. 
že * 0 = y o ? X i = y u x 9 = ya- Ze 3 3 7 je patrné, že C { x } a C { y } mají 
v {jt(tfo)} touž oskulační kuželosečku, z čehož se ihned vidí, že C { * } 
a C { y } mají pětibodový styk v {JC(Í/0)}. Dle 178 můžeme tedy před-
pokládal , že 

íd'lx\ íday) ď> ď> 

Buď 
D (A) diferenciální parametr ar. křivky Cax (Cay)- Buď (£„£(«) = 

= Adj. Cax(u), ®„íj(v) = Adj. C a y ( v ) . Buď k(u)(n(u)) prvý (druhý) 
unimodulární invariant ar. křivky C„x(u); týž význam pro C 0 y ( v ) mějte 
^ ( v ) , /ť(v) . Ježto ar. body 

jsou lin. nezávislé, jest 
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(2) 
(d«y\ ld«x\ , x ídlx\ 

du-)u=u„ 

Pro zkrácení položme 

M ? ] ' Í t t I 1 = ̂  + 0-
\ LduJ«=u0 L ¿f J» »»/ 

Z (1) a (2) obdržíme po snadném počtu, že pro u = u0, v = v0 jest 

y = x, Xy = Dx, b2y = D!x. A3y = D3x, 

(3) 
— ř 2 div 

Vy-D*x = \*. *x-±liu -i-
3 dlí-

L' 3 J 9 [ du du3 j J du 

Ze (3) a 3 0 8 (1) se nalezne, že pro u = u0, v = v0 jest 

y] = 6, A-rj = D?, á*rt = 

— D j e = - - X.,a-31, 
(4) 3 J 

Ze (3), (4), 9 0 , 313 , 316 (1) a 317 (1) se nalezne, že pro u = u0, 
v = v0 jest 

i - i 
n' — n=—X.,a 3, 

<5) 
. , r, 7 I dx d3x\, í , 1 \ -

Ježto Xo—yo, X i = y i , vychází z (5) a 3 3 7 (1), že 

(6) X4 —0, (Í2 = 6X|. 

Z (1), (2) a (6) vychází dle 179 , že C{x} a C{j>} mají sedmibodový 
styk v {*(«<>)}. 

339. B u ď t e C{X(ÍÍ)}, C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
/•;>6. B o d {X(uo)} k ř i v k y C{X(Í / ) } ( b o d {J/(v0)} k ř i v k y C{^(v)} ) 
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n e b u ď s e x t a k t i c k ý . E x i s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů , v n í ž 
{y(v0)} ™ {jc(uo)} a j e ž j e t a k o v á , že , k d y ž y ( v ) ™ y ' ( v ) v K, k ř i v k y 
C { x ( « ) } a C{y' (v)} m a j í s e d m i b o d o v ý s t y k v {x(u 0)} . 

Buď Xo, x1( Xi lokální jehlan křivky C { x ( « ) } v bodě {x («o)}; buď 
y0, y 1 ( y á lokální jehlan křivky C { y ( v ) } v bodě {y(v0)}- Žádanou vlastnost 
má dle 3 3 8 ta kolineace, v níž y 0 x0 , yi 0 0 XI, Y* ~ X-I-

Projektivní křivost (m = 2). 

3 4 0 . B u ď C { x ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r^>7. 
B u ď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ar. k ř i v k y Cax• B u ď t e k(u) a n(u) 
p r v n í a d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y Cax(u)• B u ď 

(i) 
,-f T 1 Dln 7 (Dn\n 

H o d n o t a v ý r a z u x ( u ) p r o d a n é u j e s t k ř i v k o u C { x } a b o d e m 
{x(u)} ú p l n ě u r č e n a ; p r a v í m e , ž e x (u) j e p r o j e k t i v n í k ř i v o s t 
k ř i v k y C{x} v b o d ě {x (*/)}• P r o j e k t i v n í k ř i v o s t d u á l n í k ř i v k y 
Adj. C { x ( u ) } j e s t r o v n ě ž x(u). 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď x ( u ) ^ x ' ( u ) v K\ p a k x(u) 
je t a k é p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C{x'(tf)} v b o d ě {x'(u)}-

Že x se nemění, přejdeme-li od Cax k CaQX, vychází snadno ze 
3 2 7 a 3 2 9 . Že x se nemění kolineacemi, je zřejmé. Ze 3 0 9 , 316 a 317 
je patrné, že x(u) je projektivní křivost duální křivky Adj. C{x} . 

3 4 1 . B u ď C { x ( u ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r^>7 b e z s e x -
t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď s i ( s _ i ) p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) n o r m á l n í 
p a r a m e t r k ř i v k y C { x ( u ) } . B u ď x p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y 
C { x ( u ) } . B u ď x 0 , x i , x a l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C { x ( u ) } . B u ď ^ , ^ 
l o k á l n í d u á l n í j e h l a n d u á l n í k ř i v k y Adj. C {x (u)}. B u d £ = t l . 
P l a t i r o v n i c e 

dx0 dx, , . dx-i 
(1) = ~T~~ = s ( * i + **n). -r- = £(*x , -t- x 0 ) , dsE dse dse 

Stačí dokázati rovnice (1); vskutku dle 3 3 5 rovnice (2) obdrží se 

z (1) dle principu duality. Ježto + Si = konstantě, můžeme předpo-

kládá«, že e = l . Dle 3 3 4 (l)jest -¡j- = / r * D . Ze 319 (1), (3) a 3 3 7 
ds i 

(1) obdrží se po snadném počtu rovnice (1). 
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3 4 2 . B u ď C { x ( u ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 6 b e z s e x -
t a k t í c k ý c h b o d ů . B u ď £„,§!, §3 l o k á l n í d u á l n í j e h l a n d u á l n í 
k ř i v k y Adj. C { x ( u ) } . B u ď 

(1) P r=54 I ( ^ -2? 0 e 2 ) + 450». 

B u ď {*(«„)} b o d k ř i v k y C{x(u)} . A l g e b r a i c k á k ř i v k a C[Pr] m á 
t y t o v l a s t n o s t i , j i m i ž j e s t ú p l n ě u r č e n a : 1° má v {x (« 0 ) } 
d v o j n ý b o d ; 2° j e d n a j e j í v ě t e v m á v {x(u 0 ) } s e d m i b o d o v ý 

«0 
s t y k s C { x ( u ) } ; 3° p ř í m k o v á f o r m a Pr j e s t u p n ě 3. T e č n o u 

«0 
d r u h é v ě t v e a l g e b r a i c k é k ř i v k y C[PT] v {x(u 0 )} j e s t p r o j e k -
t i v n í n o r m á l a k ř i v k y C { x ( u ) } v t o m t o b o d ě . 

Stačí provésti důkaz za předpokladu, že Buď s positivní nor-
mální parametr křivky C{x( í / ) } . Buď x projektivní křivost křivky C {x(«)} . 
Dle (1) a 3 4 1 (2) jest 

(2) = - 5(?2 + ^o ) (5 . i -24 0 i 2 ) -2? n ^ 1 as 

(3) | r « ^ = [ 1 0 x í l + 

Forma £0 má zřejmě v {x(u)} dvojbodový styk s C { x } ; dle 1 7 4 má tedy 
forma £0

9 v {x (u ) } šestibodový styk s C{x} . Forma v hranaté závorce 
napravo ve (3) má zřejmě v {x (a)} jednobodový styk s C {x}; dle 3 3 7 
(6) má forma It2 — 2 £ 0 £ , v (x (u ) } pětibodový styk s C{x}. Tedy dle (3) 

d1 " 
forma má v {x (u)} šestibodový styk s C{x}. Dle (2) jest forma (2) 

d u 

incidentní s { x ( « ) } ; dle 183 má tedy - ^ P r v {* (« ) } sedmibodový styk 

s C{x} . Forma (1) je zřejmě incidentní s {x (u)} ; tedy — opět dle 1 8 3 
u 

— má Pr v {x(tf)} osmibodový styk s C{x} . 
Dle 1 7 0 , 171, 188 , 189 a 3 3 7 má C [ Á ] dvojný bod v {x(u)}, 

jedna její větev má v (x(w)} sedmibodový styk s C{x} a tečnou druhé 
větve v {x (u ) } jest projektivní normála křivky C{x} v tomto bodě. 

Buď nyní Qr přímková forma třetího stupně, mající v { * ( « ) } osmi-
bodový styk s C { x } a taková, že algebraická křivka C [Qr] má v {* («)} 
dvojný bod. Ze 188 snadno vychází, že tečnou jednév větve algebraické 
křivky C[Pr] v {x (u)} jest {£„}, takže dle 188 

Qr = a V É2 + b ío g, i 2 + A V + B y + C5„ 5,* + D 

Ježto Qr má v {*(«)} osmibodový styk s C{x} , snadno se vidí, že forma 
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£1 (bš0ía + Dši) má v {x(u)} čtyřbodový styk s C { x } , z čehož bez obtíže 
se odvodí, že 
(4) b + 2D — 0. 

Ze (4 ) vychází, že forma f i + má v { * ( « ) } šestibodový styk 
s C { x } . Odtud snadno se vidí, že forma + C l j 8 ) má v { * ( « ) } 
pětibodový styk s C{x} , z čehož plyne, že 

(5) a + 2C = 0. 

Z (5) vychází, že forma + C£ia) má v { x ( u ) } sedmibodový styk 
s C { x } . Odtud snadno se vidí, že forma rná v {JC(IZ)} šestibodový 
styk s C { x } , což jen tak je možné, že 

(6) B = o. 

Dle (1), (4), (5) a (6) jest 

(7) APr — 4Qr = [(5^ — 4 D ) — 4 C?0] ( í i2 — 2 £0í2). 

U 
Forma A P r — 4 Q r má v { * ( « ) } osmibodový styk s C { x } ; ježto C { x ( u ) } 
nemá sextaktických bodů, má forma £i8 — 2£0Š2 v ( x ( u ) } právě pětibodový 
styk s C{x} . Tedy ar. přímka 

( S i 4 - 4 D ) 5 , - 4 C 5 o 

má v {x( í / ) } trojbodový styk s C { x } ; lato ar. přímka je tedy nulová, 
ježto C { x } jest regulární. Tedy dle (7) 

Qr=\APr, C [ Q ř ] = C [ P j . 

3 4 3 . B u d t e C { x ( u ) } , C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
r + 6 ( / ^ l ) b e z s e x t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď s (s') p o s i t i v n í 
n o r m á l n í p a r a m e t r k ř i v k y C { x ( t f ) } ( C ( y O ) } ) . B u ď x (¡ť) p r o -
j e k t i v n í k ř i v o s t t é t o k ř i v k y . B u ď {x(u 0 ) } ({y^Vo)}) b o d k ř i v k y 
C { x ( « ) } (C{y (v ) } ) . K d y ž a j e n k d y ž 

( d\\ í day.' \ / dn d" 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K, v n í ž {y(v 0 )} ~ {x(Í/0)}> y ( v ) ^ y ' ( v ) a j e ž 
j e t a k o v á , ž e k ř i v k y C { x ( « ) } a C { y ' ( v ) } m a j í (r — 7 ) - b o d o v ý 
s t y k v {X(K0)}. 

Že podmínka je nutná, vychází snadno ze 178. Předpokládejme tedy, 
že rovnice (1) jsou splněny. Dle 3 3 8 a 3 3 9 můžeme předpokládati, že 
C { * ( « ) } a C { y ( v ) } mají sedmibodový styk v (u0)} — {y (v 0 )} ; máme 
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pak ukázati, že tento styk jest (r-j- 7)-bodový. Dokazujíce indukcí, můžeme 
míti za dokázáno, že styk jest (r 4- 6)-bodový, takže dle 178 můžeme 
předpokládati, že 

(tPx) íday\ d<> d« 

Ježto C { j c (u ) } jest regulární, jest 

( 3 ) u-^rXo x ( U n ) + X i I X i teL* 

Dle 1 7 9 stačí ukázati, že A, = 0. Dle (1), (2), 3 1 6 (1), 317 (1), 3 3 4 (1 ) 
a 3 4 0 (1) jest, je-li © a | = A d j . Cax, < M = Adj. Cay, je-li D(D') 
diferenciální parametr a n(rí) druhý unimodulární invariant ar. křivky 
Cax(u) (Cay(v)): 

r+i 

= 3 S(DxD*x)(D(, + 

V;--Va 

tedy, ježto C { x } nemá sextaktických bodů, 

'4) { S ( D x D 2 x ) ( D Í , D ' T + \ - D r + U ) } u = = 0 . 
"=»o 

Položme 

Dle (2) , (3 ) a 3 0 8 (1) jest 

\ /V = Vo V ' H — UQ 3 

takže dle (4) a 3 1 0 (1) jest 

X4[S (DxD2x) (tDt)]%=Mr h(xDxD*x)u=ur 0, 

tedy ¿„ = 0 dle 3 0 6 (2). 

3 4 4 . B u ď t e C{jc(u)} (u v <a-t-0,b — 0 » a C { y ( v ) } (v v <a + 0, 
— 0 » d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y v i r t u á l n í t ř í d y 7 b e z s e x -

t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď s(u) p o s i t i v n í n o r m á l n í p a r a m e t r 
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kř i vky C { x } ; buď x(u) p ro j ek t i vn í k ř i v os t k ř i v k y C { x } . K d y ž 
a jen když e x i s t u j e funkce (p{v) t ř ídy rv(«,/?> taková , že 

všude v <o,jJ>; 2°q>(a) = a, — 6 nebo <p(a) = b, 

(p((}) = a; 3° s [ y ( v ) ] j es t pos i t i vn í normální paramet r k ř i v k y 
C j ^ } ; 4° x[<p(v)] í e s t p r o j e k t i v n í kř ivost k ř i v k y C{>»}: e x i s t u j e 
ko l i n eac e K ar. bodů, v níž C { x } ~ C{j/}. 

Že podmínky jsou nutné, dokáže se snadno; předpokládejme tedy, 
že jsou splněny. Dle 161 můžeme přetipokládati, že a == a, fl = b, y ( v ) = v-
Buď x0,JCi,Xa (ywyi,y*) lokální jehlan křivky C { x } (C{j>}). Dle 3 4 1 jest 

dxa rfx, dxj 

(1) 

. X|, — Xj -1 - xXo, " . —- *x, -- X||, 
ds ds ds 

dy« dj», , dy2 

Dle (1) a 68 existuje žádaná kolineace K-

Rovinné křivky (m ----- 3). 

3 4 5 . Ve všech následujících odstavcích předpokládáme m = 3. 

Buď | vlastní ar. rovina; buď 7 prostor dvojrozměrných ar. bodů. 
Buď C { x (u ) } křivka, jejíž všecky body jsou incidentní s £ ( r ov inná 
křivka; v. 197). Buď í? projektivní korespondence mezi Adj. § a T o jednotce 

bud fí* = Ass. fí. Buď x ( « ) ~ x ( u ) v Teorie křivky C {*(*/)} 
podaná v předchozích odstavcích dá se dle 151 pomocí korespondenci 
fí a íí* přenésti na C {x (u ) } . Na př. nazveme normálním parametrem 
křivky C { * ( « ) } normální parametr křivky C {x (u ) } . Je-li CaXx positivní 
norma křivky C{3č} a xx^xx v íí, nazveme Caxx positivní normou 
křivky C { x } vzhledem k ar. rovině £; také můžeme přenésti pojem osku-
lační kuželosečky atd. 

Aritmetické křivky v trojrozměrném prostoru. 

3 4 6 . Buď CaX(u) ar. křivka. (Buď C { * ( « ) } křivka.) Ve 1 5 8 (ve 161) 
jsme udali podmínky, kdy proměnná v = q>(u) jest parametrem pro Cax 
(pro C {x } ) . Často jest výhodné považovati q>(u) za parametr jen tehdy, 

k d y ž ^ > 0 ; pravíme pak, že ar. kř ivka C„x (k ř i vka C { x } ) j es t 

o r i en tována . Oríentovati ar. křivku (křivku) lze zřejmě dvěma a jen 
dvěma způsoby; mluvíme o dvou opačně o r i en t o vaných ar. křiv-
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k á c h ( k ř i v k á c h ) . Je-li u parametr orientované ar. křivky (orientované 
křivky), jest — u parametr opačně orientované ar. křivky (křivky). 

3 4 7 . B u ď Cax(li) (a v <a + 0 , 6 — 0 » r e g u l á r n í ar. k ř i v k a 
t ř í d y r ^ 3 . P r a v í m e , ž e Cax(u) j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r + 3 , k d y ž : 

1° s o u ř a d n i c e ar. p ř í m k y j s o u f u n k c e t ř í d y r v <a,6>; 

I fa d*x\ 
2° s o u ř a d n i c e ar. r o v i n y I* J j s o u f u n k c e t ř í d y r v <o, 6); 

3« v ý r a z j e s t f u n k c e t ř í d y r v <a,b). 

Snadno se vidí, že, když Cax je třídy r + 3 a když q(u) = q je 
funkce třídy r, ar. křivka C„ $x jest virtuální třídy r + 3. Tím jsme vedeni 
k tomuto rozšíření pojmu virtuální třídy. 

B u ď Cax(u) (u v <0 + 0, 6 — 0 » r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ( 3 < ^ r < 5 ) . B u ď q = q (u) f un k c e t ř í d y r — 3 v (a, b). P r a v í m e , 
ž e CaQX j e s t r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r V tomto pří-
padě pod symboly: 

d(p*n (vd(ox) d*(?x)\ ( d(fx) d>(px) d3(px)\ 

jež samy o sobě nemusí míti význam, rozumíme resp.: 

í dx\ í dxd2x\ J dx d*-x d3x\ 

O k ř i v c e C { x ( « ) } p r a v í m e , ž e j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r > 5 , k d y ž 
ar. k ř i v k a C a x ( u ) j e s t v i r t u á l n í t ř í d y r-

3 4 8 . B u ď Cax(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
r>3. B u ď 

í dx d*x d3x\ 
(1) o> = sgn \x — — — = + 1 . 

\ du du1 dít31 

P r a v í m e , ž e w je° z n a m e n í ar. k ř i v k y Cax(u)• P r a v í m e t é ž , ž e 
a j e z n a m e n í k ř i v k y C { x ( u ) } . 

Snadno se vidí, že a se nemění, ani když od u přejdeme k jinému 
parametru v = <f (u), ani když od ar. křivky C« x přejdeme k ar. křivce 
C{x}-

3 4 9 . B u ď Cax(u) (u v <o + O, b — 0 » o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 3. Buď <p(u) (a v (a, 6 » f u n k c e 
t ř í d y s > 1. B u ď 

l d<-p 
(1) Dy -

\ [x du du2 du3) 

du 
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K d y ž r>n + 2, s>n> 1, buď 

D'if = D(Df), D3<p = D(Di<p), ... Dnf = D(Dn~\). 

K d y ž 5, j e s t 
(2) (xDx Dlx D3x) = <o, 

při č e m ž co j e z n a m e n í ar. k ř i v k y Cax• O p e r a c e D n a z ý v á 
s e d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax(u). 
D i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r D j e s t n e z á v i s l ý na v o l b ě p a r a m e t r u 
u o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax{u): je- l i t a k é v — (f (u) p a r a m e t r 

o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax(u) — t e d y ^ > 0 — a j e - l i <p{u) = 

= ip(v), j e s t D(p = Dip. D i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o p a č n ě o r i e n -
t o v a n é ar. k ř i v k y C « x ( — v ) j e s t — D . 

Důkaz je snadný. 

3 5 0 . Buď v p a r a m e t r o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í ar. k ř i v k y 
Cax(u) (u v (a + O, b — 0 » v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 3 ; b u ď D j e j í 
d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . P r a v í m e , ž e v j e s t n o r m á l n í para-
m e t r o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax (u), k d y ž D v = 1 (u v (a, b))• 
Buď b u d c l i b o v o l n á k o n s t a n t a . P a k 

u u 
[ du [ \ !\< dx d*x d3x\ J 

(I> v=J^ + e=J H\xTulHl*)dtt + c 

«0 "o 

j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax(u) a — v 
j e s t n o r m á l n í p a r a m e t r o p a č n ě o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y . 

Důkaz je snadný. 

351 . Buď CaX(u) (u v <a + 0, b — 0>) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r^>4. Buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í 
p a r a m e t r . B u ď 
(1) p(u) = (xDx). 

M n o ž s t v í ar. p ř í m e k p(u) (u v (a-j-0, b — 0>) j e s t r o z v i n u t e l n á 
ar. o s n o v a r„p(u) t ř í d y r —3. P r a v í m e , ž e ar. o s n o v a Tap{u) 
j e s t a s o c i o v á n a k o r i e n t o v a n é ar. k ř i v c e Cax(u) a p í š e m e 

rap(u) = A s s . C 0 x ( u ) . 
J e s t t é ž 

r { p ( t í ) } = A s s . C { x ( / / ) } . 

K o p a č n ě o r i e n t o v a n é ar. k ř i v c e Cax(— v) j e s t a s o c i o v á n a 
ar. o s n o v a ra — p. 

Důkaz je snadný. 
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3 5 2 . B u ď Ca x («) (u v (a + 0, b — 0 » o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í 
p a r a m e t r . B u ď « z n a m e n í k ř i v k y C{x} - B u ď 

(1) í(u) = u>(xDxD2x). 

M n o ž s t v í ar. r o v i n §(*/) (« v (a + 0, b — 0>) j e s t r e g u l á r n í 
d u á l n í ar. k ř i v k a &„£(H) v i r t u á l n í t ř í d y r. P r a v í m e , ž e o r i e n -
t o v a n á d u á l n í ar. k ř i v k a © a £ ( u ) j e s t a d j u n g o v á n a k o r i e n -
t o v a n é ar. k ř i v c e Cax(u) a p í š e m e 

© a ? ( u ) = A d j . C a x ( u ) . 
l est t é ž 

e { ? ( « ) } = Ad j . c{x ( í / ) } . 

K o p a č n ě o r i e n t o v a n é ar. k ř i v c e Cax(—v) j e s t a d j u n g o v á n a 
d u á l n í ar. k ř i v k a v). Ar. r o v i n a š ( u ) d á s e d e f i n o v a t i, 
k d y k o l i rl>3. 

Vychází snadno ze 2 0 1 a 2 0 2 (v. též 3 5 3 (1)). 

3 5 3 . B u ď COX(ÍÍ) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a vir-
t u á l n í t ř í d y B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď a 
z n a m e n í k ř i v k y C { x ( u ) } . B u ď (£„£(u) = Adj. Cax(u). P a k m j e 
z n a m e n í d u á l n í k ř i v k y © { £ ( « ) } a Z) j e d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é d u á l n í ar. k ř i v k y © „ £ ( « ) . 

Dle 3 5 2 (1) jest 
1 l dx d2x\ 

(1) Hu) = —i= x — ~T7 r 
l/ \f dx d'2x d*x\ | \ du du2) 

du dlí2 du? t 

takže dle 2 0 2 (4) jest 

[ du du2duy ~~ P du du2du3)' 

čímž teorém je dokázán. Povšimněme si, že dle 3 4 9 (2) jest 

(2) ( Í D 5 D 2 ? D » ? ) = m. 

3 5 4 . B u ď Ca* ( u ) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a vir-
t u á l n í t ř í d y r^>6. B u ď a> z n a m e n í k ř i v k y C {x} . B u ď 

(u) = Ass. Cax (u), 
e.j(u)=A<u.cax(u). 

P 3 k j e s t 
ra 0>p(u) = Ass. <£J(u), 
C . - * ( a ) = AdJ.«.í(ií). 
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Buď D diferenciální parametr pro Cax(u) a tedy dle 3 5 3 též pro 
® a Š(u) . Ze 2 0 1 ( 2 ) , 2 0 2 (3), 3 4 9 (1) a 3 5 3 (1) se snadno nalezne, že 

(2) (££>?) = u,(xDx), 
(3) (ZDSDH) = ~cux. 

Ze (2), (3), 351 (1) a 3 5 2 (1) vychází (1). 

3 5 5 . B u ď CaX(u) r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y 
B u ď co z n a m e n í k ř i v k y C{x} . B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů . Buď 
x(u) ~ x'(u) v K. Z n a m e n í k ř i v k y C{x' (u)} j e s t co (—co), k d y ž K 
j e s t p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) k o l i n e a c e . 

Zřejmé. 

3 5 6 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a vir-
t u á l n í t ř í d y r^>6. B u ď 

Ass. Cax(u), 

tta5(ii) = Ad].Ca*(ii) . 

B u ď K u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď A " = A d j . K, 
K* = Ass.K. Buď x ( a ) ~ x ' ( u ) v /C; buď p(u)~p'(u) v K*\ buď 
š ( u ) ~ £ ' ( u ) v A". Pak jest 

rap'(u) = Ass. Cax'(u), 
= Adj. Cax'(u). 

Důkaz je snadný (v. 311). 

3 5 7 . B u ď CaX(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a vir-
t u á l n í t ř í d y r ^ 6 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď 
®o£(tf) = Adj. C.x(a). P a k j e s t 

Sxí = 0, SxDZ = O, SxD2Z = O, SxD'5 = —1, 
S5Dx = 0, SDxDš = O, SDxD*Z = 1, S Í D ' x = 1, 

( 1 ) 55£>2x = O, S Z ^ x D Š ^ - l , S E P x D H ^ O , 
SD*xDt = O, SDxD3? = 0. 

Rovníce 
S £ x = O, S?Dx = 0, S5D J x = 0 

vycházejí ze 3 5 2 (1). Z téže rovnice a ze 3 4 9 (2) vychází rovnice 
SŠ D3x — 1. Rovnice 

SxDi = O, SxDM = 0 

vycházejí ze 3 5 4 (3). Z téže rovnice a ze 3 5 3 (2) vychází rovnice 
SxD3§=— 1. Ježto 

0 = D (S5 D2x) = SŠ.D^x + SD2x D?, 
0 = D (SxDH) = SxD^- SDxD'5, 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 16 
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jest 
SD2x Dl = — 1, SDx DH= 1. 

Dále jest ukázati, že SD2xD*š = 0. Dle 3 5 4 (2) je však = 
= a{xD*x), takže dle 1 0 2 {g, D*š} = Adj. {x, D*x), takže ar. rovina 

je vskutku incidentní s ar. bodem D s x - Konečně jest 

SD^xDÍ = D (SD'2x Di) — SD2xD2t = O, 

SDxD^Í = D (SDx D'2í) - SD1xD2í = 0. 

. 3 5 8 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r -
t u á l n í t ř í d y r j > 6 . B u ď 

(1) (S{r i(«)} = Adj. C{X(U)} . 

K d y ž a j e n k d y ž 
ď2X ď2fl 

(2) S = 0. 
' dlí2 dlí2 

e x i s t u j e k o n s t a n t a l t a k o v á , ž e 

(3) ©„y I ( u ) = Adj. Ca x (u). 

Z (1) snadno vychází, že 
„ dx di] 

(4) s — -L = 0. 
du du 

Buď fi = / i (u )~}=0 funkce třídy 1; buď A = Pak jest 

dx Ao ( dx) d2x k dx 
Ax = li , i ! X = i n = li2 + AUL . 

du \^du) p du'2 ^ du 

a stejně pro i]. Tedy 

SWx&ri = ^ + ^ ± í s ^ + (V)'2 s ^ ía, 
' r du'2 dlí2 du \ du duj y ^ du du 

takže dle (4) 
ď2X d'2ri 

' ^ du2 du'2 

Klademe-li 
i 

V I í d x d ~ x d 3 * \ 

\ I [Xdu du2 du3} 

vidíme, že rovnice (2) jest ekvivalentní s rovnicí 

(5) SDixD2rl = 0. 
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Buď ©O§ (u) = Adj. Cax(u). Dle (1) existuje X = X( U ) takové, že TJ(«) = 
= Máme ukázati, že D X = 0, když a jen když platí (5). Avšak 

S&xDtT, = SD2x(lD*t+ 2 Dl Dl + ÉD*X), 

tedy dle 3 5 7 (1 ) 
SDixDírl = — 2Dl. 

3 5 9 . B u ď CaX(u)(uv <a + 0, b— 0>) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r ^ 6 . S o u ř a d n i c e ar. r o v i n y 77 = 77(1/) 
b u ď t e f u n k c e t ř í d y 1 v (a, b). K d y ž a j e n k d y ž j e s t i d e n t i c k y 
v <a, b> 

j e s t 
(2) © a + r1(u) = Adj.CaX(u). 

M i m o t o j e p a k a z n a m e n í k ř i v k y C{x}-
Buď D diferenciální parametr orientované ar. křivky Ca x (ti). Rovnice 

(1) je zřejmé ekvivalentní s rovnicí 

(3) (r)Dr)) = w(xDx). 

Platí-li (2), platí (3) a tedy též (1) dle 3 5 4 (2). Předpokládejme tedy, 
že platí (1). Pak jest především 

„ dx dx d rí 
du du du 

a tedy též 
d>x d t dx \ dx di] 

S W r i = 7u(STuri)-S7u^u=0> 

takže W = Odtud plyne, že, je-li 

<£a4(u) = Ad|.Cax(u), 

existuje l = X (u) takové, že 77 ( « ) = l £ (u), takže 

tedy dle (3) a 3 5 4 (2) A 8 = l , tedy tj = ±S, v souhlase se (2). 

3 6 0 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r -
t u á l n í t ř í d y 6. B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď 
®«£(l /) = Adj. Cax(u). B u ď a z n a m e n í k ř i v k y C { x } . V ý r a z q(u) 

16* 
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d e f i n o v a n ý r o v n i c i 

(1) q (u) = SD3x D2Í = - SD2x D3 i 

n a z ý v á s e p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. 
k ř i v k y Cax(u)- V ý r a z @(u) d e f i n o v a n ý r o v n i c í 

(2) 8(u) = -SI>>xD3t = 
, d3x 

dx <Px <Px \ du3 du3 

du du2 du3) 

n a z ý v á s e d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. 
k ř i v k y Cax{u\ P r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o p a č n ě 
o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y j e s t r o v n ě ž q{u) ( j e s t — 9(u)). P r v ý 
( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é d u á l n í ar. k ř i v k y 
Adj. Cax(u) j e s t r o v n ě ž q{u) ( j e s t — ©(z/)). 

B u ď / f u n i m o d u l á r n í k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď JC(u) ~ x ' ( u ) 
v K- P a k q(u) (©(«)) j e s t p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t 
o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax'(u)-

Že oba výrazy definující q(u) jsou rovné, plyne ze 3 5 7 (1) ; vskutku 

0 = D (SD2xD2í) = SD3xDH + SDlxD3l. 

Rovnost obou výrazů definujících © ukáže se podobně jako ekvivalence 
rovnic 3 5 8 (2), (5). 

Že prvý (druhý) unimodulární invariant opačně orientované ar. křivky 
jest q (zz) (— 0 (zz)) vychází ze 3 4 9 a 3 5 2 . Že prvý (druhý) unimodulární 
invariant orientované duální ar. křivky Adj. Cax(u) jest q(u) ( — © ( « ) ) , 
vychází ze 3 5 3 a 3 5 4 . Poslední tvrzení teorému vychází ze 3 5 6 . 

3 6 1 . Rovnice q = SEfixD3^ ukazuje, že výraz q(u) závisí na ar. 
bodu x a Jeho derivacích dle zz až po řád 5 včetně. Má tedy prvý 
unimodulární invariant význam, kdykoli Cax(u) je třídy 5. Ostatně ze 
3 4 9 (1) vychází snadným počtem 

D 3 x = \ ( x ^ ^ ) \ 
K du du1 du3) | 

r* d3x 

dxd*xďx\ 

dudifidu*) d2x 

du3 2 ( dx d2x d3x\ du* 

r 1 
(o 

+ 
du du"1 du3) 

+ Vjřu dtí*dus) + V du du3du*j 2 l 
í dxd2xd3x\ 

r dudu*du3} 

dx^xd*x\2 

f du dtí2 du4) 

( dxdPx^xY2 

X dudďdu3) 

du | 
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Dále jest dle 3 4 9 (1) a 3 5 3 (1 ) 

, - í 
D2« 

(2) 

\\X du dtfdu3)] yVdudu*) \ du1 du3) 6 í dx<Px<Px\ ( 
T dudu1 du3) 

x——) + 
du du3! 

dxd^xd^x] I dxd3xd*x  
X du dtfi du*) + i* du du3 du*, 

2 í dx d1 x ď3x\ 

r dudiPdu3) 

Dle (1) a (2) jest 

q = SD'xD2i = 

X du dlí1 du* j 
' dxd^xdhcy 
X du du2du3) 

\Xdudu*) 

( dx tPx ď>x\ * ——[ Ěž \ _ 
du du* du3) 3 \X du dlí1 du*) 

(3) 
dxďxďxy-. 

_ A ( x ^ ( P x < P x \ + 77 1" du du1 du*) 
3 \X dudu3du*) 36 ( dxcPxďxy 

du du1 du3I 

Ukažme dále, že také výraz 3 Dq + 4 © má význam, kdykoli Ca x (u) 

• i-j c i • ^ j- .iJST _ dx d3x <řx d*x cřx je tndy 5 t. j. ze se da vyjádhti pomoc, x, ^ ^ ^ ^ Dle ( 3 ) 
a 3 4 9 (1) jest 

Dq = 
f dxcPx<Px\ * _2 f dx d2x d"x\ 
ydudu^du3) 3 1* du du1 du") 

( dxcPx&xW dxd2xd*x\ 
_]_( + H tful i rfw du1 du5 j 

3 1* du3 rfu5 J 6 

(4) 

dx d2x d3x \ 
' du du2 rfu3 j 

rfx d 2 x d3x d*x 
kde vynechané členy závisejí pouze na x, ^ , Dále jest dle 
3 5 3 (1) 

I dxd^xd^Wdxďx\ í ďxďx} 
du3~ \X du du* du3) \ \[Xdudui)+ V du1 du*) 

( dxd^] \ 

(Pxí 
kde ar. rovina f náleží do Adj. a 

dx d2x d*x 
dudiPdu*) ( dxd*x\ 

\[Xdudu*) I dxd2xtPx 
du ďď1 du3 
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<P = -

+ 2 

( faďxďx\ í dx<Pxd*x\ í d2x d3x d*x \ 

1 \X du du1 du" j + 2 { du du3 dus) + \ du2 du3 du* ) 

2 í cto(PxcPx\ 

\ du du2du3) 

í dxtPxďx W dxcPxd*x\ í dx d*x d*x\3 

du du2 du* j [X du ~ďu2 dus) 3 [X du du2 du* j 

+ 

í dxďxďxy 2 í dxd*xďx\3' 

i* du du1 du3) [X du du1 du3 

takže dle druhé definice výrazu 0 ve 3 6 0 (2) 

__|í ted^iPx^r* \_í dx<Pxďx\ í dxd3xdsx\ 

~ | r du du2 du3) I 2 r du du2 du") + 2 [X du du3 dus) 

(5) ( dxd*xd*x\ í dxďxď>x\ 

I* du du2 du* j r du du2 dus) 

í dx d2x d3x j 
T du du2 du3) 

d x d^x d?x d^x 
kde vynechané členy obsahují pouze x, ^ , Dle (4) a (5) 

jest 
dx d2x d3x 

du du2 du3. 

•\ í focPxďx) 

'j \ du du3 dus) 

(6) 

3 Dq + 40 = 1 

í dxďxd*x\ i dxďxd^x\ 

| 19 \ du du2 du*) T du du2 dx*) 

2 í dxd2xd3x\ 

T dudU2du3) 

dx d3x d3x dix 
kde opět vynechané členy obsahují jen x, 

3 6 2 . B u ď C a x ( u ) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a v i r t u á l n í 
t ř í d y r ^ > 6 . B u ď D j e j i d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď w z n a m e n i 
k ř i v k y C{JC}. B u ď © a | ( « ) = Adj. Cax(u). B u ď 

(i) 

P a k j e s t 

(2) 

(3) 

(4) 

X=-(U(D5D25Z>15), H = — m(DxD2xD3x). 

SXl=l, SXD\ = 0, SXD2l = 0, SXD3i = 0, 

S 3 x = l , SE Dx = 0, SED2* = 0, SED'x = 0, 

(x, Dx, D2x, X) = oj, ( í , D5, DH, E) = — <u. 

B u ď 0 (u) d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. 
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k ř i v k y C a x ( u ) . J e s t 
(5) a = — sxs. 

Ar. b o d X-\-&x (ar. r o v i n a 5) m á v ý z n a m , k d y k o l i C„x(u) 
j e t ř í d y 5 ( t ř í d y 3). 

Druhá, třetí a čtvrtá rovnice (2) a (3) jsou zřejmé. Prvá se obdrží 
ze 3 4 9 (2) , resp. 3 5 3 (2). Prvá rovnice (4) vychází z prvé rovnice (2) 
a ze 3 5 2 ( 1 ) ; druhá (4) vychází z prvé (3) a ze 3 5 4 (3). Dle (1) a 9 8 
(2) jest 

SDxDl, SDlxDi, SEPxDt 
5X3 = SDxDH, S&xDH, SD3xDH 

SDxD3l SDtxD% SD*xD3i 

Odtud vychází (5) dle 3 5 7 a 3 6 0 (2). Rovnice (5) obdrží se také snadno 
ze (2), (3), 3 5 7 a 3 6 4 (1), (2). 

Z (1) vidíme snadno, že 

1 ídi dH d3j\ _ 1 ídx d*x d3x\ 
- i ii»]' (6) ( fa d*x(Px\\du durdil*) í dx ďlx d3x \ [dudďdu3! 

(* du du1 du3] (* du dii1- du3) 

Odtud je patrné, že S má význam, kdykoli Cax je třídy 3. Dále jest dle 
(6) , 3 5 3 (1) a 1 0 9 (2) 

2 
1 dx dlx 
\ du dii1 du3} 

"i i dx <Px_ d*x\ 
^dudtfdu01 X 

dx d*x dsx 
kde vynechané členy obsahují pouze x, • • • Odtud a ze 

3 6 1 (5) vychází, že X-\-&x má význam, kdykoli Cax je třídy 5. 
3 6 3 . B u ď CaX(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a vir-

t u á l n í t ř í d y r l > 7 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď a 
z n a m e n í k ř i v k y (?{*}• B u ď © 0 £ ( u ) = A d í - Cax(u)- B u ď 

(1) X= — i» (DtDHD3í), = = —iu (DxD1xD3x). 

V ý r a z v ( u ) d e f i n o v a n ý r o v n i c í 
(2 ) v ( a ) — S (a DX — XDE) 

n a z ý v á s e t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. 
k ř i v k y Cax(u)- T ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o p a č n ě o r i e n -
t o v a n é ar. k ř i v k y ( t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é 
d u á l n í k ř i v k y © 0 £ ( u ) ) j e s t r o v n ě ž P(U). B u ď 0 ( u ) d r u h ý uni-
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m o d u l á r n í i n v a r i a n t ar. k ř i v k y Cax(u). P a k j e s t 

(3) 2SZDX='-DQ, 2SXD=. = — v _ DS. 

B u ď q(u) p r v ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y 
Cax(u)- V ý r a z T(U) d e f i n o v a n ý r o v n i c í 

(4) t(U) = 3 D ' « 7 - ^ - 5 V 

n a z ý v á s e č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. 
k ř i v k y Cax(u)- Č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o p a č n ě o r i e n -
t o v a n é ar. k ř i v k y ( č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n -
t o v a n é d u á l n í ar. k ř i v k y § (u)) j e s t r o v n ě ž r (u). V ý r a z v D&, 
(t — D@) m á v ý z n a m , k d y k o l i Cax(u) j e t ř í d y 4 ( t ř í d y 6). 

Přejdeme-li od Cax(u) k opačně orientované ar. křivce (k duální 
ar. křivce ©«£(«)), přejdou D,x,Š resp. v — D, x, — £ (D, I, — x), tedy 
X , 3 resp. ve — X , 3 ( — 3 , X ) , takže P(U) se nemění. Tedy ani T(u) se 
nemění; neboť q(a) se nemění dle 3 6 0 . Dle 3 6 0 (2) jest 

-De = S(ZDX+ XDE). 

Odtud a že (2) vychází (3). Ve 3 6 2 jsme viděli, že ar. rovina 3 závisí 
dx d1 x <Px 

pouze na x, -j^, Tedy dle 3 6 4 (4) výraz v -f- D & závisí pouze 

na*' fa' ST- ° , e 361 VýraZ 3 D 9 + 40 nCZáVÍSÍ "a % 5?' 

Tedy výraz 
T - D e = D (3 D<7 + 4 0 ) - i <7* - 5 (v + D 6 ) 

d]x 
nezávisí na - 7 - i . Mimo to jest du1 

t — D 0 = D (3 Dq +'4.0) + • • • 

d'x 
kde vynechané členy obsahují pouze x, ^ (1 5). Avšak dle 3 4 9 
(1) a 3 6 1 (6) 
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ďx 
kde vynechané členy obsahují pouze x, Je tedy 

í dx <Px fx" * 

r du dli1 du3, 

dx<Pxd*x\ 

du du3 du6 j 
T - D 0 = 

(5) í dxd*xd*x\ ( dxcPxďx\ 

19 r du du11 du4 J r du du2 du") 
~J~ ... f 2 / ďx 

( * ť / u c ř u 2 r f u 3 J 
¿v ^y ^jf d*x ďx 

kde vynechané členy obsahují pouze x, — , —¡ , 

3 6 4 . B u d Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r -
t u á l n í t ř í d y r^6. B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď 
q(u) (@(u)) j e j í p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď 
® a Š ( U ) = Adj. C„x(í / ) . B u ď CD z n a m e n í k ř i v k y C{x} . B u ď 

X= - o) (DíDHDH), 3 = - a) (DxDlxD3x). 
P a k j e s t 
(1) £Px = qDx + ex + X, 

(2) D3t = qDl- 0Í-H. 

R o v n i c e (1) m á v ý z n a m , k d y k o l i Cax(u) j e t ř í d y 5. 
B u ď 7 ; buď y ( u ) t ř e t í u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n -

t o v a n é ar. k ř i v k y C a x ( u ) . P a k j e s t 

(3) DX = \(v-D&)x, 

(4) D H = - i ( v + De){. 

R o v n i c e (4) m á v ý z n a m , k d y k o l i Cax(u) j e t ř í d y 4. P í š e m e - 1 i 
r o v n i c i (3) v e t v a r u 

(5) D(X-i-6x) = j(v + DS)x + SDx, 

má v ý z n a m , k d y k o l i C a x ( u ) j e t ř í d y 6. 

Dle 3 6 2 (4) ar. body x, Dx, D*x, X jsou lin. nezávislé. Lze ledy 
určiti A0, Aj, Aa, (i tak, že 

D3x=\x + \,Dx + X.2D2X + ¡iX. 

Odtud plyne dle 3 5 7 , 3 6 0 a 3 6 2 (2), že 

1 = = 0 = SDíD3x = — 

q = SDtD3x = X,, - E = 5D3ÍZ>'X = -X0 , 

z čehož vychází (1). Duálně obdrží se (2). 
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Ze 3 6 2 (2) vychází derivováním 

SWX= 0, SDIDX = O, SD%DX = 0. 

Tedy DX náleží do Adj. {£, D §, D* 1} = {(£/)£ D31)}. Dle 3 5 4 (3) 
existuje tedy v takové, že 

DX = vx. 
Dle 3 6 2 (3) je tedy 

v = SŽ.DX, 

z čehož vychází (3) dle 3 6 3 (3). Podobně obdrží se (4). 
Že (1) má význam, kdykoli Cax(u) je třídy 5, vychází ze 3 6 2 . Že 

rovnice (4) (rovnice (5)) má význam, kdykoli Cax je třídy 4 (třídy (6)), 
vychází ze 3 6 2 a 3 6 3 . 

365. Buďte Cax(u) (u v (a + 0, 6 - 0 » , Cax'(u) (u v «j^O, 
6 — 0)) r e g u l á r n í ar. k ř i v k y v i r t u á l n í t ř í d y ^ 7 . B u ď t e g(u), 
©(«), v(U) (q'(u), @'(u), v'(u)) r e s p . p r v ý , d r u h ý a t ř e t í u n i m o -
d u l á r n i i n v a r i a n t ar. k ř i v k y Cax(u) (Cax'(u))- K d y ž a j e n k d y ž 

q(u) = q'(u), e (u) = e-(u), v(u) = v'(a), (u v «z, 6» 

e x i s t u j e u n i m o d u í á r n í k o l i n e a c e K t a k o v á , ž e p r o v š e c k a 
u z (a, 6> j e s t 

X ( u ) r o x ' ( U ) V K. 

Je zřejmé, že podmínky jsou nutné. Že stačí, vychází snadno ze 6 8 , 3 6 2 
(4 ) a 3 6 4 (1), (3). Věta platí, i když Cax(u) a Cax(u) jsou třídy > 6 , 
zavedeme-li v ní v - \ - D & místo v. 

Orientace křivky v trojrozměrném prostoru. 

3 6 6 . B u ď t e {x(íZí)} ( / — 1 , 2 , 3 ) tř i r ů z n é b o d y o r i e n t o v a n é 
k ř i v k y C { x ( u ) } t ř í d y 1. P r a v í m e , ž e b o d y {jc(ui)}, {x(us)}> 
( x ( í / 3 ) } j s o u v p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c i v z h l e d e m 
k o r i e n t o v a n é k ř i v c e C { x ( u ) } , k d y ž č í s l o 

(Ha-U,)(U, —Uj) (í/,-U3) 

j e s t k l a d n é ( z á p o r n é ) . V y m ě n í m e - l i m e z i s e b o u d v a z b o d ů 
{ x ( « 0 } ( / = 1 , 2 , 3 ) , p ř e j d e p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) o r i e n t a c e 
v n e g a t i v n í ( p o s i t i v n í ) . 

K d y ž o r i e n t a c e b o d ů {x(uí )} ( í = 1, 2 , 3 ) v z h l e d e m k o r i e n -
t o v a n é k ř i v c e C{JC(U)} j e s t p o s i t i v n í ( n e g a t i v n í ) , o r i e n t a c e 
t ý c h ž b o d ů v z h l e d e m k o p a č n ě o r i e n t o v a n é k ř i v c e j e s t ne-
g a t i v n í ( p o s i t i v n í ) . 
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B u ď a C { x ( u ) } b u ď r e g u l á r n í . B u ď © { £ ( u ) } = Adj. 
C { x ( « ) } . O r i e n t a c e r o v i n {!(«<)} ( / = 1 , 2 , 3 ) v z h l e d e m k o r i e n -
t o v a n é d u á l n í k ř i v c e © { £ ( « ) } r o v n á s e o r i e n t a c i b o d ů {x(« i ) } 
v z h l e d e m k o r i e n t o v a n é k ř i v c e C { x ( « ) } . 

Zřejmé. 

367. B u ď {X(H0)Í b o d k ř i v k y C { x ( « ) j . B u ď { y z } p ř í m k a ne-

i n c i d e n t n í s t e č n o u k ř i v k y C { x } v {x(u 0 )} . B u ď > 0. 
V UU I U=tlg 

B u ď W d o s t i m a l é o k o l í b o d u {x(w 0 )}; b u ď C"' p r ů ř e z k ř i v k y 
C { x ( u ) } s o k o l í m W. J s o u - l i {x (u , ) } ( / = 1 , 2 , 3 ) tři r ů z n é b o d y 
k ř i v k y Cw, j e s t j e j i c h o r i e n t a c e v z h l e d e m k o r i e n t o v a n é 
k ř i v c e C { x ( a ) } r o v n a o r i e n t a c i r o v i n Adj. {y, z, x (ui)} s v a z k u 
[Adj. ( y , z } ] e v z h l e d e m k ar. p ř í m c e (yz) -

Buď x («o) = x0 , \ir\ -Xi- Ježto (xo Xiy z) ^ 0, můžeme položití 
LQ 11J u—ug i 

(1) X (u) = X0 (u) x„ -r x, (u) xt + X2 (u) y i- X., (u) z. 

Jest 
X0 («0) = 1, X, (u0) = 0, 

(dl,) 

du) «=uj \du)u=ua 

Můžeme tedy určíti « > 0 tak malé, že pro u0 — jest 

(2) r 7 T = ^ " ) > ° - ? > ° -
x„ (u) du 

Dle 164 lze zvoliti IV tak malé, že průřez C"' křivky C { x ( u ) } s okolím 
W je křivka a že u jest v (u0 — u0 - f £), kdykoli bod {x (u)} jest ob-
sažen v Cw- Buďte Uo, Ut, u-i tři různá čísla z <u0 — s, u0~r £>- Ježto 
( x 0 x i j ' z ) > 0 , orientace rovin Adj. {y, z , x ( m ) } svazku [Adj. {y, z } ] e 

vzhledem k ar. přímce (yz) rovná se dle 140 a dle (1) orientaci bodů 
{A0(uí)xo + ¿i(u,-)xi} řady bodové {XOÍXI}*7 vzhledem k ar. přímce (jc0 Xi), 
tedy dle 139 rovná se orientaci jednorozměrných bodů {|A0(ui),Ai (m)|&} = 
= {|1, i"(ui)|a}- Jsou tedy roviny Adj. {y,z,x(ui)} svazku [Adj. {y ,z} ] u 

v positivní nebo negativní orientaci vzhledem k ar. přímce (y z) dle toho, 
zda výraz 

V = [(i. (U,) - H- (",)] [(J- («3) - H- («2)] [H- («1) - H- («:])] 

je kladný či záporný. Dle věty o střední hodnotě a dle (2) je však (v. 322) 

V = k (íí.2 - «,) (ííj — u-i) («, - u3); k > 0. 

368. B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
4 ; b u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď to z n a m e n í 
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k ř i v k y C { x ( u ) } . B u ď x ( u 0 ) b o d k ř i v k y C { x ( u ) } ; b u ď y ar. b o d 
t a k o v ý , ž e 

in » ( * ( « « ) . [ 0 * ] . = v [ o * * ] . = v y ) > o . 

E x i s t u j e 8 > 0 t a k o v é , že , k d y ž {z} j e p r ů s e č í k o s k u l a č n í 
r o v i n y k ř i v k y C {* (« ) } v b o d ě {x(u 0 )} a p ř í m k y s o u m i s t n é 
s { y , x ( u ) } (0 < \u — Uol < «)> o r i e n t a c e b o d ů {y}, {z}, {*(*/)} ř a d y 
b o d o v é {y.xCu)}0, v z h l e d e m k ar. p ř í m c e x(u)) j e s t p o s i t i v n í 
č i n e g a t i v n í d l e t o h o , z d a u — u0 j e s t > 0 č i < 0 . 

Dle (1) lze určiti A0(u), ^ ( u ) , A s ( u ) tak, že 

(2) * (u) = X0 (a) x0 + X, (u) x, + X2 (U) x2 + X3 (u) y, 
kde 

x0 = x(u0), x, = [Dx]„=I lo, x2=[0 ix]u = u i i . 
Položme 

f (") = (x0, x„ x2|, x(u)). 
Dle 3 4 9 (2) jest 

f ("o) = 0. ( O ? ) . = S = 0, (DH,)U=MO = 0, (D ' T ) „ = U O = O,; 

odtud snadno vychází, že existuje e > 0 takové, že pro 0 < \u — u0| < « 

jest co(u — uo)9(u) > 0- Dle (2) je však <p(u) = ls(u) ( x 0 x i x á y ) , takže 
dle (1) pro 0 < |u — u0| < 8 jest (u — a 0 ) ¿3 (u) > 0. Dle (2) můžeme 
položití 

z = X0 (u) x„ + X, (a) x, + X2 (a) x.2 = x (a) - X3 (a) y. 

Orientace bodů {y}, {z}, (x (u)} vzhledem k ar. přímce (y,x(u)) rovná 
se orientaci jednorozměrných bodů 

{ 11, 0|»}, {I —X3'(u), 116}, {|0, 1|»}, 

jež je positivní, když A 9 ( « ) > 0 , čili když u — u 0 > 0. 
Pišeme-li (1) ve tvaru ekvivalentním 

í dxď2x \ 
( 3 ) m \ x 7 u M > ) > 0 

platí věta i pro r = 3. 

Oskulafini kubická křivka. 

3 6 9 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
/•¡>6. Buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď q(u), @(u), f(u) 
r e s p . j e j í p r v ý , d r u h ý , č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t * ) . B u ď 

*) Když r = 6, T (a) nemusí míti význam, ježto závisí na ve skutečnosti 

ďx však v dalším se vyskytuje pouze T — D 0 , což dle 363 nezávis! na -¡¡-j. 
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<£«£(«) = Adj. C a x ( u ) . D e f i n u j m e S1 j a k o v e 3 6 2 . B u ď 

Pp( >) = 30 WH - 20 (DIY - 9 q í2, 

0) Pr(s) = 30íE + 10D5D2?-12í5Z)5 + 9(e + D9)52, 

Pr(8) = 20Dí . E -f 10(D2?)2 - 3qZD* - 8g(D4)2+ 2(40+ 3Dg) - ( t - D ň ) 5-2. 

K v a d r a t i c k á r o v i n o v á f o r m a P r má s k ř i v k o u C { x ( u ) } s e d m i -
b o d o v ý s t y k v b o d ě {x(u0)} . k d y ž a j e n k d y ž 

(2) PT = X,. Pr(>) + X.2. Pr(») + X3. fy). 

K v a d r a t i c k á r o v i n o v á f o r m a P'r má s k ř i v k o u C { x ( u ) } š e s t i -
b o d o v ý s t y k v b o d ě {x («<>)}> k d y ž a j e n k d y ž 

(3) P'T = X , p r ( 0 + \ , f y ) + X,Pr(») + (j. 

Stačí prověsti důkaz za předpokladu, že r^>7. Zřejmě jest 

(4) sfy)x(u) = 0, sfy)x(u) = 0, sfy)x(u) = 0. 

Dle (1), 363 (4) a 364 (2), (4) jest 

DPr(i) = - f y — 21 eí2, 

(5) DPr(>) = fy) — ̂  PrC) + (4T - 7Z50) 42, 

= U 9 ~ W ( 4 0 ~ D q ) ~ [ D ( t ~ D 8 ) + 2 
u 

Dle (4) mají rovinové formy /V') ( / = 1 , 2 , 3 ) jednobodový styk 
s C { x ( u ) } v bodě { * ( « ) } Předpokládejme, že tyto formy mají s-bodový 
( l < s ^ 6 ) styk s C { x ( u ) } v bodě {x(u)} . Zřejmě také forma má 
s-bodový styk s C { x ( u ) j v bodě {*(«)}• Tedy dle (4), (5) a 183 formy 

A « ( / = 1 , 2 , 3 ) mají ( s + l ) - b o d o v ý styk s C { x ( u ) } v bodě {x(w)}-
ti 

Kladouce postupně s = l , 2 . . . 6 , vidíme, že rovinové formy />rW maji 
sedmibodový styk s C { x ( í / ) } v bodě {x(u)} , jak bylo tvrzeno. Zřejmě 
forma (2) má sedmibodový a forma (3) má šestibodový styk s C { x ( u ) } , 
af jakkoli zvolíme Aj, l 2 , l 3 , f i . 

Předpokládejme, že kvadratická rovinová forma 

P\ = [«ooí1 + alt (DIY + a-2-2 (DlÍY + a33S> + 2a01 m + 2 + 2a„,5E + 
+ 2 a n D i m + 2a nDl. E + 2aMD2? . S ] u = % 

má v bodě {x(u 0 )} šestibodový styk s C { x ( « ) } . Všimneme li si, že 
(D2 š)B=U0 maji po řadě právě trojbodový, právě dvoj-
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bodový, právě jednobodový styk s C { x } v bodě {JC («0)}, kdežto (S)«.«, , 
není incidentní s {x(u0)}> vidíme snadno, že a9 9 = 0 ; jinak by totiž P'r 
nebyla incidentní s {x(u 0 ) } . Podobně vidíme, že také aa 3 = 0; jinak by 
P'T měla právě jednobodový styk s C{x} v {JC(U0)}. Rovinová forma 

2 an PA2) - a42 PA3> — 10 Pr' 

má zřejmě šestibodový styk v (x («<>)} s C{x} . Ježto však aJ 8 = a M = 0, 
je dle (1) 

Qr = 2 al2 PA*) T (¡n PA*) - 1 0 Pr' = b00 5* -r bn {Diy1 -2 bullDl + 

~t 2£>q2 ID*1 -j- 2b,)3 { E -j- 2 bi3 Dl . 3. 

Forma Q'r má s C{JC} šestibodový styk v {x(u0)}- Je tedy ¿>i9 = 0 ; jinak 
by Q'r měla právě dvojbodový styk s C { x } v {x(u0)}- Dále jest b0» = 0 ; 
jinak by Q'r měla právě trojbodový styk s C { x } v {x(u0)}- Tedy dle ( 1 ) 

Qr" = 20Qr' + bn PA1 =bn PA1' -r 20an PA2)-r 20a.n PA3) - 200PA = 

= ?(c„5 + c,DÉ-f c.2D2S>. 

Forma Q"r má s C {*} šestibodový styk v \x (u0)}- Je tedy c-2 = 0, neboť 
jinak by styk byl právě čtyřbodový; dále je Ci = 0, jinak by styk Q"r 

s C { x } byl právě pětibodový. Tedy Q"r = c0la, čili platí (3), kde 

= rio bn, KÝo an> = T'o an< P- — — rfo ci>-

Zřejmě styk P\ s C { x } je sedmibodový, když a jen když fi = 0. 

370. B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
B u d D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď q(u) (&(u)) j e j í 

p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď @a4(u) = Adj. Cax(u)-

D e f i n u j m e j a k o v e 362. B u ď (v. 172) 

- r {, DI, t ^ í - ^ t ] 

Uo 
K u b i c k á k ř i v k a C» — a ž á d n á j i n á k u b i c k á k ř i v k a — má 
š e s t i b o d o v ý s t y k s k ř i v k o u C { x } v b o d ě (x(u 0)}- P r a v í m e , ž e 
"o 

C9 j e s t o s k u l a č n í k u b i c k á k ř i v k a k ř i v k y C { x } v b o d ě {x(u 0)}-
Že Cs má s C { x } šestibodový styk v {jc(u0)}> vychází snadno z (1), 

180 a 369. Obráceně buď Cs kubická křivka mající s C { x } šestibodový 
styk v bodě {* (« ) } . Zřejmě přímka {££>£} je tečnou a rovina {£} jest 
oskulační rovinou kubické křivky Ca v bodě (oc(í/)}. Dle 198 existují ar. 
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roviny rj, f takové, že 

c - c í 
L » - L | D Í 1 cj" 

Dle 180 rovinové formy 

í i j- (Dí)*, íC- iDS. ÍD4- i ) 2 

mají šestibodový styk s C{x} v bodě {x (u)}- Bez újmy obecnosti může-
me předpokládati, že Dle 3 6 9 existují čísla a{, (3h yt ( / = 0, 1 , 2 , 3 ) 
taková, že 

(2) 5t] - ( D 4 ) 2 = a 0 42 + a , P r M + a 2 P r W + a 3 P P ( 8 ) , 

(3) 4Í - v) D4 = p(1 42 + P, PrW + Pt Pr<?) + P, PrO, 

(4) C D4 - V = To Í2 + Ti P ^ + Ti A(a ) + Tj ̂ (3), 
u 

při čemž rovinové formy /Vť ) ( ř = 1 ,2 ,3 ) jsou definovány ve 3 6 9 (1). 
Ar. rovina r] jest incidentní s x ; jinak by totiž — jak snadno se na-
hlédne — rovinová forma §tj — (D§)a měla právě trojbodový styk s C{x} 
v bodě {x(u0)}- Je tedy 

4TÍ - (Dlí* = a„ 4'2 + a, 4D4 + a, 4 D* 4 - (D4)2, 

takže dle (2) a 3 6 9 (1) 
a5 = a3 = 0, a, = 

(5) a„ = an— = 0, <7.1 = 1, 
= (ao — i® 0) 4 + |D2 4-

Klademe-li 
C = Í>n4 + Í > , D 4 + 6 1 D 1 4 + Í > 3 3 , 

je dle (5) 

K - v Dí = b0 5 2 + (b, - «„ + q) 4 D 4 -1- ¿ > 2 4 D 2 5 + 4 S - f D 4 D2 4. 

Dle (3) a 3 6 9 (1) je tedy 

p, = o, p , = - v \ p P, = o, 
bo = Po - H + «), éi = «o + H = o, 6, = - f 

(6) C = [Po - H (Dg + 6)] 4 + («0 + ttflD« - f s. 

Dle (5) a (6) jest 

c D 4 - T)2 = - (a„ - A <7)2 42 + [Po - H (Oí + 0)] Í 0 4 -
- 3 (a„ - J% q) 4 D 2 4 + («0 + 9 ) ( 0 4 ) 2 - f ( D 2 4)2 - | L>4 . 2 . 

Dle (4) a 3 6 9 (1) je tedy 

T.i = — Ti = 0. TI = tL- <7, 
«o = 0, P„ = - A ® , 
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takže dle (5) a (6) 

(7) Ti = f 0 » í - A ? É . C = - t E + tJ?D6-A(3D? + 40){. 
U 

Z (1) a (7) vychází, že C9 = Cs-

371 . Buď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 6 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď &(u) (t(u)) j e j í 

u 
d r u h ý ( č t v r t ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . * ) B u ď C8 o s k u l a č n í 
k u b i c k á k ř i v k a k ř i v k y C{x} v b o d ě {x(u)} . K d y ž a j e n k d y ž 
p r o u = u0 j e s t 
(1) 0 (a ) = t ( a ) - . D 0 = O, 

Uo 
m a j í C{x} a C8 s e d m i b o d o v ý s t y k v b o d ě {x(u 0 ) } ; p r a v í m e 
p a k , ž e {x(« 0 ) } j e s t s e p t e m t a k t i c k ý b o d k ř i v k y C {*(«)} . V š e c k y 
b o d y k u b i c k é k ř i v k y j s o u s e p t e m t a k t i c k é . J s o u - l i v š e c k y 
b o d y k ř i v k y C { x ( u ) } s e p t e m t a k t i c k é , j s o u v š e c k y t y t o b o d y 
o b s a ž e n y v p e v n é k u b i c k é k ř i v c e . 

Že C { x } a C3 mají sedmibodový styk v {x(u0)}> když a jen když 
pro íz = iz0 Platí (1), vychází snadno ze 180, 3 6 9 a 3 7 0 . Že všecky 
body kubické křivky jsou septemtaktické, je zřejmé. Předpokládejme, že 
rovnice (1) jsou identicky splněny: stačí ukázati, že, zvolíme-li jakkoli u0 

Uo u 
a bod {y} kubické křivky Cs, bod {y} náleží křivce C3 pro každé «. 
Užijme označeni ze 3 6 9 . Dle (1) a 3 6 9 (5) jest, ježto můžeme předpo-
kládati, že ar. bod y nezávisí na u, 

D (SPr( Oy) = — SPr(')y, 

<2) D (SPr(')y) = SPT(»)y -¿¡q(u) SPr(')y, 

D(SPr(')y) = q (u) SPrC)y - ^ (40 (a) - Dq) SPr")y. 

Dle předpokladu jest 
/o\ "o "o 
(3) SPr(')y = SPr(')y = SPr(')y = 0. 

Ze (2) a (3) soudíme dle 63 , že pro všecka u jest 

SPr(')y = SPT(»)y = SPrC)y = 0. 

3 7 2 . Buď Cox(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 6 . Buď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď 0(u) (r(u)) j e j í 
d r u h ý ( č t v r t ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . Buď ©„ £ (o ) = Adj. 

*) Viz pozn. pod čarou ve 369. 
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Cax(u). B o d {x(uo)} n e b u ď s e p t e m t a k t i c k ý b o d k ř i v k y C { x ( u ) } . 

B u ď C9 o s k u l a č n í k u b i c k á k ř i v k a k ř i v k y C { x } v b o d ě {x(«0)}-
R o v i n a 
(1) { ( T - D 0 ) £ - 2 0 D É } (u = u0) 

j e s t r o v i n o u s e d m i b o d o v é h o s t y k u k ř i v k y C { x } s k u b i c k o u 
Uq 

k ř i v k o u Cí v b o d ě {x («<>)}• 
Užijme označení ze 3 6 9 . Položme 

(2) Qr = [(t - D0) PrC> - 39Pr(3)]u=tJo. 

Snadno nalezneme, že rovinová forma Qr jest lin. závislá na rovinových 
formách 

6, Dl | 

Dl, \D*l-&ql ¡«=«0, 
«. I D H - ů q t 

Dl, - * E + f i ? D 6 - A ( 3 D í + 40)6 «. = „ , 
Dl, iDH-&ql 

f D H - ů q l , - f S + f i g D ? - 7
e

o - ( 3 D ? + 4 0 ) í „ = u „ 

vzhledem k ar. bodu {x(u0)} . Dle 3 6 9 má rovinová forma Qr sedmibodový 
styk s křivkou C { x ( u ) } v bodě {x(u0)}- Ze (2), 3 6 9 (1) a 4 8 (6) snadno 
nalezneme, že pro každý ar. bod z platí 

S [ Q r ; z ] x K ) = 1 5 5 y [ ( T - D 0 ) 5 - 2 6 D ? ] a = U o . 

Teorém nyní vychází ihned ze 2 2 6 . 

3 7 3 . B u ď CaX(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r^>6. Buď 0(u) j e j í d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď 

r {p ( u ) } = Ass. C {x («)}. B u ď C s O s k u l a č n í k u b i c k á k ř i v k a k ř i v k y 
C j x ( « ) j v b o d ě (x(uo)}. K d y ž a j e n k d y ž 0 ( « o ) = O, m a j í r { p ( u ) } 

Uo 
a Ass. Cs š e s t i p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {p(u0)f-

Je-li {x(iZo)} septemtaktický bod pro C{x} , je teorém zřejmý dle 
221. Předpokládejme tedy, že (x(u 0 )} není septemtaktický bod pro C{x} . 
Srovnáme-li 2 2 2 (2) a 2 2 5 (2), vidíme, že je třeba ukázati: Když a jen 
když ©(¿/0) = 0, jest oskulační rovina křivky C{x} v bodě {x(u 0 )} rovinou 

. "o 

sedmibodového styku křivky C{x} s kubickou křivkou Cs v tomto bodě. 
To však je zřejmé dle 3 7 2 . 

Oskulační lin. kongruence a oskulační lin. komplex. 

3 7 4 . B u ď 
q ar. k o m p l e x . B u ď P { p ( u ) } o s n o v a t ř í d y /•• 

P r a v í m e , že q a / ? { p ( « ) } m a j í s - p ř í m k o v ý ( l < s ^ r + l ) s t y k 
Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. ] 7 
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v p ř í m c e {p(u0)}, k d y ž 

[Ů S q p { u )\ 
= 0. 

V. 1 7 4 a 2 0 8 . 
Má- l i ar. k o m p l e x q ^ O p s - p ř í m k o v ý ( l ^ s ^ r - f - 1 ) s t y k s os-

n o v o u R {p (u) } t ř í d y r v p ř í m c e {p(u0)}> prav íme , že lín. k o m p l e x 
a d j u n g o v a n ý ke {<7} a o s n o v a /?{p(u)} m a j í s - p ř í m k o v ý s t y k 
v |p(u 0 )} . P r a v í m e , ž e l ín . k o n g r u e n c e L o b s a ž e n á v Adj. 
{q^qi} má s o s n o v o u R{p(u)} t ř í d y r s - p ř í m k o v ý (1 < ^ s < r - f 1) 
s t y k v p ř í m c e {p(«0)}> k d y ž ar. k o m p l e x qY i ar. k o m p l e x qá 

m á s / ? { p ( í / ) } s p ř í m k o v ý s t y k v { p ( « 0 ) } . Zřejmě tento styk nastane, 
když a jen když každý lín. komplex obsahující L má ^-přímkový styk 

s v {p(uo)}-

3 7 5 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 5 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď r { p ( u ) } = Ass. 

Lin. k o n g r u e n c e L — a ž á d n á j i n á l in . k o n g r u e n c e — má 
s o s n o v o u ř7{/>(«)} č t y ř p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {p(«0)}- P r a _ 

Uq 
v í m e , ž e L j e s t o s k u l a č n í l in . k o n g r u e n c e o s n o v y r{p(u)} 

«0 
v p ř í m c e {p(u0)}. Lin. k o n g r u e n c e L j e s t p a r a b o 1 i c k á a j e j í 
ř í d í c í p ř í m k o u j e s t {p(u0)}. 

Můžeme předpokládati, že r^>6 a p(u)-—(xDx). Dle 3 7 4 má ar. 
komplex r čtyřpřímkový styk s r{p(u)) v {p(«0)}> když a jen když q 
náleží do 

Dle 3 6 4 (1) a (3) je však 

p (u) = (xDx), Dp = (xD2x), Dlp = (xX) + (DxD2x) + qp, 

D*p = 2 (Dx, X) + qDp + (Dq - 0) p, 

takže stačí ukázati, že 1° ar. komplexy (xDx), (xD*x), (xX) -+- (Dx,Z)3x), 
(Dx,X) jsou lin. nezávislé a 2° 

{(x, Dx), (x, D'x) - (Dx, D*x)} = {(xDx), (x, X) - (Dx, D*x)} = 

= Adj. {(x, Dx). (xD*x), (x, X) + (Dx, D*x), (Dx, X)} , 

což vychází snadno ze 106, 3 6 2 (4) a 3 6 4 (1). Že lin. kongruence 

u 
C{x(u)}- B u ď L l in. k o n g r u e n c e o b s a ž e n á v 

(1) Adj. {(xDx), (xDnx) — (DxD2x) }. 

Adj. {p(Uo), (Dp)u=u0, (D2p)u=u0, (D3p)„= l lo }. 
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obsažená v (1) jest parabolická o řídící přímce {p(u0)}> vychází dle 1 3 2 
z identity (v. 3 4 9 (2)) 

S [X (xDx) + p. (xD3x) - (i. (DxD2x)] [X (xDx) + p. (xD3x) - (i (DxD^x)] = 

= — 2 |i2 (;x, Dx, D2x, D 3x) = — 2 <u (i2. 

Oskulační lin. kongruenci lze definovati i když r= 4. Stačí si všimnouti, 
že 

í tfx dlx dlx \ 
¡» \ du du2 rfií51 

(x D 3 x) - ( D x D 2 x ) = - - - , ( ^ x ) + y (a), 

\X du du* du3J| 

{(xDx), (xD3x) - (DxD-x)} = {(xDx), y (a)}, 

ť/5 X 
při čemž y(u) již nezávisí na - ^ p . 

3 7 6 B u ď C a x ( u ) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
4. B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď © „ ! ( « ) = Adj. 

"o 
C0JC(U). B u ď L o s k u l a č n í l i n . k o n g r u e n c e o s n o v y Ass. C{X} = 
= r { p ( a ) ) v p ř í m c e {p(a0)}- S v a z e k p ř í m e k {y;??}r n á l e ž í d o 
«0 

L, k d y ž a j e n k d y ž 
y = ( X x + | x D x ) „ = v 

7)=(X6 + , i D e ) . = v 

Stačí provésti důkaz za předpokladu, že r ^ 5 . Buď { y ; ? ) } r svazek 
«» «0 

přímek náležející do L. Jelikož lin. kongruence L je parabolická o řídící 
přímce {p(u 0 ) } a {p (u ) } = Dx) = { £ D | } , jest 

y = (Xx + íiDx)u=Uo, T = 

Dle 3 5 2 (1) jest 

«ni = (x, Dx, X'D2x + n'D3x). 

Odtud snadno vidíme, že přímka 
{(Xx + ^ D x , X'D2x - r c - 'D 'x) } u = l l o 

náleží do \y, 7)}r a tedy do L. Dle 3 7 5 je tedy pro u = u0 

S [ ( x D 3 x ) - (DxD 2 x) ] (Xx + ¡xDx, X'D2x + H-'D3X) = 0 

čili dle 3 4 9 (2) 
w ((iX' — X(i.') = o, 

15* 
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fi'\b} = {tj} -f- Podobně soudíme obráceně, že 

svazek přímek {j>;íj}r náleží do L, když platí (1). 

3 7 7 . B u ď C{JC(í/)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 4. B u ď w j e j í 
tlQ 

z n a m e n í . B u ď {p0} t e č n a k ř i v k y C { x } v b o d ě {x(u 0 )} . B u ď L 
o s k u l a č n í l in . k o n g r u e n c e o s n o v y Ass. C { x } v p ř í m c e {p0}. 
B u ď $ k o r e s p o n d e n c e m e z i ř a d o u b o d o v o u s o u m í s t n o u s jp0} 
a s v a z k e m r o v i n s o u m í s t n ý m s {p0}, v n í ž l i b o v o l n é m u b o d u 
(y} i n c i d e n t n i m u s {p0} j e p ř i ř a z e n a r o v i n a {77} t a k o v á , ž e 

s v a z e k p ř í m e k {y;7?}r n á l e ž í d o L. K o r e s p o n d e n c e fí z a c h o -
v á v á ( m ě n í ) o r i e n t a c i , k d y ž a = 1 (w = — 1). 

Dle 3 7 6 přiřazuje $ trojici bodů v positivní orientaci vzhledem 
k (x,Dx) trojici rovin v positivní orientaci vzhledem ke (£ , / )£ ) • Teorém 
tedy vychází snadno ze 141 a 3 5 4 (2). 

3 7 8 . B u ď Cax(ú) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 5 . B u d D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď (£ a £(u) = Adj. 
Cax(u). B u ď r{p(u)} = Ass. C { * ( « ) } • B u ď a z n a m e n í k ř i v k y 

U 
C{*(*/ )} . B u ď K l in . k o m p l e x a d j u n g o v a n ý k e 

»> ( ^ - « « ^ - ¡ ( s a - í S í D i -

tic 
L i n . k o m p l e x K — a ž á d n ý j i n ý l in . k o m p l e x — m á s o s n o v o u 

«0 
r{p(u)} p ě t i p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {p(u0)}- P r a v í m e , že K 

j e s t o s k u l a č n í l in . k o m p l e x o s n o v y r { p ( « ) } v p ř í m c e {p(u0)}-
"c 

L i n . k o m p l e x K n e n í s p e c i á l n í . 
Můžeme předpokládati, že r ^ 7 . Definujme X jako ve 3 6 2 . Ve 3 7 5 

u 
jsme viděli, že ar. komplex r má čtyřpřímkový styk s r { p ( u ) } v {p(u)}, 

u u 
když a jen když r náleží do { ( x D x ) , (xX) — (Dx £>**)}. Má-Ii r pěti-
přímkový styk s r { p } v {p(u)}, je tedy tím spíše 

r = \{xDx) + |x[(*X) - (DxDlx)], 
takže dle 3 6 4 

(2) Dr = (£>X + 0(1) (xDx) + D\>.[(xX) - (DxDlx)] + l {xDlx). 

u 
Dle 1 8 3 má — pro každé u — ar. komplex Dr trojpřímkový styk s T { p } 
v přímce (p(u 0 ) } , což ostatně snadno přímo se zjistí. Dle 1 8 4 má tedy 

Uq 
ar. komplex r pětipřímkový styk s f { p ( u ) } v {p(í/0)}, když a jen když 
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u 
( D r ) u=u I > má čtyřpřímkový styk s T j p ) v {p(u0)} , což dle (2) a 3 7 5 
nastane, když a jen když A.(u0) = 0. Odtud vidíme, že lin. komplex adjun-
govaný k 

{ (D *D »x ) - ( * * ) } „ = , , 

jest (jediný) lin. komplex mající pětipřímkový styk s r {p} v {p(u0)}-
Avšflk 

(3) (xX) = <»(DÍDH), 

což takto dokážeme: Dle 3 5 7 a 3 6 2 (2) jest nejprve 

{ x , X } = Adj.{Dí, 

takže dle 102 existuje (> takové, že 

( *X) = P (DÍDH). 

Dle 3 5 3 (2) je tedy 

S(xX)(ZDH) = pSa,D3l)(DtD't) = <»p. 

Dle 9 8 (1), 3 5 7 a 3 6 2 (2) je však 

s(xx) ( íD3e)=i 
Sx? s x m 0 —1 
SXi SXD3i 1 0 

= i. 

Srovnáním obdržíme 1, q = ío, takže identita (3) je dokázána. Zbývá 
ukázati, že oba výrazy v (1) jsou rovné. Je-li však ju = / u ( u ) 4 : 0 libovolná 

funkce třídy 1 a je-li J = jest 

dx . „dix . dx . , idx ď*x\ 
= U —, A2x = IJL2 — + Ap.. , (Ax, A2x) = H- \~r 

r du ^ dii1 r du v r \dudu*} 

a podobně pro takže 

Zvolíme-li n = dx ďx (Px 
X du du8 du8 jest J = D, takže obdržíme (1). 

3 7 9 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
6. B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď © ( u ) j e j í d r u h ý 

u 
u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď r { p (u)} = Ass. C { x ( u ) } . B u ď K 
o s k u l a č n í l in. k o m p l e x o s n o v y f { p } v p ř í m . c e {p(z/)}. K d y ž 

a j e n k d y ž 0 ( u 0 ) = 0, má l i n . k o m p l e x / j f š e s t i p ř í m k o v ý s t y k 
s o s n o v o u f { p } v p ř í m c e {p(u0)}- P r a v í m e p a k , ž e {p (« 0 ) } Í e s t 

s e x t a k t i c k á p ř í m k a o s n o v y f { p } . K d y ž a j e n k d y ž v š e c k y 
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p ř í m k y o s n o v y F { p ( « ) } j s o u o b s a ž e n y v p e v n é m l ín . k o m -
p l e x u , j s o u v š e c k y p ř í m k y t é t o o s n o v y s e x t a k t i c k é . 

Buď r = (xX) — (DxD*x), takže dle 3 7 8 ar. komplex r má pěti-
Ug 

přímkový styk s F {p} v {p(u)} . Máme ukázati, že ar. komplex r má 
šestipřímkový styk s F { p } v {p(u0)}> když a jen když 0 ( u o ) = O. Dle 
3 7 8 (2) jest 
(1) Dr = 0 (xDx) . 

u 
Ar. komplex D r má — pro každé u — čtyřpřímkový styk s F { p } 

«b 
v {p(u 0 )}- Dle 1 8 4 má r šestipřímkový styk s F { p } v {p(u0)}> když » 
a jen když ( D r ) » = % má pětipřímkový styk s F { p } v {p(«0)}> což dle 
(1) a 3 7 8 nemůže jinak nastati, než že 0 ( u o ) = 0. Že všecky přímky 
osnovy F {p (a ) } jsou sextaktické, když tato osnova jest obsažena v pev-
ném lín. komplexu, je zřejmé. Obráceně, když ® ( u ) = 0 identicky, je dle 
(1) ar. komplex (xX)— (Dx, D3x) pevný a je zřejmě incidentní s každou 
přímkou osnovy F { p ( u ) } . 

3 8 0 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ r 6 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď @ ( « ) j e j í d r u h ý 

"o 
u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď © 0 £ ( u ) = Adj. Cax(u)- B u ď K o s -
k u l a č n í l í n . k o m p l e x o s n o v y Ass. C { x } v p ř í m c e { x D x } » = « „ • 
B u ď {y} l i b o v o l n ý b o d . P o l o ž m e 

(1) j/ = (X0x + X1DX + X2D2X-ťX3Z)'X)u=Ui), 

(2) -n = ( x 0 5 + X,DÍ + h D H + x, [D'É + 0 5 ] ) u = u o . 

«0 
R o v i n a {tj} j e p o l á r o u b o d u {j/} v z h l e d e m k K. 

Buď K nulová korelace o basi 

r = [ ( D x D 2 x ) - ( x ; 0 ] u = 0 o . 

Dle 1 3 4 a 3 7 8 (1), (3) stačí ukázati, že 

i) = u) (ry). 

Avšak zřejmě 

ry=Oo (*. Dx, D2x) + X, (X, Dx, X) + X,, (x, D2x, X) + X3 (Dx, D2x. Efix) - X, (x, X, DJx)] u = v 

takže stačí ukázati, že 
(x, Dx, D2x) = o, 5, (x, Dx, X) = « D?, 

(x, D2x, X) = <uD25, (Dx, D'2x, D'x) - (x, X,D'x) = w (D»| + 0?) . 
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Prvá rovnice (3) je zřejmá. Dle 3 6 4 (1), (3) jest 

(x, Dx, X) = (xDxD3x), 
(x, D% X) = D(xDxX), 

z čehož plyne druhá a třetí rovnice (3). Dle 3 6 4 (1) jest 

(x, X, D3x) = - q (xDxD3x) = - u>qDZ, 

tedy dle 3 6 2 (1) 

(Dx D2x, D3x) - (x, X, D3x) = — u>S + mqDÍ, 

z čehož plyne čtvrtá rovnice (3) dle 3 6 4 (2). 

Oskulačni kuželosečka křivky a oskulačni kuželosečky 
jejich průmětů. 

3 8 1 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r ; b u ď g(u) j e j í p r v ý 

u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď ®„f;(u) = Adj. Cax(ii)- D e f i n u j m e 
u 

3 j a k o v e 3 6 2 . B u ď Ca o s k u l a č n i k u b i c k á k ř i v k a k ř i v k y C { x } 
v b o d ě {JC(U)}. B u ď 

(1) Č 2 = C[S, 15(D2?)2 + 4 0 D í . E - 12? (D«)*J. 

"o 
A l g e b r a i c k á k ř i v k a Ca j e s t k u ž e l o s e č k a , j e j í ž v š e c k y b o d y 
j s o u i n c i d e n t n í s {£(«<>)} a j e ž m á s C { x } p r á v ě d v o j b o d o v ý 

"o 
s t y k v {JC(í/O)}- P r a v í m e , ž e Ca j e s t o s k u l a č n i k u ž e l o s e č k a 

Uq 
k ř i v k y C{jc} v b o d ě (x(u 0 )}- K a ž d á t e č n a k u b i c k é k ř i v k y C3 

«0 
j e s t i n c i d e n t n í s j e d n í m b o d e m k u ž e l o s e č k y Cs- K a ž d ý b o d 

«0 
k u ž e l o s e č k y Ca j e s t i n c i d e n t n í s j e d n o u t e č n o u k u b i c k é % 
k ř i v k y Cs-

* " " 

Ze Ca je kuželosečka, ukážeme ve 3 8 2 . Abychom ukázali, že Ca má 
v {.x(uo)} právě dvojbodový styk, můžeme předpokládati, že 6. Dle 
3 6 4 (2), ( 4 ) jest 

D [ 15(D 2 í ) 2 + 40D5 . S — 12? (D£)2] = 

= - 2 0 ( v + DS)IDÍ- \2Dq . ( D š ) 2 - 30©?D 2 Í + 6qDÍDH + 1 0 E D J Í . 

Snadno vidíme, že rovinová forma napravo má právě jednobodový styk 
s C { x } v {x (u ) } . Dle 1 8 3 a 1 8 4 je tedy patrno, že rovinová forma 

[ l 5 ( D 2 5 ) 2 + 40DS . S - 12<7(D5) 2 ] u = „ 0 
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má v {jc(UO)} právě dvojbodový styk s C {JC}- Ježto | ( « 0 ) má s C { x } 
«i 

trojbodový styk v {x(u 0 )} , vychází z (1 ) a 1 8 0 , že Ca a C { x } mají právě 
dvojbodový styk v {x(u 0 )}-

Tečna kubické křivky Cs v bodě { x ( u o ) J je zřejmě incidentní 

s bodem {x (u 0 ) } kuželosečky C2. 

Buď nyní {y} bod křivky C s různý od {x(« 0 )} - Buď 

«.=--5 («o). 

' « . = ( * O 2 ? - A ?«)„=„„. 
= [ - f 2 + f j <7 Dí - A (3 Dq + 4 0) 5JB=%t 

takže dle 3 7 0 

M í i 3 
Z (1) a (2) vychází snadno, že 

(4) £ = C [ £ 0 , 3 ^ - 4 ^ 3 ] , 

Bud 
Xot Xi, x2> X3 jehlan adjungovaný ke 

a buď 

y= \xa + X,x, + >-.2x2 + X3x3. 

tedy = ( / = 0 , 1 , 2 , 3 ) . Dle (3 ) jest 
(5) X0X2-XI" = 0 ,X 0 X,-X 1 X J =0 , X . X j - X J ^O . 

Kdyby bylo A0 = O, bylo by dle (5) též ^ = = O, t. j. {y} = {x s } = Adj. 
{£o> li> la} = {x (1/0)} Pro*' předpokladu; můžeme tedy předpokládati, že 
¿ 0 = 1 , načež z (5) obdržíme ^ = = ¿3 = a 8 , takže 

y = y(a) = xu + ax, + a'2 x.2 + a3x3. 

1 
Odtud snadno vidíme, že kubická křivka C3 splyne v okolí bodu {y} 
3 křivkou 

C{x0 + ux, + u2x.2 + u3x3}, 

takže její tečna v {y} obsahuje bod 

z = I-J- (x„ + ux, + usx2 + U3X3)1 = x,-í- 2<ZX.2+ 3a2x3. 
L aU Ju = a 

«o 
Snadno však vidíme, že bod {z} náleží kuželosečce Ca. Vskutku 

S?„z = 0, Sí ,z = 1, Sí2z = 2a, S?3z = 3a2, 
S ( 3 5 , * - 4 í , W z = 3 . (2a)J — 4 . 3a2 = 0. 
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«0 
Podobně se ukáže, že obráceně také každý bod kuželosečky Ca jest in-

«0 
cidentní s jednou tečnou kubické křivky Ca-

3 8 2 . Buď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
5. B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď q(u) j e j í p r v ý 

«0 
u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď C* o s k u l a č n í k u ž e l o s e č k a 
k ř i v k y C{jc} v b o d ě {x(u0)}- B u ď { z } l i b o v o l n ý b o d i n c i d e n t n í 
s o s k u l a č n í r o v i n o u k ř i v k y C{jc} v b o d ě {jc(u0)}» t e d y 

(1) z = [X0x + X,Z)* + M ) ' * ] u = U o . 

Přímka {/•}, kde 

(2) r = (4 (5 X„ + 3 <7 X.2) (x Dx) + 15 X, (x D 2 x) + 20 X.2 (Dx D> x)] „ = „o 

j e s t p o l á r o u b o d u {z} v z h l e d e m ke k u ž e l o s e č c e Ca-
V dalším je všude položití u = u0- Buď í? projektivní korespondence 

mezi polem ar. bodů Adj. {£} a prostorem T dvojrozměrných ar. bodů, 
v niž 

* ~ y o = l 1.0,01», D x ^ y , = 10,1,0,», D 2 x OJ y2 = j o, o, l i», 

takže dle (1) je též z ~ ž v íř. kde 

Ž = + + x4y2 = 1 K xi- xil»-

Buď fí*=Ass. Sř, takže dle 1 4 6 v í?* jest 

(3) (xDx) co VJ.J, ( x D 2 x j -o - •/)„ ( D x D 2 x ) = r,0> 

kde 
"10= ! 1,0. 0'r, l l = '0, l , 0 í r , 1 j a = 10,0,1 |r . 

uo 
Zřejmě každý bod kuželosečky Ca jest incidentní s {£}. Snadno se vidí, 

«0 
že jest Ca <» Ci v kde 

(4) C ^ C t l S Y , , 2 - 4 0 ^ 7 ) . , - 1 2 q t f ] . 

"o . — 

Ukažme na př., že, když bod {z} náleží do Ca, bod {z} náleží do Ca. 
Dle předpokladu a dle 381 (1) jest 

>5) 15 (SzD1 í)2 + 40 Sz Dl, . Sz E — 12 q (Sz D?)2 = 0. 

Dle (1) a 3 5 7 , 3 6 2 (3) je však 
SzDÍ = - X2, SzDH = SzE = X0, 

tedy dle (5) 
(6) 15X,2 — 40X0X.2— 12?X.2

2 = 0. 
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Zřejmě je však = ( / = 0 , 1 , 2 ) , takže ze (4) a (5) vidíme, že bod 
{ž} náleží do Ca. 

— "o 

Ježto Ca je kuželosečka, je dle definice v 151 také C2 kuželosečkou. 
Dle (2) a (3) jest v kde 

i = 4 (5 X0 + 3 q X.2) ifc — 15 X, TJ, + 20 X2lÍ0. 

Máme ukázati, že přímka {£} je polárou bodu {ž} vzhledem k Ca- To 
však vychází ihned ze (4), ježto zřejmě 

[ 1 5 V - 4 0 Y1.7JJ- 12?V;ŽJ = - Í -

3 8 3 . Buď CaX(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
5. B u ď rap(u) = Ass. Cax(u). Buď {z} l i b o v o l n ý b o d i n c i -

d e n t n í s {p(u0)}> t e d y 

B u ď {r} p o l á r a b o d u {z} v z h l e d e m k o s k u l a č n í k u ž e l o s e č c e 
k ř i v k y C{x} v b o d ě {x(u„)}. P a k j e s t 

{ ' H ^ w + s ^ L J . 
Vychází ihned ze 351 a 3 8 2 . 

3 8 4 . B u ď Ca x(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 5 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . Buď g(u) (©(«)) j e j í 
p r v ý (druhý) u n i m o d u l á r n í invar ian t . Buď (£0f(u) = Adj. Cax(u)-
D e f i n u j m e a j a k o v e 3 6 2 . B u ď {y} b o d n e i n c i d e n t n í s {£(«<>)}. 
B u ď C{x ' (« )} p r ů m ě t k ř i v k y C{x} s b o d u {y} d o r o v i n y {!(«<>)}• 
R o v i n n á k ř i v k a C{x'} má v b o d ě {x'(a0)} = {x(uo)} s e x t a k t i c k ý 

«0 
bod , k d y ž a j e n k d y ž b o d {y} n á l e ž í a l g e b r a i c k é p l o š e Ař3, 
p ř i č e m ž 

(1) AT, = M [>E + í Dí DH - 1 (Dí)3 - } qVDÍ + f0 (40 + 3Dq) É1]. 

"o 
A l g e b r a i c k á p l o c h a A f g o b s a h u j e o s k u l a č n í k u b i c k o u křivku 
k ř i v k y C { x ( « ) } v b o d ě (x(u0)}-

B u ď £ (u0) = ¿-0. Zřejmě můžeme předpokládati, že 
(2) *'(u) = S í o « . x ( i i ) - S 6 , * ( a ) . 2 . 

Buď fí projektivní korespondence mezi polem ar. bodů Adj. {£0} a pro-
storem T dvojrozměrných ar. bodů o jednotce buď íř* = Ass. fí. Buď 
v fí: x ' ( u ) ~ x ( u ) . Buď da š(u) = Adj. C„x(u) . Buď J diferenciální 
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parametr ar. křivky Ca x(u); buď k(u) (ň(u)) prvý (druhý) unimodulámí 
invariant této ar. křivky. Buď 5 ( u ) = ( J x , J * x ) . Dle 3 1 9 jest 

4*1 = 1 + 2kl, (3) _ 
AS = — (ň + A|Ar) 

Dle 3 0 8 (1) jest f = (x, Ax). Zřejmě jest v í í * : (x', Ax') ~ f , ¿"jť) ~ Š . 
Dle (3) je tedy patrně 

A'2 (x\ Ax') = (Ax', A2x') + 2 k (x\ Ax'), 
A (Ax', A2x') = - (n + A*) (*', Ax-') 

A'2 (x\ Ax' z) = (Ax', A2x', z) + 2 k (x\ Ax', z), 
A (Ax'. A2x', z) = - (n + Ař) (x', Ax', z). 

a tedy též 

(4) 

Dle 3 0 6 jest 
i ^ i D 

(5) i3 r dx ťřx\ du (x, Dx, D*x) 
\ r ' du du>) 

Ježto jest jednotkou při fí, jest 

(x', Dx', D2x') = (x, Dx, D2x) ?„, 
z čehož plyne 

(6) (x', Dx\ D2x', z) = (x, Dx, D2x) S?0 z. 

Ze (2) a 3 5 2 (1) plyne 

(x', Dx', D2x', z) -= (S£„z)3 (x, Dx D2x, z) = u> (S?0z)3 S5z, 

takže dle (6) 
(2ř, Dx, D2x) = «o (S50z)2 SZz, 

tedy dle (5) 

(7) A = « , " — D . 
V(Sí 0 z) 2 Síz 

Dle (7) jest 

x\ Ax', z) = , , . (x . Dx', z , 
V(S50z)2 .S?z 

(8) 

A (x', Ax', z) = X- i f(x', D2x', z) - - ^ ^ (x', Dx', z) 1, 

A2 (x', Ax', z) = (S^)2SÍZ [(*'. D*x\ z) + (Dx\ D2x', z) -
(9) 

SzDi 
~ ~šžT 

(10) (Ax', A2x'. z) = (Dx. D2x'.z), 
(¿50z)265z 
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(11) A (A*', A2x', z) = 1 í [(Dx', £>V, z) - (Dx, D2x, z) 1. 
[(S6,z)»«z]«L SZK J 

Ze (4), (8), (9), (10), (11) plyne 

SzD{ 1 T SzDli ISZDÍV 

+ 18 k (Sz 5„)* (Sz í )*J (x', Dx, z) = 0r, 

(Dx', D3x\ z) - ^^ (Dx', D2x', z) + m (Sí,z)» Síz (x\ Dx', z) = o,. 

Dle (2) jest 

(x', Dx', z) = (S^zy (x Dx z), (x\ Dlx', z) = (S^z)2 (x, D2x z) atd., 

takže jest 

, r\i , SzDl, _ v 1 r SzDH íSzDS)2 

+ 18 k (Sz í o ) í (Sz í )*J (X, Dx, z) = 0 r , 

(Dx, D3x, z) - (Dx> Di*<z) + m ( ň + Ař) (S?0z)2 S?z (x, Dx, z) = Or. oZt 
Položme 

z = X0x + X,Dx + XžD2x + XaD3x. 

Dle 3 5 7 a 3 6 0 (1) jest 

Sz? = X3, SzDí = — Xj, SzD2? = X, + ?X3, S z s = X0, 
takže 

(13) z = 5 z 3 . x + (SzDH-qSzQDx-SzDĚ, . D2x + Sz£ . D3x. 

Ze (13) plyne 

(x, z, z) = 0, = (Sz D* í - q Sz í) (*, Dx, z) - Sz Dl (x, D2x, z) + Sz i (x, D3x, z), 
{ ' (Dx, z, z) = 0r = — Sz 3 (x, Dx, z) — Sz Di (Dx, D2 x, z) + Sz 5 (Dx, D3 x, z). 

Dosadíme-li do (12) hodnoty (x, D ' x , 2), ( D x , D 3 x , z ) vypočtené ze (14) , 
obdržíme 

- 1_ r 2 SzDH 5 /&D5V 1 "1 
( , 5 ) ( & « , ) • ( & 6 ) U " 3 szt + r s l & e J + 2 q \ ' 

<u _ 
ň + Ak= — Sz S. 

(Szí„)2(Sz5)2 

Avšak dle (7), (15) a 3 6 4 (2) jest 
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U> l~2 SzB 5 SzDi . SzDii_ 20 
" ( S r í , , ) 2 S z í | _ 3 S z í + 3 (Sz?)1 27 ( S z í ] ~~ 

takže 

(16) s(u)= - 1 Sz [52B + -? (DÍ)3" L + 
+ ^ ( 4 e + 3D<7)í3]. 

Dle 3 2 6 má křivka C {x} v bodě {x (u0)} a tedy též křivka C {x'} v bodě 
{x' (1/0)} sextaktický bod, když a jen když n (u 0 ) = 0, t. j. dle (1) a (16), 

"o 
když bod [z] náleží algebraické ploše M»-

Právě dokázaný teorém můžeme však jednodušeji odvoditi zcela 

jinou metodou, kterou zde jen stručně naznačím. Buď C2 oskulační 
kuželosečka rovinné křivky C{x'} v bodě {x(iz0)}- Buď r(T2) promítací 

kuželová osnova křivky C { x } (kuželosečky Cg) o vrcholu {z}. Buď P'r 
kvadratická rovinová forma (hodnosti 3) taková, že M [P\] — M r3 (v. 281) . 

Snadno se ukáže, že C { x } a C2 mají v {x(«o)} šestibodový styk, když 
a jen když rovinová forma Pr má s křivkou C { x } v {x0} šestibodový 
styk. Odtud vychází, že C{x'} má v {x (u 0 ) } sextaktický bod, když a jen 
když bod {z} je vrchol kvadratické rovinové formy hodnosti 3, mající 
v {x(«o)} šestibodový styk s C{x} . Má-li však kvadratická rovinová 
forma P'T šestibodový styk v {x(u 0 )} s C{x} , jest dle 3 6 9 (3) 

PT'= X, fy) + X2 fy) + X3 fy) + (i [5(u„)]2, 

kde / V ť ) ( / — 1 , 2 , 3) jsou definovány ve 3 6 9 (1). Snadno vídíme, že 
hodnost formy P'T není < 3, když | Xí} As |» 4= 0»- Dle 5 3 je tato hodnost 
= 3 a bod {z} je vrcholem formy P'T, když a jen když [P ' r ; z] = 0T, 
tedy, ježto dle 3 6 9 (1) jest 

Pr' = ll[30ÍDH-20(DÍ)\=ZUo + X 2 [ 3 0 ? E + 10DÍDH- \2qWt]u=vP + 

+ X3 [ 2 0 D í . E + 1 0 ( D 1 í ) 2 - 3 <7 ? D 2 5 - 8 <7 (DIY + 2(4B + 3Dq)íDÍ\U=U1 + v [{ (u n ) l 2 , 

když a jen když pro u = u0 jest 

[15X, SzDH + 3 X 2 ( 5 S z E — 2qSzDĚ,) + X 3 { — f<7 S z D 2 í + ( 4 9 + 3 D q ) S z D í } + 

+ v Sz D5] 5 + [ - 20 X, Sz D í + X2 (5 Sz D* í - 6 q Sz 5) + X, {l o Sz S - 8 q Sz DK + 

+ ( 4 9 + 3 D q ) S z i j ] D? + [15X,Szí + 5 X 2 S z D Í + X3 ( 1 0 S z D 2 í - f ?Sz5) ] D*t + 
+ 5(3X2 S z í + 2 X , S z D í ) S = 0r. 

Běží pouze o to, určití, pro jaké z lze vyhověti rovnicím (17) tak, aby 
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bylo | ¿1, l i , la |j 0». Zřejmě to lze, když a jen když lze určiti j l u A, 0 t 

tak, aby bylo 

— 20X, SzD£ + X2 (5SzD li — 6qSzi) + X3 {lOSzS — 8qSzDi + (40 + ZDq) Sz?} = 0; 
15X, Sz? + 10X2 SzDi + X^IOSZD1? — f qSzi) = 0, 

3 X2 Sz ? + 2 X3 Sz Di = O, 

což nastane, když a jen když se rovná nule výraz 

— 20Di 5D*i — 6qi 10= — SqDi + (40 + 3Dq) i 

Sz 155 5 Di \ODH-§ql 

O 34 2Di 

= 450 Sz [P3 + i Di D1 i - i (Di)3 - } q DÍ + A (4 0 + 3 Dq) 6»], 

v souhlase s teorémem. 

Norma kř ivky (m = 3). 

385 . B u ď C0JC(U) (U v <a--b, b — 0>) o r i e n t o v a n á r e g u -
l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r í > 3 . B u ď q{u) (u v (a, b)) 
f u n k c e t ř í d y r — 3 v š u d e r ů z n á o d n u l y . P a k d i f e r e n c i á l n í 

1 

p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y C„ (> (u) x(u) j e s t ;—¡rD-

Důkaz je snadný. 
3 8 6 . B u ď Cax(u) (u v <o + 0, 6 — 0 ) ) o r i e n t o v a n á r e g u -

l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y B u ď ra p (u) = Ass. C„x(u)-
B u d p ( u ) ( u v ( f l , b)) f u n k c e t ř í d y r — 3 v š u d e r ů z n á o d n u l y . 
Pak jest 

r„ \p(U)\* p(u) = Ass Cap(u) X (a). 

Vychází snadno ze 351 a 3 8 5 . 

3 8 7 . B u ď Cax(u) (u v <a + 0, b — 0 » o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r>3. B u ď © 0 £ ( u ) = Adj. C„x(u). B u ď 
p ( u ) (a v (a, b)) f u n k c e t ř í d y r — 3 v š u d e r ů z n á o d n u l y . P a k 
j e s t 

©a p<U) i (U) = Adj. Ca p (U) X (U). 

Vychází snadno ze 3 5 2 a 3 8 5 . Můžeme také usuzovati takto: Dle 
3 5 4 (2) jest 

[pí.0(pí)] = u>[px,D(px)]. 

Dle 3 5 9 je tedy © a + ( > | = A d j . CaQ x- Snadno se nahlédne, že platí 
horní znamení. 
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3 8 8 . B u ď cax(u) (u v (a + O, b — 0>) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y / - ¡>6. . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í 
p a r a m e t r . B u ď (>(u) (u v <a,6>) f u n k c e t ř í d y r — 3 v š u d e r ů z n á 
o d n u l y . B u ď q(&) p r v ý ( d r u h ý ) u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t 
o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y C aJc(u); t ý ž v ý z n a m m ě j q{&) p r o 
C*q(u)x(u). P a k j e s t 

(2) H = P - a e . 

Buď D diferenciální parametr orientované ar. křivky CaQX. Buď 
<£<,£= Adj. CaX• Dle 3 6 0 (1) , (2 ) a 3 8 7 jest 

q = SĎH?x)ĎH? 4), 
H = - SD3(px)Ď3(? ?). 

Dle 3 8 5 je však D = i p I — ' D, tedy, klademe-li ?í = sgn p = + 1, 

5 (Px) = yj | P ( D X + ^ X ) , 

, íD3p 8 DpDip 14 (D?)3) I 
+ ( ? - 7 ~ + 7 ~ J x J 

a stejně pro takže 

- r Dp (7 D1 p 22 (Dp)'2 \ SD3 (P x) D2 (P {) = | P i » SI D3x + D2 x + - —11 - - — J Dx + 

+ ( f ? _ + ? ^ x ] [ ; 5 + í m 2 J e J 

SD-(px,0.(p«) = p - 5 [d>x + f D2x + ( I f Dx + 

+ Í ^ - « ^ + ' - ¡ M « I U + & + 
l P 3 p* 9 p3 J J L P 

í 7_ D^P 22 (Dp)n 8 P p P * p 14 (DpW .1 

+ U p ~ 9 p> o ~~ 3 + 9 p3 j 5 J ' 

z čehož vychází (1) a (2) dle 3 5 7 (1) a 3 6 0 (1), (2). 
3 8 9 . B u ď Cax(u) (u v {a-\- O, b — 0 » o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í 

ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y RL> 7. B u ď q(u) (u V (a, b)) f u n k c e 
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t ř í d y r — 3 v š u d e r ů z n á o d n u l y . B u ď r č t v r t ý u n i m o d u l á r n í 
i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y Cax(u). T ý ž v ý z n a m m ě j 
x p r o COP(u) * ( « ) • P a k j e s t 

Buď D diferenciální parametr orientované ar. křivky Cax(u); buď 
0(u) její druhý unimodulární invariant; buď (u) = Adj. Cax(u). Týž 
význam měj resp. Ď, &, pro CaQX. Ze 372 vychází snadno, že 
existuje o = o ( u ) takové, že 

Dle 387 je však £ = < > £ a dle 388 (2) jest © = F-»E ; dle 385 jest 

Je-li ©( íO + O, vychází (1) ze (3). Snadno se nahlédne, že platnost rovnice 
(1) nemůže přestati, když 0 ( u ) = O. 

390. B u ď C{X(U)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r > 6 . O s n o v a 
Ass. C { jc } n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Buď7j = + 1. B u ď Q(u) 
d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y C„x(u)-
B u ď _ 

(1) XJY=RLYLEJX(UL 

Ar. k ř i v k a C a X \ n a z ý v á s e n o r m a k ř i v k y C { j c } ; o z n a č e n í 

(2) CaxA. = yvc{x}. 
-Má t e d y k ř i v k a C{X} d v ě n o r m y (tj = + 1 a tj = — 1). N o r m a 
k ř i v k y C{X} j e s t r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r — 3 . 

Že jsme k definici normy oprávněni, vychází snadno ze 388 (2). 
jest si všimnouti, že |@| se nemění, přejdeme-li od Cax(u) k opačně 
orientované ar. křivce (v. 360). 

(f - £>8) i - 2 0 D | = a [(T — D 9 ) í — 2 8Z>5]. 

(3) 6 q 

!pl f P 
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391 . Je-li C {* (« )} o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
/-¡>9 a n e m á - l i o s n o v a Ass. C{x} s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k , j e s t 
n o r m a N C{JC} o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í 
t ř í d y r — 3., j e j í ž d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t r o v n á s e 
i d e n t i c k y + 1 . O b r á c e n ě , k d y ž d r u h ý u n i m o d u l á r n í in-
v a r i a n t o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í ar. k ř i v k y Cax(u) t ř í d y r > 6 
r o v n á s e i d e n t i c k y + 1 , j e s t Cax(u) = NC{x}. 

Důkaz je snadný. 

3 9 2 . B u ď C{JC(U)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r > 6 ; o s n o v a 
Ass. C{x} n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Buď 

CaXj^JVCfx}. 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů . Buď K= U P, k d e { 7 j e s t k o l i n e a c e 
m o d u l u + 1 a P j e s t p o d o b n o s t . B u d v K, Xx^ x'x v U. 
P a k j e s t 

C a V = Arcl{*'}-

Když K je positivní kolineace, tedy U unimodulární, je důkaz snadný. 
Stačí pak (v. 61) doplniti důkaz pro jednu — libovolně zvolenou — nega-
tivní kolineaci, na př. pro tu, v níž 

I i,o,o,ofi<v>11,o,o,o|6, ¡O,I,O,O|Í>>|O,I,O,O!Í, 
I o,o, 1,0 |S IO.O, I,OJ», ! 0,0,0, I|JCN> i o,o,o, — 11», 

což je rovněž snadné. 
3 9 3 . B u ď C { x ( u ) } r e . g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y o s n o v a 

Ass. C{X} n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . Buď ©{£} = Adj. C{JC}, 
C.xir = iVC{x}, © ( I | A r = A d j . CaXAT. P a k j e s t 

Vychází snadno odtud, že, když 0 je druhý unimodulární invariant 
orientované ar. křivky Cax(u), — 0 je druhý unimodulární invariant orien-
tované duální ar. křivky Adj. Cax(u) (v. 3 6 0 ) . 

3 9 4 . Buď Cax(u) o r i e n t o v a n á regulární ar. křivka tř ídy 
B u ď 0 («) j e j í d r u h ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . O s n o v a Ass. C{x} 
n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . O o r i e n t o v a n é ar. k ř i v c e Cax{u) 
— a t é ž o o r i e n t o v a n é k ř i v c e C{JC(U)} — p r a v í m e , ž e j e s t 
p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) o r i e n t o v á n a , j e - l i 0 (u) > 0 ( 0 (u) < 0). 
J e - l i Ca x(u) p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) o r i e n t o v á n a , j e s t o p a č n ě 
o r i e n t o v a n á ar. k ř i v k a Ca x ( — v ) n e g a t i v n ě ( p o s i t i v n ě ) or i en -
t o v á n a . 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 18 
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Vskutku dle 3 6 0 druhý unimodulární invariant opačně orientované 
ar. křivky rovná se — 0. 

3 9 5 . B u ď C {*(«)} o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
6. O s n o v a Ass. C{x} n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř f m e k . B u ď 

C „ = ./VC{*(«)}• N o r m á l n í p a r a m e t r s o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y 
Ca xx n a z ý v á s e n o r m á l n í m p a r a m e t r e m o r i e n t o v a n é k ř i v k y 
C{x (u ) } . P r o o p a č n ě o r i e n t o v a n o u k ř i v k u j e s t — s n o r m á l n í m 
p a r a m e t r e m . 

Dle 3 5 0 (1) jest, je-li @(u) druhý unimodulární invariant orientované 
ar. křivky Cax(u) a je-li c konstanta: 

u 
/'. > f/TT dxď2xd:íx\ . 

, I) s = / !0 r 1/ * \ du + c. 
J f l l dudu2du<) 

3 9 6 . B u ď C{JC(U)} o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
r j > 8 . O s n o v a Ass. C {*} n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď 
®{£(«)} = Adj. C {*(«)}. Je-li C{JC(u)} p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) orien-
t o v á n a , j e s t S {£(«)} n e g a t i v n ě ( p o s i t i v n ě ) o r i e n t o v á n a . Je-li 5 
n o r m á l n í p a r a m e t r pro C{JC(U)}, j e s t s t a k é n o r m á l n í m p a r a -
m e t r e m p r o © {£(«)}• 

Vychází snadno odtud, že druhý unimodulární invariant orientované 
duální ar. křivky Adj. Cax(u) liší se znamením od druhého unimodulár-
ního invariantu orientované ar. křivky Cax(u). 

3 9 7 . B u ď CaX(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r^>6. B u ď r ( u ) j e j í č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . K ř i v k a 
C{X} n e m ě j s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů ; o s n o v a Ass. C{JC} buď 
o b s a ž e n a v p e v n é m lín. k o m p l e x u . Buď = + B u ď 

O ) * J R = Y ) | T | * * ( U ) . 

Ar. k ř i v k a G,x.v n a z ý v á s e n o r m a k ř i v k y C{JC}; o z n a č e n í 

( 2 , = 

M á t e d y k ř i v k a C{x} d v ě n o r m y (rj = -j- 1 a r\ — — 1.) N o r m a 
k ř i v k y C{JC} j e s t r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r — 3 . 

Že jsme k definici normy oprávněni, vychází snadno ze 3 8 9 (1). Výraz 
r(u) , jak byl definován ve 3 6 3 , obsahuje ovšem sedmé derivace ar. 
bodu x, jichž existenci zde nepředpokládáme. Ježto však Ass. C {*} náleží 
pevnému lin. komplexu, je dle 3 7 9 identicky 0(u)—. O, tedy též D® = 0, 

ďx 
v =T — D@, a ve 3 6 3 jsme si všimli, že t — D& nezávisí na — ¡ . 
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3 9 8 . Je-li C { x ( u ) } o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
b e z s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů a je-l i o s n o v a Ass. C{JC} ob-

s a ž e n a v p e v n é m lín. k o m p l e x u , j e s t n o r m a N C{x} o r i e n t o -
v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a v i r t u á l n í t ř í d y r — 3, j e j í ž d r u h ý 
( č t v r t ý ) u n í m o d u l á r n í i n v a r i a n t r o v n á s e i d e n t i c k y 0 ( + 1). 
O b r á c e n ě , k d y ž d r u h ý u n í m o d u l á r n í i n v a r i a n t o r i e n t o v a n é 
r e g u l á r n í ar. k ř i v k y t ř í d y r i > 6 r o v n á s e i d e n t i c k y 0 a č t v r t ý 
j e j í u n i m o d u l á r n i i n v a r i a n t r o v n á s e i d e n t i c k y + 1 , j e s t 
C . x ( u ) = t f C { j c } . 

3 9 9 . B u ď C { * ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y - r ^ 6 b e z s e p t e m -
t a k t i c k ý c h b o d ů . O s n o v a Ass. C{x} buď o b s a ž e n a v p e v n é m 
l ín . k o m p l e x u . B u ď 

CaxJ V = 7 V C { x } . 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů . B u ď K= UP, k d e U j e s t k o l i n e a c e 
m o d u l u + 1 a P j e s t p o d o b n o s t . B u d I ^ I 1 v ř , Xx ™ x'x v {/. 
P a k j e s t 

C0x'J V = ^ C { x ' } . 

Důkaz je snadný (v. 3 9 2 ) . 

4 0 0 . B u ď C { x ( u ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ^ 8 b e z 
s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů ; o s n o v a Ass. C{x} b u ď o b s a ž e n a 
v p e v n é m l in . k o m p l e x u . B u ď ®{£(u)} = Adj. C [ x ( u ) } , CaXx = 

- i V C { 4 ©aŠx —— Adj. CaXx. P a k j e s t 

Vychází snadno odtud, že Cax(u) a Adj. Cax(u) mají týž čtvrtý 
unimodulárni invariant (v. 363) . 

4 0 1 . B u ď C { * ( « ) } o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
r^>6 b e z s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů . O s n o v a Ass. C{x} b u ď o b s a -
ž e n a v p e v n é m lin. k o m p l e x u . B u ď = N o r m á l n í 
p a r a m e t r s o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í ar. k ř i v k y C„Xx n a z ý v á 
s e n o r m á l n í m p a r a m e t r e m o r i e n t o v a n é k ř i v k y C { x ( u ) } . P r o 
o p a č n ě o r i e n t o v a n o u k ř i v k u j e s t — s n o r m á l n í m p a r a -
m e t r e m . 

Dle 3 5 0 (1) jest, je-li z ( u ) čtvrtý unimodulárni invariant orientované 
ar. křivky C„ x (u) a j e-1 i c konstanta: 

u 

J M l du dtí2 du1 j | 
uo 

15* 
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4 0 2 . Buď C{X(U)} o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
8 b e z s e m p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů . O s n o v a Ass. C{JC} b u ď 

o b s a ž e n a v p e v n é m l in. k o m p l e x u . B uď © (s(u)} = Adj. C{x(u) } . 
J e - l i s n o r m á l n í p a r a m e t r p r o C{* (« ) } , j e s t s t a k é n o r m á l n í m 
p a r a m e t r e m p r o ©{£(«)}• 

Důkaz je snadný. 

Lokální jehlan křivky (m = 3). 

4 0 3 . B u ď Cax(u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 6 . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r . B u ď t e q(u), @(u), 
T(U) j e j í p r v ý , d r u h ý , č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . B u ď 
on z n a m e n í k ř i v k y C{x}. O s n o v a Ass. C { x ( u ) } n e m ě j s e x t a k t i c -
k ý c h p ř í m e k . B u ď = + 1. B u ď e = sgn 0 = T 1. Buď 

x i r i t n& "i 
x 0 = T ) | e i í x , x , = e t ) i e i 6 j ^ D x - y — - — xJ , 

- ¿ R 2 T - D 0 Í 1 (T — D0)2 3 \ 1 

( 1 ) 

i t - c e ( I H — D S Y 7 \ 

( 1 ( T - D S y 3 T— D6 3 2 1 1 

+ ( - 3 6 + 9 T o D < ? - y e J 4 
J e s t 
(2) C 0 x n = JVC { x } , 

( 3 ) ( X 0 X , X . 2 X 3 ) = U>. 

J e h l a n jc0j JCi, jc2, JCs j e s t k ř i v k o u C{x} a b o d e m {*(«)} ú p l n ě 
u r č e n a ž na l i b o v o l n é z n a m e n í 7j = ; r l ( t e d y d v o j z n a č n ě ) ; 
n a z ý v á s e l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě (x(u)}. 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď K= UP, k d e U j e s t ko l i -
n e a c e m o d u l u + 1 a P j e s t p o d o b n o s t . B u ď x (u) ^ x'(u) v K; 
buď Xi~x't v U ( / = 0, 1, 2 ,3) . J e h l a n x\, x\, x'2, x'» j e s t l o k á l n í 
j e h l a n k ř i v k y C{x' (u)} v b o d ě {*'(«)}. 

B o d {xs} n á l e ž í o s k u l a č n í k u b i c k é k ř i v c e C3 křivky C { * ( « ) } 
v b o d ě (x (u ) } a j e s t i n c i d e n t n í s r o v i n o u s e d m i b o d o v é h o 

u 
s t y k u k ř i v k y C{x} s k u b i c k o u k ř i v k o u C3 v b o d ě {*(«)}• B o d 

u 
{xs} j e p r ů s e č í k t e č n y k u b i c k é k ř i v k y C3 v b o d ě {x8} s o s k u -
l a č n í r o v i n o u k ř i v k y C{*} v b o d ě {x(u)} a n á l e ž í t e d y 

t i 

(v. 381) o s k u l a č n í k u ž e l o s e č c e Ca k ř i v k y C{x} v b o d ě {*(*/)}. 
u 

B o d {JCI} j e p r ů s e č í k t e č n y k u ž e l o s e č k y C2 v b o d ě {JC(Í/)} 
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s t e č n o u k ř i v k y C { x } v b o d ě {*(«)}• B o d {xi} j e t a k é p r ů -
u 

s e č í k o s k u l a č n í r o v i n y k u b i c k é k ř i v k y C3 v b o d ě {x3} s t e č n o u 
k ř i v k y C { x } v b o d ě {x (u ) } . 

Buď {Y} bod incidentní s rovinou sedmibodového styku křivky C {JC} 

s kubickou křivkou C3 v bodě {x (u)} . Dle 3 5 7 a 3 7 2 (1 ) jest 

(4) FJ y = \x - Dx 1- X2 [(X - Z39) D*x - 2 6 D3x]. 

Z (1), (4), 3 5 7 , 3 6 2 (3) a 3 7 0 (1) najdeme snadno, že bod {y} náleží 
u 

kubické křivce C s , když a jen když buď {y} = {x0} nebo {y} = {x3}. Po-
čítajíce jako ve 381 vidíme snadno, že bod {xa} jest průsečík tečny 

u 
kubické křivky Cs v bodě {x3} s oskulační rovinou křivky C { x } v bodě 
{x(u)} - Ze 187 vychází snadno, že polára bodu {x2} vzhledem ke kuželo-

u 
sečce C2 jest tečnou této kuželosečky v {xa}. Odtud dle (1 ) a 3 8 2 snadno 

u 
vychází, že bod {x i } je průsečík tečny kuželosečky Ca v bodě {xa} s tečnou 
křivky C { x } v bodě {x(u)}- Že bod ¡xa) jest incidentní s oskulační ro-

u 
vinou {77} kubické křivky C3 v bodě {x3}, můžeme na př. takto nahlédnouti: 

H 

Buď K oskulační lin. komplex osnovy rp(u) = Ass. C { x } v přímce {/?(ÍZ)}. 
u u 

Zřejmě K je též oskulační komplex osnovy Ass. C3 v přímce [p («)}. 
u 

Ze 371 a 3 7 9 se však lehko dokáže, že Ass. Cs jest obsažena v pevném 
u 

lin. komplexu, tedy patrně v K, což ovšem se také přímým počtem dá 
u 

verifikovati. Odtud vychází, že oskulační lin. komplex osnovy Ass. Cs 
u 

jest K, z čehož plyne, že oskulační rovina ¡C} kubické křivky C { x } v bodě 
u 

{x 3} (na př.) je polárou tohoto bodu vzhledem ke K. Z (1) a 3 8 0 najde 
se pak snadno, že S x i £ = 0, jak bylo tvrzeno. 

B u ď q = q(u) funkce třídy 6 všude různá od nuly. Přejdeme-li od 
CaX(u) k CaQx(u), nechf přejde xť ( / = 0 , 1 , 2 , 3 ) v {x.-}. Dle (2) a 
3 9 0 vychází, že x 0 = x0- Z předchozího pak následuje, že {x;} = {x,} 
( / = 1 , 2, 3), tedy x.- = Ať x ; . Dle (1) a 351 je však ra í | 0 r * ( * o X i ) = 
= Ass. Cox< Podobně jest RA e | 0 | ~ í ( x o X i ) = Ass. CAQX, je-li 0 druhý 
unimodulárni invariant orientované ar. křivky CaQX- Dle 3 8 6 a 3 8 8 (2) 
je tedy 

.x, i P - * e r »(*,*,) = e | P[t i e r* (* 0 * , ) , 

takže = 1, X Í^X I - Podobně vidíme, že k 2 = 1> X 2 = X 2 , užívajíce 3 8 7 místo 
3 8 6 . Z (1) a 3 4 9 (2) vychází (3). Ze (3) vidíme ihned, že A 3 = 1, x 3 = x3 . 

Že lokální jehlan se nemění, změníme-li orientaci křivky, vidi se 
snadno odtud, že D, & a tedy i e změní znamení, kdežto z se nezmění 
(v. 3 4 9 , 3 6 0 a 3 6 3 ) . 
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Jak se chová lokální jehlan při positivní kolineaci K, je zřejmé. Že 
se chová v souhlase s teorémem, i když K je negativní kolineace, stačí 
verifikovati pro partikulární negativní kolineaci uvažovanou ve 3 9 2 , což 
je rovněž snadné. 

4 0 4 . B u ď t e C { x ( u ) } , C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
r^>6 o s p o l e č n é m b o d ě {x(«o)} = {y(v0)}- O s n o v y Ass. C{x} , Ass. 
C {y} n e m ě j t e s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď x0 , Xi, x3, x s l o k á l n í 
j e h l a n k ř i v k y C { x } v b o d ě {x(« 0 )}- K d y ž a j e n k d y ž x0 , xx , x8 , Xs 
j e t a k é l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C { y } v t é m ž b o d ě , m a j í k ř i v k y 
C { x ( u ) } a C { y ( v ) j s e d m i b o d o v ý s t y k v (x(u 0 ) } -

Že podmínka je nutná, vychází snadno ze 178. Předpokládejme tedy, 
že x0- Xi, x s , x s je lokální jehlan křivky C{y} v bodě {x («,,)}• Buď i?0, 
§ u §2, | s duální jehlan adjungovaný k x0, xu xa, xs. Ze 3 5 7 , 3 6 0 (1), 
3 6 2 (3) a 4 0 3 (1) vychází po snadném počtu, že — v obvyklém ozna-
čení vzhledem k C „ x ( u ) — 

ir i i - o e , i\ (T—ds)* 3 \ 

11 (t-D0) : 1 3 T - De 3 2 \ "1 
+ (3-6 - 20 9 — + D<? + i 0 ) 4 

1 r 2 T —D0 M (T — DH)2 3 \ 1 

1 r 1 t - W 1 

kde napravo je dosaditi u = u0. Odtud a ze 3 7 0 nalezneme po snadném 

«0 
počtu (v. 1 9 8 (2), (3)) pro oskulační kubickou křivku Cs křivky C { x } 
v bodě {x(a 0)} '-

c, = c p 3 ' ?2' l ? l l . 
Líj' f íi> f 5iJ 

Ježto Xo, Xi, Xs, x 3 je též lokální jehlan křivky C { y } v bodě {x («<,)}-
U , 

je zřejmě C3 též oskulační kubickou křivkou křivky C { y } v {x(u 0 )}- Mají 
tedy C { x } a C { y } šestibodový styk v {x(u 0 )}- Dle 178 můžeme tedy 
předpokládati, že 

UaJ„=„ \dua)u=« \ - = 'dtfi dv« 1 

Buď A diferenciální parametr ar. křivky C„y (v) ; buď q (v), 0 (v), ť (V) 
její prvý, druhý, čtvrtý unimodulární invariant; buď ©a7j(v) = Adj. C „ y ( v ) ; 
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buď a znamení křivky C{y} . Z (1) vychází snadno, že 

(ty)v=v0 = = UJ. T/ CO) = É Co), 
( 2 ) ( * Q ) . = „ = (06). = . , fy, A* = (*, D*. d2x)a=uo, 
(3) = 00*6)« = «.-

Ze (3) vychází dle 3 6 0 (1), že 

(4) q (vn) = q («„). 

Ježto křivky C { x } a C{y} mají v bodě {x (« 0 ) } společný lokální jehlan, 
vidíme snadno z prvých dvou rovnic 4 0 3 (1), že 

(5) S (V0) = 0 ("n)> (« - M ) v = v „ = - DQ)U = ^ • 

Ze (2), (4), (5) vychází dle 3 6 2 (1) a 3 6 4 (2), že 

(6) = 

Dle 3 5 3 (1) jest 

(M ( dxd^xd^x\ -3 í dx^xd^x\ ( dx ď1 x\ 

1* du dlí1 du:< j (X du dlí1 du<] (* du dlí1} 

dex 
kde vynechané členy neobsahují již Dle (1) a (6) je tedy 

(7) 
í rdxl Vď1 xl [- ď'y~\ xl \ _ 

Máme ukázati, že C { x } a C { y } mají sedmibodový styk v {x («<,)}• Před-
pokládejme, že by tomu tak nebylo, že by tedy C { x } a C { y } měly právě 
Šestibodový styk v {x(í /0)}- Ze (7) vychází pak dle 2 2 5 (2), že (£(u0)} 
jest rovinou sedmibodového styku křivek C { x } a C { y } v bodě {x(u 0 )} . 
Z (5) vychází dle 3 7 2 , že, kíademe-li 

(8) t = [ ( T - D 0 ) 4 - 2 0 D ? ] u = a o , 

rovina {£} jest rovinou sedmibodového styku v bodě {JC(U0)} jak pro C { x } 
Ug U,, 

a C8, tak i pro C { y } a Cj. Odtud snadno soudíme, že {£} jest rovinou 
sedmibodového styku křivek C { x } a C {y} v bodě {x(w 0 )} . Je tedy 
{£} = {£ (u0)}> takže dle (8) & (u0) = O, což je spor, neboť Ass. C {x} 
nemá sextaktických přímek. 

4 0 5 . B u ď t e C { * ( « ) } , C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
r l > 6 ; o s n o v y Ass. C{x} , Ass. C { y } n e m ě j t e s e x t a k t i c k ý c h 
p ř í m e k . B u ď {x (u 0 ) } , ({y(v0)}) b o d k ř i v k y C { x } ( C { y } ) . E x i s t u j e 
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k o l i n e a c e K ar. b o d ů , v n í ž {y(v 0 )} ~ { j c ( u 0 ) } a j e ž j e t a k o v á , 
že , k d y ž y (v) ~ y(v) v K, k ř i v k y C ( x ( u ) } a Cjy'(v)} m a j í s e d m i -
b o d o v ý s t y k v {JC(Í/0)}-

Vychází ze 4 0 4 stejně, jako vychází 3 3 9 ze 3 3 8 . 

4 0 6 . B u ď Cax{u) o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a t ř í d y 
r j > 7 b e z s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů . B u ď D j e j í d i f e r e n c i á l n í 
p a r a m e t r . B u ď q(u) (v(u)) j e j í p r v ý ( č t v r t ý ) u n i m o d u l á r n í 
i n v a r i a n t . O s n o v a Ass. C { x } b u ď o b s a ž e n a v p e v n é m l in . 
k o m p l e x u . B u ď tu z n a m e n í k ř i v k y C{*}• B u ď ÍJ = + 1 . B u ď « = 
= sgn t = + 1. Z n a m e n í e j e k ř i v k o u C { x } ú p l n ě u r č e n o ; pra -
v í m e , ž e í j e n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C{x} . B u ď 

s i í 3 Dr \ 
Xo = i | t | i * , * l = Y1 |t|* [Dx + - — xj , 

1 DT Í 3 (DT)» 3 \ 1 
x, = l M 8 + 2 T D X + (Í2 ~ 10 ̂ J * j 

_S|~ 3 Di 13 (DC)J 7 \ 
r , = , | x , °|D3X + + ( - — - - , ] D x + 

( 3 (Dt)3 9 DT 3 \ 

CoX0 = ^VC{x}, 
( X „ X , X 2 X 3 ) = U>. 

J e h l a n Xo, Xi, x2 , Xa j e s t o r i e n t o v a n o u k ř i v k o u C{JC} a b o d e m 
{ * ( « ) } ú p l n ě u r č e n a ž na l i b o v o l n é z n a m e n í rj = + \ ( t e d y 
d v o j z n a č n ě ) ; n a z ý v á s e l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é k ř i v k y 
C{JC(U)} v b o d ě {JC(H)}. J e h l a n x0, — xu x2, — xs j e s t l o k á l n í 
j e h l a n o p a č n ě o r i e n t o v a n é k ř i v k y C { x ( — v ) } v b o d ě {x(u)} . 

B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď K~ U P, k d e U j e s t k o l i -
n e a c e m o d u l u + 1 a P j e s t p o d o b n o s t . B u d V /F; 
b u ď X í^ X í ' v U (ř = 0, 1,2,3) . J e h l a n *„', xť, xť, xť j e s t l o k á l n í 
j e h l a n o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{x ' (u ) } v b o d ě {x'(u0)}-

u 
B o d {x3} n á l e ž í o s k u l a č n í k u b i c k é k ř i v c e C3 k ř i v k y 

C { x ( u ) } v b o d ě {X(Í/)}. B o d {x2} j e p r ů s e č í k t e č n y k u b i c k é 
u 

k ř i v k y Ca v b o d ě {x8} s o s k u l a č n í r o v i n o u k ř i v k y C { x } v b o d ě 
u 

{ * ( « ) } a n á l e ž í t e d y (v. 381 ) o s k u l a č n í k u ž e l * o s e č c e C2 k ř i v k y 
C { x } v b o d ě {*(«)} . B o d {JCI} j e p r ů s e č í k t e č n y k u ž e l o s e č k y 

t i 

C2 v b o d ě {X(Í /)} s t e č n o u k ř i v k y C { x } v b o d ě {x(u)} . B o d {xi} 

( i ) 

J e s t 
(2) 



28.1 

u 
j e t a k é p r ů s e č í k o s k u l a č n í r o v i n y k u b i c k é k ř i v k y C3 v b o d ě 
{x3} s t e č n o u k ř i v k y C{x} v b o d ě {x(u)}. 

Všimněme si nejprve, že Z)r existuje, i když r = 7 . Ježto totiž Ass. 
ďx 

C { x } náleží pevnému lín. komplexu, nezávisí x na jak jsme již ve 

3 9 7 upozornili. 
Abychom zjistili, ze jehlan Xo, Xi, Xj, x 3 jest orientovanou křivkou 

C{x} a bodem {x(«)} (dvojznačně) určen, stačí zjistiti, že, je-li q = q (u) 
funkce třídy 7, x> (i— 0 , 1 , 2 , 3 ) se nemění, přejdeme-li od Cax k CaQX-
Buď A diferenciální parametr orientované ar. křivky CaQX~, buď q(u), 
(?(«)) její prvý (čtvrtý) unimodulární invariant. Dle 3 8 5 jest 

(4) A=|p | - *Z), 
takže 

A (px) = sgn p . |p|* + y x 

(S) 

+ 8 DpP2p 14(Pp)n J 

[ p 3 p2 9 p3 J X J ' 

Dle 3 8 8 (1) jest 

(6) ? ( « ) = |P| (<7 + 7 ^ - ^ ^ J . *(«) = IP! 

takže dle (4) 

v L H 3 p 3 p 3 P2 27 V p J J 
(7) 

- V ír, 8 Dp \ 

Z (1), (5), (6) a (7) vychází snadno, že, přejdeme-li od C„x k CaQX, 
jehlan x0, XI, x2, x 3 změní se jen tak, že libovolné znamení R\ je nahrazeno 
znamením sgn g . řj. 

Přejdeme-li od Cax k opačně orientované ar. křivce, přejde D v — D 
dle 3 4 9 , kdežto q a r se nezmění (v. 3 6 0 a 3 6 3 ) . Z (1) pak vychází 
ihned, že jehlan x0, Xi, x2, x 3 přejde v jehlan x0, — Xi, x^, — x3. 

Ostatek teorému dokáže se stejně jako ve 4 0 3 . 
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407. B u ď t e C {* (« ) ) , C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
r l > 6 o s p o l e č n é m b o d ě {*(«„)} = {y(vo)}- O s n o v a Ass. C { x } 
b u ď o b s a ž e n a v p e v n é m l ín . k o m p l e x u ; r o v n ě ž o s n o v a Ass. 
C { y } . B u ď 6<Ls<,r- B u ď {p0} t e č n a k ř i v k y C { x } v b o d ě {JC(u0)}-
K d y ž a j e n k d y ž k ř i v k y C{JC} a C { y } m a j í s - b o d o v ý s t y k 
v {X(Í/0)}< m a j í o s n o v y Ass. C j x } a Ass. C{y} s - p ř í m k o v ý s t y k 
v ¡Po}-

Že podmínka je nutná, vychází ze 221 a 222. Předpokládejme tedy, 
že je splněna. Ježto a ježto lin. komplex K, jemuž náleží Ass. 
(?{*}. jest jediný (v. 378) lin. komplex, mající v {x (U0)} pětipřímkový 
styk s Ass. C{x} , náleží také osnova Ass. C { y } do K. Vskutku dle 221 
maji Ass. C { * } a Ass. C { y } ( s — l)-přímkový styk v {p0}. Bez újmy 
obecnosti můžeme předpokládati, že 1. Buď q ar. komplex takový, 
že K jest adjungován ke buď K nulová korelace o basi q. Buď 
v K : x ( « ) ~ £ ( u ) , y ( v ) ~ 7 ? ( v ) . Je zřejmé, že © a ©{?;} maji s-rovi-
nový styk v {£(u0)}- Avšak ze 134 a 380 vychází snadno, že ©{£} = 
= Adj. C{x} , ©{??} = Adj. C{y}. Ježto jednak C { x } a C{y} maji s-bodový 
styk v {jc(í/0)}> jednak Adj. C{jc} a Adj. C { y } mají s-rovinový styk 
v {£(u0)} , vidíme snadno, srovnáme-li podmínky 204 (2) a 222 (2), že 
Ass. C {*} a Ass. C {y} mají s-přímkový styk v {p0}. 

408. B u ď t e C{JC(«)}, C { y ( v ) } d v ě o r i e n t o v a n é r e g u l á r n í 
ar. k ř i v k y t ř í d y r > 7 b e z s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů o s p o l e č -
n é m b o d ě (JC(U0)} = {y (v 0 ) } O s n o v a Ass. C { x | buď o b s a ž e n a 
v p e v n é m l in . k o m p l e x u ; r o v n ě ž o s n o v a Ass. C{y} . B u ď {p0} 
t e č n a k ř i v k y C{JC} v {JC(U0)}. B u ď « n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y 
C { x } . B u ď x0, JCi, x2 , x3 l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o v a n é k ř i v k y C { x } 
v b o d ě {x(íí0)}- K d y ž a j e n k d y ž 1° xQ, xlf x2, Xa j e t a k é l o k á l n í 
j e h l a n v {x(u 0 ) } p r o o r i e n t o v a n o u k ř i v k u C { y } n e b o p r o k ř i v k u 
o p a č n ě o r i e n t o v a n o u , 2° c j e n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C {y 
m a j i k ř i v k y C{JC}, C { y } o s m i b o d o v ý s t y k v {x(u0)}-

Že podmínka je nutná, vychází snadno ze 178 a 406. Předpokládejme 
tedy, že je splněna, takže — volíme-li vhodně orientaci křivky C { y } — 
x0, Xi, x2 , je lokální jehlan v { x ( a 0 ) j i pro C{JC} i pro C{Y}. Buď 

£3 duální jehlan adjungovaný k Xo> x%, x2 , Xa• Ze 357, 360 (1), 
362 (3 ) a 406 (1) vychází po snadném počtu, že — v obvyklém označení 
vzhledem k Cax — 

32 t* + 1 0 9 

3 ( D t ) 2 3 

(1) 
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(1) 

^ - I h í ^ o í + f y í ) , 63 = t]M l5, 

kde napravo je dosaditi u = u0. Odtud a ze 370 nalezneme (všímajíce 
si, že © = 0) po snadném počtu (v. 198 (2), (3)) pro oskulační kubickou 

i i 
křivku Cs křivky C{x} v bodě {x (« 0 ) } : 

p r r 6 „ íi, *6,1 
L5-2, Jíl, T *oJ 

(2) 
T'l> Ť'•Oj 

Ježto také C{y} má v {JC(í/0)} lokální jehlan x0, x» x3, x3 a duální jehlan 
«0 

So, ši, §2, Š3 jest adjungován k x0, xu x2, x3, vychází ze (2), že C3 je 
též oskulační kubickou křivkou křivky C{y} v bodě (x(u 0 )} . Mají tedy 
C { x } a C{y} šestibodový styk v {JC(«0)}. Snadno však nahlédneme, že 
tento styk je sedmibodový. Položme 

$(') = 35,5,-2^. 

(3) £(») = 3 5 ,5 , -6 ,5» . 

/ n \ 6 
Qr = 5r2 — 25(1 í2 — -- 53'2-10 

»0 «0 aO 
Definujeme-li P T ( 1 \p T P\ A ( 3 ) jako ve 369 (1), vychází z (1) po snadném 
počtu — všimneme-li si, že 0 = 0 — že 

10 r 40 I t j i l=Uo ' ' 

W r 1 1 LlO r 40 \ t Ju=u0 \100 320 x* ) ' J ' 

takže dle 369 rovinové formy ( / = 1, 2, 3) mají s C{JC} sedmibodový 
«0 

styk v {x(u0)}- Z tvaru forem Qr<ť> pak vychází, že mají v { x ( « 0 ) } také 
s C { y } sedmibodový styk. Ze (3) pak snadno vychází, že, když a jen když 

ar. bod z náleží do jest S[Qr ( ť ); z ] x o = 0 ( / = 1, 2, 3). Užijeme-li 
této poznámky místo věty 175 v úvaze provedené ve 178, nalezneme, že 
C { x } a C { y } mají v {x(Í /0)} sedmibodový styk. 

Dle 178 můžeme tedy předpokládati, že 
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[day) I dax\ , d" d° 

Máme ukázati, že styk křivek C { x } a C { y } v {x(u 0 ) } jest osmibodový, 
tedy dle (5) a dle 179 , že existují čísla a, b taková, že 

í?) " (S) = «<*> + >[£) • 
\dv')e = v0 \du')u=u„ \du)tt= n, 

Ježto C{JC} je regulární, je tomu tak, když a jen když 
(6) u„) , r f ] M -M )=o, 

í „ rdxl rď>x1 Vďyl rd'x~| \ 

Rovnice (6) je však splněna dle 2 2 2 (2), neboť dle 4 0 7 osnovy Ass. 

C { x } , Ass. C{y} mají sedmipřímkový styk v )• Buď 0 (v) 
I \ au) u=u0l 

(ř (v)) druhý (čtvrtý) unimodulární invariant orientované ar. osnovy Ca y ( v ) ; 
jest identicky 0 ( v ) = O. Buď A diferenciální parametr orientované ar. 
osnovy C« y (v). Dle (5), (6) a 3 6 3 (5) jest 

Í a ť ) Í d t ) — ( Qd%<Px\ - í í dx (Px ďy d]x| 
( ) I Jv=v~ \ Tju=ttr \X du dlí1 duV (*' du rfu3' dv1 ~~ duT 

kde napravo je dosaditi u = ua, v = v0. Ježto orientované křivky C{x} . 
C { y } mají týž lokální jehlan v bodě {JC(U0)}> vychází snadno ze 4 0 6 ( 1 ) , 
že levá strana rovnice (8) je rovna nule. Totéž platí tedy i o pravé straně, 
z čehož vychází (7). 

4 0 9 . B u ď t e C { x ( « ) } , C { y ( v ) } d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
r ^ 7 b e z s e p t e m t a k t i c k ý c h b o d ů . O s n o v a Ass. C{JC} b u ď ob-
s a ž e n a v p e v n é m l in . k o m p l e x u ; r o v n ě ž o s n o v a Ass. C{y} . 
B u ď e(«') n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C{jc} (C{y})- B u ď (x (u0 ) } 
({y(vo)}) b o d k ř i v k y C { * } (C{y}) . K d y ž a j e n k d y ž e = s', e x i -
s t u j e k o l i n e a c e K ar. b o d ů , v n í ž {y (v0)} ~ { x ( « 0 ) } a j e ž j e 
t a k o v á , ž e , k d y ž y (v) <N> y' (v) v K, k ř i v k y C { x j a C {y'\ m a j í 
o s m i b o d o v ý s t y k v {x(u 0)}-

Vychází ze 4 0 8 stejně, jako 3 3 9 ze 3 3 8 . 

Projektivní křivosti (m = 3). 

4 1 0 . B u ď C { x ( u ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ^ 7 . O s n o v a 
Ass. C { x } n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď D d i f e r e n c i á l n í 
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p a r a m e t r o r i e n t o v a n é ar. k ř i v k y C„x( í / ) ; b u ď t e q(u), ©(«), 
t(u) r e s p . j e j í p r v ý , d r u h ý , č t v r t ý u n i m o d u l á r n í i n v a r i a n t . 
B u ď 

( i ) 
i —8r i8 ~i 

H(u) = - |0! 1 — 60D(T-De) + 8TD8-T2 + — 7(D0)2 . 
36 (_ 5 J 

H o d n o t a v ý r a z u T(u) (H(u)) p r o d a n é u j e s t k ř i v k o u C { x } a 
b o d e m {x(u)} ú p l n ě u r č e n a ; p r a v í m e , ž e T(u) (H(u)) j e s t p r v á 
( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C{x} v b o d ě {x(w)}. 

B u ď / f k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď x («) ~ x' («) v / f ; p a k 7 ( u ) 
( / / ( « ) ) j e s t p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C{x'} 
v b o d ě {*'(«)}. 

Že T(u) (H(u)) se nemění, přejdeme-li od Cax(u) k C a (»(u)x(u) , 
vychází po snadném počtu z 3 8 5 , 3 8 8 a 3 8 9 . Že T(u) (H'u)) se ne-
mění, změníme-li orientaci křivky C{x}, je zřejmé. Že 7* (u) ( / / (« ) ) se ne-
mění při kolineaci K, je zřejmé, je-li K positivní. Stačí tedy ukázati, že 
se T(u) ( / / ( « ) ) nemění při jedné negativní kolineaci, na př. při té, 
kterou jsme uvažovali ve 3 9 2 , což je snadné. 

411. B u ď C { x ( « ) } o r i e n t o v a n á r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
7. O s n o v a Ass. C{x} n e m ě j s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . J e - l i 

C { x ( u ) } p o s i t i v n ě ( n e g a t i v n ě ) o r i e n t o v á n a , buď e = l (ř = — 1). 
B u ď s n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{x(u)} . B u ď 
7 ( u ) ( / / (« ) ) p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C{x}. 
B u ď x0, Xi, x2 , x 3 l o k á l n í j e h l a n k ř i v k y C{x} v b o d ě {x(í/)j. 
Buď Š0, £s>, Šs d u á l n í j e h l a n a d j u n g o v a n ý k x„, Xi, x2 , x3. 
P l a t í r o v n i c e 

dx0 , , dx, , „ 
— = e (x, T- 3 Tx0), — ! = s (x.2 + Txt + 3Hxa), 
as as 

(•) 
= e (x:1 - Tx2 + 4 Hx, + y x„ ), ^ = £ 3 Tx3 + 3 //x2 + | x,) ; 

- , ( 3 nn + 3Hl + | l2), - e (?o + 7-?, + 4Hit + | 6,), 

(2) dl dl 
= - « («. - TU + 3Hh), = - . (í.2 - 3 TI). 

Dle 3 9 5 (1) jest = dle 3 9 4 jest e = s g n 0 . Rovnice( l ) 

obdrží se po snadném počtu ze 3 6 3 (4), 3 6 4 (1), (3), 4 0 2 (1) a 4 1 0 ( 1 ) . 
Tento počet dá se ostatně značně zjednodušiti takto: Stačí provésti 
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důkaz rovnic (1) za předpokladu, že /-¡>13. Pak ar. křivka Ca\@fix = 
= A f C{x} je třídy 7, takže můžeme předpokládati, že C„* = N C { x } , 
tedy 0 = e (v. 391), což počet zjednodušuje. 

Rovnice (2) plynou z (1) dle 6 9 . 

412 . B u ď t e C{x(u)} , C{y(v ) } r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y r - f - 6 
( r ^ l ) ; o s n o v y Ass. C{x}, Ass. C{y} n e m ě j t e s e x t a k t i c k ý c h 
p ř í m e k . K ř i v k y C{x(u)} , C{y(v)} b u ď t e p o s i t i v n ě o r i e n t o v á n y . 
Buď s(s') n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{JC(U)} 
(C{y(v)}). B u ď T(u) (H{u)) p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t 
k ř i v k y C { x } ; t ý ž v ý z n a m m ě j T'(v) (H'(v)) p r o k ř i v k u C{y}-
Buď {x'(Bo)} ({y(v0)}) b o d k ř i v k y C{x} (C{y}) . K d y ž a j e n k d y ž 

]„=„"\ds'a /„=„„' \ dsa ;«=a0
— V dvaJv=„0' 

ídar\ _ ¡d^r] 

d° d° 
(0 <; a < r- 1; = —- = I) 
v •- - ds° d s ' 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K, v n í ž {y (v0)} ^ {x(u0)}» y (v) °° y'(v), a 
j e ž j e t a k o v á , ž e k ř i v k y C{JC(U)} a C{y ' (v ) } m a j í (r + 7)-b o d o v ý 
s t y k v {JC(«O>}-

Že podmínka je nutná, vychází snadno ze 178. Předpokládejme tedy, 
že rovnice (1) jsou splněny. Dle 4 0 4 a 4 0 5 můžeme předpokládati, že 
C {x (u)} a C {y (v)} maji sedmibodový styk v {* (u0)} = {y (v0)}; máme pak 
ukázatí, že tento styk jest (r + 7)-bodový. Dokazujíce indukcí, můžeme 
míti za dokázáno, že styk jest (r + 6)-bodový, takže dle 178 můžeme 
předpokládati, že 

(dax) (duy) , d° d° 

Ježto C {* (« )} je regulární, jest 

(dr+6y\ (dr+c'x) , , , fdx) , fd>x) , fďx) 
( 3 ) I — I — I = X.. V (n.\ 4 - X. I I 4 - X . I I 4 - X . I I 

Dle 179 stačí ukázati, že Aá = A3 = 0. Ukažme nejprve, že As = 0 ; je 
užitečné všimnouti si, že při tom n e u ž i j e m e rovnice 

nýbrž pouze rovnice 

( 5 ) b ^ L ^ r ( ď T 7 ^ ) . ^ -
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Buď D diferenciální parametr orientované ar. křivky Cax(u); buď q(u), 
0(u), t(u) resp. její prvý, druhý, čtvrtý unimodulární invariant. Týž 
význam měj D', q' (v), & (v), ť (v) pro orientovanou ar. křivku Cay (v). Ježto 
0 ( u ) obsahuje nejvýš šesté derivace ar. bodu x(u) , je dle (2), (5) a 410 (1) 

0 = ( S ^ L * - ( ^ L r 6 | e (u" ) r ž[(£^)«=»r ( ž ^ L J -
(6) = f ^ z l l ) 

dO Ve 3 6 3 jsme si však všimli, ž e r — = * — ( v - 3 9 5 (1)) obsahuje 

nejvýš šesté derivace ar. bodu x; odtud, ze (2) a ze (6) následuje ihned, že 

ítf&\ __ ícre] 

1* du du2 du" j 

(7) 

Ježto 
= | 6 | -

následuje ze (2) a (7), že 

(8) 

Avšak dle 361 (5) jest 

dre u> 
dď = 2 

td'H'.\ ( drH \ 

\dvrlv=va l dur)u=u' 

dxďx <Px\ - i / dx d2x 
du dď- du3) [* du dli2 dur+6j 

+ ..., 

kde vynechané členy obsahují nejvýš (r + 5)-té derivace ar. bodu x, takže 
dle (2) a (8) 

(9) 
r <t+' 

tedy dle (3) ¿3 = 0, jak bylo tvrzeno. 
K důkazu dalšího tvrzení, že také Aa = 0, potřebujeme již rovnice (4). 

Ze (2), (6), (7) a 410 (1) vychází snadno, že 

sgn e (a„) 
0 (a.) 

(ď~lH'\ ídT~lH\ 
1 ds'r- 1 Ju=va i dSr~' )a = uT 

'ídT~'D'(ť-0'9')\ ídr-'D(t-D9)\ 1 
_l í/s'r_1 J»=«„ - l dsrjB=!IoJ 

Í d ^ ť - D ' * ) ' ) } _ í < T ( t - D 9 ) \ "I 

l ds'T K=v0 \ dsr )u=uj' 
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takže dle (4) 
r tT(ť-£) 'e ' ) \ _ í ď ^ - D Q ) 
\ ds'T J v = l dsr 

z čehož vychází dle (2) 

ídr(ť-D'&')\ _ (ďr(T-pe)j 

l dvr )v = e0 l dď /« = «„' 

Ze (2), (9) a (10) následuje snadno dle 3 6 3 (5), že 

I r^l W K + 6 r l [dr+6xi 
r ( U n ) ' Uu3Ju=u; L r f v + 6 J „ = » r L ^ r + 6 J u = J 

takže také ve (3) jesj rovno nule. 

4 1 3 . B u ď t e C{x(u)} , C{y (v ) } r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y r + 7 
( r ^ O ) ; o s n o v y Ass. C{x}, Ass. C{y} n e m ě j t e s e x t a k t i c k ý c h 
p ř í m e k . K ř i v k y C {x (u)}, C {y (v)} b u ďt e p o s i t i v n ě o r i e n t o v á n y . 
B u ď s(s ' ) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{JC(«)} 
(C{y(v)j) . B u ď T(u) (H(uj) p r v á ( d r u h á ) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t 
k ř i v k y C { x } ; t ý ž v ý z n a m m ě j T'(y) ( / / ' (v)) p r o k ř i v k u C{y}. 
B u d {*(«<,)} ({y(v0)}) b o d k ř i v k y C{x} (C{y}). Buď {p0} t e č n a 
k ř i v k y C{x} v {x(u0)}- K d y ž a j e n k d y ž * ) 

(daT\ ídaT'\ 

e x i s t u j e k o l i n e a c e 

ar. b o d ů K, v n í ž j y (v«)} ^ {x(uo)}>y(v) 0 0 y ' ( v ) 
a j e ž j e t a k o v á , ž e o s n o v y Ass. C{x(u)} , Ass. C{y'(v)} m a j í 
(r + 7 ) - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e {p0}. 

Dokažme na př., že podmínka stačí; že je nutná, ukáže se podobně. 
Z (1) a (2) vychází dle 412 (dle 405, když r = 0 ) , že existuje kolineace K, 
v níž C{y} ~ C{y'} a taková, že křivky C{x}, C{y'} maji ( r - | 7 ) -bodový 
styk v bodě {x(u 0 ) } = {y'(v0)}- Můžeme tedy předpokládati, že y (v0) = x (u0) 
a že křivky C { x } a C{y} mají (r + 7 ) - b o d o v ý styk v (x(u0)}. Dle 178 
můžeme předpokládati, že 

(dax\ íday\ í d° d° \ 
*) Rovnice (2) ovšem odpadnou pro r = 0. 
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Dle 2 2 2 (2) stačí ukázati, že jest 

(3) 

Rovnice (3) je však důsledkem rovnice ; stačí 

v úsudku, jenž nás vedl ke 412 (9), číslo r nahraditi číslem r - f 1-

414 . Buďte C{JC(U)} (av<o + 0, 6 - 0 > ) , C{y(v)} (v v<« + 0, (J — 0>) 
d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 7. O s n o v y Ass. C{JC}. Ass. C{y} 
n e m ě j t e s e x t a k t i c k ý c h p ř í m e k . B u ď s ( u ) n o r m á l n í p a r a m e t r 
o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{x(u)} ; buď T(u) (H(u)) p r v á (druhá) pro-
j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C{X(U)}. K d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j e 

f u n k c e y ( v ) t ř í d y r v (a, /?> t a k o v á , ž e 1° v š u d e v (a, /3>; 
dv 

2° cp(a)=;a, <p(P) = b (v tom p ř í p a d ě buď Í = 1 ) n e b o <p(a) = b, 
<p(P) = a (v tom p ř í p a d ě buď « = — 1); 3° « s [ y ( v ) ] j e s t nor-
m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{y(v)} ; 4° 7 [ y ( v ) ] a 
H [(f (v)] j e s t p o ř a d ě p r v á a d r u h á p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y 
C{y} : e x i s t u j e k o l i n e a c e ar. bodů, v n í ž C { j c } ~ C { y } . 

Vychází ze 411 stejně jako 3 4 4 vychází ze 341. 

415 . Buď C{.x(í/)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ^ 8 b e z s e p t e m -
t a k t i c k ý c h b o d ů . O s n o v a Ass. C{x} buď o b s a ž e n a v p e v n é m 
l ín . k o m p l e x u . Buď D d i f e r e n c i á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é 
ar. k ř i v k y Cax(u); buď q(u) (r(«)) j e j í p r v ý ( č t v r t ý ) u n i m o d u -
l á r n í i n v a r i a n t . Buď 

H o d n o t a v ý r a z u L(u) pro d a n é u je k ř i v k o u C{X} a b o d e m 
(x(u)} ú p l n ě u r č e n a ; p r a v í m e , ž e L(u) j e s t p r o j e k t i v n í kři-
v o s t k ř i v k y C{X} v b o d ě {*(«)}. 

Buď A" k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď x (o) ~ x' (o) v / f ; p a k L ( u ) 
j e s t p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C{X'} v b o d ě {*'(«)}. 

Ž e L ( u ) se nemění, přejdeme-li od Cax(u) k Ca(>(u) x(u), vychází 
po snadném počtu ze 385 , 3 8 8 a 389 . Že L{u) se nemění, změníme-li 
orientaci křivky C{JC}, je zřejmé. Že L(u) se nemění kolineacemi, vidíme 
jako ve 410. 

416 . Buď C{jc(u)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ^ 8 b e z s e p t e m -
t a k t i c k ý c h b o d ů . O s n o v a Ass. C{JC} buď o b s a ž e n a v p e v n é m 
lin. k o m p l e x u . B u d í n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 19 

(1) 
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C{x(u)}, b u ď x 0 , Xi, xi, x3 j e j í l o k á l n í j e h l a n v b o d ě {x(«)}. B u ď « 
n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C{x}; buď L(u) j e j í p r o j e k t i v n í 
k ř i v o s t v b o d ě x(a) . Buď §0, Ši, Šs, §3 d u á l n í j e h l a n a d j u n g o -
v a n ý k x0, Xi, x3, x3- P l a t í r o v n i c e 

dx0 dx, „ dx., w dx, w e 
(1) = x,. =.x> + 3 Lx0, = x, + 4 Z.x„ = 3 L x , - - x . , 

(2' f - - 3 « • + ^ f = - <- •-4 f = - - 3 ̂  f 3 

Dle 401 (1) jest ~ D \ dle 4 0 6 jest e = sgn r. Rovnice (1) 

obdrží se po snadném počtu ze 4 0 6 (1); tento počet dá se zjednodušiti 
předpokladem r = e (v. 3 9 8 a 411). Rovnice (2) vycházejí z (1) dle 6 9 . 

417. B u t f C j x ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y b e z s e p t e m -
t a k t i c k ý c h bodů. O s n o v a Ass. C{x} buď o b s a ž e n a v p e v n é m 
l ín . k o m p l e x u . Buď x0, x iy x*, x3 l o k á l n í j e h l a n o r i e n t o -
v a n é k ř i v k y C{*(«)} v b o d ě {x(«)}. Buď Af[Qr] k v a d r i k a , ma-
j í c í v {x(u)} o s m i b o d o v ý s t y k s C{x} a n e m a j í c í v {x(u)} s in -
g u l á r n í bod . T e č n á r o v i n a k v a d r i k y Af[Qr] v b o d ě {x(u)} j e s t 
Adj. {x0, Xi, x3}. 

Stačí provésti důkaz za předpokladu, že 8. Dle 3 6 9 a 4 0 8 (3), 
(4) jest 

Qr = X0 (34, 6, - 2 V ) + X, (3É„ É, - g, y + X2 ({,« - 2 5o 6, - ~ v ) -

kde e = sgn 0 a £0, £2, Ša jest duální jehlan adjungovaný k x0, xít x2, x3-
Měníme-lí u ponechávajíce A0, A„ pevné, jest dle 416 

dQr 
- J - = - 2 iX, (3 5, í 3 - 2 y ) + (2 LX2 - X0) (3 ?0 {3 - 5,52) + 

Ježto Qr má s C{x} osmibodový styk v (x(u)}, jest Aj = 0 dle 184, takže 

Qr = X„ (35, i3 - 2 V ) + X2 ({,« _ 2?0 ?2 - ^ -

Teorém nyní plyne snadno ze 270 . 

417. B u ď t e C{x(u)}, C{y(v)} d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
/"+ 7 ( r ^ l ) b e z s e p t e m t a k t í c k ý c h bodů. O s n o v a Ass. C{x} 
buď o b s a ž e n a v p e v n é m lin. k o m p l e x u ; r o v n ě ž o s n o v a Ass. 
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C{y}• B u ďs ( s ' ) n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C {x («)} 
(C{yO)}) . Buď L(u) (L'(v)) p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C { x ( u ) } 
(C{y(v)}). Buď f n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C{x}. K d y ž a j e n 
k d y ž 1° « j e s t n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C{y}, 2° e x i s t u j e 
z n a m e n í a = ± 1 t a k o v é , ž e 

(1) f^L^'I^L«/ ( P š ^ r - l ) 

e x i s t u j e k o l i n e a c e K, v n í ž {y(v0)} ~ {x(uo)}> y ( v ) ~ y ' ( i > ) , a j e ž 
j e t a k o v á , ž e k ř i v k y C { x ( u ) } a Cjy'(v)} m a j í ( r + 8 ) - b o d o v ý 
s t y k v {*(«„)}. 

Že podmínky jsou nutné, vychází snadno ze 178. Předpokládejme 
tedy, že rovnice (1) jsou splněny. Můžeme předpokládati, že « = - } - 1 ; 
v opačném případě stačilo by změniti orientaci křivky C{y}- Dle 4 0 8 a 
4 0 9 můžeme předpokládati, že C { x ( « ) } a C{y(v ) } mají osmibodový styk 
v (uo)} = {y (vo)} ; máme pak uKázati, že tento styk jest (r + 8)-bodový. 
Dokazujíce indukcí, můžeme míti za dokázáno, že styk jest (r-j- 7)-bodový, 
takže dle 178 můžeme předpokládati, že 

(d'x) (d'y) dn ď> 

Ježto C{x} jest regulární, jest 

r +71,\ ídr+ y\ _ 

l dv , + 7J„=t,„ i + 

=^+x> ®K=U0+x< Ou=uo+x> Ou=uo-
Dle 179 stačí ukázati, že A2 = A3 = 0. Dle (2) a 2 2 2 (2) je však 

(4) M ^ l w E l = J = 
vskutku dle 4 0 7 osnovy Ass. C{x}, Ass. C{y} mají (r-j-7)-přímkový 

styk v {(x^j-j) _ }• Dle (4) jest ve (3): A9 = 0. Buď &(u), r(u) po řadě 

druhý a čtvrtý unimodulární invariant orientované ar. křivky Ca x (u); 
buď D její diferenciální parametr. Týž význam měj ©'(v), T'(V), A pro 
orientovanou ar. křivku C„ y(v) . Dle 3 7 9 jest identicky 0 ( u ) = @'(v) = 0. 
Ježto 

L ds"~x Ji)=1)0~~ L dsT~l J„=uo' 
19* 
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soudíme snadno ze (2), 4 0 1 (1), 415 (1), že 

(5) [Ar+ 1 x'(v)]B=eo- [D'+ 1 t(U)]„=IIo = 0. 

Ze (2), (4), (5) a 3 6 3 (5) vychází snadno, že 

Je tedy také X2 — 0 ve (4). 

418. Buďte C {*(*/)} (u v<a + 0, b — 0» , C{y(v)} (v v<« + O, 0—0» 
d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y r ^ 8 b e z s e p t e m t a k t i c k ý c h 
b o d ů . O s n o v a Ass. C { x } b u ď o b s a ž e n a v p e v n é m l ín. kom-
p l e x u ; s t e j n ě o s n o v a Ass. C{y}- Buď s n o r m á l n í z n a m e n í 
k ř i v k y C { x } ; b u ď L { u } j e j í p r o j e k t i v n í k ř i v o s t . B u ď . s ( a ) nor-
m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{x(u)}- K d y ž a j e n 
k d y ž s j e s t n o r m á l n í z n a m e n í k ř i v k y C{y} a m i m o to ex i -
s t u j e f u n k c e y ( v ) t ř í d y r v <a,/3) t a k o v á , ž e 1° ^ + 0 všude 

v <a,/3>; 2° g>(á) = a, <p(@) = b (v t o m p ř í p a d ě b u ď « f = l ) n e b o 
<p(a) = b, y((3)=a (v t o m p ř í p a d ě buď d = — 1); 3° ds[g>(u)] j e s t 
n o r m á l n í p a r a m e t r o r i e n t o v a n é k ř i v k y C{y}; 4° L [ y ( v ) ] j e s t 
p r o j e k t i v n í k ř i v o s t k ř i v k y C { y } : e x i s t u j e k o l i n e a c e ar. b o d ů , 
v n í ž C { x } ~ C { y } . 
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