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INTRODUZIONE

§ 1. — Coordinate, versi, orientazioni.
A) Coordinate di punto, piano, retta.

Siano », y, z, t coordinate omogenee di punto, §,7,¢, ©
coordinate omogenee di piano. Indicheremo un punto o un piano
con la sola sua prima coordinata x o & Dati n punti ay, ay,..., 2,
con (x,, 3,..., ,) oppure pil semplicemente con (=, ... x,)
indicheremo sia la matrice

l X Xg.... Ty

Y Ya. oo Yn
(n |

2 29 .u.. 2,

t] tz o v e e t,L

che 7+ masstmi suoi mainori. Notazioni analoghe varranno per =
piani §;. Per n-=4 tale matrice si riduce a un determinante. Per
n =3 con (¥, ¥, ;) indichiamo quindi non solo la matrice delle
%, Yiy %y 4, (¢=1,2,3) ma anche i suoi minori del terzo
ordine; e per evitare equivoci di segno, determiniamo senz’altro
di considerare i complementi algebrici di a,, y;, 24, # in
(21, %3, %3, %), Per n=2, con (a,, x,) indichiamo non solo la
matrice delle =z, ¥, 2, t;, (¢=1,2), ma anche i suoi minori
del secondo ordine; e per evitare equivoci, porremo :

9 =0, p;==-p

() g - _ _
Pya= (T ¥ — 2 %) =—Da15 P13 = (T1%— %2;) = — Ps1;
ece.; Paa= (21 ta—2t) =—ny3.

Fusint e §ecu, Lexioni di Geomelria profettivo-differenxial 1
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Le p., sono le coordinate di Pliicker della retta congiun-
gente i punti x, ed x,.
Dualmente, se &, & sono due piani, porremo :

=0, my=—7y; =M — &M Ms=—175 =
=G —&M) ;.. M= —m = (T, —{Ty).

Le m,, sono le coordinate di Pliicker della retta intersezione
dei piani §, & . Ora, se i piani §, & contengono i punti z,, a,,
le due rette precedenti coincidono; ed & ben noto che le coordi-
nate dei precedenti punti e piani (determinate al solito a meno
di un fattore, perch¢ si tratta di coordinate omogenee) si possono
scegliere in guisa che sia proprio:

() P12= T34y P34 ="T19, P13=Tgg—""Tay4,
Ti3="Pa2) Pra—T23, P2z —T14.
Queste uguaglianze saranno indicate simbolicamente con
(4) (21, @) = (&1, &)

Se invece i punti x,, x,, «], @3 giacciono su una stessa
retta, la

! ’ ’
(5) (%, xg) == (21, )
indica che :
o ro ’ gt 7 g
Ty Yp— LYy =1 Yo — X2 Yy €CC., 2qlq—29ly =2, — 2,1,

ossia, definendo le p’ in modo analogo alle p, che: p,, =p;,. Si
noti il differente significato che, per definizione, hanno le (4), (5),
dovuto al fatto che in (5) figurano in entrambi i membri coordi-
nate z, ' di punto e in (4) coordinate z di punto in un membro,
coordinate & di piano nell’ altro. Cosi le:

(5)bis (éla &z):(éia &;)

hanno un significato analogo a (5), indicano, ciot che ﬁ,/sm_—ﬁ;.s.
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Talvolta le sei coordinate di una retta, anzich¢ ecssere con-
traddistinte da indici, sono indicate con lettere differenti; ¢ si
pone :

Pre =1, s =m, Py =n, Py =D, Pgp =¢, P=" -

Anche una retta sara indicata, enunciandone una sola coor-
dinata; e noi diremo sovente la retta p anziché¢ dire la retta di
coordinate p,, oppure p, g, r, I, m, n.

B) I simboli S, 2.

Con una espressione del tipo Sz?® (oppure S&%, oppure Séz)
indichiamo una somma, i cui addendi si ottengono dal primo,
rotando le coordinate di punto o di piano. Cosl p. es.

(6) Sa? = 2422412, S& =& -2} 412
Séx—=Cfx+qy- Lzt ecc.
Invece con espressioni del tipo Xz}, X§ a, ecc. indichiamo
somme i cui addendi si ottengono dal primo, facendo variare
I’indice 4. Cosi p. es. se abbiamo 3 punti 2, o 3 piani §
(¢-=1,2, 3), poniamo :
(") Lai=al +aftaf, 38 G+848,
Yo, =6 a +Gay+ &, ece
Talvolta incontreremo anche espressioni del tipo

SYai =X 8

e analoghe; il lovo significato ¢ chiaro senz’ altro, cosi p. es. noi
porremo :

2 3 2 2

— 2 2 |42 .
(8) SYal= X.(af+yi 427 +1), ecc.

i=-1

s si tratta di 3 punti z;.
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Significato analogo ha la scrittura Spp’, quando p e 9
siano le coordinate di due rette. Se la prima congiunge i punti
%, %3, la seconda i punti x, x,, cosi che

P= (21, %), P =(7, 2),
si porrd :
(9)  SPP'=Pie s + Pu Pl + Prs Piz + Pae Pls - Pru P+ Pra Pha =
= (' +p 1+ g m—+gm Frn " n).
(10) = (2y %y w3 ).
In particolare

SP2:2 (P12P34+Px3p42+?’14 st) :_'2-(pl—{—qm—}—'rn).

Cosicche, com’ & ben noto: Condizione necessaria e sufficiente af-
finché p, q, r, 1 m, 1, siano coordinate di una retta é che Sp®—=0;
affinché p e p’ siano due rette incidenti é che Spp'=0.

Se p ¢ la retta individuata dai punti z,, 2, e p’ la retta

intersezione dei piani § e § cosi che

P=(2 %), pP==>G8&) (*,
allora:

Séx S_Elac2
SEx S&

A1) S =8 (a, =) G, :‘

(*) Questa seconda uguaglianza indica che:

’

pxlzﬂluz(ClT:_T:Cn)u-~-' » P'..=ﬂ'..=(51‘fh—5am)~
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C) Orientazioni di una retta.

Diremo punto anralitico una quaterna di valori reali non tatti
nulli delle z, y, 2, ¢ determinati a meno di un fattore positivo.
Le quaterne =z, 9, 2,t e —z, —y, —z, —t, pure individuando
uno stesso punto geometrico, si considereranno pertanto come
definenti due punti analitici distinti; in modo simile definiremo i
piani analitici,

Due punti analitici x; ed wx, determinano un wverso sulla
retta che li congiunge; il verso in cui si muove il punto

Nz, per p: A

crescente; cosi duc piani analitici & e §, determinano nel loro
fascio il verso in cui ruota il piano N§ -+ & per p: A crescente.
Siano dati 4 punti analitici

Xy, Ty, 3, ¥, tali che (xy @y 23 2,) >0.

Considereremo associat: il verso per p: A crescente in cui si
muove il punto A ;4 z,, e quello in cui ruota il piano che
dai punti x,, x, proietta la punteggiata Awy-}pax,. Al variarc
dei punti x, x, in guisa che sia sempre ‘=z, x, 3 x,) >0, co-
sicche in particolare i punti x; non diventano mai complanari, io
dico che mnon cambia U associazione dei versi sulla punteggiata
x;, ¥, ¢ sul fascio dei piani passanti per essa. Cid si pud dimo-
strare direttamente, o con considerazioni di continuitd, oppure
anche trasformando la precedente definizione in modo da renderla
indipendente da @2, Siano §, & due piani passanti per x,, z,,
e sia (§ &) = (% m,). Sard:

8 (&3 &) (25 ) == 8 (% 25) (25 %))
ciod :

S&ws S&yuy |

=(xy 2o 23 0.
S&gxs S&gx‘ (l 2 43 4)>
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Il piano p & 4§ passa per h a,-4pw, se:

0=8(p&+68&) Mg+ pa,) =phSE s+
+ppS& o+ 268 a+ 68§, 2,

ossia :

- 8&x,+ Sy

S&x,+ SE

heel
>|E | >F

- . . 6 .
In virth della precedente disuguaglianza — cresce con -;f—; cid
p

che avvienc anche se le (& &) differiscono per un fattore positivo
dalle (x; z,). Quindi:

Se ¢ piani &, & passano per ¢ punti Xy ed X,, se (§ &) dif-
feriscono per un fattore positivo dalle (x4 X,), allora sono associali
t verst per Wi crescente nella punteggiata X, p.x, e nel fascio
A& &y, ¢ sono pure tra loro associati i wversi per p: )\ de-
crescente.

Si noti che questa associazione, se é dato il tetraedro fonda-
montale, dipende esclusivamente dalla retta (e non dal modo come
su cssa sono stati scelti i punti o od i piani &). Ci0 ¢ evidente
se ai punti oy, 2, sostituiamo altri due punti %,, %, in guisa
che (z,, @,) differiscano per un fattore positivo da (x;, x,). Ma
anche se cambiamo i segni, il modo d’ associazione non varia.
Infatti p. es. cambiando a; in — x4, oppure a, in — a,, oppure
2y con x,, si dovrd fare una operazione analoga sulle £ affinché
(&) &) e (xy x,) differiscano per un fattore positivo. E la pre-
cedente associazione di versi resta inalterata.

Tale associazione di versi si dird | orientazione proiettiva
della retta; essa dipende soltanto, data la retta, dal sistema di
coordinate, cio¢ dal tetraedro di riferimento.

Dalla definizione segue immediatamente che, se sono dati
4 punti @y, a5, X3, a, tali che (x; a0, a3 ) > 0, ossia, se sono
date due retie p e p' [essendo p (@3 &), P = (xz,) ] tali che
Spp” >0, allora il verso per :\A crescente sulla punteggiata
A®y 42, & quello associato al verso in cui ruota il piano che
dalla stessa retta p proietta Aoz p.o,, quando : X cresce.
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D) Orientazione di un fascio.

Sia dato un elemento analitico (¢, §) cioé un punto analitico
2 e un piano analitico § che si appartengono, cosi che si abbia
Sa& - 0. Scegliamo in & altri due punti analitici x,, #; in guisa
tale che £ e (2, z, ) differiscano per un fattore positivo; e per
x facciamo passare due piani &, & in guisa che altrettanto avvenga
per z e (§,¢&,68). Allova x ed [(=, s, 25),&,, &] differiranno per un
fattore positivo. 11 primo minore di questa matrice, cioé il comple--
mento algebrico di ¢ nel determinante

[(xa x21 ;2:3), 527 &37 X]
¢ il prodotto della matrice (x, x,, %) per la matrice

[ 1 0 0 O

& o & T

=2 2

& M G|
cambiato di segno, cioe, poicht S& 2 = S& z =0, vale
— oS (W) (& &) = — (S & Sugéy — Sa, &8 a3 6y).
Poiche deve differire da 2 per un fattore positivo, I’ espressione
S (2, 5) (& &) = Sy & 826 — S, &8 a3 6,

surd negativw. B quindi, poiche il piano p& - 46¢& ¢ incidente al
punto iy - p.ary quando

0-=S8Spé&+6&)0ay+pay) =
B 6 B
::p)\{SEZmz—I—T b&2m3+~p—b&3w2—|—T—P—6&3:r3),

!

. 6 ). .
ne segue che -— ¢ decrescente per 5N crescende ¢ viceversa.
P
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Il verso di p: \ crescente sulla punteggiata Ax, -y x5 che
coincide col verso per 6: p decrescente mel fascio p& + 68 (segato
con &) st diranno il verso positivo nel fascio di vertice a e piano §.

Mentre, dato il tetraedro di riferimento, una retta individua
la sua orientazione proizttiva, non basta dare un fascio per indivi—
duarne il suo wverso positivo. Questo infatti si conserva cambiando
contemporaneamente di segno x e &, ma si inverte cambiando di se-
gno le sole xx o le sole & Questo verso invertito si pud anche con-
siderar® come il verso del fascio (€, x) indicato enunciando prima
le coordinate del piano analitico § poi quelle del punto analitico a.

E) Alcune identita di matrici.

[(0) 23 ), (2, 002 @4) ] == (1, ) (201 22 T3 20,)
(12) ey s ), (20, @2 24), (2, X5 705) | == 01 () T2 0, 204)2

[(0, 24 225), (20, X3 204), (%, @3 84), (Lgy X3y i) | <= (0 Ty 570 ).

§ 2 - Collineazioni.
A4) Preliminari.

Una collineazione & definita da formole del tipo:
f T = an® - Gy apz - ayt

=y &+ An Y | Ay 2| ayl

R

(1)

&|

=% + an Y -+ apz 4 gt

t =022+ apy+ayz -+ ayt
a cui corrisponde sui piani la:

(1) s &_—"ang + a7 - ay E+ au_'r—
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e analoghe o anche, se A,, & il complemento algebrico di a,, nel
determinante 4 =: | a, |, diviso per lo stesso 4:

(1)m Z:An&'}"\Alz"I“-AlsC'{‘Auf-

Il determinante A, differente da zero per collincazioni non degeneri,
81 dira il modulo della collineazione. I identicamente :

(2) Stw = Stw

La (1) si pud riguardare come prodotto delle:

/4 yA 4 /A
e analoghe, ove
4_
p=y4.

La prima si dird una collineazione moltiplicativa di fattore p e geo-
metricamente equivale alla trasformazione identica; la seconda si
dira unimodulare perch® ha il modulo 1. Questa decomposizione,
che nel campo complesso & sempre possibile, & invece nel campo
reale possibile soltanto se 4>>0. Nel campo reale cioé ogni colli-
neazione a modulo positivo € ancora scomponibile mel prodotto di
una collineaz. moltiplicativa e di una unimodulare. Invece ogni
collineazione a modulo negativo é prodotto di una collineaz. @ modulo
positivo e di una particolare collineaz. a modulo negativo (p. es. della
T=—o,y =y,% =21=1). Quelle a modulo positivo conservano
il segno dei determinanti (w, 2, 25a,) e percid la legge di orientazio-
ne delle rette: quelle a modulo negativo (o di seconda specie) inver-
tono tale legge di orientazione.

Noi, psr studiare gli invarianti proiettivi, cercheremo dap-
prima gli invarianti per le collineazioni unimodulari, che diremo
invarianti unimodulari, Dedurremo poi da questi gli invarianti
proiettivi per Tollineazioni a modulo positivo, normando le coor-
dinate degli enti studiati (punti, rette o piani) cioé fissando in
qualche modo il fattore di proporzionalita delle loro coordinate
omogenee,
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B) Collineazioni nello spazio rigato.

Una collineaz. moltiplicativa di fattore 4 p individua cviden-
temente una trasformazione moltiplicativa di fattore p% sulle
coordinate di retta; ¢ viceversa una collineaz. unimodulare sulle
x equivale ad una collineazione ancora unimodulare sulle coordi-
nate di retta che trasforma in s¢ la forma quadratica

SpP=2(p+mq—+tnr),

e quindi anche la forma bilineare
Spp =Ilp +Vp+mqg+mqg +n'r-+nm.

Viceversa sia data una collineazione unimodulare sulle p che
trasformi in st stessa tali forme. Essa portera due rette incidenti
p, p in due rette incidenti p, p’ e percio porterd un fascio di
rette in un fascio di rette, una stella di rette in un’altra stella
oppure in un piano rigato. Io dico che il secondo caso & da
escludere. Infatti in tal caso, o variando con continuita la trasform.
considerata, o moltiplicandola per una collineazione unimodulare,
possiamo supporre che alla nostra trasform. sulle p corrisponda
nello spazio la reciprocita '

E=awx, M =by L =czrt=4dt
enn a, b, ¢, d costanti, cosicch® la nostra trasformazione sarebbe
Tys = Poy = AbPpe, iy == Pig = dbPigj.eenen Ty = P = cdpy

che & a modulo negativo.
Una collineazione a modulo negativo & prodotto di una col-
lineazione a modulo positivo per la collineazione,

T=—o, 7 =1y x =121=L
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Questa individua sulle coordinate di retta una trasf. lineare intera
omog. a modulo — 1, che cambia di segno la forma Sp2

Una reciprocita ¢ prodotto di una collineazione C per la
reciprocita

&'—"'-Z’,;]_:y,zzz,t_-':f,
alla quale sulle p corrisponde la
512 = Psy P13 — Pg, CCC., 1734 sz P

che ¢ una trasform. di modulo negativo, che trasforma in s¢ la
forma Sp? In conclusione :

Le trasform. sulle p unimodulari che trasformano Sp? in sé
sono tulle e sole quelle che corrispondono a collineazioni unimodulari,
quelle @ modulo --- 1 che cambiano di segno Sp? corrispondono alle
collincazioni di modulo - 1; quelle a modulo - 1 che trasformano
Sp? in sé, e quelle unimodular: che cambiano Sp® di segno sono
tutte e sole quelle che corrispondono ad wna corrclazione.

§ 3 - Contatto di curve e superficie.

A) Contatto di curve.

Due cuarve C, C siano definite dando le coordinate non omo-
gence », ¥, z ed x, ¥, %, dei loro punti in funzione di due pa-
rametri «, w. (Si suppone ciod ¢ == 1, b= 1). Se hanno comune
un punto 4, ivi sara o x. Qui e nel seguito si intenderanno
sempre sottintese le uguaglianze analoghe per y e per z. Se ivi
si toccano sara:

(1) X == F, &€, — 6 .le';,

ove 6 & un conveniente fattore. Il contatto sara tripunto (di se-
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condo ordine) se
dy d*y dz_ &%
da?  dz?’ da®” dz?’

ossia se i rapporti

Yuw T — Yu xuue Zuu Ty ™ 2y xuﬂi
@3 a3

non mutano in A, sostituendo alle =, y, z, u le Z, 7, %, %; in
altre parole se esiste un’altra costante t tale che:

@) x,, = 8% x5;; 4+ t© Z; (e analoghe in y, 2),

La (1) si pud enunciare dicendo che si pudo sulla C sce-
gliere un nuovo parametro ', tale che in 4 sia

0w o

ou ~ ou

(Basta che sia 6 = —au,
ou

nel punto 4 )
La (2) si puo enunciare dicendo che con conveniente scelta di
tale parametro nel punto 4 si ha:

i i : 7
% EE %ﬁ{— (¢ == 1, 2) (Bastera che in A4 sia anche t = —g%l;.
Risultati analoghi valgono per contatti di ordine superiore: Se fin
dal principio era = u, veniva determinata tra i punti delle due
curve unha corrispondenza, quando fossero considerati come omolo-
ghi punti individuati dallo stesso valore di . In tal caso, se nella
(1) 6 6==1, o nella (2) =1, =0, diremo che il contatto & ana-
litico, o anche che le due curve hanno in 4 comuni due o tre
punti infinitamente vicini, omologhi 1’ uno dell’ altro nella corri-
spondenza citata.

B) Contatto di superficie.

Siano 8, S due superficie, i cui punti @, y, z ed z, 7, %
sono rispettivamente funzioni dei parametri u, v, e dei parametri
u, v. Quando mai le superficie hanno un contatto di ordine 7 in
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un punto comune A di coordinate @, b, ¢? E necessario e suffi-
ciente che, sviluppando z —¢ in serie di potenze di x* —a, y — b,
oppure % — ¢ in serie di potenze di ¥ — a, ¥ — b, si abbiano due
sviluppi aventi a comune tutti i coefficienti fino a quelli dei termi-
ni di grado » inclusi, ossia che, assumendo a nuovi parametri w,, v
sul’una le @ —a, y —b, e sull’altra le =z —a, §¥ — b, siano
identici i differenziali di », y, z e quelli di z, 7, % finc a quelli
di ordine » inclusi. E questa proprietd si conserva per una tra-
sformazione w, == ¢ (uy, v,), v, == ¢ (4, v,) dei parametri. Noi po-
tremo servircene in guisa da rendere wu, == u, v, = v; allora u, ¥
risulteranno funzioni delle », ». Quindi: Condizione necessaria ed
evidentemente anche sufficiente affinché le superficie S, S si tocchino
di ordine * in un punto comune A € che si possano sostituire alle
u, U tali funzioni delle w, v che mel punto comsiderato i differenziali
delle , vy, z e quelli delle =, y, % coincidano fino « quelli di or—
dine r inclusi. Indicando cioé con =, B, 7, ecc. i valori nel punto
A di convenienti derivate di queste funzioni, dovra essere: (F).

(3) T=x, v, =aZ; +82%;, x,=T; +0z;
(03— 0) (por r=1)
e inoltre, per r=2
[ @y =hZ 0 T3 + 275 s+ 208755+ 02 75 5
(4)  Tuo=vZz+7%; oy Tr5+ (284-B7) Zas B0 255
Ty =pTy t oy +13 %55 210255 + 2053
(oltre alle analeghe in y, 2)
Il contatto si dira analitico, se v=u, v=7, a=35=1,

B=71v=A=p=v=p=v=0=0. Otteniamo un caso parti-
colare di contatto del secondo ordine supponendo che:

)] * =% r,—aT;=2%,—0x; =0

e che

3 2 - - - - -
(b) Tyou— A" XY 5, xuu_aaxuvv x'vv—szxun

siano combinazioni lineari di z,, «,.
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C) Contatto di superficie in corrispondenza biunivoca.

Supponiamo ora w=u , v=717, e quindi i punti di S, S
in corrispondenza biunivoca. Quando mai avverrad che curve omo-
loghe di S, S, uscenti dal punto comune 4 hanno un contatto di
ordine r?

Per r =1 dovrd essere nel punto A4 identicamente in d u,
dv, in virtu della (1) :

x,du—+ 2, dv=>=6 (Z;du - 75 dv) ossia per (3)
0T, FP Ty =67; X007y =6%;.

Ora, escludendo senz’altro i punti singolari, le #; non pos-
sono essere proporzionali alle z; . E percid sard:

(N b=0=20; B=1=0 (per r = 1).

Per r = 2, oltre alle (7) dovra essere inoltre nel punto 4 iden-
ticamente, comunque siano scelte le funzioni w= w (t).v=wv () di
un nuovo parametro ¢:

d2x N dz

JE=Carttg (cfr. le (2)),

ove 6 ha il valore precedente, e © pud anche dipendere dai valori
nel punto 4 delle «’, ¥', w”, v”'. Questa equazione, scritta per
disteso, diventa :

vou’ +x,0" 4w, 0w 222, , 0 0 -, , 0=
Mys { =6 @’ 2,7 42,8 +22,,0 7 +=,,7 2%+
+ 1 (7, v +7,2").
Sostituendovi i valori (4) e identificando i“due membri si

trova 62 = 6 e percid 6 = 1, perch¢ non pud essere 6= 0, da
cui seguirebbe x, = z, = 0, mentre noi abbiamo escluso i punti
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singolari; e inoltre che t & indipendente da ", v"" ed & lineare
in ', v". Cosicch® in fine si trova: (F)

(8) de=d% d*z=d*Z+2 (ldu—+ mdv)dx
ossia :
Ty = L Loy ZEuu _l_ZZEu
(8) uis Xy =Ty + (7, +mz,) =T
N xQ):T; x’l)'v =E‘U'l) +2m,_'c-1)

Alle (8) potremmo giungere direttamente, anche senza invocare
le (4). Infatti, derivando (7),; rispetto »” o »”, si deduce tosio
che 6 =1 e che ¢ funzione delle sole ', v"; la (7),;, dimostra
poi che t & lineare omogenea in ', v

Le (8) nis sono un caso particolare delle (5) e (6).

. . . X
Se ora ritorniamo a coordinate omogenee, ponendo iR

2
bt

al posto di x, y, z, le (3) e (4) diventano del tipo:

=17 x,=r(al, + BT, +17)
&, = r({ Ty + 8T, + mT)
Ty =1ANy + 0ZT5+ ?Tpz + 20277 +
+ P25 5+ nw), ecc.

(3) his
(4) bis

e le (8),; diventano:

Xy = p[%u.+ 2l7, + p7]
®) ter Pur = p[Fue + 17, + m T, + ¢7)
ro. =plZ., +2ma, + rz)

v, =px x,=p, + ax) x, = p(x, + bx)

Il contatto & analitico se I = a, m = b. Si noti invece che il con-
tatto del prim’ordine subordinato al contatto (8) ., del 2° ordine
¢ sempre analitico.
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§ 4. — Osservazioni varie.
4) Curve razionali di terzo grado.

Sia ¢ (%, ¥) un polinomio omogeneo di 2° grado in due va-
riabili #, y con discriminante diverso da zero; ¢ sia un polinomio
analogo di 3" grado, .

Interpretiamo le
(1) Ezxp,=yp,t =+¢

L Paaes
come coordinate omogenee di punto in un piano m. Tale punto al

variare delle x, y (che noi considereremo come coordinate omo-

genee di punto su una retta r) descrive una cubica C razionale,

in corrispondenza biunivoca coi punti di tale retta .
L’equazione di C &

@) CoEym) =9 E W

Se ne deduce, che, com’era evidente, il punto §:= % = 0
& doppio per C, che ha ivi per tangenti le due rette definite dalla
¢, n)=0.

Alle intersezioni di C con una retta A& 4 p%n 4 vi =0
del suo piano, ciod alle terne di punti di C allineati corrisponde
su 7 una schiera lineare ? di terne di punti: la schiera defi-
nita da:

@ drtppoe@, ntviE, =0 (1, p,v == cost)

Se ¢ (z, y) = kay, le £ = 0,71 = 0 sono le tangenti alla C
nel punto doppio; e, se

¢ o2 3
p=ayq, °+ 341, 22y 4 3ag9p X Y® + @55, Y7,

allora

3
¢ — —k—(auz E+a15,m) =0
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& la retta congiungente i tre flessi della C, ai quali pertanto cor-
risponde su r la terna dei punti definita dalla a;,, 23 + a4, y°== 0.
Osserviamo che questa terna ¢ 1’ unica delle terne (3) la quale sia
apolare o coniugate alla ¢, ciot abbia un Hessiano proporzionale
alla ¢ (v, y). Danque: Vi sono tre terne (3) di punti tra di loro
coincidentt (quelle corrispondenti alle tre tangenti di flesso della
carva C); ¢ tre punti cost determinati (corrispondenti ai flessi di C)
appartengono ad una medzsima terna (3) e precisamente a -quella
delle terne (3) che é apolare o coniugata alla . In generale, se
¢ (T, y)==ayy @+ 241, Ty + a3, ¥ con A == a1, 055 — a7y F 0,
ese A, &1l complemento algebrito di a,., in A, diviso pe- A, la terna
b111 2%+ 38by10 B2y 4+ 3100 Y2+ bypp 42 =0 & apolare alla ¢
se valgono le equazions

p Ars brsl =X Ars brs2 =0.

Se la ¢ & essa stessa apolare alla ¢, se cioe £ A, a,,, =0

rs

per ¢ =1, 2, allora la retta dei flessi ¢ senz’altro la retta ¢ -~ 0.
Se invece cosi non &, la retta dei flessie A4 pn4vEi=0,
ove i rapporti A: w: v sono determinati dalla condizione che il

primo membro di (3) sia apolare alla ¢.

B) Varieta di terzo grado.

Sia ¢ una forma di 2° grado di = variabili 2y, x,, ..., 2,
(P —_ Z a" s ‘Tr xS

col determinante A =]a,,| %0, e sia ¢ una forma di 3" grado
nelle medesime variabili. Sia » lo spazio ad » — 1 dimensioni,
in cui le # sono coordinate omogenee; e sia © uno spazio ad »
dimensioni in cui siano coordinate omogenee &, &, ..., &, &
Poniamo :

=09, =20, .., =29,0 =
Allora, al variare delle x, il punto &, ¢ descrivera una va-

rieta V,_, ad » — 1 dimensioni di terzo grado avente per equa-
zione :

(4) CCP(E).)e2""7gn):¢(&lvg21"‘7&»)‘

Fupint e Crcu, Lexioni di Geometria proicttivo-differenxiale. 2
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Essa & razionale, e in corrispondenza biunivoca coi punti di ». Il
punto § = § =...=¢§, =0 & un punto doppio; la

(P(&la tey &n):O

¢ 'equazione del cono tangente in questo punto. Alle sezioni iper-
piane di questa varietd corrisponde su r un sistema lineare di va-
rietd, e precisamente il sistema lineare :

(5) (P(x],..-,x,.);)x,-xi—l—p.(y(xl,,._,x”).:—.;()
(A y . = cost.)

Tra di esse chiameremo principale quella, univocamente determi-

nata, che & coniugata od apolare alla ¢ ; e ricordo che una forma
cubica Xb,,, x, x, «, si dice apolare alla p, se valgono le n con-
dizioni

(6) A by, =0 (pert=1,2,. .,n).

ove con A,, indichiamo, al solito, il complemento algebrico di a,,
in A, diviso per A. Se ¢ = 2 u,,, z, x, ,, allora, poiche

1
(7) @y, oy 2 BN 2, = 73—2()\,,(1“4— NG+ Ao, ) T,
la (4) & apolare alla ¢, se:

0= W X A—z'sa'rst + '% X‘ Ars ()\1 Ay y _I' )\s (O] **_ )‘t a’v-s)

ossia, se:
n-+4 2
(8) O'—Pv -~ Arsarst+ + )‘La
le quali equazioni determinano i rapporti A;: Ayt ... A, .

C) La retta principale del Togliatti.

Si deve al Togliatti la seguente generalizzazione a curve piu
generali della retta dei flessi di una.cubica. Supponiamo di nuovo
=2, xy =2, &, — Y, la p un polinomio omogenco di grado m
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nelle z;, la ¢ un polinomio omogenco di grado m + 1. Il punto

E=wxp,n=yp, =19

(ove, come sopra, &, 7, ¢ sono coordinate omogenee in un piano
m) genera, al variare di x:y una curva razionale di grado m+ 1
di equazione

Co€,m=0E,m)

che ha nel punto £ =1 = 0 un punto =", in cui ha m tangenti
definite dall’ equazione

(P(éﬂl)=0~

E, se o6, M) =Py Py .... DPn, OVve p; & un polinomio omeo-
geneo di primo grado nelle &, v, allora tali tangenti sono le rette
p; = 0. Supponiamo che sia possibile determinare m costanti X, in
guisa che

D +1
$ — ~ A"
t

sia divisibile per ¢, ossia sia uguale al prodotto ¢ P, ove P &
un polinomio omogeneo ., § + p,m di primo grado nelle &, .
La retta { =, § + p, m si dira la retta principale (di Togliatti)
della curva. Se p. es. p—=kzy e

$==01112°+ 3ay315 2%y + 30155 €Y + 952 ¢,
allora

=8, pp=", Ay =311, Ay =0zq,,

P— 3a112% + 30455y
- k ’

E la retta principale si riduce alla precedente retta dei flessi.

D) Una ulteriore generalizzazione.

Possiamo col Fubini ulteriormente estendere la definizione del
Togliatti ; supponiamo che delle m tangenti p, == 0 due abbiano
un ufficio ben distinto dalle altre ; e senz’altro scegliamole come
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assi § =0, 7 =0. La nostra curva avra per equazione

EnlyxCE,m)=1¢E,m

ove y & di grado m — 2 nelle &, v. Supponiamo le costanti A, , A,
tali che ¢ — A, £+ — k7™ *! sia divisibile per &7, ossia sia
uguale al prodotto £ Q, ove Q & un polinomio omogeneo di grado
m—1 nelle &, 7. Allora la curva x{—Q(§, ) =0 si dira la
curva principale definita dalla curva data e dalle due tangenti con-
siderate; e anche per questa potremo, come sopra, definire una
relta principale. _

Oss. La definiz. data in C) si pud esporre cosi: La curva
¢—Le=0 e le curve (degeneri) p,"*' = 0 definiscono un si-
stema lineare di oo™ curve, in cui generalmente vi & una sola
curva che si scompone nelle m tangenti complessivamente di equa-
zione ¢ = 0, e in una retta residua { = P, che si dira la retta
principale.

La definiz. data in D) si pud enunciare cosi: Nel sistema
lineare di oo? curve determinato dalla curva data e dalle £"*!' = 0,
7t = 0 esiste generalmente una sola curva che si spezza in que-
ste tangenti £1 = 0, e in una curva ulteriore ¥ { = Q, la curva
principale,

Ulteriori e non difficili generalizzazioni ci sono inutili.

E) La divisione covariante.

Se ¢==2Xa,, 2.2 & una forma quadratica binaria con di-
scriminante A %0, e ¢ & una forma nelle stesse variabili x;, %,
di grado m > 1, noi potremo in un solo modo decomporre ¢ in

~

una somma ¢; + ¢ ¥, ove ¢; & apolare alla ¢ (*) e y & di grado

m
(*) Una formaF=Zl}b iris. ... 4y TiaTiy ... Ti, di m esimogrado
nelle z ; dicesi apolare alla ¢ se per ogni sistema di valori perlos,, %, ,..., tm
vale la:

2 A iabiiste0,=0.
0l QQI
Questa proprietd & entrinseca, cio¢ ¢ invariante rispetto a una trasform.
lineare omogenea eseguita sulle z.
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m-—2. Se m—2>1, potremo di nuovo operare nello stesso
modo nella y decomponendola nella somma di una forma Y, apo-
lare alla ¢ e di un prodotto 6 ¢, ove 6 ¢ di grado m — 4. E cosi

via. Se p. es. ¢ = 2a,, &y %, € = Xb, ,, ¥ T, x, 2, si ha:
P = (b1y®1* + bygep %°) + _2;PT2 (4b1132 @ + 6by3502Y + 4bgo 9P,

di cui il primo termine ¢ apolare alla ¢, il secondo divisibile per .
Applicando di nuovo lo stesso procedimento si trova

2b % 4+ 2b y?
1112 2221_.{_)+

19

¢:(011111i+b222293§)-¥-<?(
S
P 2at, 1122

Questa decomposizione si pud generalizzare anche a forme qua-
dratiche in pit di 2 variabili z.



		webmaster@dml.cz
	2015-04-23T23:45:47+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




