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I N T R O D U Z I O N E 

§ 1. - Coordinate , v e r s i , or i en taz ion i . 

A) Coordinate di punto, piano, retta. 

Siano x . y ^ z ^ i coordinate omogenee di punto, £ ,T ¡ ,C , T 
coordinate omogenee di piano. Indicheremo un punto o un piano 
con la sola sua prima ooordinata x o Dati n punti .T2v.., xn 

con (a?!, x2 ,..., xn) oppure piu semplicemente con x2... xn) 
indicheremo sia la matrice 

x2 . . . . xn 

V\ Vn 
Z2 . . . . 

h h . . . . tn 

che i massimi suoi minori. Notazioni analoghe varranno per n 
p ian i£ f . Per n — 4 tale matrice si riduce a un determinante. Per 
n -n 3 con , x2, x3) indicliiamo quindi non solo la matrice delle 

x¿) V¿i zi-> = 1 , 2 , 3 ) ma anche i suoi minori del terzo 
ordine; e per evitare equivoci di segno, determiniamo senz'altro 
di considerare i complement algebrici di x4 , , z4 , t4 in 

x2y Per n — 2, con , x2) indichiamo non solo la 
matrice delle xn yt, zif = 1 ,2) , ma anche i suoi minori 
del secondo ordine; e per evitare equivoci, porremo : 

Pu = 0 , pijizz — pjt 
Vi 2 = {XlV2— X2Vl) — — P2l\ PlB - { X l Z 2 — XtZi ) - — <pzl\ 
eco.; pd4 = (z1t2 — z,^)—.— p 4 3 . 

FUBINI e CECII, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale. 1 
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Le prs sono le coordinate di Plücker della retta congiun-
gente i punti xx ed x2. 

Dualmente, se , £2
 s o n o due piani, porremo : 

= 7C12z=: — 7ü21 r_= (£1 ir¡2 — £2y¡í) ; t:13 = —7C31 = 

= (€1^3 — S A ^ I ) ; — ; ^34 = — 7 C 4 3 = (C,T4 — C4TX). 

Le 7urs sono le coordinate di Pliicker della retta intersezione 
dei piani , £2. Ora, se i piani 61, £2 contengono i punti ^ , , 
le due rette precedenti coincidono; ed é ben noto che le coordi-
nate dei precedenti punti e piani (determinate al solito a meno 
di un fattore, perche si tratta di coordinate omogenee) si possono 
scegliere in guisa che sia proprio: 

{ Pl2=7r34, 034 = ^1 21 'PlZ — ^247 
\ 1̂3 = 4̂27 014 = ^285 V23==:7r14. 

Queste uguaglianze saranno indicate simbólicamente con 

(4) = W-

Se in vece i punti xx, x2, x2 giacciono su una stessa 
retta, la 

(5) ^ , x2) —- {x j , x2) 

indica che : 

y2 Vi — y% V\ ecc.? Z] t2 — z21j = z112 — z21\, 

ossia, definendo le p in modo analogo alie p, che: P r s — P r s . Si 
noti il differente significato che, per definizione, hanno le (4), (5), 
dovuto al fatto che in (5) figurano in entrambi i membri coordi-
nate x di punto e in (4) coordinate x di punto in un membro, 
coordinate £ di piano nelP altro. Cosi le : 

(5)M. $ 

hanno un significato analogo a (5), indicano cioe che rjs — itrs. 
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Talvolta le sei coordinate di una retta, anziehe essere con-
traddistinte da indici, sono indicate con lettere differenti; e si 
pone : 

= h Pu—n, Pu—P, P*2=q, P23 — r-

Anche una retta sara iudicata, enunciandone una sola c-oor-
dinata; e noi diremo sovente la retta p anziehe dire la retta di 
coordinate prs oppure p, q, r, I, m, n. 

B) I simboli &, 2. 

Con una espressione del tipo 8 x2 (oppure S£2, oppure S^x) 
indichiaino una somma, i cui addendi si ottengono dal primo, 
rotando le coordínate di punto o di piano. Cosí p. es. 

(6) 8 x2 - x2 -f y2 -}- z2 - f i2 , 8 i2 - i2 Y]2 -f- C2 + -r2, 

S i x — i x - ^ - q y ^ - Z z - ^ x t , ecc. 

Invece con espressioni del tipo E xn ecc. indichiamo 
somme i cui addendi si ottengono dal primo, facendo variare 
1' Índice i. Cosi p. es. se abbianio 3 punti x¿ o 3 piani 
(¿ " 1 , 2, 3), poniamo : 

(7) zx*=xi+x¡+xi, s e s - e + e + e s , 

1 X¿ — Si ^ + É2 ^2 + €3 , GCC. 

Talvolta incontreremo anche espressioni del tipo 

S2a*( = 2Sx] 

e analoghe; il loro significato e chiaro senz' alt.ro, cosí p. es. noi 
porremo: 

(8) S z? = I . (a;? + y\ + zj + tf), ecc. 
i 

se si tratta di 3 punti x¿ . 
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Significato analogo ha la scrittura Spp, quando p e p 
siano le coordinate di due rette. Se la prima congiunge i punti 

la secouda i punti x3, cc4, cosi che 

si porra : 

(9) Spp= pl2 ih - f pM p[2 + Pis VA% + V& Viz + Vu Vn + Vtz VIA = 

In particolare 

Sp2 = 2 (pj 2 4 + ft 3 p4 2 + px 4 p2 3) ~ 2 (pi qm + rn). 

Cosicche, com' e ben noto : Condizione necessaria e sufficiente af-
finche p, q, r, 1 m, n, siano coordinate di una retta e che Sp2 — 0; 
affinche p e p ' siano due rette incidenti e che Spp' = 0. 

Se p c la retta individuata dai punti ce1? x2 e p la retta 
intersezione dei piani e £2 cosi che 

p = (xu x2), p—(x3, x4) , 

=r (pi' -f- p I q m qm --)- rn r n). 

(10) = (xi x2 x3 x4) . 

pz=(x1 x2) , p=(5,{i) (*), 

a l l o r a : 

(11) SppzzzS(xl, x2) (6i , 6a) = 
S^X! S ^ x 2 

S£2Xi 8£2x2 

»1 

(*) Questa seconda uguaglianza indica che : 

V\t = — , P'. 4 = . = '»h — E.̂ li)-
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C) Orientazioni cli una retta. 

Diremo punto analítico una quaterna di valori reali non tutti 
nulli delle cc, t determinati a meno di 1111 fattore positivo. 
Le qnaterne x, y, z, t e — x , — — — t , puré individuando 
uno stesso punto geométrico, si considereranno pertanto come 
definenti due punti analitici distinti; in modo simile definiremo i 
piani analitici. 

Due punti analitici xA ed x2 determinano un verso sulla 
retta che li congiunge; il verso in cui si muove il punto 

crescente; cosi due piani analitici e i¿ determinano nel loro 
fascio il verso in cui ruota il piano X£j-|-[X£2 per ¡x : X crescente. 

Siano dati 4 punti analitici 

Considerererno associati il verso per ¡x: X crescente in cui si 
muove il punto X x¡ - f jx x2, e quello in cui ruota il piano che 
dai punti xx, x2 proietta hi punteggiata X#3-|~[xa;4. Al variare 
dei punti x4 in guisa che sia sempre ixi x2 # 3 # 4 ) > 0 , co-
sicche in particolare i punti xt non diventano mai complanan, io 
dico che non cambia V associazione dei versi sulla punteggiata 
Xj, x2 c sul fascio dei piani passanti per essa. Ció si puó dimo-
strare direttamente, o con considerazioni di continuitá, oppure 
anche trasformando la precedente definizione in modo da renderla 
indipendente da x3,x4. Siano £I ,£2 due P i a i l i passanti per xX} x2, 
e sia (£j £2) — (xí x2). S a r a : 

^ x \ ~h V* x2 P e r t1 : ^ 

Xj, x2, , x4 tali che ^Xj x2 x3 x^ 0 . 

S (2, í2) («s »4) = s (*3 

cioe : 

8 x3 S 

S£2xz S £2 xA 

4 
— H »4) > 0 • 
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II piano p —f- 6 passa per X ítr3 [x u?4 se : 

+ p ^Sj + X 6 $ ¿ 3 + ^££2 

ossia : 

S i2 x4 -f S £a x3 
g 

In virtíi clella precedente disuguaglianza — cresce con ; ció 
p X 

che avriene anche se le £2) differiscono per un fattore positivo 
clalle (x-i x2). Quindi: 

Se i piani , £2 passano per i punti x2 ed x2, se $2) 
feriscono per un fattore positivo dalle (x-, x2), allora sono associati 
i va si per ¡JL : X crescente nella punteggiata XX1-{-\J.X2 e nel fascio 
X^ + Î Éo, c sono puré tra loro associati i ver si per ¡1: X de-
crescente. 

Si noti che questa associazione, se é dato il tetraedro fonda-
móntale, dipende exclusivamente dalla retta (e non dal modo come 
su cssa sono stati scelti i punti x od i piani £). Ció ó evidente 
se ai punti a?1? x2 sostituiamo altr 

i due punti x^, x2 in guisa 
che í ) differiscano per un fattore positivo da , x2). Ma 
anche se cambiamo i segni, il modo d' associazione non varia. 
Infatti p. es. cambiando x1 in — x¡, oppure x2 in — x2, oppnre 
Xj con x2, si dovrá fare una operazione analoga sulle affinchc 

i2) e (Xi x2) differiscano per un fattore positivo. E la pre-
cedente associazione di versi resta inalterata. 

Tale associazione di versi si dirá 1' orientazione proiettiva 
della retta; essa dipende soltanto, data la retta, dal sistema di 
coordínate, cioe dal tetraedro di riferimento. 

Dalla definizione seguc inimediatamente che, se sono dati 
4 punti .T-j, x2, oc4 tali che (x1 x2 x3 x4) > 0, ossia, se sono 
date due rette p e p [ essendo p x2), p—(x3x4)] tali che 
Spp > 0 ; allora il verso per ¡1: X crescente sulla punteggiata 
\xA-\-\ix2 G quello associato al verso in cui ruota il piano che 
dalla stessa retta p proietta X - f - # 4 , quando ¡1: X cresce. 
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D) Orientazion© di un fascio. 

Sia dato un elemento analítico (x, £) cioè un punto analítico 
x e un piano analítico £ che si appartengono, cosí che si abbia 
S x £ 0. Scegliamo in £ altri due punti analitici x2, x3 in guisa 
tale che £ e (x-, x2< x3) difíeriscano per un fattore positivo ; e per 
x facciamo passare due piani £2, £3 in guisa che altrettanto avvenga 
per x e (£, £2, £3y). Allora x ed [(#, x2, x3), £2, £3] differiranno per un 
fattore positivo. Il primo minore di questa matrice, cioè il comple-
mento algébrico di y nel determinante 

[(#, X 2 l X3)j £2, x ] 

è il prodotto délia matrice (x, x*2, x3) per la matrice 

1 0 0 0 

ty 2̂ T2 

cambiato cli segno, cioè, poichè S £2 a; - - S £3 x — 0, vale 

— x S (x2 x3) (£2 £3) — a; (/S £2 S x3 £3 — S £3 $ #3 £2). 

Poichè deve differire da x per un fattore positivo, 1' espressione 

S { x 2 x 3 ) (£2 £3) S X 2 i 2 S x3 £3 — £ ;r2 £3 £ £2 

sarà negativa. E quindi, poichè il piano p£ 2 - | - 6£ 3 è incidente al 
punto \X2-\-\LX-¿ quando 

0 ^ s ( p £2 + 6 y (X a?2 + ¡1 * 3) = 

= p X {S S, x2 + £ S £2 X t + l s ^ T t + ^ j S £3 x3), 

11e segue che — ô decrescente per -—crcsccntc e viceversa. 
P * 
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II verso di ( i : X crescente sulla punteggiata X .r2 + ¡i x3 che 
coincide col verso per 6 : p decrescente nel fascio p £2 6 £3 (segato 
con i) si diranno il verso positivo nel fascio di vertice x e piano 

Mentre, dato il tetraedro di riferimento, una retta individua 
la sua orientazione proisttiva, non basta daré un fascio per indivi-
dúame il suo verso positivo. Questo intatti si conserva cambiando 
contemporáneamente di segno x e ma si inverte cambiando di se-
gno le solé x o le solé Questo verso iuvertito si puó anche con-
siderará come il verso del fascio x) indicato enunciando prima 
le coordínate del piano analítico i poi quelle del punto analítico a?. 

^ xz x3), (xL x2 #4)] — (£1V2) (#1 ¿2 Vi) 

(12) ( \[xx X2 X3), (X, x2 x4), (xx X3 X4)] ---- XY (¿t?j íT2 X3 X4f 

Xi X2 X3X 4)'. 

E) Alcune i den ti tá di matrici. 

§ 2 - O o l l i n e a z i o n i . 

A) Preliminar i. 

Una collineazione é detínita da formóle del t ipo : 

f x --^anx + al2y-\- al3z -f a14t 

0 ) 

y z= a2ix-j- a22 y a23 z -f- a2it 

x = a31 x -f- a32 y + a33 z -f- a34t 

t -.= a4l x -)- «42 y + a43 z + a441 

a cui corrisponde sui piani l a : 

(1) M. i — aui + «ai C + «« t 
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e analoghe o anche, se Ars e il complemento algébrico di ari nel 
determinante A ----- | ars |, diviso per lo stesso A : 

(1)
 ter

 l=Alli + A12y¡^A13i: + Al4v. 

II determinante A, differente da zero per collincazioni non degeneri, 
si dirá il modulo della collineazione. E idénticamente : 

(2) Six — Six 

La (1) si puó riguardare come pwdotto delle: 

— a~i I . a I«> . TTIO , ÍX I j. 

|/yl jIA i A i A 

e analoghe, ove 
4 

9=1 A. 

La prima si (lira una collineazione moltiplicativa di fattore p e geo-
métricamente equivale alia trasformazione idéntica; la seconda si 
dirá unimodulare perché ha il modulo 1. Questa decomposizione, 
che nel campo complesso e sempre possibile, é in vece nel campo 
reale possibile soltanto se A O. Nel campo reale cioé ogni colli-
neazione a modulo positivo é ancora scomponibile nel prodotto di 
una collineaz. moltiplicativa e di una unimodulare. Invece ogni 
collineazione a modulo negativo é prodotto di una collineaz. a modulo 
positivo e di una particolare collineaz. a modxdo negativo (p. es. della 
x = — x,y ~ y,z ~Z)t =t). Quelle a modulo positivo conservano 
il segno dei determinant (xx 

) e pcrció la legge di orientazio-
ne ddle rette: quelle a modulo negativo (o di seconda specie) inver-
tono tale legge di orientazione. 

Noi, p9r studiare gli invarianti proiettivi, cercheremo dap-
prima gli invarianti per le collineazioni unimodulari, che diremo 
invarianti unimodulari. Dedurremo poi da questi gli invarianti 
proiettivi per Collineazioni a modulo positivo, normando le coor-
dinate degli enti studiati (punti, rette o piani) cioe fissando in 
qualche modo i I fattore di proporzionalita delle loro coordinate 
omogenee. 
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B) Collineazioni nello spazio rigato. 

Una collineaz. moltiplicativa di fattore + p individua eviden-
temente una trasformazione moltiplicativa di fattore p2 sulle 
coordínate di retta ; e viceversa una collineaz. unimodulare sulle 
x equivale ad una collineazione ancora unimodulare sulle coordí-
nate di retta che trasforma in so la forma quadratica 

Sp2 — 2 (lp-\-mq-\-nr) , 

e quindi anche la forma bilineare 

Spp —lp -\-V p m q-\- mq' -\-ri' r nr . 

Viceversa sia data una collineazione unimodulare sulle p che 
trasformi in so stessa tali forme. Essa portera due rette incidenti 
p , p in due rette incidenti p , p f e percio portera un fascio di 
rette in un fascio di rette, una stella di rette in un ' altra stella 
oppure in un piano rigato. lo dico che il secondo caso ó da 
escludere. Infatti in tal caso, o variando con continuitá la trasform. 
considerata, o moltiplicandola per una collineazione unimodulare, 
possiamo supporre che alia nostra trasform. sulle p corrisponda 
nello spazio la reciprocitá 

£ = a x, r¡ = b y, C — c z, x -- d t 

con a, 6, c, d costanti, cosiccho la nostra trasformazione sarebbe 

— p¿ 4 = abp12, tc13 = pi2 = dbpl3\ ; 7ü34 = pl2 = cdp3i 

che e a modulo negativo. 
Una collineazione a modulo negativo o prodotto di una col-

lineazione a modulo positivo per la collineazione, 

x — — x, y — y, lí — — t. 
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Questa individua sulle coordinate di retta una trasf. lineare intera 
omog. a modulo — 1, che cambia di segno la forma Sp2. 

Una reciprocitá e prodotto di una collineazione O per la 
reciprocitá 

i ^ x,r¡ = y , = z, z — t, 

alia qualc sulle p corrisponde la 

Vl2 = ^34, V\z = ?42, ecc., 3̂4 " Vl2 

che e una trasform. di modulo negativo, che trasforma in se la 
forma Sp2. In conclusione : 

Le trasform. sulle p unimodulari che trasformano Sp2 in sé 
sono tutle e solé quelle che corrispondono a collineazioni unimodulari, 
quelle a modulo 1 che cambiarlo di segno Sp2 corrispondono alte 
collineazioni di modulo - - 1 ; quelle a modulo - - 1 che trasformano 
Sp2 in sé, e quelle unimodulari che cambiano Sp2 di segno sono 
kitte e solé quelle che corrispondono ad una correlazione. 

§ 3 - Contatto di curve e superficie. 

A) Contatto di curve. 

Une curve C, C siano definite dando le coordinate non orno-
gen cc Y, z ed JO j ÍJ , , dei loro punti in funzione di due pa-
rametri u. (Si suppone cioé t ~~ 1, t = 1). Se hanno comune 
un punto A, ivi sará x x. Qui e nel seguito si intenderanno 
sempre sottintese le uguaglianze analoghe per y e per z. Se ivi 
si toccano sará: 

(1) x = 5, xn = 

ove 6 e un conveniente fattore. II contatto sará tripunto (di se -
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condo ordiae) se 

d¿y d2 y di¿z d2z 
dx2 d x* ' ' 

ossia se i rapporti 

Vu n &u Vn u ^ u '^u u 
x3

u xh 

non mutano in A, sostituendo alie a?, t/, 2, u le x, y, z, in 
altre parole se esiste un ' altra costante z tale che : 

(2) (e analoghe in y, 2), 

La (1) si puó enunciare dicendo che si puó sulla C sce-
gliere un nuovo parametro u\ tale che in A sia 

= [ Basta che sia 6 = nel punto A \ 
du cu \ du j 

La (2) si puó enunciare dicendo che con conveniente scelta di 
tale parametro nel punto A si ha : 

S^x S '' x c)2¿Z 
-- -7—?— (i - - 1, 2) (Bastera che in A sia anche z --- -r-9-. cu'' du1 % ' x du2 

Risultati analoghi valgono per contatti di ordine superiore* Se fin 
dal principio era u=u, veniva determinata tra i punti delle dúo 
curve una corrispondenza, quando fossero considerati come omolo-
ghi punti individuati dallo stesso valore di u. In tal caso, se nella 
(1) ó 6 — 1, o nella (2) 6 --- 1, z = 0, diremo che il contatto 6 ana-
Utico, o anche che le due curve hanno in A comuni due o tre 
punti infinitamente vicini, omologhi V uno deir altro nella corri-
spondenza citata. 

B) Contatto di superficie. 

Siano S due superficie, i cui punti a?, z ed ¿r, 7/, H 
sono rispettivamente funzioni dei parametri u, t>, e dei parametri 
M, v. Quando mai le superficie hanno un contatto di ordine / in 
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un punto comune A di coordínate a, 6, c ? É necessario e sufi-
ciente che, sviluppando z — c in serie di potenze di x— a, y — by 

oppure % — c in serie di potenze di x — a, y — 6, si abbiano due 
sviluppi aventi a comune tutti i coefficienti fino a quelli dei termi-
ni di grado r inclusi, ossia che, assumendo a nuovi parametri uu vl 

sull' una le x — a, y — e sull' altra le x — a, y — 6, siano 
identici i differenziali di x, y, z e quelli di x, y, H fine a quelli 
di ordine r inclusi. E questa proprietá si conserva per una t ra-
sformazione uY ----- <p (u2, v{ - ty (w2, v2) dei parametri. Noi po-
tremo servircene in guisa da rendere u2 u, v2 -- v; allora w, v 
risulteranno funzioni delle u, v. Quindi: Condizione necessaria ed 
evidentemente anche suficiente affinché le superficie S, S si tocchino 
di ordine r in un punto comune A é che si possano sostituire alie 
u, v tali funzioni delle u, v che nel punto considerato i differenziali 
delle x, y, z e quelli delle x, y, le coincidano fino a quelli di or-
dine r inclusi. Indicando cioe con a, ¡3, 7, ecc. i valori nel punto 
A di convenienti derívate di queste funzioni, dovrá essere: (F). 

(3) x-v 

(a8 — p 7 ± 0) (per r = 1) 

e inoltre, per r = 2 

( xu u ~ Xa- + px- - f -a 2 x- - -f- 2 a p x- - -f- p2 a - -

(4) J + 

( x v v ^ [ > x - -j-co.x"- -j-T2 ^ ^ + 2 Y S - - j - S 2 ^ ^ 

(oltre alie analeghe in y, z) 

II contatto si dirá analítico, se u=ü, v — D, a = S = l , 
P = Y = X ~ [ x = v = p = v = (o==0. Otteniamo un caso partí-
colare di contatto del secondo ordine supponendo che : 

(5) x -- x 

e che 

(b) u a2 ^ , ^ v a 8 , xv v 82 -

siano combinazioni lineari di 
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C) Contatto di superficie in corrispondenza biunivoca. 

Supponiamo ora u — u , vz=v, e quindi i punti di S, S 
in corrispondenza biunivoca. Quando mai avverrà che curve orno-
loghe di S, S, uscenti dal punto comune A h an no un contatto di 
ordine r ? 

Per r — 1 dovrà essere nel punto A idénticamente in d u, 
dv, in virtù délia (1) : 

xu du -f- xvdv—fi (x~du-\-x- dv) ossia per (3) 

a x- 4- P x- izz 6 x- y ri- § 3c - = 6x~ . 

Ora, escludendo senz'altro i punti singolari, le x- non pos-
sono essere proporzionali aile x~ . E perciô sarà : 

Per r = 2, oltre aile (7) dovrà essere inoltre nel punto A idén-
ticamente, comunque siano scelte le funzioni u = u (t). v — v (t) di 
un nuovo parametro t : 

ove 6 ha il valore precedente, e z puo anche dipendere dai valori 
nel punto A delle u\ v\ u", v \ Questa equazione, scritta per 
disteso, diventa : 

( xuu" -\-xvv" xuuu 2-\-2xuv u v -\-xvv v2 = 

(7) bis ] = 62 (xuu" + xvv"-{-xuu û'2-\-2xuvû'v'-\-xvvlS2>)-\-

( + z -\-xvv"). 

(?) 6 =a = 8 ; ¡3 = y = 0 (per r = 1). 

nr rf? v. d.ar, 
(cfr. le (2) ) 

Sostituendovi i valori (4) e identificando i ^ d u e membri si 
trova 62 = 6 e perciô 6 = 1, percho non puo essere 6 = 0, da 
cui seguirebbe xu = xv = 0, nientre noi abbiamo escluso i punti 
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singolari; e inoltre che t é indipendente da u", v" ed é lineare 
in u\ v. Cosicche in fine si trova : (F) 

Alie (8) potremmo giungere direttamente, anche senza invocare 
le (4). Infatti, derivando (7) 5is rispetto iC o v \ si deduce tosío 
che' 5 = 1 e che T e funzione delle solé u\ v ; la (7) bis dimostra 
poi che t é lineare omogenea in u \ v . 

Le (8) bis sono un caso particolare delle (5) e (6). 
X 1J 2 

Se ora ritorniamo a coordínate omogenee, ponendo — , ~ , — 

al posto di x , ?/, z , le (3) e (4) diventano del tipo: 

(8) dx — d x d'¿x = d 2 x - \ - 2 ( l d u - \ - m d v ) d x 

ossia : 

V V ~(J* 'f'v ~^ U) X 'J' 
Xv v = Xv v —(— 2 Tíl Xv v 

X = r X xu = r (a xu + p xv + l x ) 

xv = r (Y xu + § xv + ra 7 ) 

%uu = r(kxü + ^v + a2 + 2 a p x - - + 
+ p2

 x- - + n x), ece.. 

x = r x 

e le (8) bis diventano : 

xu = p X xu = p + a a 
^ u = P « + 2 ^ + V ñ] 

= p ( x u + a x) x, = p(xv + b x) 

(8) r-uv = p[^ut- + + mxu + rA 
r v v = p [ x c v + 2mx0 + r x]. 

'u V 

II contatto e analitico se l = a , ra = 6. Si noti invece che il con-
tatto del prim'ordine subordinato al contatto (8) ter del 2o ordine 
e sempre analitico. 
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Osservazioni varié. 

A) Curve razionali di terzo grado. 

Sia <p(x, y) un polinomio omogeneo di 2° grado in due va-
riabili x, y con discriminante diverso da zero; ty sia un polinomio 
analogo di 3 ° grado. 

Interpretiamo le 

( 1 ) £ - - Xf , Y] ~ yf , C = $ 

come coordínate omogenee di punto in un piano TT. Tale punto al 
variare delle x , y (che noi considereremo come coordínate omo-
genee di panto su una retta r) descrive una cubica G razionale, 
in corrispondenza biunivoca coi punti di tale retta r. 

L'equazione di C é 

(2) C <? (6 , r¡) = <J> (€ , r¡) 

Se ne deduce, che, com' era evidente, il punto £ ~ r¡ — 0 
e doppio per C, che ha ivi per tangenti le due rette definite dalla 

Alie intersezioni di C con una retta X £ -f- t ^ — v C = 0 
del suo piano, cioé alie terne di punti di C allineati corrisponde 
su r una schiera lineare oo2 di terne di pun t i : la schiera defi-
nita da : 

(3) (X x + (i y) <p(x, y) + v , y) = 0 (X, (x, v - cost.) 

Se cp (x, y) = hxy, le 5 = 0, TJ = O sono le tangenti alia O 
nel punto doppio; e, se 

<1> = a m + 3 t t i i 2 *2y + 3a 1 2 2 £ y2 + a 2 2 2 Í/3, 

allora 

16 

> r r - - 'l '*' 

r 
§ 4. -

c r ( a i i 2 S + r¡) — o 
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è la retta congi ungen te i tre flessi della C\ ai quali perianto cor-
risponde su r la terna dei punti definita dalla alxl + a 2 2 2 y3 0. 
Osserviamo che questa terna ô 1' única delle terne (3) la quale sia 
apolare o coniugata alla <p, cioè abbia un Hessiano proporcionale 
alia <p (x , y). Dunqne : Vi sono tre terne (3) di punti tra di loro 
coincidenti (quelle corrispondenti alie tre tangen ti di flesso della 
curva O); i tre punti cosí determina!i (corrispondenti ai flessi di C) 
appaitengono ad una m,ede$ima terna (3) e precisamente a quella 
delle terne (3) che è apolare o coniugata alla <p. In generólese 
<p(x, y) = alx x2 2 a¡ 2 % y + a2 2 y2 con A - - ax 2 a2 2 — a\ 2 ^ 0, 
e se A r s è il complemento algebrizo di ars in A, diviso pe• A, la terna 

i + 12 x2 y -+- 3 ¿>3 2 2 œ í/2 &22 2 y3 0 è apolaie alia <p 
se valgono le equazioni 

2 A f i 6 r i l = Ï A r < 6 r i 2 = 0. 
r, s 

Se la íj) è essa stessa apolare alla se cioè S A r s arsi = 0 
r, s 

per i = 1, 2, allora la retta dei flessi è senz'altro la retta Ç — 0. 
Se invec-e cosí non è, la retta dei flessi ô X ê - | - ¡ l ï j - t - v Ç — 0 , 
ove i rapporti X: (x: v sono determinati dalla condizione che il 
primo niembro di (3) sia apolare alla <p. 

B) Varieta di terzo grado. 

Sia <p una forma di 2 o grado di n variabili x^, x2j ..., xn 

(p — lars xr xs 

col determinante A = | a r s | 4=0, e sia ty una forma di 3o grado 
nelle medesime variabili. Sia r lo spazio ad n — 1 dimensioni, 
in cui le x sono coordinate omogenee e sia TT uno spazio ad n 
dimensioni in cui siano coordinate omogenee , £ 2 , . . . , S n , C. 
Poniamo : 

k = X1 <P 1 X2? > • • • > Sn = n̂ ? , C " <|>. 
Allora, al variare delle. il punto C descriverá una va-

rieta Vn_! ad n — 1 dimensioni di terzo grado avente per equa-
zione: 

(4) «»)• 

FÜDINI e ČKCH, Lexioni di Geometría ¡JYOicttivo-diffeve)ixiale. 2 
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Essa ě razionale, e in corrispondenza biunivoca coi punti di r. II 
punto i x = č2 = • • • — ^n = 0 e un punto doppio ; la 

q = o 

6 l 'equazione del cono tangente in questo punto. Alie sezioni iper-
piane di questa varieta corrisponde su r un sistema lineare di va-
rieta, e precisamente il sistema l ineare : 

(5) E Xť a ? , + IL <!>(&!, xn) 0 
i 
(Xť, ¡j, = cost.) 

Tra di esse chiameremo principále quella, unívocamente determi-
nata, che ě coniugata od apelare alia tp ; e ricordo che una forma 
cubica OCY, X^ SI dice apolare alia <p, se valgono le n con-
dizioni 

(6) S A r s 6 r s t — 0 (per 1 , 2 , . , , n). 
r , « 

ove con A r s indichiamo, al solito, il complemento algébrico di arx 

in A, diviso per A. Se ty - E t*r s É xr xs xt, allora, poiche 

(7) ^ I ^ X ^ y S ^ a ^ + M r l + M r s ) ^ ^ ^ , 

la (4) e apolare alia <p, se: 

0 = ^ S A r , a r s t + - i - X A r , (X,. as t X, ar t + ^ «,s) 
r , s O i' , s 

ossia, s e : 

n 4 - 2 
(8) 0 (i S Ars ars t -j ^—• X,, 

r , s O 

le quali equazioni determinano i rapporti Xj : X2 : . . . . Xn: JJL. 

C) La retta principále del Togliatti. 

Si deve al Togliatti la seguente generalizzazione a curve piü 
generali della retta dei flessi di ana . cubica. Supponiamo di nuovo 
n — 2 , x¡ = x, x2 ~ y, Za y un polinomio omogeneo di grado m 
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nelle , la un polinomio omogeneo di grado m + 1. H punto 

$ = x<p, r¡ = yy , C = ^ 

(ove, come sopra, Y¡, Ç sono coordinate omogenee in un piano 
7r) genera, al variare di x : y una curva razionale di grado ra + 1 
di equazione 

che ha nel punto £ = Y¡ — 0 un punto M L I P L ° , in cui lia m tangenti 
definite dall' equazione 

E, se y (£, r¡) = p1 p2 . .. . piYl, ove p¿ o un polinomio omo-
geneo di primo grado nelle allora tali tangenti sono le rette 
p¿ = 0. Supponiamo che sia possibile determinare ra costanti X¿ in 
guisa che 

-lv V } m + 1 
— M A¿ P¿ 

i 

sia (livisibile per <p, ossia sia uguale al prodotto <p P , ove P è 
un polinomio omogeneo JJ,X £ -f JJ.2 V¡ di primo grado nelle £ , Y¡. 
La retta Ç ='¡¿1 £ + ¡Jt2 y¡ si dirá la retta principale (di Togliatti) 
della curva. Se p. es. ¥ — ^ x V e 

<J> — alít x* + 3a112 x2 y + 3 a 1 2 2 xy2 + 2 2 2 y3, 

allora 

V\ — £ -, P2 = RI 1 Ĵ al 1 1 1 " a222 1 

p 3 a-^^ 2 x 3 a12 2 y 
~ Te " 

E la retta principale si riduce alia precedente retta dei flessi. 

D) Una ulteriore generalizzazione. 

Possiamo col Fubini ulteriormente estendere la definizione del 
Togliatti; supponiamo che delle ra tangenti p¿ -= 0 due abbiano 
un ufficio ben distinto dalle altre ; e senz' altro scegliamole come 
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assi 4 = 0 , T¡ = 0. La nostra curva avrá per equazione 

ove / e di grado ra — 2 nelle £ , r¡. Supponiamo le costanti Xj , X2 

tali che <J> — Xx £ — X2 t ¡m + l sia divisibile per £ r¡, ossia sia 
uguale ai prodotto 5 t¡ Q , ove Q e un polinomio omogeneo di grado 
ra — 1 nelle £ , Y¡. Allora la curva x C — Q (5 ,**]) = 0 si dirá la 
curva principale definita dalla curva data e dalle due tangenti con-
sidérate; e anche per questa potremo, come sopra, deflnire una 
retía principóle. 

Oss. La deñniz. data in C) si puó esporre cosi : La curva 
<J> — — 0 e le curve (degeneri) pt

m+l = 0 definiscono un si-
stema lineare di cc,n curve, in cui generalmente vi é una sola 
curva che si scompone nelle ra tangenti complessivamente (li equa-
zione <p = 0, e in una retta residua C = P , che si dirá la retta 
principale. 

La definiz. data in D) si puó enunciare cosi: Nel sistema 
lineare di oo2 curve determinato dalla curva data e dalle £M+1 = 0, 
7j"l-H = 0 esiste generalmente una sola curva che si spezza in que-
ste tangenti £ t¡ = 0, e in una curva ulteriore x C = Q, la curva 
principale. 

XJlteriori e non difficili generalizzazioni ci sono inutili. 

E) La divisione covariante. 

Se tp = %ar9 xrx8 é una forma quadratica binaria con di-
scriminante A i O? © é una forma nelle stesse variabili x2, x2 

di grado ra> 1, noi potremo in un solo modo decomporre <p in 
una somma fo + f x> o v e & apolare alia <p (*) e x é di grado 

m 
(*) Una forma F = 2 b ž x i% , ... i m x¿l xi% . . . . x i m di m esimo grado 

nelle x i dicesi apolare álla cp se per ogni sistema di valori per lo ia, i4,..., im 

vale la : 

Questa proprieta h intrínseca, cioo b invariante rispetto a una trasform. 
lineare omogenea eseguita sulle x. 
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m — 2. Se m — 2 > 1, potretno di nuovo operare nello stesso 
modo nella / decomponendola nella somma di una forma ^ apo-
laro alla <p e di un prodotto 0 <p, ove 6 c di grado m — 4. E cosï 
via. Se p. es. (p = 2 a 1 2 e <J> = ït brst h xr xs xt xh, si ha : 

? = (hniXl + 62222 V ) + (461112 ** + 661122 + 4&2221?/2), 

di cui il primo termine c apolare alla il seconde divisibile per <p. 
Applicando di nuovo lo stesso procedimento si trova 

* = ( & i n . * ï + & a i 3 î A) + ? ( * h ± î î * ± ï J É . ) +  

+ " 2 ^ 7 6 1 1 2 2) 

Questa decomposizione si puo generalizzare anche a forme qua-
dratiche in più di 2 variabili x. 
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