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Carrroro I1.

[ FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIL

§ 9. — Formole di caleolo assoluto.
A) Diflferenziali controvarianti.
Sia
(1) G¢=2XYa,du.du, (rys=1,2,..., n)

una forma quadratica differenziale col diseriminante A4 403 sia
4, il complemento algebrico di «,, in 4 diviso per 4. Poniamo:

k| 1 (3@,, _day, 6(L,-,,>

. 2\ ou, ou; ou,

ik . [ik
() (’11) - LAL‘[Z‘P}.

Risolvendo le (3) si trova:

(i ‘ "
(h) E_LILJ = %a,r(lrl )

o ih (iR
Conserveremo il simbolo { } anziche ( \ soltanto per I'elemento
s o
lineare di Gauss della geometria metrica.

Fomst e Ceeu, Lexioni di Geometria proiellivo-differenziale.
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Si dimostra che :

() dlogf4 _ g (” )

ou,; »\ T

Le (2) e (3) sono i cosidetti simboli di Christoffel di prima ¢
di seconda specie. Porremo :

Nu, = du; =du,; u, = d?u;, + X (r;s) du, du,
r,s
(6)
By, = d(d%u,) + X (ris) du,d%u, , ecc.
r,s
Tali espressioni saranno chiamate (F) differenziali controvarianti. Se
noi alle variabili w, sostituiamo % loro funzioni indipendenti ' ,
la forma G si muta in

ou;, Ou,
7 Ya' du du', ove o .= 2Xa,, —— A
( ) rs r s s b ij Bu', au/s

Corrispondentemente si mutano i simboli di Christoffel. Ma, come &

(8) du, = %L ',

cosl si pud dimostrare che formole affatto simili valgono per i
differenziali controvarianti, che cioé:

L 0y,

¢ Su, =
®) Fu - ou',

o°uw’, anche per s=2,3,....

Se n = 2, porremo sovente u; = u, u, = V.

B) Alcune definizioni. Le geodetiche.

Diremo che un’espressione ¢ ¢nfrinseca, se il suo valore non
muta con un cambiamento di variabili % in loro funzioni %’ ; la
diremo impropriamente tntrinseca se essa resta immutata per cam-
biamenti di variabili a Iacobiano positivo, ma cambia di segno per
trasformazioni a Jacobiano negativo.
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Cost p. es. dalle (7), (8), (9) si deduce:

2

diu, uy . ... u,)
10 A'—,-.A[, L2 e
(10) Ld' ywy ..o u'y,) |
e, sen=2:

d(u'y u'y)

11) @du'y &u', — du'y 3 u'y) =
(11) (dv'y 2 2 1) Ay )

(duy °uy — duy 5 uy).

Quindi, per n = 2, le espressions

(12) VTAT (duy 320y — duy 32uy)
(¢
(13) VTAT (duy 33 uy — duy 33uy)

di cui, si noti, la seconda é, com’¢ facile verificare con le (5) e
(0), o differenziale della jrima, sono eatrambe impropriamente in-
Irinseche.

La prima di esse divisa per V'_(_‘r—sdd la curvatura geodetica di
una linea tracciala su una superficie, su cus G é 1 elemento lineare.
Le geodetiche si possono definire dicendo che essa é nulla.

Si noti 1’ identita, che ben presto generalizzeremo :

(11) dG = 2 Ya,, du, u,.

Se dunque scegliamo lungo le geodetiche il parametro ¢ de-
du, %u
—-= —-2=0 e quindi

Tdrdt 1 ’

essendo nulla anche (12), esse soddisferanno alle

finito dalla dt == J/ G, lungo esse sara Ya

02 u,

(15) = 0 (t=1,2),

com’ & ben noto. In questa trattazione si & escluso che lungo le
geodetiche considerate sia ' == 0, cio¢ abbiamo escluse le geode-
tiche di lunghezza nulla.

Le (1) per ¢ ==1,2,..., n definiscono anche per n>2
le geodetiche, quando ' sia assunto ad elemento lineare.
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() Derivate covarianti.

NB. 11 lettore pud leggere il resto di questo § man mano che esso $ara

d

invocato nelle pagine segucnti; sarebbe troppo pesante leggerlo in una sola
volta, almeno per chi non conosce gid il calcolo assoluto.

Sia, per fissare la idee
(16) By = X b, du, du, du, (b5 = bps = by, = ecc.)

una forma cubica di carattere inlrinseco, ciot¢ indipendente dalla
scelta dei parametri indipendenti u,. Differenziando, e sostituendo
alle d?u i-loro valori dedotti da (6), si trova:

a1 dB; = 3 X b, 0%u, du, du, + 3B,
ove si ¢ posto
(18) 3By = X by, du, du, du, du, ,
db,., 71 Y ti
19 b, = —2t _ % — gt = 5y -
19 b= G 3 (7 P 3 (3 P =3 (! o

La (18) si dira la forma 6B prima covariante della B, il si-
stema (19), gencralmente non simmetrico, si dira il sistema primo
derivato covariante del sistema delle b,,,. Com’ ¢ evidente anche il
primo termine del secondo membro di (17) é intrinseco, come By
e dBy; altrettanto avverra percio del secondo termine 0Bj.

Altrettanto si pud dire per forme B, intrinseche di grado

qualunque 7 ; in particolare

k per 7 == 1, Se Bl = x h" dur, sara
B, = Xb, 5%u, + 0 = Xb,; du, du,
(20) < P b, 8%, + 9By, 831- h, e, du,
6b‘r‘ [T
by = —~—X /)q
( ou; ¢« \ ¢
per r = 2, se By, = Xb, du,du, (b.,=b,), sard:
@1) AdBy = 2Xb, du, 32u, -+ 8B, , 3B, = Xb,, du, du, du,
é?b ri ('5. /'
l_, _ " V¥ _ ‘\-‘l l .
D st &, 3: ( ¢ )b,“. A ))q
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In particolare, se B, = ¢ = Ya, du, du,, ¢:

L[t (st da,.s
Uy == 'Tfl — X < q )C‘ds —X ( q >(”qr = - -

du, 1 q

¢iod, come avevamo gia trovato in (B)
(11 dG = 2Xu,, du, 5%u,

Cosicehe: L sistema derivato covariante del sistema  fondamentiale
delle a, € nullo,

Infine, se © ¢ una forma intrinseca di grado » == 0, ciot se
& ¢ una funzione intrinseca, ¢:

de == Yx;du;, d*x = Yz, %, + Ya,du,du,,

dBr = Yu,; Bu, + 3Xux, du, 0%u, + S, du, du,du, ,

dx d0%x L (rs
Ty = a 7 ey = "é’ - L 'r’q;
u; U, 0, a \ q

DRT
(23) 0Ty (r l) (S t)
'Tr,\'t =Ty A s T L
aut q q q q

sono le cosidelle derivate covarianli prime c¢ seconde della x. St noli
che, se ai 3% sostituiomo i du, e alle derivate covarianti le deri-
vate ordinarie, queste formole si riducono ulle formole abituali ; con
cur del resto esse coincidono, se le a,, sono costanis.

') Una generalizzazione.
Se du,, d'w;, d"u;, ecc. sono altrettanti sistemi di differenziali
primi, e se p. es. la forma trilineare
By = Yb,, du, du,d"u,,
ove non ¢ pilt necessario supporre che b, sia simmetrico, ha ca-

rattere intrinseco, potremmo ripetere per essa un ragionamento ana-
logo e chiamare primo sistema derivato covariante del sistema b,,,
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§9, E

quello definito da (19). Si trova di nygvy che

\l ’ ’
X brst/j dur d Us d ’u‘ d'’'u

i

ha carattere intrinseco.
Noi porremo

(24) bt = l};"hArt Y 0 P
Sara :

(25) by == X Ar; O @y hith,

Notazioni analoghe saranno usate per sistemi binari, quater-
nari, ecc. {a 2, a 4 indici ecc.) In particolare

S

(26) ot =S A, A 0=, 4, =4,

2)
=1, ¢,=0 per j+ ).

I sistemi come b, sono i sistemi covariants del Ricci, i sistemi
b i sistemi controvarianti. Se 5™ & controvariante, ed x, ¥’ 2"

sono tre funzioni intrinseche anche

rst o
bt o, 2",

¢ intrinseco. Pitt avanti definiremo anche i sistemi misti.

E) I simboli a quattro indici e alcuni parametri differenziali.

Essendo per (26) 4,, un sistema controvariante, se ne deduce
che i ben noti parametri differenziali

(27) AMx=SA,x.2,, Nr=LYA,2,

hanno significato intrinseco, se « & una funzione intrinseca.
Da (23) si deduce derivando :

(28) Tpyy — Ty = S (8t, pr) dpg @y
P.q
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ove (sf, pr) & il noto simbolo di Riemann definito dalla :

o N 1 agaa-h 02 ay, d2a,, aza‘hk
(30) (rk, ih) = ?( Guiow. T Gu ou,  duou,  owou, ) T

ik ri|[hk
=D
Il sistema delle (7k, ¢h) ¢ un sistema covariante; s¢ n = 2,
quelli dei simboli di Riemann che non sono nulliy a meno del
segno, coincidono con (12, 12).
(12, 12)

Lo frazione A st chiama, se n = 2, la curvatura dv (i

+ x‘ Alu(lrk
mA

tL,m

I') Relazioni di apolarita.

Una forma intrinseca

x brsth.... du’r du‘s dut duh .....
si dice apolare o coniugata alle G, se per ogni sistema di valori
delle t, A, .... vale la:

(31) X‘ Ar.: brslh..... == 0'

r,s
Questa relazione ¢ intrinseca. Cost B = ¥ b,, du, du, é apolure alle
G, se

(32) YA,.b, =0 ossia, per n = 2, 8€ @y byy + Gy b1y — 2015 b1 = 0

ossia, posto

Uy = U, Uy =V,

se le radici dv : du delle G =0 ¢ della B =0 si separano armo-
nicamente. Possiamo conservare questo enunciato anche nel caso
finora escluso 4 == 0; cosi la relazione di apolarita per due forme
quadratiche G', B diventa simmetrica.

Sempre supposto che anche B abbia significato intrinseco, ed
I g )
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AF0, lu formau

(33) ¢ = .. Loof Pl A Digduy by diey A= by oy i = Se, i, du,
PlA] | ey duy +apduy,  apduy + ayduy |

impropriamente intrinseca é una forma apolare ad entrambe ; se le
forme dale non sono proporzionali, se cioé (33) non € identicamente
nullo, le forme quadratiche apolari olle G, B sono tutte e sole le
forme proporzionali a (33).

Se vale la (32), allora la forma B ¢ apolare sia a @ che a (.
Ora €, essendo apolare alla (f che ha il determinante 4 4 0, non
puo essere proporzionale a (7 percid, per il precedente teorema,
esistera un- fattore ) tale che:

B0 B X cyy du A ¢y dv Cyp du 4 oo dv
B R
' Vid Ay du -+ dyy dv thgy -1 g9 dv

Ricordando la (32) si trova che:

(35) A= —sgnA=+1

§ 10. — Riassunto di alcuni teoremi metrici.
A) Triedri diretti e inversi.

Dato un sistema di assi cartesiani p. es. ortogonali x, y, 2
chiameremo positiva la faccia del piano zy volta verso il raggio
positivo delle z. Siano date altre 3 rette orientate non complanari
a, b, ¢ uscenti da un punto O; la faccia del piano a b, volta verso
la direzione positiva di ¢, si dird la faccia positiva di tale piano
nel considerato triedro. Se con un movimento portiamo a coinci-
dere le faccie positive dei piani zy ed ab, allora pud avvenire
che coincidano i versi delle rotazioni che attraverso 1’ angolo con-
cavo portano il raggio (ciod la direzione positiva) o nel raggio b,
oppure il raggio x nel raggio y. In questo caso diremo che il

triedro abc & diretto, o che segue la legge di orientaziope determi-

.
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nata dal sistema coordinato wyz, nel caso opposto diremo che
abe ¢ un triedro inverso, o che non segue la legge di orientazione.
Il determinante det coseni direttori di a, b, ¢ ¢é positivo nel primo
cuso, negativo nel secondo. Le simmelrie portano triedri diretti in
inversi e viceversw ; altrettanto avviene per i movimenti di 22 spevic.

B) Le forme fondamentali di Gauss di una superficie.

Una superficie S sia definita dando le coordinate «, #, z dei
swoi punti in funzione di duc parametri w = wuy, v == u,. Lic a,
Y., 7, sono proporzionali ai coseni direttori della tangente ad una
linea » = cost. di S, e il fattore di proporzionalitad & positivo, se
nei scegliamo quel verso della tangente che ¢ diretto nel verso
delle » crescenti. Proposizione analoga vale per le x, , ¥, , 2, . Come
verso della normale scegliamo quellu tale che il verso delle w cre-
scenti su una v == cost., il verso delle » crescenti su una » = cost.,
e il verso della normale formino un triedro diretto; i coseni di-
rettori X, Y, Z di questa direzione normale renderanno positivo
il determinante (x,, x,., X). Con questc convenzioni ¢ fissata lu
fuccia positiva del piano tangenle alle S in un suo punlo A ¢ anche
della stessa superficie S, almeno in un iutorno di .

Un cambiamento i variabili ccordinate u; cambia, o non cum-
bia lale faccia posilica, secondo che il suo Iacobiano ¢ positivo o
negativo.

La forme fondamentali di Gauss sono :

(1) ds? = Bdw? 4 2Fdudr - Gdv? == Sde?
(2)  Ddu? 4 2D'dudy + D"de* = SXd2y == — SdXdx ==

L prima ¢ intrinseca e invariante (per movimenti).

La seconda ¢ impropriamente intrinseca, invariante per soli
movimenti di prima specie, perché cambia di segno per movimenti
di seconda specie (oltre che per una trasformaz. dei parvametri »; a
Jacobiano negativo).
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In altre parole la seconda forma ¢ completamente determinata
soltanto se ¢ data I’ orientazione di S, cio¢ se ¢ data la sua faccia
positiva.

La prima forma & I'elemento lineare della S.

Date le forme (1), (2), la determinazione della superficie &

ridotta all’ integrazione del sistema

3) 2y =DX, @, =DX, zy=DX,
« _ Fr—ep FD — ED'
T Tpe— T Tpg—ge o

4
) FD"— @D FD'— ED"

Xo=—pa—g % EG—F "

ove le z,, indicano derivate covarianti rispetto all’elemento lineare,
assunto a forma @ fondamentale. Per questo elemento lineare i

. - . . . o rs\ ..
simboli di Christoffel di seconda specie, anziché con ( . ), si in-

dicheranno con 37’;5, come abbiamo gid detto (§ 9 4).

Le condizioni di integrabilita delle (3), (4) danno le equazloni
di Codazzi, e I’ equazione di Gauss

] DD — D
®) —Za— = K

ove K ¢ la curvatura dell’elemento lineare. Esse sono le condi-
zioni necessarie e sufficienti, affinché (1) e (2] individuino una
superficie [oltre alla EG — F* > (0, almeno uel campo reale; que-
sta ultima & ’unica condizione a cui deve soddistare la (1)].

Le linece per cui ¢ nulla la (1) sono le linee di lunghezza
nulla (immaginarie coniugate nel campo reale); quelle che annul-
lano (2) sono le asintotiche. Da ogni punto O della superficie escono
due asintotiche, coincidenti se DD"-— D2 = 0, ossia se la curva-
tura K = 0. L’ essere identicamente soddisfatta questa condizione
caratterizza le sviluppabiti (e loro casi limiti).

Se D' =0, le linee u, v sono coniugate e dividono armonica-

2

. . 0 D . .
menle le asintotiche; se - .- log —— ¢ in pit nullo, cio¢ se si
! ouos D P !
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possono mutare i parametri delle  , » in guisa che D+ D" =0,
il sistema delle «, v dicesi tsotermo - contugato.

I piani tangenti in due punti consecutivi di una direzione di
S si incontrano nella direzione coniugata; il piano osculatore alle
asintotiche uscenti da un punto di S coincide col piano tangente
ad § in questo punto.

C) Raggi e linee di curvatura.

Le rette normali generano una congruenza, le cui sviluppabili
corrispondono a un sistema ortogonale coniugato: il sistema dellc
linee di curvatura, I fuochi di una normale diconsi centri di cur-
vatura, le loro distanze r,, r, dai piedi della normale raggi di

curvatura. Il prodotto —
I Iy

cotncide con la curvalura K dell’elemento lineare. Soltanto sul piano

e sulla sfera le linee di curvatura sono indeterminate.

(curvatura totale della superficie)

D) Elemento lineare dell’immagine sferica.

Si considera sovente anche la terza torma

SdX? = edw® + 2fdudv + gdv*

completamente determinata dalle prime due; i relativi simboli di

S et k) L,
seconda specie di Christoffel si indicanc con ;leg. Vale la:
_ =P 1
v is e = = —

() uis l/EG-— 7 \ "

L) Superficie applicabili.

Se due superficie S, §" hanno uguale elemento lineare, diconsi
applicabili. Cio significa che la corrispondenza biunivoea tra i punti
delle due superficie che hanno uguali coordinate w,v conserva
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lunghezze e angoli. Cio¢, sc O ¢ un punto di S ed 4, B sono
punti di § infinitamente vicini del primo ordine (con coordinate,
la cui differenza da quelle di O dipende dai differenziali primi duw,
dv), e se O, A", I3 sono i punti omologhi di ', allora 04 = 04/,
OB = O'B', I'angolo A(0)B = A'(0')B’. In altre parole esiste un
movimento M, che porta O in O e i punti infinitamente vicini ad
O del primo ordine nei punti omologhi infinitamente vicini ad O,
cioé porta S in una superficie S, che con S ha comuni il punto
O e i punti ad esso infinitamente vicini del primo ordine, ossia
porta §' in una superficie S che con O ha un contatto analitico
del primo ordine. Poiché O e i punti infinitamente vicini conside-
rati si possono considerare complanari, ¢ inutile distinguere i mo-
vimenti di-prima o di scconda specie. Il movimento M varierd con
la coppia di punti omologhi O, O' considerati, perche, se cosi non
fosse, uno stesso movimento M porterebbe S in S; queste due su-
perficie sarebbero uguali; pertantc avrebbero comune non solo lele-
mento lineare, ma anche la seconda forma fondamentale (al pit a
meno del segno, se A & di seconda specie).

Se invece del contatto analitico imponessimo ad M di portarc
& in una S tale che curve omologhe di S, S abbiano un contatto
geometrico, basterebbe che su §,.S angoli omoleghi fossero uguali,
ossia che §, " avessero elementi lineari proporzionali, o, come si
suol dire, che S, S fossero conformemente applicabili. ITn tal caso
per ogni coppia di punti omologhi O, O esiste una similitudine M
che porta S in una superficie S che con S ha in O un contatto
analitico; e le S, S si possono anche considerare come applicabili
nel gruppo delle stimilitudini. Se poi questa similitudine M non va-
riasse con la coppia di punti O, O omologhi considerata, allora
le superficic sarebbero simili ; le loro seconde forme avrebbero un
rapporto costante, il cui quadrato ¢ uguale al rapporto dei loro
clementi lineari.
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§ 11. — Prime considerazioni di geom. proiettiva.

4) Le direzioni asintotiche.

Definiremo una supetficie S, dando le coordinate omogenee
x,y,z,t dei swoi punti in funzione di due parametri w =: u; e
v == 7,. Se per un momento con 2, ¥, z, t' indichiamo coordinate
correnti, I’equazione del piano tangente in un punto = di S ¢

(x xu, Ly x’) = 0‘

Poich¢ un punto di § infinitamente vicino al punto « ha le
coordinate

x':x—{—dz—l——i—dzx—k....

csso apparterrd al piano tangente se ¢ nulla 1 espressione

(1) (x e, x, d*x) = (v, x,, x,, v, du? 4 22, dudo + x,, dv°)

0%x .
<0v0 Lo = e ece. ), che noi indicheremo con

(2) byy du? 4 2by, du dv + by, di?
(3) by =(rx, 2, 2,); by =@ T, Ty ¥,,); byy = (T 2, Ty ¥ya).

Questa espressione, che evidentemente cambia soltanto per un
fattore per una collineazione o per una trasformazione di parametri
u, v, definisce dunque, uguaglata a zero, le direziont in cut il piano
tangente taglia la superficie, cioé le asintotiche. K del resto, se ¢ =1
ed x, ¥, z sono coordinate cartesiane ortogonali, essa coincide con
VEG — F? (Ddu? + 2D'dudv 4~ D"dv?). Noi escluderemo sempre le su-
perficie sviluppabili, cioé le superficie elementarissime per cus
by boy — b, = 0 e trascureremo pure come eccezionali ¢ punti
in cui fosse byy byy — b2y = 0. Ammetteremo cioé sempre distinte
le direzioni asintotiche wscenti da un punto dellu superficic.
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B) Le direzioni di Darboux.

Diconsi quadriche osculatrici in un punto O di S quelle che
incontrano la superficie § in una linea che ha un punto triplo nel
punto O (cosi come piano tangente in O & quello che incontra S
in una linea che ha in O un punto doppiv). Supponiamo ¢ = 1, che
z = 0 sia il piano tangente in O; varra allora uno sviluppo

4) z=0@,y) + 9, y)+....

ove ¢ & un polinomio omogeneo di secondo grado in z,y, ¢ ¢
omog. di terzo grado in x.y e dove sono trascurati i termini di
grado superiore al terzo. Le quadriche osculatrici saranno le qua-
driche di equazione :

(B) ve—9) + 20 +py+n) =0 (A, p,v,n = cost)
che incontrano la superficie in una linea determinata da (4) e da:
(6) v+ 90z + py) + ... =0

ove, come sopra, sono trascurati i termini di grado superiore al
terzo.

Le 3 tangenti alla linea d’intersezione hanno nel piano tan-
gente r = 0 1’ equazione

() v + p(he + py) = 0,

Questo sistema lineare di terne di rette uscenti da O ha dunque
una equazione identica alla (3) del § 4, A. In virtt dei risultati
allora ottenuti abbiamo :

Tra le terne (1) ve ne sono soltanto tre formate da tre direziont
coincidents ; le tre direzioni cost determinate appartengono a loro
volta ad una delle terne (7): a quelle wnica terna che é apolare a ¢.
Esse si dicono le direziont di Darboux.

Le quadriche osculatrici a cui corrisponde come terna (7) la
terna delle direzioni di Darboux diconsi quadriche di Darboux.
Se (5) & una di esse, le altre se ne deducono facendo variare =.
Percio
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Le quadriche di Darboux formano un fascio, cur appartiene lo
quadrica 7* = 0 formata dal piano tangente contato due wvolte (fascio
di Darboux).

Al sistema lineare (7) si perviene anche in altro modo. Tenuti
fissi gli assi delle , y e i punti unitd di questi assi facciamo va-
riare 1’asse delle z; poniamo cio¢:

' ’ 12 '
z=ht, z=2o +mz, y=19y + pz.
La (4) si muta in:

ke = @@ +mz', y + p2) + (&, ¥)+ .. ..

ove, come sopra, non si sono scritti i termini di grado superiore
al terzo in ', y'. K questa equazione equivale appunto alla:

®) 2= 9@, y) + W, y) + '+ uy)(P(x,y)} + .y
1 . . .
ove h = -0 e dove A, | sono parametri, che, al variare di I, m

possono assumere valori arbitrarii. Come si vede, i termini di terzo
grado descrivono precisamente il sistema lineare (7). Potremo dun-
que scegliere 1'asse delle z in guisa che essi formino un polinomio
apolare alla 7 ; e, se ad assi delle z, y abbiamo assunto le dire-
zioni asintotiche, lo sviluppo assumera la forma canonica :

(9) z:lcxy—l—%,—(_Aﬁ—l—Dya)—f—....

Se 1’ asse delle z fosse stato scelto a caso, e quindi lo sviluppo
fosse pilt generalmente

2= oy + - (s + 3Bty + 300y + D) + ..,

le direzioni di Darboux sarebbero sempre quelle definite dalla :
Ax® 4+ Dy® = 0.

Le direziont convugate di queste, per cui quindi 423 — Dy3 = 0,
diconsi le direzioni di Segre.
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§ 12. — Le forme differenziali fondamentali.

A) Primo metodo.

N. B. Il lettore puo accontentarsi di studiare il secondo metodo dato
in (B); chi vuole conoscere altri metodi veda le Mem. di Fubini, ove tali
forme furono date per la prima volta.

Poniamo (efr. le (1), (2) del § 11 4):

(1) Fy, = Nz z, z, d?x) = \Eb,, du, du, ,

¢

) &, = Az z, v, d32) — —2— dF, ,

ove A ¢ una funzione delle u, v. Queste forme, una gquadratica,
Ialtra cubica, dipendono dai soli differenziali prim: delle u, v.
Data la superficie S, queste forme variano :

o) quando si esegua sulle x una collineazione a coefficienti
costanti,

B) quando si moltiplichino le z, y, z, ¢ per uno stesso fat-
tore p(u , v),

1) quando si muti la tunzione X,

9) quando si mutino i parametri », v.

Un facile calcolo prova che in tutti questi casi, e percid anche

quando su S si esegue una collineazione qualsiasi, tali forme su-
biscono una. trasformazione del tipo :

(3) F2 = &F, , b, = 6b; + (hdu + kdv)F,

Queste formole hanno una notevole interpretazione geometrica. Po-
sto infatti t =1, e =wu, y =v, A = —1:

¥, = d*% — 2 BPx — 2,2y = 2, da* 4 2z, dxdy + z,4y°

1

2
Py == (%2 — 2, d%¢ — 2, Py) — %’U” 2 =

1 . ,
=— 5 (z,..d2% + 3z, da*dy + 3z, dxdy® + z,,,/%)

<
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Se nell’intorno del punto O(x = y = z = 0) della nostra su-
perficie 0 :

ove p ¢ omogeneo di secondo grado, ¢ di terzo, allora nell’intorno
del punto considerato si ha:

1)) F2:%¢((lx,dy)+ vy Py = —3¢(dx,dy) + ....
cioé per i risultati del § 3:

La Fy, = 0 determina le direzion: asintotiche, la &3 = 0 una
delle terne di direzioni in cut la superficie é incontrata da wuna qua-
drica osculatrice ; la indeterminazione per ®; & proprio la stessa
che avevamo trovato per queste terne di direzioni.

Sorge cosi 'idea se non sia possibile rendere ®; apolare ad
B, cost che la ®3 = 0 definisca proprio le direzioni di Darbour.
Il risultato fondamentale, che ora proveremo, ¢ che cio si ottiene
semplicemente ponendo :

A= - 1
V ': bll b22 - b212|‘

che cioé la forma

. ] R
(5) Fy =+ (X Xy Xy d3%) — -;— dF,

J byy by — by |
¢ apolare alla
1 .

(6) F, = (X Xy Xy d2x).

J Ibyybyy — b2, |

Avremo cosi conseguito insieme il risultato fondamentale di scri-
vere U equazione ¥y = O delle linee di Darboux in coordinate curvi-
linee u, v qualsiasi, e in qualunque sistema di coordinate omogenee

X,y,z,t
Infatti, posto B = by by, —b%,, Fy= 4—}— X by du, dug duy
ViB.

Fupint e Cech, Lexiont di Geometria proicttivo-differenxiale. 5
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con by simmetrico in r, s, ¢, si ha:

b]n = (& Ty Xy Ty ) — CH __3_7;_— -+ = b

bll?. = b121 = b211 = (x Ly Xy xmw) - 5

1(, B, B,
Ty ("nT + 2 —B_)

e analoghe per by, , Dgg;. Quindi:

0b11
ou

bag bi1y + b1y bagr — 2b19 byg1 = by, {(x Ty Ty Tu) —

ab
+by [(x Loy Ty xuvv) — —aiz—}

1 b 1 b
—_— 2[)12 {(x XLy, Ly xmw) - —5— 6112 - 2 811)1 } -

= — (x 2, % Top) (T Ty Loy Tas) — (:l‘ Ly Ly xuu) (x Xy Loy Tup) +

—+ (x Xy Ty quq;) (3« Ly Loy xuu)

che & identicamente nullo, come si vede p. es. poriando con una
collineazione i punti x, x,, », , z,, nei vertici del tetraedro di ri-
ferimento (*). In modo simile si prova che anche:

(*) Cio si puo anche provare in modo diretto, osservando che, aggiun-
gendo alla matrice (z Zu Zuu Tuv Tvv) una riga uguale alla prima, si ottiene
un determinante nullo. Percio :

T(Xu Tun Tuv Tov) — Tu (T Zun Tuv Tov) 4 Tuu (€ Tu Tun Zvv) — Tuy (T Tu Tuu Tov) +
~+ Zoo(Z Tu LTuu Tup) = 0.

Analoghe identit si ottengono sostituendo alla z la y, oppure la z, oppure
la t. Moltiplicandole rispettivamente per i complementi algebrici di X, Y, Z, T
in (z zu 2v» X) e sommando si ottiene 1’ identita del testo.
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b1y bagp + bap by1p — 26150150 = 0

quindi Fg & apolare ad F,. Dalla stessa definizione (5) e (6) segue:

Le forme ¥y, ¥y sono impropriamente intrinseche, invarianti per
collineazions unimodulari, restano moltiplicate per p* se st eseque una
collincazione di faltore p, e per — 1 se si eseque una collincazione
@ modulo — 1 oppure un cambiamento di variabili u, v a laco-
biano negativo.

Il loro rapporto ¥y: ¥, & percid intrinseco invarianle, e sard
detlo elemento lineare proiettivo,

Posto
(7) Fy = Xa,du, dug , &
(8) T T e} byy byy — %15 |
ove s = —sgnd = — sgnibyy by, — b*yy) = + 1.

Assunta la forma (impropriamente) intrinseca F, a forma fon-
damentale di un calcolo assoluto, valgono le:

1 . 1 |
F, = —H/T_— (x 2y @y BPx) = V—A—[—— (x 2y 2y Xapsdu, du )
9 dFy = 2 X a,s du, d*uy = V'—szl—ﬁ (% 2y 2y XXy dut, 3Puy)
(¢ /i

Bx = Y, Bu, -+ 3L x, du, Pu, + X,y du, du, duy

F3 — e .- (x Z, Ty 2.7:,,8! rlu, dus du,)

Vo4l

Confrontando il precedente valore di dF, con quello ottenuto
derivando, si trova aunche la:

(9) s Fy= —VTZ_-‘— (x, @pq du - 25 dv | gy du -+ 299 dv | d2)

Altre espressioni notevoli per Fy, Fy troviamo in B).
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B) Nuovo metodo per definire le F,, F,.

Diciamo positivo quel verso nel fascio delle rette tangenti
uscenti da un punto z che corrisponde al verso di p.: A crescente
nel fascio che da x proietta la punteggiata Az, + vx,. Esso & im-
propriamente intrinseco, perché si inverte se le u, » subiscono una
trasformazione a Iacobiano negativo.

Le coordinate £ del piano tangente soddisfano alle:

(10) Stxr = Sgx, = Séx, = 0, donde segue Sz§, = Sz§, =0
e sono percid date dalle:
(11) E= Nz xy,)

dove A & un fattore di proporzionalita, che deve essere positivo se
si vuole che il verso positivo del fascio (x, §) definito nell’ Introd.
coincida col precedente. Dalle stesse (10) segue anche:

Poniamo :

(13) Fy, = Std?x = Say du; duy, .

Sara per le (10) anche:

(13) s F, = — Sdtdx = Sxd%

e quindi:

(14) @i = Sty = — 8§ xp = — 8§ x; = Sagy,
E sara pure

(14) ;s aip = Nx 2y @y i) = p(§ &u & Eit)
cosicehé : |

0 0 0 F,

—ay —ay, L

F% = )\}L(:E Xy Xy dzx) ('s &u &v dz&) = )‘P‘ 0 a Ao M
— W1 T CGoo

F, P @ R
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ove ¢ inutile esplicitare L, M, P,Q, R, ossia:

F} = — \LAF% | cosi che 1 = — hpd = eph | A | ove ¢ = — sgnd
Dovendo essere A >>0, . avra il segno ¢ di — 4; e noi fac-
ciamo una convenzione intrinseca supponendo A = ep. = —|zl‘lT
Quindi :
g:l/.—i!—(xxuxﬁ T = V1 &)
(15) g = —sgnd

(@ @, @, &) = VA Fy = o(& &, & d%)

Si noti poi che con queste convenzioni

(16) A=ay)099-0%, = )\2\(‘” Loy Ty Ty )(X Ly Ty Typ) — (T Ty Ty xuv)zl

Poiche W2 =1:|4}, sara:
g = — sgn {(x Ly Ty Tor) (X Ty Ty Lyy) —

(16) bl — (% 2y Ty ww)zz = —sgnA
bis \

1
1 iy
V4]

= |(x @y 2y xzm) (x 2y 2, Tyv)— (2 2y @y )’

La forma F, coincide con la F, precedente; ¢ impropriamente
intrinseca, invariante per collineaz. unimodulari ecc.
Data la F,, 4 fattori di proporzionaliti per le coordinate X, &

di punto e piano tangente sono determinati a meno di un contempo-
raneo cambiamento di segno.

Derivando le (13) e (13) . si trova:
dF, = Std3x 4 Sdfd*x = — Sdtd?x — Sdxd?t = Sdxd?€ + Sxd3€.

Studiamo i singoli termini del 2°, 3°, 4° membro. Essi con-
tengono i differenziali second:, e, data F,, sono tutti completamente
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determinati se si da ancora (C)

) F, — _;_ S(ded®t — dédz),

la quale espressione dipende solo. dai differenziali primi. Infatti
Sdzd?t =S X X; &k du; Zuk + S¥x; Ers Au; du, dug, =
= — Ya;. du; S%uy + X(Sz; &) du; du, du,
insieme alla formola analoga per Sd&d®x; cosicche :

1

(17) uis Fy = — 82 & — & 2p5) du; du, du,

wl

Noi porremo :

(18) Fy = Na,ydu, dug duy

non vi & possibilita di equivoco; con a,; non val la pena di in-
dicare le derivate covarianti della a,;, che sono (§ 9 C) identica-
mente nalle. Anzi, derivando covariantemente (14), si trova:

(19) Stpy = — S&, x4y = — S& 2y = — S& 7, =
= 8, &¢ = Sy & = Sy &5 = — Sabpar.

E quindi

(19) i Uyst = Syt

in modo completamente conforme all’ ultima delle (9).
Si noti che anche F; ¢, come F,, impropriamente intrinseco,

perché tale & il metodo con cui, date le x, abbiamo fissate le &.

C) Le forme r,, Fy nella geometria metrica.

Sia t =1, siano z, y , z coordinate cartesiane ortogonali; siano
X,Y,Z i coseni direttori della normale. La (16),, da

1
4

(20) A= | (BG — F? (DD" — D?)
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Percio
Fy = — Ny x, d2x) = — N, @, X) (Ddu® 4 2D'dudv + D"dv?)

E, se le X sono scelte in guisa che {(w, x, X) == 0, sard:

4 -
10 2 ,
@l) Fp=— ‘ ]/ %:—g—z (Ddu? + 2D'dudv 4 D''de?) =

_ Ddu?+ 2D'dudv 4 D"dv*
- 4
VIK:

Siano £ =vX, 4 =vY, { =vZ, © le coordinate del piano
tangente. 1

Fy, = StdPx = vSXd*x = v(Ddu? + 2D'dudv + D"dv?).

Percio

22) Y
VIK|
o 1 .
(23)  Fy = - dS(dxde) — Sdede = — - l(SX) —

- -g—dv SXd?x — vSdXd?x.

Ora le equaz. fondamentali della geometria metrica danno .
SXd*t = + XD, du, du, (Dyy =D ;Dyy = D'; Dy, = D)

dSXd*cr = XD,y du, dus du; + 28D, du, Su; ;
SdXd2x = — XD, du, 0%us .

Trattandosi di questioni metriche, i differenziali controvarianti
d%u e le derivate Dy covarianti sono state calcolate secondo 1’ele-
mento lineare di Gauss; cosicche, per le equazioni di Codazzi, le
D, formano un sistema simmetrico. Quindi

3 o ,
(24) Fy= — 1 (XDysy duy dus duy — T XD, du, dus dlog|K|)

2/TK]
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Che Fy sia apolare ad F, si dimostra p. es. osservando che:

Dll _ /2
dlogK = legDEG———I_v?r

+ (D11g Dag — 2D195 D1y + Dy Diyy)an

= (Dy1i Doy — 2Dy15 D1y + Dy Dypp)du +

oppure, pit semplicemente, usando coordinate u , » asintotiche.
Allora D =D" =0 ed Fy si riduce, a meno di un fattore, ad
11 22 .o . . . .
{ 9 }du3 —{—g 1 }dv3, ove i simboli { $ sono i simboli di Chri-
stoffel calcolati per 1’ elemento lineare.
La forma XD,y du, dus du; definisce, uguagliata a zero, le di-
rezioni comuni alla superficie e ad una delle quadriche osculatrici.
Tale forma vale

1 ds?
ds? 9
Sd( Rn) T, &, °

1
B0 TR0 T sono la curvatura normale e geodetica, e
n g g

la torsione geodetica.

D) Una osservazione.

La Fy; = 0 definisce le linee di Darboux; se addottiamo la
(17) come definizione di Fy3, il fattore di proporzionalita delle §
deve essere scelto non in modo arbitrario, ma col metodo precisato
in B). Se scegliamo invece tale fattore in modo arbitrario, la

;_ S(dad?t — ded>x)

varia nel sistema lineare €F3 +- (hdu + kdv)F,; ciod ¢ una delle
forme @, definite in 4 e definisce la terna di direzioni comuni
alla superficie e ad una quadrica osculatrice. Percio il fissare, come
in B, il fattore di proporzionalitid delle § equivale a scegliere, tra
le quadriche osculatrici, una quadrica di Darboux.
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§ 13. — Prime applicazioni.

A) Superficie correlative.

Le (13), (13) s e (17) del § 12 dimostrano che non sclo le
" collineazioni, ma anche le correlazioni comservano le asintotiche e le
linee di Darbouzx,

Se 0, O sono punti consecutivi di una linea di Darboux, su
una superficie correlativa ad O, O corrispondono due piani tan-
genti w, « consecutivi, i cui punti di contatto sono consecutivi su
una linea di Darboux, e che quindi si tagliano nella direzione a
questa coniugata : ciod (§ 11 B) su una linea di Segre. Sia S corre-
lativa ad S; allora le coordinate & di un suo piano tangente si
possono supporre coincidere con le coordinate  del punto omologo
di 8, cosicche, per i risultati del §°12 B, le coordinate ' del punto
generico di ', varranno =£. Quindi le forme di S8 saranno:

)

1) F,=:F, F;=—=¢F,
e le due superficie avranno elementi lineari proiettivi uguali e di
segno opposto.

Osserv. Per le nostre convenzioni il verso positivo nel fascio
tangente in x ad 8 corrisponde al verso di p: X crescente sulla
punteggiata Az, + r, , ciod & il verso positivo nel fascio (¥, §)
perche §: (x x, a,) > 0.

Poiché x: (£ &, E&y) ha il segno di ¢ tale verso & il verso po-
sitivo del fascio che ha per sostegno la retta (§,6&,), o il verso
opposto secondo che & =0 oppure ¢ <Z 0, ossia secondo che le asin-
totiche sono reali o complesse. K ciéo ¢ intuitivo. La retta da » ad
x 4 dx & coningata della retta intersezione dei piani &, £ + d§,
e percid con questa separa armonicamente le asintotiche; le due
rette ruotano pertanto nello stesso verso soltanto se le asintotiche
sono complesse, ossia se ¢ < 0, ciod appunto quando sono concordi
i versi della punteggiata (z,,,z,), del fascio (z, &) e del fascio di
piani (§,, £,). Bcco il significato geometrico della ¢!
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B) Significato geometrico del fattore di proporzionalita delle &.

Le superficie S, 8" siano due superficie che si toccano lungo
una.linea L, che assumiamo su entrambe a linca v = 0: la dire-
zione coniugata alla direzione di L in un punto qualsiasi di L
sard la stessa su S, §'; supponiamo che le linee w = cost. siano
su S, .8 tangenti per v =0 a tali direzioni coniugate. Potremo
dunque supporre che per v = 0 sia:

. , , :
T=a, Ty = Ty Ty = Tou, 6Ty = Ty

(¢ = fattore di proporzionalita).

Anzi, mutando su una delle S, 8" il parametro v in un altro
che si annulli per » = 0 e che altrove abbia lo stesso segno di v,
potremo rendere & = -+ 1, senza cosi mutare la faccia scelta come
positiva su § ed S'. Sara allora per » = 0

= YTA:AT6 ay =| A:A fay ap=dy =10

ACA = a0y 0110y, donde @'y, = (A1 A)VTA: A Gay,

ossia Sy, = (A : A)Y| A A|6SEx,,,
. g [p— A,
ossia S| 6y A:A') x'yy — Tl A A by, =0
|_ £
ciot

Ly — (4 4)( [ A" A )2y, cosi come Xy — o = 0y Ty, oo

sono per v = 0 combinazioni lineari di =, %, , @ .
Confrontando con (3) e (4) del § 3, B, si trova che il contatto
delle due superficie ¢ del secondo ordine soltanto se
(A:4)(A:A)) =6 =1, ciot se 4 =4
e quindi: £ =6t (con 6=+1)
Dunque : Se due superficie S, S' a punti contemporaneamenle

ellittici o iperbolici (cosi che 4, A hanno lo stesso segno) si toc-
cano lungo una linea L non asintotica, il contatto.¢ del second’ or-
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dine soltanto se (tutt’al pitt a meno del segno) hanno comuni su L
le coordinate di punto e di piano tangente (normate secondo le con-
venzioni del § 12 B).

Nel caso generale le direzioni asintotiche delle due superficie
in un punto di L sono date da

aydud 4 ag dv®> =0 e o' du® 4 ay dv® =0,
di cui la seconda vale:

@yq du? 4 agy (A" 4) (|A': Ajdv: =0,

ossia

’

nhoay du® 4 ayydv? = 0, ove 1 ==sn - =) 4.4

mentre ¢: £: & = oh,

Percio : Se due superficie si loccano lungo una linea L non
asintotica, e se poniamo 1 = 1 quandc esse sono entrambe ad asin-
totiche reali o complesse, ed uguale a — 1 quando una é ad asinlo-
tiche reali, Ualtra ad asintotiche complesse, allora il birapporto delle

quattro direzioni asintotiche contate in un certo ordine vale

fas)

ove h ¢ +

, ctoé &, a meno del segno, il rapporto delle coordi-

m]

nate di piano tangente per S, S in un punto x = x' di L.

In altre parole la tangente dv? = 0 alla L contala due wvolle,
la tangente coniugata du® = 0 pure contata due volte, e le due coppie
di tangenti asindotiche du®:dv? = — ay :a;; e du:dv? =
= — ay, : Mh*a,; appartengono a una stessa involuzione e formano
il birapporto ML

Se la linea L ¢ di Darboux per 8, sara (per v = 0) S&, 2y =
= S& v, per la (17) del § 12 B; quindi sara:

(2) 6S(E’u x‘wt - E“u x'u ) =

= S{U&&u + &hu)xuu — @y (hEyu + 20y & + Ehyn)| =
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== hS(&u Loy — Ly &uu) + 3hu A11,

che ¢ nullo soltanto se A, = 0. Dunque:

Se due superficie si toccano in una linea L non asintotica, che
¢ linea dv Darboux di una, essa é anche linea di Darboux per Ualtra
soltanto se 1 precedenti birapporti sono costantt lungo L (*). In par-
ticolare, se nei punti di L le due superficie hanno comune una, e
quindi entrambe le direzioni asintotiche, se L é linea di Darboux
per una, essa & linea di Darboux anche per Uallra.

Dimostreremo ben presto che le linee F3 = 0 di una super-
ficie rigata non sviluppabile si riducono alle generatrici ed a una
linea che incontra ogni generatrice generalmente in due punti :
linca che diremo la linea flecnodale della rigata (la quale dunque,
insieme alle generatrici, esaurisce le linee di Darboux della rigata
stessa). Avremo dunque dal teor. precedente :

Le linee di Darboux L di una superficie S che non sono anche
astntotiche sono caratterizzate da cid che le rigate formate dalle tan-
genti tirate nei puntt di L ad uno dei sistemi di asintotiche di S
hanno Li come linea flecnodale ; se cio avviene per le asintotiche di
un sistema, altrettanto avviene per U altro,

La (2), scritta nell’ipotesi che due superficie si tocchino lungo
la linea v == 0, diventa nell’ ipotesi che la linea di contatto sia
qualunque :

(3) Fy= ih(Fg, + —3~in—17!) (lungo la linea di contatto).

Supposta S rigata e quindi formata da rette tangenti ad S
nei punti di L, questa linea L sara flecnodale per S’ se

dh

h

Fy
F,

2
3

(*) A pag. 35 della Mem. (Courbes tracées sur une surface dans 1’espace
affine). (Publications de la Fuculté des Sciences de 1' Université Masaryk,
Brno, 1923, n. 28) ‘Cech ha dimostrato che :

Se due superficie S ed S’ hanno contatto del secondo ordine almeno lungo
una curva C, che € curva di Segre per S, condizione mnecessaria e sufficiente
affinché C sia curva di Segre anche per S’ é che il contatto sia del terzo or-
dine almeno.
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Quindi :

Le tangenti ad una superficie S wuscenti dai punt? di una linea
L non asintotica si possono distribuire in ool rigate, per cui L €
flecnodale. Consideriamo in ogni punto di L la tangente ad L contuta
due wvolte, la tangente coniugata pure contata due volte, la coppia delle
asintotiche di S e la coppia delle asintotiche di una di queste rigate,
che tutte appartengono ad una stessa tnvoluzione. Il birapporto ¢ di

. . 8 Iy
queste quattro coppie ¢ determinato dalla dlogp = — 3 T3 Heeo
2

il significato geometrico trovato da Cech per U elemento lineare pro-
tettivo !

Osserv. 1.* Le considerazioni precedenti non si applicano al
caso che la L, assunta a linea v = 0, sia asintotica. Se le u = cost.
sono anch’esse asintotiche su entrambe le superficie, si potrd sup-
porre lango L che x = &', x, = 2, , ', = 6z, 4 ox, con 6= 11,
ecc. ecc.

Osserv. 2.* Altra interpretazione di Fy: ¥, si ha (Bompiani)
studiando I’invariante J di una direzione generica e della terna
di direzioni F3 = 0 (di Darboux) o della terna coningata (di Segre).
Per le forme normali ¢; e ¢, (§ 14 D) si hanno (Bompiani) pure
notevoli interpretazioni quando si studii il differenziale di J cor-
rispondente a spostamenti lungo una curva della nostra superficie,
il cui piano osculatore passi per V'asse (cfr. seg. Cap.)

Le curve per cui J = cost. sono geodetiche per una metrica
di Gauss definita da un elemento lineare proporzionale ad F, sol-
tanto se la superficie ¢ isotermo-asintotica (8 = ) ecc. (Bompiani).

Piu avanti troveremo altre interpretazioni geometriche dovute
allo stesso Bompiani ed a Wilczynski.
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§ 14. — Le equazioni differenziali fondamentali
e la terza forma differenziale.
A) Formole fondamentali.

I due piani &, , & si tagliano in una retta uscente da z, e
contenente il punto

() X = o M= 5 Sd,
perch¢ \
1 1 .
(2) St X = 5 X A,,88 xp = — 5 LApa,5=0
7,

per le relazioni di apolarita. Invece &

(3) SEX — X Ay, Staye — %

9 YAy = 1,

cosicche il punto X ¢ distinto dal punto x, ed insieme ad z indi-
vidua la retta (§. &,). Derivando (3) e ricordando (2) si trae:

(4) SX; &= 0.
Dualmente, posto
- 1 1 .
(5) ::?Az‘E:Tz‘Ars&rs,
si ha:
(6) S.’EE:I, Sx,-E:O, SZE@SO

La (3) dimostra che i punti «, x,, x,, X sono linearmente
indipendenti ; e percid quattro quantita qualunque, p. es. @ (ed
Urs 5 Zrs, brs) SI possono esprimere come loro combinazione lineare;
potremo cio¢ scrivere:

Tps == \&y + px, + vX + px  (con le analoghe per y, z, t),



[§ 14, B] I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLY SUPKERFICIE 9

donde :

Apg = Séxrs = — Qg = Sez Xpg — — )‘ail — ;e
che permettono di determinare X, w. Si ha cosi in conclusione:

@D Lrs = 2arsp qu Zy + trs X + prsa.
P9

In modo simile si provano le:
(H) Ers = — z““r.\"p qu Sq + Qs 4w b

In quanto alle p,, w, possiamo soltanto affermare :
Come le forme F, , By, cosi anche le forme

P = ¥pidusdug, I = Ery du, dug
non mutano né per collineaziont unimodulars, né per cambiamento di
parametri u, v a Iacobiano positivo. Anche esse somo apolari alle

Fy. Infatti da (1) e (I) si deduce, per le relazioni di apolarita tra
F, ed Fy:

2X = XA, 20 = Edys |Bayg Apy 2y + 0y X —[— Pys T| =
= 2X 4 xXA,s pys
donde segue appunte XA, p,s = 0. Le direzioni per cut P =0 e

le direziont per cus [I = 0 formano pertanto due coppie di direzioni
coniugate.

B) La forma P —IL

Poniamo :

(" Q = 8XE,
riservandoci di calcolarlo altrove. Dalle (I) e (II) si deduce :

(8) ek ¥rs = Sbne (Earsp qu Lq —l— ars X + prs ) =
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— ¥ \J
=X Qrsp APq g =+ D5 Qi + Qys SX(_ 2‘ahkp qu ‘Sq 4,“ an: & —+ Tnk E)
rP,q
:
—PL Crsp APq Aghk + Prs At - Cps Thk + Ars W)k 2
b q
donde :

(9) S(ghh Lps — Eps xhk) = Qi ("prs — ﬁrs) + Uy (mzk — phk)-

Ora, derivando covariantemente le @y, = — S&, &y, @y =
= — 8§, x5, si deduce:

(10) — ayy1p = SE @y3p + SE1a @115 — Brzar = S&; #1901 + 5814 To-
Ora ¢&: St 2,10 = SE; %19y

Infatti per le (28) del § 9 (E):

SEy(wy10 — ¥19q) = 2&,(12, p1)Ap, 4, =
= — (12, pl)ay, 4,,= — (12, 11) = 0.

E percio, sottraendo le (10) si avra per (9)

(11) Q121 — Py119 = g Xy — S&l,' Ty =
= 11(T12 — Pya) — @211 — P1i)

insieme all’analoga
(11) i Ggazp — Gazer = Baa(T1p — Pra) — Gyp(Tar — Do)
e alla relazione di coniugio
(11) tor @ap(yy — Pyy) — 2812(T1y — Pyp) + @11(Way — Pyp) = 0.

Poiche, derivando covariantemente la relazione di coniugio

T A,y ap5 =0 si trova:
r,s

(12) X Ap,aps; = 0, (per ogni sistema di valori di ¢, j)
r,q
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si avra dalle precedenti anche :
(11) quater  @23(%13 — P11) — @13(Tgy — Poa) = 2(@y100 — Fg211)-

Tutte queste equazioni bastano a determinare P —I1, quando
sieno date ¥, , Fs,
Ma si puod presentare il calcolo nel modo seguente. La forma:

_1_ (P11 — T1)du + (Prg — ) ay du+-ay,dy
V| 4| (P12 — Tyg)du — (Pag — Tao)dv  Gyydu - apy dv

apolare alla Fy ed alla P —1II vale per le (11)

VI—A——I g‘q(apqm — Qpy1a) dup duy

Quindi, per i risultati del § 9 F, la forma P — [I, che & apolare
a quest’ultima forma ed alla F, vale:

1 (@112 = G1121)0u 4 (@ 1919 = 1901’00 @yydu +-apdv

P-Il = —
4 (#1212 = B1201)0% + (B2212 = Tp221)V  Bp 1B - godv
(13) ) @112 — G121 @y A3
=7 | %212 % %2 — dudv
| Ugo1p — Goggy  Qap AU’

Invece delle forme P e Il bastera dunque, date le F, , ¥y dare
la forma

Q = Z(pys + Wrs)dur du; = 2%'3 du, dus

(14
OVe Qrs = Pys _l_ Tys

C) Altre equazioni fondamentali.

Derivando le (I), (II) si trovano delle equazioni:
am X =l o+ Smyp Ay 2,
pl q

Fupint o CkcH, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxials. 6



82 CAPITOLO SECONDO [§ 14, C}

{11

av) i = A & ‘I‘:“q%'*ip Ap &y
ove I, A, m, u sono completamente determinate dalle forme Fy,
Fy, P, II, ossia dalle tre forme F,, Fy, Q.
Rinviando ad altro luogo lo scriverne completamente i valori,
qui osserviamo soltanto :
o) Da (III) e (IV) segue:

d

(15) L, + N =8X,E4 8X=, = e SXE = Q,
) Da (II) e da (TII) si trae:
SXey = Qay 475 3 SX6 = — S7nip Ay gp = — My,

Poiché, derivando SX¢, = 0, si trae SX, ¢, -+ SX¢,, = 0, sard:

(16) my, = Ty, - Qa, e similmente p,, = pu 4 Qap.

1
In conclusione:

(17) § Sm,, du;du, =11 -+ QF:Z ; X:L(;; du,dn, =— P + 91’12
( ‘\:'(lt + )\,')(l'lli = Q.

Notiamo una proprieta del piano Z. Facciamo descrivere al punto z una linea
L di S; e per ogni sua posizione consideriamo un punto 2" = X + rz della
retta intersezione dei piani £, e E¢, ove r ¢ una fanzione delle u , v. Quando
mai la tangente alla linea L” descri‘ta da &’ incontra la tangente coniungata
della tangente di L? Cio¢ quando mai i punti 2’ e dx” giacciono in un piano
del fascio € + pdg ? Il punto " =(rz + X) giace per le (2) sul piano dE ; dovre-
mo dunque esprimere che anche dc” sta in questo piano cioe che

0=_9dz’dt =S(zdr +rdx + dX)dg = — (r + Q)F,—1I

la quale equazione da, per ogni valore di r, due direzioni corrispondents per
la linea L di S. Queste due direzioni sono coniugate soltanto se r = — Q,
ciot «" = X — Qx. Quest’ ultimo punto insiemo ai panti z, 2. , z. detcrmina
appunto il piano Z. Ecco cosi definito geometricamente questo piano ; dualmente
si pud definire geometricamente il punto X tra i punti della retta intersezione
dei piani g, , €, . Su questa retta sonn percid caratterizzati per via proiettiva
i punti z, X e il precedente punto ==X — Qz; ogni altro suo puuto si
potra caratterizzare mediante il birapporto che forma coi precedenti.
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D) 11 teorema fondamentale.

Le equazions 1, II, III; IV sono per la geometria proictliva
Uanalogo delle cquazioni fondamenteli 3, 4 (§ 10, B) della Geom.
metrica, e permeltono, date le forme F,, ¥y, Q di risalire alla su-
perficie, che ne resta determinate a meno di una collineazione. Le
loro condizioni d’ integrabilits sono U analogo nel caso attuale delle
equaziont dv Codazzi,

§ 15. — Varii sistemi di coordinate =, &.
4) Un primo sistema di coordinate.

Noi potremmo scegliere a coordinate x, y, z, ¢t di punto e
&, n,¢,t di piano (che finora sono sempre determinate a meno
di un fattore comune) coordinate tali che 4 = ay a9, —al, = + 1.
Una tale ipotesi non ¢ di carattere intrinseco, neanche se sulla
superficie sono prefissate le linee coordinate « . ». Noi non ce ne
serviremo mai, per quanto, se , v sono le asintotiche, tali coor-

dinate sieno quelle di cui fa uso la scuola di Wilezynski.

B) Coordinate non omogenee.

Potremmo usare o per i punti o per i piani coordinate non
omogenee, ponendo p. es. ¢t =1, oppure t= 1. Questo metodo
“tratta perd il piano ¢ = 0, o il punto T = 0 in modo affatto par-
ticolare (con locuzione metrica, considera il piano ¢ =0 come
piano all’infinito, il punto ©= 0 come origine) ed & percid da
usare soltanto se nel problema che si studia vi & un piano od un
punto in posizione affatto speciale. Se ¢ =1, dalle I si trae che
p,=0; se t=1, & invece m., = 0. Viceversa, se le p,, sono
nulle, esiste una combinazione lineare delle z, ¥, z, t a coefficienti
costanti, che & essa stessa una costante; un risultato duale vale
se 7, = 0.
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C) Superficie rigate.

Per fare una scelta di coordinate intrinseca, di carattere proiet-
tivo, e dipendente soltanto dalla swperficie considerata dobbiamo co-
minciare dallo scrivere i discriminanti delle F,, Fj.

A = a;, a5 — 0% ;
R = 3a}, ap, —l- 60,1y Gggp Ario ooy — O3y A —
(1) — 4y, afsy — 409, a3
= 4(ayp Aage — i) (@) @1ee — ah) —

2
— (@111 Bgee — @13 O)*.
L’identita X4, a,, = 2, insieme alle relazioni di apolarita

2d,a0,=0 (i=1,2)

r,s

danno, risolute rispetto alle 4, :

_ O 2(ip Gap — ) | _ay 211 Bagy — A3s)
Ay = —F=—3 PR S L S
A A1 ? TR A A% T
(2)
4. — B2 % — Gz
1= 1

ove ¢ posto:

A Az Ay

(3) I:Z{ A Qg Qoge |

an Qe (23]

almeno se I+ 0. Se ne deduce che:
(4) R =4 12(‘411 Ap— AL =1 4*

almeno se I+ 0, formola che, per continuitd, deve valere anche
se I =0, come si pud del resto dimostrare direttamente cosi. Se
I =0, la terza riga del determinante che figura in (3) non pud
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essere combinazione lineare delle precedenti, perché dalle relazioni
di apolarita seguirebbe 1’assurdo 2 = ¥4, a,,= 0. Dunque le
prime due righe di tale determinante formano, se I = 0, una ma-
trice nulla; ed esistono quindi due costanti ¢;, ¢, tali che:

. . . e 3 2 0 n2. 3
Ayt Gyg t Qggp & Ggay == €11 € Cel € C3l Can

Quindi: Se I =0, lu Fy ¢ un cubo perfetto ; percio R = 0,
e la (4) vale, anche se 1 = 0. Viceversa da (4) si trae che, se R = 0,
anche 1 =10 ed Fy ¢ un cubo perfeito.

Le relazioni di apolarita dicono che allora il fattore lincare,
di cut Fy ¢ 4l cubo, é anche faitore di F,; viceversa, se Ty, F,
hanno un fattore lineare comune, la Fy € proporzionale al suo cubo.

Le linee di S che annullano tale fattore lineare sono percid
asintotiche, per cui ¢ nullo S(dxd?€ — déd*z), ove & che ¢ il piano
tangente ad S, ¢ il piano osculatore di tale linea. Ora, prendendo
i differenziali lungo tale linea, &

Stx = Sédw = S&d?x = 0 e percid — Sdtd?x = Sid3z
Swdé = Sdxdé = Szd® = 0 e percid Sdad*t = — Sdéd?x = Std3x.

~

Per le nostre linee avviene dunque che ¢ identicamente
Sgd3r = 0, ciod che ogni piano & ad csse osculatore ¢ anche iper-
osculatore. Dunque le nostre linee sono piane, ed, essendo asin-
totiche di S, sono anche rette. B viceversa. Dunque :

Le superficie rigate sono caratterizzate dall’ una o dall’ altra
delle relazioni equivalenti : o) R=0; 8) I =10; ¢) F; é un cubo
perfetto ; 8) ¥y ed Iy hanno un fattore lineare comune (che, ugua-
gliato a zero, definisce le genmeratrici).

Ne segue anche:

Se Ty & identicamentc nullo, tutte le asintotiche sono rette, e la

\

superficie, essendo doppiamente rigata, é una quadrica.

D) Coordinate normali.

Escludiamo le rigate, di cui ci occuperemo altrove.

Osserviamo che, moltiplicando F, ed Fj3 per uno stesso fattore
6, 1 invariante assoluto 1 del sistema di queste forme resta moltipli-
cato per 671, Noi dunque facciamo una ipotesi intrinseca imponendo
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alla I di valore — 1. Che, se tosse I =1L > 0, basterebbe molti-
plicare le x e le & per Vk; e, se fosse I = — k<0, basterebbe
in pitt cambiare la faccia scelta come faceia positiva di 8. Con
questo metodo alle forme ¥, , Iy sono sostituite due forme ©,, g
propourzionali completamente determingle tn modo intrinseco invariante ;
e le corrispondenti coordinate x , & di punto e piano langenie sono
complelamente determinate a meno di una collineazione unimodulare
a coefficienti costanti, e in particolare a meno di un contemporaneo
cambiamento di segno. Di pit resta inirinsecamente determinala in
modo invariante una orientazione mositiva della superficie.

Queste coordinate X | &, queste forme ¢y, @3 e le corrispondenii
P, 11, Q, ¢ questa orientazione st diranno coordinate, forme, ed orien-
tazione normaly.

Poiche, date le coordinate vmogenee arbitrarie x, occorre una
radice quarta per determinare f'y, F3, e la determinazione poi
degli enti normali richiede ancora una radice quadrata, la deter-
minazione degli enti normali, date le w, richiede 1’ estrazione di
una radice otiava. Date le wx, per passare alle coordinate normali,
bisogna calcolare Iy, Iy, ciot bisogna ricorrere alle derivate terze.

Ogni sistema di coordinate omogenee che siw determinalo dalla
sola superficie in modo intrinseco invariante a meno di una colli-
neaz. a coefficients costanti, e che richieda per la sua detcrminazione
a partire da un qualsiasy sistema di coordinale omogenee soltaniv
derivazioni dv ordine non superiore al terzo cotncide, @ meno di un
fattore numerico inessenziale, con le coordinate mormali.

Infatti, se 2 sono le coordinate normali, ed 2" ¢ un altro
sistema di coordinate che gode delle proprietd precedenti, allora il
rapporto z': z sarchbe una guantitd intrinseca invariante che di-
pende dalle derivate di coordinate omogenee generiche di ordine
non superiore al terzo. Cid che ¢ assurdo, perchs la (9) del § 11
prova che con una proiettivita (precisamente con una omologia)
ogni superficie si pud nell’intorno di un suo punto generico tras-
formare in una superficie collineare (e percid ad essa uguale dal
nostro punto di vista) definita da un’equazione

z=ay @3+ 9y .. .. (ove t =1). (%

(*) Bastera nella formola citata cambiare i punti unita degli assi coordinati,
cio¢ moltiplicare ciascuna delle &, %, 2 per una opportuna costante.
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Percio :

Il modo pit semplice (che ricorre cioé a derivate di ordine
minimo) di definire un sistema di coordinale omogenee in modo in-
trinseco invariante, é quello di ricorrere alle derivate normali.

I£) Rette normali.

. ) . . 1
In coordinate normali x il punto X — ?A2x ¢ la retta

(x, X) restano determinate in modo ¢nirinseco invariante. Dalle 1,
II, confrontate con le equazioni fondamentali della geom. metrica
sorge spontanea l’idea di dare a tale retta il nome di normale
proiettiva (o di primae normale), e alla retta (¢, Z) il nome di seconda
normale.

Come vedremo, I’ultimo teorema dato in D) equivale al se-
guente :

Il modo piu semplice di estendere al campo proiettivo la nozione
di retta normale in modo che le sviluppabili di queste formino wun
sistema contugato (che sara il sistema delle linee di curvatura provet-
tive) € quello sopra definito, che quindi appare come U wnico possibile.

Questa definizione, pubblicata per la prima volta dal Fubini,
fu ritrovata in modo affatto indipendente dal Green, che non ne
posc perd in luce il carattere di necessita, se si vuole la definizione
piv semplice possibile. Il Green cercd semplicemente in un certo
fascio di rette una retta che descrivesse una congruenza, le cui
sviluppabili determinassero su S un sistema coniugato.

1') Metrica normale.

Usando coordinate normali, un punto 2’ dello spazio in un
intorno di un pezzo di § avra per coordinate 2’ = x -}- wX, ove
x & quel punto di S, da cui esce una normale passante per a', e
w ¢ un parametro. Le », », w si possono considerare come coor-
dinate di un punto dello spazio in un intorno di S; e, se noi

assumiamo come elemento lineare

(5) ds? = @, 4 dw?,
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avremo definito in tale intorno wuna geometria metrica determinata
dalla superficie S in modo intrinseco invariante. In questa geom.
metrica la nostra normale proiettiva incontra proprio ortogonalmente
la superficie S; tutti gli invarianti metrici, curvatura geodetica,
torsione ecc., diventano altrettanti invarianti proiettivi della S e
degli enti connessi a tale superficie. In particolare sulla S resta
definita una geometria metrica (ds* = ¢,), per cui le asintotiche
sono le linee di lunghezza nulla, e di cui daremo pilt avanti un’in-
terpretazione geometrica. Cosi le espressiont

(6) ViA| (dud?v — dvd2u): Vc};?’

(1) d )s'l/rA_j (dug?v — dvaé?u) g : g5 = VIA[ (dud3v — dvd®u) : ¢}

sono per una linea di S degli tnvarianti protettivi : la prima (cur-
vatura geodetica nella nostra metrica) si potrebbe chiamare la cur-
vatura asintotica.

Si possono anche estendere le nozioni di torsione, e di torsione
geodetica.

Cosi 1’ espresstone

'll‘p =(x,dx, d*x, d%x) : ¢},

calcolata in coordinate normali, € un invariante nullo sollanto per

le seziont piane, che percio si pud chiamare torsione proiettiva.
Tenendo conto delle equazioni fondamentali (I) e (1I), questa

espressione si pud calcolare facilmente; rinviandone |’esame al §

seguente, osserviamo soltanto che, se 0%, == &3, == 0, allora essa

. 1 p \ . . .
si riduce a = '—:, dove P, é una forma differenziale di sesto
g 2

grado e del primo ordine. La torsione proiettiva di una linea a curva-

tura asintotica nulla si riduce percid precisamente ad 5 8 poiche

g

1 . . - .
T ha uguali valori per due linee tra loro tangenti, esso, calco-

9
lato per una linea qualsiasi L de S in un punto A, vale la torsione

protettiva di quelle linea tangente in A ad L. che ha la curvatura
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asintotica nulla. Percio alle linee di curvatura asintotica nulla pos-
siamo dare il nome di geodetiche proiettive, e alla frazione v queilo

9
di torsione geodetica protettiva.

Ritroveremo piti avanti queste quantitd da un altro punto di
vista.

§ 16. — 1l caso di linee coordinate asintotiche.

4) Le forme F,, F,, P, 11, Q.

Se le u, v sono asintotiche, supposte reali, ¢:

I,I O — all — a22 — (x Ly Xy xuu) — (15 Xy Xy x'z/v) —
- (é &u Evu ‘gu u) — (& &u gv &1/ 'u)

(x Ly Xy xuv) == (g &u &v &uv) — wa?z , Ove

@) W= sgn(z Ty Ty Ty 7,) —=sgn(€ &, & &u v) — Sgnayy
e = — sgnd — sgna?, —
l X:—l—Af,:v: Ty , E:‘,LAzéz Su
2 Oz 2 U2

Porremo sovente :
(2) |a12|:c9 ; a=dy.
Essendo Fj apolare ad F,, sard:
3) Fy = 2a,, dudv = 2adudv ;
Fy = ay,(fdu® + 1dv®) = a(fdu® + 1dv®).

Se a;y = P71, le coordinate sono normali (e la superficie non &
rigata).
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Se B=1=0, alloru ¥3 =0, e la superficie ¢ una quadrica ;
se B =0, le v = cost. sono rette ; se Y =0, le u= cost. sono rette.
Questi teoremi, conseguenza dei precedenti risultati generali, rice-
veranno conferma anche dalle seguenti deduzioni. Le equazioni
fondamentali (I} e (IL), e i risultati relativi a P — Tl danno ora:

L) Ty =By 4= P¥, Top = 1Ty - P,

ossia :

I his) xu w — On l'” + Bx‘u + ?7]13’ mwv = 7"”11 + Ov xv + 7)22 x

insieme alle:

1) §in=—B& + 7. oo == — &, + T €

ossia :
II his) &uu — 011 gu - p&v + 71:11& &7'1: _ 751( + 07/ &-u ‘+‘ 7:22&

(4) Po=m12=0 7w —pu=0 + BOr T — Pap = Tu + 10

Posto poi :

(5) 911 =P+ T 912 =0 Q22 = Doy + Tap

(O

(1 1 1
\ 5 9u= pu A5 (B + B0 =5y — 5 (B +- 6.)
(6) |
1 1 1
?422:’1)22‘*“7(711+79~):“22'——2‘(7u+79u)-

Le qq,, Qgo S0nm0 auto—duals.

B) Flecnodi.

Nei punti soddisfacenti alla 1=—0 la (I),;, dimostra che z,
%y, Typ sONO collineari ciod che nei punti per cui vy =0 le asin-
totiche 1 = cost. hanno un flesso.
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Proveremo che in tale punto la retta langente all’ asintotica
u==-cost. hix un conlatto quadripunio con la swperficie. Tcorems
analoghi walgono per i punti soddisfacenti alla B=0.

Per provarlo assumiamo t =1 ed a coordinate x, y, z quelle
determinate dai seguenti valori iniziali :

xr=0, v, =1, #, =0, x,, =0
Y=Y = Yuo =0, y, =1
z=2,==2,= 0, 2,, = 1.
Sviluppando con la formola di Taylor, troviamo per le (1),
scrivendo 1 soli termini che ci interessano, indicando con u = v =10
il punto considerato, e con 0, , B, 7, ecc. i valori di 0, , B, 7 ecc.

in questo punto

1 R 1
= w5 (0,0 4 %) o (A 10.)0 4

:l/::?)—{-—%— (Bur 40, 0%+ ....
) |
z—=uv 4 e (Bu® +- 86, %20 -+ 30, wv® - %) -

1
_{_‘I_z"((v "_ 761!)1)4+

ciod (scrivendo dei termini di grado superiore al terzo soltanto
quello in y*):

1 1
® z=ay— 5 (G +1p) + .

(210, — Y)Yyt 4 ...

no

Si riconosce appunto che, soltanio ove 7 =20, la langenle asin-
totica z — x = 0 ha un contatlo almeno quadripunto con la superficie.
Se & identicamente v =: 0, le asintotiche w = cost. hanno in
ogni punto un flesso, e quindi sono rette come gia sapevamo. La
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superficie risulta rigata, e le sue linee di Darboux si riducono alle
generatrici v = cost., e alle linee soddisfacenti alle g —0.

Ora per una superficie non rigate i punti, in cui =0 op-
pure 7 =0 diconsi jlecnodi; per una superficie rigata, in cui sia
identicamente p. es. § = 0, diconsi flecnodi i punti che annullano 7.
Ivi la fangente all’ asintotica cwrva ha un contatto quadripunto con
la superficie, cioé incontra quattro generatrici infinittamente vicine.
Poiché quattro rette hanno generalmente due direttrici, segue che
su ogni generatrice v == cost. vi sono generalmente due flecnods, ossia
che con opportuna scelta del parametro u, la v é un polinomio di
secondo grado in w; cio che, come vedremo, si deduce facilmente
anche dalle condizioni d’integrabilita delle (I),;,. Il luogo dei flec-
nodi dicesi linea flecnodale. Su una rigata le linee di Darboux st
riducono alle generatrici ¢ alle linea flecnodale.

Dallo sviluppo (8) si trac un’altra conseguenza: La tangente
asintotica z-=—=x =0 ha un contatlo pentapunto con la superficie
net punti ove =, = 0, cioé nei punts ove la linea flecnodale 7 == 0
o ha un punto doppio oppure € tangente @ una asintotica 1 — cost.

Nel caso delle rigate questo e il precedente teorema si pos-
sono dimostrare anche in un altro modo; cercando cio¢ quando la
retta (v, x,), che & tangente all’asintotica u — cost., incontra

. . 1
una generatrice, cio¢ una retta (.L + Ty dv - 5= @y d? 4 ...
-

2, @, dv - %— Ly AV - )

/

L’equazione in dv che si trova ammette dv = 0 come radice
quadrupla se 7 =20, come radice quintupla se 1 =1, = 0.

C) Osservazioni varie.
E facile calcolare

(9) Q—=SXE =g v

Osserviamo innanzi tatto le identita :
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0= ay, = S&xuu — S&u Xy = Sx&uu

0=uay = Stxy, = 88 2, = Sat,,
Qyg = i_ ee - nguv - Séu Xy — — Sey x, = S.’L‘&,‘v
a'lll — palz - — Séu Xy —— S&u Xy — qu euu
a222 - 7a12 — S&v Loy — wa Ez} 2
(10) A1y — 0 =S8, &uw — S&u Xyy — —- SEv Xy =
da Jda
I & . 12 Y%12
"_—Sﬂ/ Luu E *——-S%z/ &uu u
Oagy = 0 =8y &uy =88 Ty =
da 0a,
= — 8, xpy — ?1)2_ = Sy & -+ B;H'
Quindi:
1 o 1 o,
= L Saybyy — o Sz, —
¢ al ov S G A TG
0
= e, L Bt — 1t T =
ais ou
1
—— —1‘,— (Owqu g, — 187,86, = — (B, + BY)
ap | Qg
cio¢
- G 1
(9) bis Q—=8XE— SLf“'_ —_— <em + B7) —
Q1o 2
1 d*loga,

LI .S]lz

= .  Oudv

La Q vale pertanto il rapporto (B7: a;, in coordinate asintoti-
che) della forma normale ¢, alla F,, diminuito della curvatura di
Fy: cosi enunciato, il teor. permette di calcolare Q@ in coordinate
u, v qualsiass.
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Le linee di Darboux hanno per equazione PBdu® - ydvd = 0,
quelle di Segre Bdu® — 7dv® = 0. Chiamiamo isotermo-asintotiche
le saperficie per cui

d2log B

= 0.
oudv

(1

Per esse si potranno scegliere i parametri delle » , » in guisa
che B=1.

D) Condizioni di integrabilita.

Diamo una prima forma delle condizioni d’integrabilita, che
studieremo piu tardi in modo pitt completo. Esprimendo che i va-
lori di w,,. tratti da (I) derivando coincidono, si trovano le con-
dizioni

aszz

Tww + 2 —= + A ({eu) + e eur - PI’: 2507 + 61“1:)

P11 o
2 - ) . GIcN
Br’v + ~ 8'0 + (91) (Bﬂ,) + 6u Ouv - (Bu + ZB(M + euuua

(12) 8p 6p 0%p
"Pos g P2 o op .6, 60%1 —
P11 82 P11 a%p.
R __a_v_. + i + Zpll "l _6_2_2_ ,

che si possono presentare in forma pit semplice. Ad una trasfor-
mazione moltiplicativa di coordinate « == pz” corrispondono le § = f’,
1=1, aj, = p%a’y,. Ponendo in (I) = pa’ con p*>=ay,:d,,,
si trova facilmente che:

1 ) . 1 , ,
euu_ —2——62;—66L— Zp]lzﬂuu - "'2_ 65— ﬁe [ 21711

e 1’analoga in py,. Sottraendo dunque 8, dai due membri, si trova
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che : le quantita

1
L == euu - 7 6?! - ﬁeu - 18:: - 21’11 = euu'— ';—63 +
1 2
_|— BOU *'l_ Bv - 2“Tl] = 0““ - _2— 6” — qn
(13
) i 1 2 9 1 12
M=0,— 5 02 — 0, — ", — 2pg = 0, — 5 62 4

1 a
+ .(Ou + fu— 2“22 = evu - 'TZ_ 6, — Q22

\

non muteno neanche per una trasformazione x = pa’, cio¢ non mu-
tano per una qualsiasi collineazione. K le 112) si riducono alle:

(14)  L,=— Bt +7Bu)y M= — 2B, + B1);
(15) Bﬂ['? + 21”3: + prvu = ’{Lu + 2L‘{u + Twur *

Infatti le (14) equivalgono le prime due delle (12); I’ultima

d ) . - . . .
p”», OPez si sostituiscono i valori tratti
v ou

di queste, quando alle

dalle altre due, diventa:

0
2B _gf,l + 4p22 {3" - ﬁ - ‘{eu euu ha 2]".3:7 Orv - pevz:v +

+ B.{uu — Tu esu + 9u, B‘Tn -*_ 26u ’{Ev =

d
= 2‘{ ;)?1; + 4p1] Tu = Tuuw — Beuox:v - 2‘(11, ezou - ‘(Ouuu +

4 1Bur — B 62+ 0.8, 4 20,87,

a cuai si riduce anche la (15) in virta di (13).

In coordinate non omogenee (¢! = 1) |’ ultima delle (12) ¢ una
identita, perch® py; = P,y = 0. Non lo ¢ invece la (15) che si puod
in tal caso considerare come la condizione d’integrabilita delle (13)
pensate come equazioni nella 6,
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\

La forma Ldu? 4+ Mdv? é invariante per collineazioni (e reci-
procitd), ma non é infrinseca, come si riconosce studiando su 6
Peffetto di un cambiamento dei parametri delle asintotiche nel-
I'ipotesi semplificatrice che ¢t =1 e quindi p;; = pye = 0. Ma &
facile riconoscere pure che, posto

8
{16) + ¢® = By oppure % oppure B oppure JB%y,. ..

3
(17) +e¥ = By oppure % oppure Jy oppure VB3, ...

(se p. es. 3 = 0, ponendo ¢ = — log

1
i, 4= boltl)

allora la forma:
1 2 2 1 2 2
(18) L_(Puu"{—?c?udu"_ M—q)m_l_'z—q)vdv;

& tnirinseca, pure essendo ancora invarianle per collineaziont a mo-
dulo qualsiasi; essa si pud percid talvolta con vantaggio sostituire
alla P (o II, oppure @), che & invariante solo per collineazioni
unimodulari.

Da tutto questo si possono anche dedurre le condizion: d’in-
tegrabilita in coordinate u, v gqualsiasi, che furono date in forma
concisa per la prima volta dal Fubini nelle sue Note : Fondaments
della geometria proiettivo-differenziale di una superficie. (Rend. della
R. Accad. dei Lincei vol. 27,, 1918). Non le scriveremo qui, per-

ché pit tardi le daremo sotto un’altra forma, dovuta al Cech.

E) Calcolo di (zdx d%z d3z). 11 cono di Segre.

o

Supporremo le x coordinate omogenee qualsiasi. E, se u = u,
e v = u, sono asintotiche :

d*x = 2w, 3%, 4 (Bx, + pyy x)du? + 2z,,dudv + (12, - Py, x)dv?
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P = $2;8%; + 3 {(Bxu + pu)dud®s + x,(dud? + dvd?) 4

+ (174 4+ Popx)dvd® } +

+ xygpdu® 4 (Xy3n 4 22100)duldv 4 (1 A 2%ag0)dudv® 4 wyppdv®
Ora

0xy,

L1113 = ’_6‘?,(,— - 2014 211 = P11 % + (Bu - 2?'014)“:» + me; + ...

ox
T2 + 2121 = 3 —a;—l + 28,, ¢, = (3f1 +26,)x, + 37, @, 4.,
e analoghe dove sono trascurati i termini in 2, e dove, si ricordi
Be + pyy + BY, = 7y,
Quindi, posto

A = 3Bu 4 3ydvd% + pyydud + BB1+ 20, )dudy
+ 3myy dudv® + (1, — 270.)dv?,

B = 3% + 3Bdud®s + ppdv® 4 (387 + 26,,)dudv?
+ 3myy dodu? + (B, — 2@6u)d’“3 )

O = 3(dud? + dvdu) + Bdu® + ydv?

sara :
du dv 0
" 2 3
(v de dPx d’z) 52y 4 qdv? 8% + B 2dudv
(x x, =, =)
A B c |

(dud® — dvd®u) + 3(Rdu®u — ydu232y) +-
= — 2dudv + (Bu — 2B8,)du* — (v, — 240,)dot
+ (3myy — Pu)dvdu® + (Do — 3my,)dudv®

+ |3(dud? 4 dvd%u) + Bdu® + 7d1,3} [duézv —dvdy 4 Bdud — ydv3|.

Fusixt o CEcu, Lexioni di Geometria protettivo-differenziale. 7
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Se Fj' & il covariante cubico a(fdu® —vdv®) di Fy e G ¢ la
espressione intrinseca a(dud?v — dvd?u), avremo :

G = a(dud? — dvd®u) d@ = a(dud® — dvd3u)
(cioé la curvatura geodetica rispetto all’elemento F, & G:JF, 3) ,
dFy, = 2a(dus? -+ dvd’u)

dFy'=3a(Rdu?d?u~ydv?d%) 4 aqqy; du’ -+ ay;,duldv-ayey, dudvd-agye,dvt

= 3a(Bdu?d®u — 1dv?d%) + [ Bgaf) — 36, aﬁ}du“ +
6(af) 8(av) o(ar)
+ '—61;—— duldy — W— dudv3 —_ l’w— —_ 361(,1“{} d7J4 .

Essendo (z z, «, z,,) = a? ne deduciamo:

(x dx d?x d3z) = — F, [dG’ + dF; 4 Fy(myy du? — 7, dvz)]
(19) . |
+ (7 dF, + Fa) (G 4 F3').

Si noti che m,;du® — my,dv? si scrive subito anche in coordi-
nate curvilinee qualsiasi; essa & la forma quadratica apolare ad
F, e alla forma 3r,du,.du,, covariante al loro sistema.

Cosicché la (19) permette di calcolare (x dx d®x d3x) in coordi-
nate qualsiasi. Uguagliando a zero, si trova 1’equazione delle se-
zioni piane. Ne segue facilmente (cfr. la Nota di F. citata piu
avanti) che U’ equazione delle sezioni piane é determinata dalle nostre
forme e viceversa; cosicché due superficie poste in wuna corrispon-
denza biunivoca, che conservi le sezioni piane, somo collineart (cid
che & evidente per superficie algebriche e che per superficie qual-
siasi si pud dimostrare direttamente (cfr. la Nota del Fubini negli
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 1914 vol. 49 pag. 786).

Cambiando di segno B, v si trova !’equazione delle curve di
contatto della nostra superficie con un cono (& d¢ d% d3) = 0.
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L’equazione :
(20) (x dx d?x d3x) = (& d& d?¢ d3€) (*)

non contiene i differenziali terzi e si riduce alla:
, {
(20) vy — Fy [2dF3 + F, }(7‘11 — Pr)du? — (Myy — Pyo)dv® ‘] +

+ 2GF, + 3F,/dF, = 0

che dev’essere indipendente da @, perche, moltiplicando le = e °
quindi anche le & per uno stesso fattore, la (20) resta equivalente
a s¢ stessa. Sviluppando la formola precedente si trova infaiti che
(20) si pud scrivere quando si consideri u come funzione della »

. . du ,,_dzu .
e siponga w' = —~-, u’=—5):

u,s I 144 ‘” ’ w ’
(20): 2 —B—E@uu = (—u—{,,_,—— uuz) + 2( Z‘, — Bvu) =0.

Le curve C definite da questa equazione hanno un importante si-
gnificato geometrico. Sia @ un piano osculatore in « ad una di
queste curve C, contenente percid anche 2 altri punti consecutivi
ad « sulla curva C. Consideriamo un quarto punto consecutivo
preso non su C, ma sull’intersezione della superficie con =. Il primo
membro di (20), e quindi per la (20) ., anche il secondo membro
sara nullo. Percid i piani tangenti alla superficie in questi quattro
punti concorreranno in un’unico punto. Al § 24 del Cap. III® tro-
veremo che (20) (. definisce le pangeodetiche. Abbiamo dunque :

In un punto O di una superficie il piano osculatore = di
una qualsiasi pangeodetica uscente da O gode della proprietd che 2
4 piani tangenti in O ed in 3 punti consecutivi dell’ intersezione di
7 con la nostra superficie passano per unm medesimo punto.

Al § 24 del Cap. IIT° studieremo il cono inviluppato da que-

(*) Per superficie ad asintotiche non reali, alla (20) si dovrebbe sostituire
1’ equazione ottenuta, moltiplicando per ¢ uno solo dei due membri.
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sti piani: cono che per la prima volta & stato considerato dal
Segre. La equazione (20) & dovuta al \C/ech; essa ¢ molto notevole,
perché permette di fare i calcoli in coordinate u, v qualsiasi. Si
veda anche 1’ultimo teorema del § 22. Il Fubini trovd per la prima
volta le forme F, studiando appunto 1’ espressione (x , dx , d?x , d3x).

F) Confronto con le formole della Geom. metrica.

Supposto ¢ = 1,.siano x, ¥, z coordinate cartesiane ortogonali,
Sara :

22

Ty xvv‘—:‘i 1 wu+

X

11 11

&

¥
h
tate con le precedenti, si deduce :

ove

; sono calcolati per 1’elemento lineare di Gauss. Confron-

. _ )22 Y11 Y22
. . .o . y11 22
Ne segue che ¢ nostri 3 , 7 non sono che ¢ simboli 2 (v 11
) . . ., V11
per U elemento lineare di Gauss; se p. es. B = 0, sard 9 (= 0,

ciod le v = cost. avranno curvatura geodetica nulla ed, essendo
asintotiche, saranno rette, come gia sapevamo. Sara poi:

(x 2, x, ,,) = 00} = + DYEG—F?,
—_— EG —F?
t = VDVEG—F* = ]/@575— ,

ove K = — % ¢ la curvatura totale della superficie, in completo

accordo con la (21) del § 12 C.
La coordinate normali si ottengono dalle precedenti, moltipli-
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cando per

V By V_ —9:2
(22) VDyEG —F2 ! FTe

Si noti che, posto E,, = E, E,, = F, Ey» =G, conseguenza
differenziale delle

oE,, kz: ils
" _3F IE
e AP e A
sono le formole :
(o0 {11 11 )\ 22 J0 {12 12 12 F
>W1+§ §§ H—u 1‘+§1E32I+F
0 22 11 3 12 12 ()12
[ ST =TT 5

e che conseguenza delle equazioni di Codazzi (essendo ora D=D""=0)
sono le:

12| _ dloglp 12| _ ologlp
- ’ 217 ou

E, per le (20), (21):
22
o

e (-2 2
SHARES

8%logp i dloglp  dloglp —f

T~ dudv ou ED)
cioe
1 &
(24) “ng—euv—l-p‘f—'ﬁ—m'—f,

che & la quantita che si presenta mnella celebre equazione di Moutard.
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§ 17. — Applicazione agli invarianti

di un sistema coniugato.

A) Calcolo di tali invarianti.

Le », v formino un sistema coniugato ; sia

(1) du =rdu 4+ sdv , dv=S8du -+ Rdv
cosicche : -
0 0 0 0 ] 0

1 is —al—N S = = 8 .R
@)s ou ou + ov ov ou + v
() rR+s8=0,

- 1 1 - 1 1
@) du=grdutggd,  dv=odudt gy

Per la (2) le condizioni d’integrabilityi danno :

2
S;=r;=rsu+ssv=rsu+'SRig'Ru=
. Sy B,\ _ dlog(s:R)
-’s( s “T)—’ST’
@)
R =08;=1rR, + SR, = rR? Z;‘ 4+ SR, =
. R, Sy | _ ologR : s
_RS(R — s)—RST.

Sara poi:

2  0® 02 dlogs:R 0
6) == =ma t RSyt —r— -+
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dlogR:s &
o v

+ RS

Sard dunque (posto a = ay,)

2 .
—% = (rsﬁu + RSy + s D088 E )m +

dudv ou

(6)

dlogR:
- (m + RSB, + RS—Ogv—s)xv + (rspyy -+ BSpyy)e ==

=

610gaR:s)) -

v (o

y 1 <rs dlogas: R

1 dlogaR:s
5 o + RS‘{) + ﬁ(rsﬁ + RS -

0

: 1
rs—p — + RS*() 5% (rsp + RS

+ (rspyy + RSpy)x.

Questa & una equazione di Laplace per le coordinate = di punto,
di cui il primo invariante é:

1./ ologas: R 2 1 dlogaR:s 2
I'= m(mT + RS’) T 1w (RS o _+”p)
) + r8pyy + RSpyy —
1 ologas: R 1 dlogaR:s\ |
— [g(rs F— + RS~() + —2—3-(7'3@ + RS 5 -——) J;
Poniamo :
] r
{8) -l s
allora
(9) du —pdv =0 & I’equazione delle u = cost.

9

(10) P

0
=48 A p——J- (Qui S non & un simbolo di somma).
ov ou
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L’ ultimo termine del secondo membro di (7) diventa:

1 { Pu ! pv}
— = lsb, + s~ — R —psB+ RO, — RS =
5 | + o ” psp ;

U

_ 1 o pr'l
= —7{R[pﬂu+ pu— B — O }

¢l

1 4 .
= — 5 St — o) (ot + o — L — 7 + 0. — L)

1 0 0 Y 2 Py
) ES(—%—p-a-;)(pﬁu—l-pu——p—mﬁp +6r—7).

Per le condizioni d’integrabilita & R, : B% = s,: s*; e percid il fattore
— 5 S(B, — pR.)

del primo termine dell’ ultimo membro vale —%— RS pp”.

Se ne deduce, ricordando (2) e le (13) del § 16 D che:

21 M
T (LP - —) +

Ss 4
1 p? 0%logp Pov 3 pt
+["““_ 2 e P Tewn T g T pal
(11)
P 1 7P Pu 1
+('———‘(u 21F—??+2(;{+*{1~—p—g)

1
o+ (26 — Bur® — 280 + 5 6+ 260.).

Dunque: (F)

21
Ss
gnificato indipendente dal modo con cui sono stati scelti © parameir:

La forma 8ldudv =

(—— %— du? + pdv2> , che ha un si-
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W, v del sistema coniugato che si considera, si calcola appena data
U equazione du — pdv = 0 delle u= cost. oppure du -+ pdv =10

delle v =cost. senza che si debbano calcolare le equazioni di queste
curve in termini finiti o ricorrere a quadrature.

L’ altro invariante se ne deduce scambiando r con s, R con S,
ciogé cambiando p in — p ed Ss in Rr = — Ss. Lo diremo il se-
condo invariante.

Gli invarianti per I’equazione di Laplace relativa ai piani
tangenti se ne deducono semplicemente sostituendo — B, —y a {2, 7.

B) Sistemi coniugati ad invarianti uguali.

La differenza dei due invarianti per 1’equazione di Laplace

relativa alle coordinate di punto & quindi il prodotto di Ss per

o2logp p 1
—9__"0F oy = g2
udv o5 T Bt — 2o
. 1 C

che vale, {F), posto — =D :

C

0%log —

D c D

(12) oudv (Yf)v + <ﬁ _O—)u

Dunque: Il sistema coniugato Cdu? + Ddv2 = 0 ha invariant
di punto uguali, se (12) é nullo.

L’ uguagliare a zero il solo primo termine caratlerizza, si noti,
1 sistemi iSotermi comiugati.

L’ uguagliare a zero la (12), in cui si cambino i segni di B, 7,
caratterizza similmente ¢ sistemi contugati a invarianli langenziali
uguali,

Poiché cambiare i segni di 3, 7 equivale a cambiare il segno

di —g-, ciod a sostituire al sistema coniugato Cdu® 4 Ddv? = 0 il

sistema coniugato armonico (che lo divide armonicamente) Cdu? —
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— Ddv? = 0, ne deduciamo (Fubini) il teor. di Darboux (Théorie
des surf. 1896 Tomo 4, p. 72):

Se un sistema contugato ha invariantt di punto wuguali, il si-
stema coniugato armonico ha uguali itnvarianti tangenziali e viceversa.

Segue pure immediatamente: Se un sistema coniugato gode di
due delle tre proprieta sequenti : di avere uguali invariants di punto,
di avere ugualt tnvarianti langenziali, di essere isotermo coniugato,
gode pure della terza ; ed anche il sistema coniugalo armonico gode
delle stesse proprieta.

Se una superficie contiene un tale sistema coniugato, potremo
cambiare © parametri v, v delle asintotiche in guisa che C=D = 1.
Risultera percido dall’annullarsi di (12) cke B, = 7,. Tali superficie
diconsi di Ionas.

Notiamo ancora: Se due superficie hanno le .stesse B,y cioé
lo stesso elemento lineare proiettivo, cioé se, come vedremo, sono proiet-
tivamente applicabili, su di esse si corrispondono ¢ sistemi coniugats
ad invarianti uguali. (F).

All’equazione ottenuta uguagliando (12) a zero, si possono
sostituire delle equazioni piu semplici. Tale equazione dice infatti
che

) C 0 D

¢ un differenziale esatto dlogyp, ciog che:

0

C:9 D:p _
ou T =0

D 0 c :
g+ =0 Fleg iy

Posto ¢ == ¢H, ove H & una funzione arbitraria, e sostituito
C:¢ eD:¢alle C,D, col che il rapporto C: D resta immutato,
queste equazioni diventano

i} D C 0 C D
gt T ey TRy =0,
ossia :
H’“ HU
(13) D,+10=D%; C.+pD=0C3,
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che sono lineari in C, D. Poiché H & arbitrario, si pud, volendo,
scegliere H = 1; e le (13) diventano allora:

(14:) D,,, = — “{C y Cl. = — BD
La determinazione dei sistemi coniugati a invarianti uguali é

ridotta al semplicissimo sistema lineare (14) (F).

() Un’altra applicazione.

La differenza tra il primo invariaunte dell’ equazione di Laplace
per le coordinate di punto ed il secondo invariante tangenziale vale
dunque il prodotto di Ss per

o 0%logp 2 Pu
cio¢ vale
(1 o%logp
(15) 285{@(’ ): (p )14_ Judv }

Posto p = 4 %, I’ eguagliare a zero questa espressione (15)

equivale, (quando si moltiplichino 4, B per uno stesso opportuno
fattore) a imporre le:

(16) A +7B=0 B, 4BA=0

affatto analoghe alle (14) ; vedremo che queste equazioni equival-
dv

B

u = cost. (du — pdv = 0) formano una congruenza W. Se ne de-
duce il teor. (F):

Se il primo invariante in coordinate di punto é uguale al se-
condo invariante tangenziale, le refte tangenti alle curve del primo
sistema (u = cost.) formano una congruenza W.

Se questo avviene anche per le linee coniugate v = cost., cioé
se le equaziont di Laplace per i1 punti o per ¢ piant tangentt

cioe¢ alle

d
gono a dire che le tangenti alle linee T“:
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hanno uguali invariants, scambiati di posto, cioé se tali equaziont
sono aggiunte, allora, scegliendo opportunamente ¢ parametri w , v
delle asintotiche, potremo swpporre p = 1; 1l sistema coniugato che
st considera & pertamto isotermo contugato ; e, come si vede da
(15), B, = Y.. Le superficie, su cui esiste un tale sistema, sono
le superficite R di Tzitzeica e Demoulin.

L’ analogia tra le (14) e (16) non & soltanto formale; vedremo
che, integrate le (16) cioé trovate le congruenze W di cui S é prima
falda focale, si sanno integrare le (14), cioé trovare i sistems coniu-
gatt a tnvarianti uguali con sole derivazioni; e viceversa, integrate
e (14), si sanno integrare le (16) con sole quadrature.

Notiamo ancora che se due superficie sono in corrispondenza
biunivoca, e se per la seconda B’ e 4’ sono i valori delle &, 7, la dif-
ferenza dei due invarianti citati ha uguali valori sulle due super-
ficie [per il sistema coniugato, a cui appartengono le du — pdv = 0]
soltanto se:

(16) o

Supponiamo che le due superficie debbano aver uguale tantu
il primo invariante in coordinate di punto che il secondo invariante
tangenziale. Allora bastera che sia soddisfatta la (16), e che siano
uguali i primi invarianti in coordinate di punto; ciog, indicando
con L', M' i valori di L, M per le due superficie, dovrd essere
soddisfatta, oltre alla (16), anche la:

1
(2 — e — 280, + - 0%7) —

(17)
= r»"‘(L' — of— 2fpu + % B'2p2> —

’ s Yo 1 7,2 ’v
—(M +ordy +—2——7—~—)-
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Le (16), (17) hanno un ufficio fondamentale nella teoria della
deformazione delle congruenze.
Ancora una osservazione: Per le superficie isotermo asinto-

& lo - 0) sz / ) netrs
Sudv 08 = ) possono mutare i parametri
u, v delle asintotiche in guisa che B = 7.

Per tali superficie le equazioni (14) e (16) somo perfettamente
equivalenti. St ha cosi una trasformazione (F) delle congruenze W che
hanno una tale superficie come prima falda focale; la soluzione
di (14) che, come abbiamo enunciato, si deduce con sole derivazioni
da una soluzione di (16) é ancora una soluzione di (16) e individua
pertanto ancora una congruenza W.

tiche (per cui

§ 18. — Nuovi studii in coordinate asintotiche « , v

A4) Coordinate non omogenee e di Lelieuvre.
Siat=1; e quindi «, y, z siano non omogenee. Le equazioni
SZx, = SEz, = 0, Séx, = Stx, =0

(i cui primi membri si riducono a tre soli termini perche t,=¢t,=0)
provano che esiste una quantiti A tale che

[x

Y =y Z=2.

—

Poichs 2= — A, ¢, sard:

2
Pur = M (per ¢ =E&,7,L, non per ¢ =)

Ora
Q= 8XE = ASX¢ = ).

Percid (§ 16 C) sara:
@ Fuv = (euv + By (per o = £, M, 8, non per ¢ = T)

che & la classica equazione di Moutard.
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Se ne deduce:

I pians tangent: alle asintotiche di wna superficie tagliano un
piano qualunque t = 0 in un sistema contugato ad invarianti tan-
genzials uguali. Questo teorema & il duale del seguente, che & ben
noto, e che si dimostra supponendo t = 1. Protettando da un punto
su un piano le asintoliche d'una swperficie st olttene un sistema
contugato ad invariants (di punto) uguali.

Viceversa siano §, v, { tre soluzioni indipendenti di una equa-
zione di Laplace ad invarianti uguali, che potremo supporre ridotta
alla forma

(1) bis Cuy = R(P .
Costruiamo le equazioni
@) € = ab, — BE, + 4 € o= — b + e, + my¢,

a cui soddisfano le funzioni &,%,¢ Le (1), e (2) hanno 3 so-
luzioni indipendenti comuni, e soddisfano percid alle condizioni
d’ integrabilita. Da queste si trae innanzi tutto a, =c¢,, cosicché
si pud porre o =6, , ¢ = 0,, e inoltre si trae che:

(3) R = eur: + B7 b} 7:11 = Bu + pau b} ﬂ22 = ’(u + ‘{eu'

P 1

_BT(euu, - _2_ ei - pv'— rj61> - 2@‘{14 - YBM 9
a 1

0 (6 —5 6 — v — 'rﬁu) = — 27,8 — 1B..

In particolare sono dunque soddisfatte, com’era prevedibile «
priori, le condizioni d’integrabilita per il sistema formato dalle
sole (2); ed esisterd pertanto una quarta funzione t(u, v), linear-
mente indipendente dalle precedenti che soddisfa a (2), ma non
ad (1) 5. Cid che del resto si potrebbe dimostrare a posteriors,
verificando direttamente i seguenti risultati. Il piano &, v, {, t in-
viluppera una superficie S, su cui le », v saranno le asintotiche.

La Stx, = 0 diventa per (1),

1
(éuv Ly + Ny Yu + Cur~zu) + ttu = 0.
R .
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Confrontando con la SEz, = 0, ossia S&,,z, = 0 si deduce:
(ruv - Rt)tu =0

ossia, poiché t non soddisfa ad (1), ¢ = 0; similmente si prova
che t, = 0, ossia che ¢ = cost., ossia che «, y, 2z daranno coordi-
nate non omogenee [e quindi che p;; = m; — (B, +B6.) e Py
sono nulle, come si poteva dedurre anche da (3)]. Dalle Siz, =
== 8§, x, = 0, che si riducono a somme di soli ¢re termini, si trae:

¢

4 X, =
(4) Pl L

e analoghe in y, 2 )
p = fattore di proporzionalita

/

Similmente, se € & un altro fattore, si trae:

n g

(4) bis r,=—28 0 G

(e analoghe in y, 2).

.

Dovendo essere S¢,z, = S, x,., sard p = 6. Si riconosce poi
che le condizioni d’integrabilitd sono soddisfatte se p, = p, =0,
p. es. per p=1. Si ha cosi:

i ¢

(5) dz= Nudu — 1,dv C,du — . dv

l (e analoghe in y, 2).

Queste sono le ben note formole di Lelieuvre, che permettono”di cal-
colare x, y, z con sole quadrature. Sara inoltre :

(x z, %, xuu) = - (.’I'” z, xuv:) =
; £ & &)°
1] f; 71 C nv Cv
= .q c b] .’I C ) ) ,q c = 71 7)“ 7""
U u v U 2 U C Cu CT

Calcolando le derivate di quest’ultimo determinante, si trova
per le (1), (2) che esso vale ke® con k = cost. D’altrafparte

£ & &
(& éu &p &un) =N Mu "o (‘Cuu - Rt) .
E & G
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E, calcolando le derivate di r,, — Rt, si trova che, moltipli-
cando la t per un fattore costante, si puod rendere t,, — Rt = ke? .
Percid,

€& & &) = K2 = (z =z, 2, 2,)

E si ritorna completamente alle usuali formole della teoria
delle superficie appena si osservi che, essendo 6 determinata a
meno di una costante additiva dalle 6, = a, 6, = &, possiamo ser-
virci di tale indeterminazione per rendere £ = 1.

Abbiamo conseguito wn wulteriore risultato che cioé la t, la
quale non soddisfa alla (1), soddisfa invece alla :

(6) T, = BT + ed = Re + aq,,

completando cosi 1l risultato di Lelieuvre.

Si capisce ora perché il Lelieuvre, nella geometria metrica,
sostituisca le precedents &, 1, ¢ ai coseni direttori della normale. Le
&,m, L insieme alla t sono proprio quelle coordinate del piano
tangente che corrispondono alle coordinate non omogenee z,y,z, 1
secondo le nostre convenzioni (x @, ®, #,,) = (£ &, &, £,.) relative
al caso ¢ = 1 di asintotiche reali.

B) Asintotiche appartenenti a complessi lineari.

Nella teoria delle curve avevamo scelto coordinate corrispon-
denti di punto z e di piano osculatore & in guisa che (z dz d?x d3z) =
= (£ dE d?£ d3). Ora, se z descrive una superficie di cui & & il piano
tangente, allora £ & anche osculatore ad ogni asintotica; Cech ha
fatto 1’ importante osservazione che le coordinate & scelte con le mo-
stre convenzioni per le superficie sono proprio le stesse, cui giunge-
remmo con le convenzioni relative alle asintotiche. Infatti, se c¢i muo-
viamo su una asintotica v = cost., e se £ & il piano tangente alla
superficie, allora per le equazioni fondamentali (I) e (II)

(6 d& d€ d3€) = (& & Cuu uun)du® = (E &, &, £..)Bdu® =

= (z x, x, 2,,)B%dud = (x do d®x d3z).
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Dunque tutte le nostre formole relative alle curve si possono
senz’ altro applicare alle asintotiche. Cosi p. es. le v = cost. appar-
teranno ad un complesso lineare se lungo v = cost. ¢ Sd3xd3 = 0,
08318 SXyuy buun = 0, equazione che, tenuto conto delle equazioni fon-
damentalt I° e II°, diventa Uequazione di Cech :

2
@) LR 1.

Se v =0, e quindi le w = cost. sono rette, allora questa equa-
zione ci dice che 8 & prodotto di due funzioni, una della sola u,
una della sola v.

La linea flecnodale B = 0 sard percid contemporaneamente
definita da una equazione v =cost., e percid sard un’asintotica,
oppure una coppia di asintotiche (cfr. 16 B pag. 92), e quindi sara
una retta o una coppia di rette, direttrici della rigata. Ne segue,
come del resto apparira ancora piu chiaro dal capitolo sulle rigate,
che:

Le superficie rigate, per cui le asintotiche curve appartengoio
ad un complesso lineare, sono tutte e sole le rigate appartenenti ad
una congruenza lineare a direttrici coincidenti o distinte, le quali
sulla superficie esauriranno la linea flecnodale.

Si pud poi dimostrare: Twutte le asintotiche curve (v = cost.)
di una di queste rigate sono (proiettivamente) identiche (*).

Escludiamo ora il caso ¥ = 0 delle rigate; piu tardi noi tro-
veremo le superficie qui cercate come tutte quelle che sono trasformate

(*) Nel Capitolo dedicato alle rigate vedremo che, se y=0, si pud sup-
porre 6 funzione della sola %, supporre p,,=0, B= Ul(av* + dv +¢) con
U,a,b, c funzioni della sola «; e infine p,, = p — aUw con p funzione della
sola . Nel nostro caso potremo anzi supporre le @, b, ¢ costanti e, mutando

v in v 4 cost. (oppure %) supporre anche ¢=0. Dalle equazioni fonda-

mentali si trae che le z, y, %, ¢ soddisfano tutte all’equazione ¢uu —
1

— Oupu— pe=0, ove ¢— — T(zuu——euwu — [p + dU]x). Questa

equaz. di quarto ordine nelle =, ¥, x, ¢ ha coefficienti indipendenti dalla »,
ed & percid la stessa per tutte le asintotiche » = cost. ; le quali sono dunque
proiettivamente identiche.

Fusint e Cech, Lexioni di Geometria protettivo-differenxials. 8
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di una rigata mediante una congruenza W. Noi qui le determine-
remo per via puramente analitica. Dai valori di L,, M, dati dalle
prime due condizioni d’integrabilitd (pag. 95) si deduce per la (7):

L=—1—(—Bﬁ)2—2 Flogf |y,

2 B ou
) 2logB 1 /41 2
y— _ 9logB ogB*
-7 (T )+

ove U & funzione della sola u, V della ». L’ultima condizione
d’ integrabilitd da poi:

2
9) pV'+2vpv=7%{%<%)z__z a;zgp $+

1 /B.\2 d%log B ,

Ora hanno, come sappiamo (pag. 96), significato ¢nirinseco, sia

[L—_L glogp | 1 <alogﬁ)2]du2

2 ou? 8 ou
d%logB 1 /dlogp 2
che [M + 2%k 2 ( i ) ] dv
cioé sia
d%log B dlogB\2 6 8 2 s
[—-4 Tu? + ( u ) +—5—U du? che Vduv2.

e du® .. . .
Poiché anche f 5 ° intrinseco, segue che possiamo cambiare

i parametri u, v delle asintotiche in guisa che U =0 e che ¥V
sia uguale a 0, oppure ad 1. Sostituendo questi valori di U, V
e quello di y dedotto da (7) nella (9), si trova un’equazione nella

sola B, di cui & inutile occuparci, perché, come dicemmo, affron-
teremo il problema per altra via.
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C) Superficie di cui tutte le asintotiche appartengono

a complessi lineari.

Supponiamo che tanto le u = cost. che le v = cost, apparten-
gano a complessi lineari. Insieme alla (7) varra la

d%logy
(10) “Budy ——’BY )
d%log B
dalle quali si deduce e = 0. Le superficie cercate sono

dungue isotermo—asintotiche ; con un cambiamento di paramelri u, Vv
8t potra percid rendere B = y; e le (7), (10) si ridurranno alla equa-
zione di Liouville

d2logB

di cui I’integrale generale &

U7

12) p_m,

ove U & funzione della sola u, V della v.
Si avra poi, come in B,

pe— e L (SR, g,

ou? 2 ou
(13)
_ d%log B 1 / dlogB \?
M———av—z——z‘<"'av— + 7,

con U, nuova funzione della sola «, ¥V, della v. E lo condizioni
d’integrabilitd danno (§%V,), = (82U,),, cosicché

B3(Vydu 4 U,dv) & un differenziale esatto de.
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Integrando si trova:

V'V,

—_ U,U].
= xv

T TUF7V

+V2= +U2a

«

dove U, & una nuova funzione della sola u, V, della v. Identi-
ficando i due valori di ¢, si trova:

VoU—U, V+ Vo, V—V, V—U, U4 U, U =0
che, derivata rispetto ad » ed a v, da: V' U = U, V', ciod:

Vo=kV+h, Uy=kU+1  (k,h,l=cost.)
che, sostituiti nella precedente, danno :

U, U —kU+ b —UU =V, V —EkV?:+ (I —H)V.

Essendo i due membri uno funzione della sola %, 1’altro della
sola v, saranno una stessa costante p. E quindi:

kU2 4+ (I —R)U + p

kP (h—)V +p
U v 1T ’

(13) bis U1 = U

L6

(hyk,1,p=cost)

Le (12), (13), (18) 4, individuano le nostre superficie; al va-
riare delle costanti h,k,1, p non tutte essenziali, non varia § = v,
ciod non varia U elemento lineare proiettivo; e percid le superficie
corrispondenti sono tutte protettivamente applicabilt tra di loro.

Per k=p=1—h=0 si hanno le superficie di Tzitzeica— .
Wilczynski, che ritroveremo piu tardi per tutt’altra via; cosi pure
soltanto piu tardi studieremo le relazioni tra ¢ precedenti risultati,
la teoria delle congruenze W che hanno una quadrica per falda
focale, e le superficie a curvatura nulla negli spazi di curvatura
costante,
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§ 19. — Le rette tangenti.

Accanto ai punti ed ai piani tangenti studiamo ora le rette
tangenti. Siano dv:du e dv:du i parametri corrispondenti a dire-
zioni coniugate. Sara:

U = a,qdu + agydv v = —a,;du —a,qdv.

La retta congiungente i punti z e d0x = «,0u 4 z,0y coin-
cidera con la intersezione dei piani ¢ e df = §,du + §,dv; cosic-
che, se A & un fattore di proporzionalita, sara (§d€) = Mz, dx), o,
piut precisamente :

(E&.)du + (§&,)dv = N[( 2,)0u + (x =,)dv]
che, per evitare equivoci, scriveremo per disteso :

€7 z

€ Mo

£ 7

du +
Eu Mu

du +

2z
2,

dv=)\g

avE

insieme alle analoghe ottenute con permutazione circolare di v, ¢, t
nei primi membri, di z, ¢, y nei secondi.

Moltiplicandole rispettivamente per ., z., f, e sommando si
trova

Z Ly v Uy

y z i
— M| Yy 2 t.|8v=N|4] &0 =
Yo 2 by

= §(YuMu + 2uCu + tuta)du — &, (MYu + C2u + of,)du -+
+ &y + 2o + T )do — £, (1% + 2+, )do

= §(— ay — & 2u)du — & (— Er,)du +

+ &— ayy — x,§,)dv — §,(— &a,)dv

= §(— ay,du — a3 dv) = £dv.
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Percido A = 1 e si hanno le equazioni del Fubini :

Vil

€ —mt) = |— @1y (28, — 12,) + @45 (b — t2.) |
V) V—

Eno —mt) = 3-—- @9 (28, — t2,) + agq (28, — tz,)|

1
V4l
che sono equazioni analoghe a quelle che in geometria metrica
danno le derivate dei coseni direttori della normale in funzione
lineare delle derivate delle coordinate di punto.

Cech ha osservato che

Ve : a
du=d 3 dv =d — 0
u u+}’|7f| u, dv vi-]/]A| v

soddisfano identicamente alla
613 (Au)? + 2a,dud'v + ay9(d0)2 =0

cosicchg, comunque siano state scelte le du, dv, il rapporto d'u:dv
caratterizza le direzioni asintotiche. Le tangenti asintotiche sono
dunque le rette

(xdx)i’/_]_l/;l—(x’ da) = (x,dx)iV;(&,d&),

comunque siano scelte le du , dv (6).

§ 20. — Applicabilita proiettiva.
A) 11 teorema fondamentale.

Siano date due superficie S, S in corrispondenza biunivoca,
che noi rappresenteremo dando le coordinate z ed z dei loro punti
come funzioni degli stessi parametri «, v. Noi, estendendo le defi-
nizioni del § 2, diremo col Fubini che:
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Le superficie S § 81 diranno proiettivamente applicabili se,
per ogni coppia di pzmtz omologht O , O esiste una collineazione M
che porta S in una superficie S', 0 nel punto O in guisa che curve
omologhe tracciate su S ed S’ ed uscenti da O vi abbiano un contatto
del secondo ordine. (Se cid avvenisse per una sola coppia di punti
omologhi, le superficie sarebbero applicabili soltanto in essa).
Notiamo :

1°) Se la M non variasse al variare di 0,5, le 8, S sa-
rebbero (proiettivamente) identiche, perch® M le porterebbe 1’ una
nell’altra.

2°) Non si & parlato di contatti del primo ordine, perche
dalla corrispondenza biunivoca segue che i fasci di tangenti omo-
loghe uscenti da due punti omologhi O, O" sono collineari ; percid
una definizione che parlasse di sol¢ contatti del primo ordine con-
durrebbe a chiamare proiettivamente applicabili due superficie qua-
lunque in corrispondenza biunivoca.

30) 1l contatto, di cui abbiamo parlato, pud essere geometrico
od analitico. Questi due casi (di cui gli analoghi nella geometria
metrica portano 1’uno all’applicabilitd effettiva, 1’altro all’applica-
bilitd o corrispondenza conforme) non sono distinti, come risultera
da quantn segue, nella geom. proiettiva.

Siano dunque S ed S due superficie proiettivamente applica-
bili nella coppia di punti omologhi = ed 2. Se con #’ indico il
trasformato di « mediante la collineazione M, allora

(" x, x, d2x")=p( T %, &x)

ove u & il modulo di M. Avendo 2 curve omologhe di S ed &
uscenti da O = 0" un contatto del secondo ordine, varranno le
equazioni (8) ,, del § 3 dell’Introduz. ; e percid

(x z, x, d?x) = p* (2" @, =, d?x") = pp* (; x, x, d?x)

Percid le forme F, ed ff‘, per le due superficie saranno in 0,0’
proporzionali, ciod in O, O si corrisponderanno le asintotiche. Sup-
poniamo gquesta condizione soddisfatta in ogni coppia di punti omo-
loghi ; le superficie S ed S avranno forme F, ed F, proporzio-
nali. E, moltiplicando le coordinate dei punti di S per un oppor-
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tuno fattore, e trasformando, se necessario, la S con una collinea-
zione a modulo negativo, potremo supporre che le forme Fy ed F,
siano identiche.

Se x, z sono una coppia di punti omologhi, potremo ancora
supporre &’ = x. Le relazioni che legano in tali punti le ', , 2',,,,
ecc. alle z, z,, ecc. date dalle (8) . del § 3 dell’Introd. varranno
anche (essendo F, = F,’) quando alle derivate ordinarie si sostitui-
scono le covarianti; e allora, scritte le Fy, Fy servendoci della
(9) v del § 12 concludiamo che Fy — F,;" & divisibile per F, e
quindi, essendo apolare ad F,, & identicamente nulla. Percid
Fy=F, =F,; ciod le due superficie avranno uguale elemento li-
neare proieftivo. Ad ugual risultato si giungerebbe confrontando le
equazioni_fondamentali (I) per le z,, ,, e le equaz. citate che
esprimono il contatto di curve omologhe.

Viceversa se F, ed F, sono identiche e se in una coppia di
punti_omologhi & Fg = F,, sard in tale _coppia di punti (z z, x, X)=

= (z =, », X), perché le forme F, ed F, coincidono, e noi potremo
con una collineaz. unimodulare trasformare S in una superficie S
tale che, per i valori considerati delle %, v, sia z = 2, z, = =,/
z,=x,, X = X', F3=F,. Dalle equazioni fondamentali si de-
duce che allora z,, — v, = (p,, — p;;)x, che ciod nei punti consi-
derati le §, 8" hanno il contatto voluto. Percio: (F)

Condizione mecessaria per U applicabilita proiettiva di due su-
perficie poste in corrispondenza biunivoca tn wuna coppia di punis
omologht é che in questi si corrispondano le asintotiche. Se poi que-
sta prima condizione & soddisfatta per ogni coppia di punti omologht,
condizione necessaria e sufficiente per Uapplicabilita protettiva in una
coppia di punti omologhi é che in questa coppia di punti le super-
ficte abbiano uguale elemento lineare proiettivo Fy:F,, o, ci0 che é
lo stesso, abbiano le stesse forme ¢, , @3, € differiscano soltanto per
la forma P (0 II o Q).

B) Una proprieta caratteristica di due superficie

proiettivamente‘ applicabili.

Due superficie S, S in corrispondenza biunivoca somo proieili-
vamente applicabili in una coppia di punti omologhi A, A, se i
piani osculator: alle linee di S uscenti da A, e 7 piani osculatori
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alle linee omologhe di S wuscenti da A formano due stelle collinearsi.
Ecco una semplice dimostrazione (F) di questo teorema di Cech.

In tale collineazione a piani passanti per una retta tangente
in 4 ad S corrispondono piani passanti per la tangente omologa
di 8. Usando coordinate non omogenee z, y,z nulle in 4, po-
tremo quindi trasformare S in una superficie ' passante per 4
in guisa che in 4 c¢iod in t=y=2=0 sia

’ , ’

r=y=2=0 =z, =6z,

’

x,= 6z, (e analoghe in y,2)

e che piani osculatori a curve omologhe delle S ed S’ coincidano;
con una conveniente omologia di centro A4 potrd rendere 6 =1;
ma, poiché questa omologia lascia fermo ogni piano uscente da 4,
in particolare i piani osculatori citati, piani osculatori a curve omo-
loghe uscenti da 4 continueranno ancora a coincidere. Cioé il piano
per tre punti

z=0, z+4dz, x—{—dx—{——}d%

di 8, ciog il piano per 1’origine che contiene i punti dz = dz’ e
d?x dovrd contenere anche il piano d%x’. E percid sara:

(1) 0= (d=,d%z,d*c’ — d*x) = (x, x, Dyx’ — Dyx)(du d®> — dvd?u)
+ (dz Dyx Dyx')
ove & posto

D,z = x,, du® 4 2z,,du dv 4+ x,,dv? ed analoghe.
Annullando i termini in d?u, d%v si trova
x, x, Dy(x’ — 1) } =0

cosicche [essendo per le ipotesi fatte fin dal principio del libro
(x, ®,) £ 0, perchd i punti singolari sono esclusi| sara:

D,&" — Dyx = Mz, + px, (e analoghe in y, 2),
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ove A, i sono forme quadratiche in du,dv. La (1) diventa cosi:
0 = (dz, Doz, Az, + pa,) = (Adv — pdu) (x, z, Dyx).

Non potendo essere identicamente nullo il secondo fattore
(perché altrimenti in 4 la S avrebbe asintotiche indeterminate,
caso da noi sempre escluso) sara Adv — pdu = 0. Ciod

sard una forma pdu + 6dv in du, dv. Si avra pertanto
D,x" = Dyx + (pdu + 6dv)de ;

formola che, per i risultati dell’introduzione, prova appunto che
curve omologhe di §, 8" uscenti da 4 vi hanno un contatto del
secondo ordine. A questo teorema si pud dare col prof. Bianchi
il seguente enunciato :

Se S ed S’ sono superficie in corrispondenza biunivoca e, ad
ogni sistema di curve di S uscenti da un punio fisso O di S coi
pians osculatort formanti fascio corrispondono curve di S uscents dal
punto omologo Q' con piani osculatori ancora formanti fascio, le due
superficie sono in O, Q" proieitivamente applicabili.

Escluso questo caso, allora, se tra §,8" si corrispondono le
asintotiche, a nessuno dei precedenti sistemi di curve di S uscenti
da O corrisponde un sistema analogo di curve su §'.

Se tra 8, S’ le asintotiche non si corrispondono, esiste una
sola retta r uscente da O tale che alle curve di S, i cui piani oscu-
latori in O contengono r, corrispondono carve di &, i cui piani
osculatori in 0’ formano ancora un fascio. La » si pud chiamare
I’asse della corrispondenza tra S ed 8" nel punto O.

C) Un’altra proprietd caratteristica delle superficie

proiettivamente applicabili.

Se S ed S sono proiettivamente applicabili, ed A, A ¢ una
coppia di punti omologhi, esiste una collineazione che porta S in
una superficie S’ dotata della seguente proprietd : Ogni striscia di
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elementi del primo ordine relativa alla superficie S, la quale contenga
U elemento formato da A e dal relativo piano tangente e la striscia
omologa di S’ hanno in A tre elementi successivi comuni (b/ecb).

In altre parole, se in A é u=v=0, gli sviluppi delle coord:-
—g;— , q== —-g;— secondo le po-
tenze di u, v relativi ad S oppure ad S hanno comuni v termini
di grado inferiore al terzo. Usiamo nella dim. coordinate omogerice.

Nelle nostre ipotesi si pud supporre che S, S abbiano le
stesse forme F, , F;. Potremo scegliere il tetraedro di riferimento,
e trasformare S con una collineazione in una superficie 8’ in guisa
che per u=v=0 i punti z, " coincidano con (0,0,0,1), i
punti 2, ,#,” con (1,0,0,0), i punti «,,x, con (0,1,0,0),
i punti X, X" con (0,0,1, k).

Allora dalle equazioni fondamentali segue che

nate non omogenee X, Yy, z, e di p=

r=u+A+..., y=v+4+B+..., z=C+..., t=1+4+D-+4 ...

ove A, B, C, D sono forme di secondo grado in w,v, di cui le
prime tre non dipendono dalle p,, che sulle due superficie possono
anche avere valori distinti; cosicch® per le 2, y', 2" varranno svi-
luppi del tipo:

¥Y=ut+A+...., y=v+B+...., 2=0C+4....
mentre invece
"=14+D +....,

ove D’ puod essere una forma di secondo grado, distinta da D.

x 2 . PR . .

Dunque < —'Z—, - hanno sviluppi in serie che, fino ai
termini di secondo grado inclusi, coincidono con gli sviluppi di
z 7 . . Lo
ik %—, - L’ equazione del piano tangente & nelle notazioni

di Monge —j— =09 -%— +4q —?:-— Quindi le p,q coincidono con

—&: L ed —m: ¢, cios, a meno del segno, sono

(yzt):(xyt)1 € (xiz)t):(x7y7t)7
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ove sia posto

y 2 1
(yzt)= |y, 2, t,| ed analoghe,

Yo 2% Ly

Anche gli sviluppi di p, g coincidono dunque, fino ai termini
di secondo grado inclusi con quelli di p’, ¢', come si era enunciato.

Ne segue anche facilmente che in 4 le S, S" hanno un con-
tatto del terzo ordine, ma questa non & affatto una proprieta ca-
ratteristica.
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