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CAPITOLO I I . 

I K O N D A M LÍ N T I D K L L A . T E O R I A I ) K L L E S U P E R F I C I E 

Sia 

( 1 ) 

§ 9. — For iuo le di c a l c o l o a s s o l u t o . 

A) DilFerenziali controvarianti. 

G = £ ars du,. dus (r , s = 1 , 2 , . . . , n) 

una tonna quadratica diffcrenziale col discriniinantc A i 0 ; sia 
ARS il complemento algébrico di a r s in A diviso per A. Poniamo : 

i h 
l 

1 (da,, dafU 

dit: 2 \ duh 

ih\ 

dou, 
du, 

Risolvcndo le (3) si trova : 

H) 
i h 
l = "<hr 

i h 
r 

ih] 

Conserveremo il simbolo m -nnzichô 
i h 

f ! 
) soltf into por I'elemento 

lineare di Gauss della geometría métrica. 

KUJJINI E CKCII, Le\ioni di < i com? tria 2v'<ñe.ltiv0-d ¡ffn'rn?jal'. 
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Si dimostra chc : 

(5) = 
du¿ 

Le (2) e (3) sono i cosidetti simboli di Christoffel di prima e 
di seconda specie. Porremo : 

S1 ut = 8u t = du, ; S 2 ^ = d2ul + S ] dur du<s 
r , s \ 'i / 

(6) ; 
S3 ut = d(d2 u,) + S ( r S ) dur S2 Ms , ecc. 

r, s \ 1* j 

Tali espre'ssioni saranno chiamate (F) differe?iziali controvarianti. Se 
noi aile variabili u( sostituiamo n loro funzioni indipendenti , 
la forma G si muta in 

• v. r i f -, f / du; dUj 
(7) 1 a rsdu r du s ove a rs = I a{j ^ - f - . 

t , i ^ cm r ou s 

Corrispondentemente si mutano i simboli di Christoffel. Ma, corne ô 

n7V 

(8) du t = S 

cosï si puô dimostrare che formole affatto simili valgono per i 
differenziali controvarianti, che cioè : 

ôu ' 
(9) = S —r—y— 8 ' u ' r anche per « = 2 , 3 , 

r OU R 

Se n = 2, porremo sovente \x± = u, u2 = v. 

B) Alcune deftnizioni. Le geodetiche. 

Diremo che un'espressione c intrínseca, se il suo valore non 
muta con un cambiamento di variabili u in loro funzioni u'; la 
diremo impropriamente intrínseca se essa resta immutata per cam-
biamenti di variabili a lacobiano positivo, ma cambia di segno per 
trasformazioni a lacobiano negativo. 
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Cosi p. es. dalle (7), (8), (9) si deduce : 

(10) A ' A 

e, se n — 2 : 

(11) (du\ 8V2 — du2 S*u\) = 1 * — du2 8'uJ. 
a[ui u2) 

Quindi, per 11 = 2, le espressioni 

(12) 1 Í A | (dux 82u2 — du2 S 2 < ) 

e 

(13) f\A \ (duY ôs u2 — du2 S 3 ^ ) 

di cui, si noti, la seconda è, com'ô facile verificare con le (5) e 
(G), il differenziale délia prima, sowo eatrambe impropriamente in-
trinseche. 

, 3 
La prima di esse divisa per |/ G dà la curvatura geodetica di 

una linea tracciata su una superficie, «m cm G è T elemento lineare. 
Le geodetiche si possono de fin ire dicendo che essa è nuïla. 

Si noti F identità, che ben presto generalizzeremo : 

(11) dG = 2 Sa^d^S 2^. 

Se dunque scegliamo lungo le geodetiche il parametro t de-
du Ô2u 

finito dalla dt — (/ G y lungo esse sarà ^ e Q 1 " 1 1 ^ 

cssendo nulla anche (12), esse soddisferanno aile 

(15) cJ?" = 0 (¿ = 1 ' 2) ' 

com' ó ben noto. In questa trattazione si é escluso che lungo le 
geodetiche considérate sia G = 0, cioe abbiamo escluse le geode-
tiche di lunghezza nulla. 

Le (15) per ¿ = 1 , 2 , . . . , n definiscono anche per 2 
le geodetiche, quando G sia assunto ad elemento lineare. 



C A P I T O L O : - . L ' C 0 N I ) 0 t8 9, C] 

C) Dérivât© covarianti. 

NB. Il lcttoro puô leggere il resto di questo § man mano che esso sarà 
invocato nelle pagine segucnti ; sarebbe troppo pesante leggorlo in una sola 
volta, almeno per chi non conosce giá il calcolo assoluto. 

Sia, per ñssare la idee 

(16) B3 =- £ br5t du.r du, dut (6,,si = brts = bsrt — eec.) 

una forma cubica di carattere intrínseco, cioè indipendente dalla 
scelta dei parametri indipendenti u.¿. Differenziando, o sostituendo 
alie d2u i- loro valori dedotti da (6), si trova : 

La (18) si dira la forma SB prima covariante délia il si-
stema (19), generalmente non simmetrico, si dira il sistema primo 
derivato covariante del sistema delle brst. Com' ô evidente anche il 
primo termine ciel secondo membro di (17) è intrínseco, come B3 

e dBs ; altrettanto avverrà perciô del secondo termine 8BS. 
Altrettanto si puô dire per forme Br intrinseche di grado 

qualunque r ; in particolare 

(17) 

ove si è posto 

(18) 

dB3 = 3 S brst 82ur dus dut -f- âB, 3 

êZ?3 = S brsti dur dus dut dut , 

(20) 

per r = 1, se Bx = 1 br dur, sarà : 

dB1 = ïi br &uy + oBx , SBx = X bri dur du, 

( 2 1 ) 

per r = 2, se B2 = ï,br$durdus {b.,., = 6 s r), sarà : 

dB2 = 21brs dur S2 u, -f SJ52 , oB2 = Zbrst dur du, dut 
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lu particohire, se Jl¿ = G = la^du.du,, ô : 

' s t \ day, r l s 1 
Par = . " — 

7 \ , q ! dut s r 
= 0 - i „ Ks" 

c^ q \ q / 

ciuó, come avevamo giá trovato i 11 (i?) 

(11) dG = 2Xttr, 32 . 

Cosicchc: II sistema derívalo covariante del sistema fondumeufale 
delle a r s é mtí/o. 

Infine, se -x ó una forma intrínseca di grado r = 0, cioó so 
.r e una funzionc intrínseca, e : 

(22) 

ove 

(23) 

rfo; = ï .T, , — X S2^. X av. dus , 

ci3 a; X S3^,; + 3 Ï x*rs S2t¿, + X tr,,st <Uis dut, 

rb: / r s . 
^ "0^7; *rs = — 7 W iXq ; 

ï(VH-Ï(V W 
sono la cosidefte derívate covarianti prime e seconde delta x. Si noli 
che., se ai o2u sostituiamo i d 2u, e a^e derívate covarianti le derí-
vate ordinarie, quesle formole si riducono alie jormole abituali ; con 
oui del resto esse coincidono, se le a r s sono costanti. 

P) Una generalizzazione. 

Se du, , , d ' V , ecc. sono altrettanti sistemi di differenziali 
primi, e se p. es. la forma trilineare 

B3 = % brst dur d'us d"ut, 

ove non ó piíi necessario supporre che brst sia simmetrico, ha ca-
rattere intrínseco, potremmo ripetere per essa un ragionamento ana-
logo e chiatnare primo sistema derivato covariante del sistema brst 



5 4 CAPITOLO SECONDO [G 9 , E] 

quello definito da (19). Si trova di nuovo che 

£ brst¿ dur d'us d"ut d'"u; 

ha carattere intrínseco, 
Noi porremo 

(24) b>->>= lA,,ASJAthbtjll 

Sarà : 

(25) brtt= ZarJaslathbjlh. 

Notazioni analoghe saranno úsate per sistemi binari, quater-
nari, ecc. <a 2, a 4 indici ecc.) In particolare 

(26) a - - S Arl A,j atJ = S e ASJ = A„ 
l 

= 1 > s j r ^ = 0 per j £ r). 

I sistemi come brst sono i sistemi covarianti del Ricci, i sistemi 
brsl i sistemi controvarianti. Se brst è controvariante, ed x , x , x" 
sono tre funzioni intrinseche anche 

ïb>'s< xr x'sx"t 

è intrínseco. Più avanti definiremo anche i sistemi misti. 

E) I simboli a quattro indici e alcuni parametri differenziali. 

Essendo per (26) Ars un sistema controvariante, se ne deduce 
che i ben noti parametri differenziali 

(27) A l x = S Ars xr xs , A2 X = E An xrs 

hanno signiñeato intrínseco, se o; è una funzione intrínseca. 
Da (23) si deduce derivando : 

(28) xrst — xrts = £ (st, pr) An xq 
P * 9. 
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ove (sí, pr) c il noto símbolo di Riemann definite dalla : 

(30) (rk ih) = — Í - — +
 a'¿g«» _ g2g»* \ + ^ ' 5 2 \ duh durduh éuhduK durdu¿ ) 

r h i k r i hk ' 
m l m l + S Alr l, m 

II sistema delle (r&, ih) e un sistema covariante; se = 2, 
quelli dei simboli di Riemann che non sono nulli, a mono del 
segno, coincidono con (12 , 12). 

(
1 2

>
1 2

) „.• La jrazione si chiarna, se n = 2, la curvatura di G. 

F) Kelazioni di apolaritá. 

Una forma intrínseca 

^ brsth.... dur dusdutduh 

si dice apolare o coniugata alia G, se per ogni sistema di valori 
delle t, h , . . . . vale la : 

(31) ^ Ars brslh = 0. 

Questa relatione o intrínseca, fíosi 13 = S brs dur dus è apolare alla 
G, se 

(32) iMrs&r4 = 0 ossia, per n = 2, se au b22 + a2 2¿>u— ^a12612 0 

ossia, posto 
ux = u , u2 = v , 

se le radici dv : du delta G = 0 e delta B = 0 si separarlo armó-
nicamente. Possiamo conservare questo enunciato anche nel caso 
fiñora escluso 4̂ = 0; cosí la relazione di apolaritá per due forme 
quadratiche G, B diventa simmetrica. 

Sempr.e supposto che anche B abbia significato intrínseco, ed 
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A O, la forma 

CAPÍTOIiO SKCONDO [§ 10, A] 

C = 
I'IA I 

b^dU)bLodu2 bV2dux + b22du2 ¡ 
andu1 + a12 du2 a12dux -f- a¿2c^u2 ! 

I -- ±¡c.rs dur dus 

impropriamente intrínseca é tena forma apolare ad entrambe ; se le 
forme dale, non sono proporzionali, se cioé (33) non é idénticamente 
nidio, le forme quadratiche apolari alle Gr, B sono tutte e solé le 
forme proporzionali a (33). 

Se vale la (32), ailora la forma B ö apolare sia a G che a 6'. 
Ora C, essondo apolare alia G che ha il determinante A 0, non 
puö essere proportionale a G; perciö, per il precedente teorema, 
esistera un- fattore X tale che : 

(31) B 
X cn du -f c12 dv 

an du -f an dv 
c2l du + c22 dv 
a2l du - ¡- a22 dv 

Kicordando la (32) si trova che : 

(35) X = — sgn A = + 1. 

§ 10. — Riassunto di alcuni teoremi metrici. 

A) Triedri diretti e inversi. 

Dato un sistema di assi cartesiani p. es. ortogonali x , y , z 
chiameremo positiva la faccia del piano x y volta verso il raggio 
positivo delle a;. Siano date altre 3 rette orientate non complanari 
a, b , c uscenti da un punto O; la faccia del piano ab, volta verso 
la direzione positiva di c, si dirá la faccia positiva di tale piano 
nel considerato triedro. Se con un movimento portiamo a coinci-
dere le faccie positive dei piani xy ed ab, ailora puö avvenirc 
che coincidano i versi delle rotazioni che attraverso l'angolo con-
cavo portano il raggio (cioe la direzione positiva) a nel raggio 6, 
oppure il raggio x nel raggio y. In questo caso diremo che il 
triedro abe ö diretto, o che segue la legge di orientazio^ie determi-
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natři dal »sistema coordinato xyz, nel caso opposto diremo che 
abe ü un triedro inverso, o che non segue la legge di orientazionc. 
11 determinante de i coscni direttori di a , b , c é positivo nel primo 
caso, negativo nel secondo. Le simmetrie por taño triedr i diretti %% 
inversi e viceversa; altrettanto avviene per i movimenti di 2a specie. 

B) Le forme fondauieiitali di Gauss di una superficie. 

Una superficie $ sia detinita dando le coordínate x , y, z doi 
suoi punti in funzione di due parametri u = u± , v — u2. Le x,. , 
y n , z„ sono proporzionali ai coseni direttori de-lla tangente ad una 
linea v — cost. di S ; e il fattore di proporzionalità ô positivo, se 
noi scegliamo quel verso dolía tangente che ô diretto nel verso 
clelle u crescenti. Proposizione aiuiloga vale per le xv , yv , zv . Come 
verso délia normale scegliamo quel lo tale che il verso delle u cre-
scenti su una v - - cost., il verso delle v crescenti su una u = cost., 
e il verso délia normale formino un triedro diretto ; i coseni di-
rettori X , Y, Z di questa direzione normale renderanno positivo 
il determinante (xu, xr, X). Con queste convenzioni ô fissata la 
facciapositiva del piano tangente alla S in un sao punto À e anche 
délia stessa superficie S, almeno in un intorno di A. 

Un cambiamento di variabili coordínate ui cambia-, o non cam-
bia laie fac-cia positiva, secondo che il sao lacobiano è positivo o 
negativo. 

La forme fondamentali di Oauss sono : 

(1) ds* = Edu1 + 2Fdudv -j- Gdv2 = ¿W** 

(2) Ddit1 + 2l/dudv + lï'dv1 = SXd2x = — SdXdx = 

= (X , , d2x) 
} r Ê G ^ F 2 

La prima o intrinseca e invariante (per movimenti). 
La seconda o impropriamente intrinseca, invariante per soli 

movimenti di prima specie, perche cambia di segno per movimenti 
di seconda specie (oltre che per una trasformaz. dei parametri u¡ a 
lacobiano negativo). 
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In altre parole la seconda forma ö completamente determinata 
soltanto se o data P orientazione di S} cioe se c data la sua faccia 
positiva. 

La prima forma è V elemento lineare della S. 
Date le forme (1), (2), la determinazione della superficie è 

ridotta all' integrazione del sistema 

(3) xn = DX , x12 = D'X , z22 = D'X , 

_ FD' — GD FD — ED' 
u ~ EG —F2 x» + ~EG — F2 ** 

__ FD" — OD' JW — ED" 
v ~EG — F2~ Xu + EG — Xv 

ove le xrs indicano derívate covarianti rispetto alP elemento lineare, 
assunto a forma G fondamentale. Per questo elemento lineare i 

simboli di Christoffel di seconda specie, anziche con i11" 

Î
r s ) 
^ ^ , come abbiamo già detto (§ 9 A). 

Le condizioni di integrabilità del le (3), (4) danno le equazloni 
di Codazzi, e P equazione di Gauss 

DD'-D'2 __ 
W EG- F2 - A ' 
ove K c la curvatura delPelemento lineare. Esse sono le condi-
zioni necessarie e sufficienti, affinchè (1) e (2) individuino una 
superficie [oltre alla EG — F1 > 0, almeno nel campo reale ; que-
sta ultima e Púnica condizione a cui deve soddisfare la (1)]. 

Le linee per cui è nulla la (1) sono le linee di lunghezza 
nulla (immaginarie coniugate nel campo reale) ; quelle che annul-
lano (2) sono le asintotiche, Da ogni punto O della superficie escono 
due asintotiche, coincidenti se DD" - D 2 = 0, ossia se la curva-
tura K = 0. L' essere idénticamente soddisfatta questa condizione 
caratterizza le sviluppabüi (e loro casi limitij. 

Se D' = 0, le linee u, v sono coniugate e dividono armónica-
d2 D 

mente le asintotiche; se —loa —rn~ ù in piu millo, cioè se si 
dudo D r ' 
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possono niutare i parametri delle u , v in guisa che D + D"= 0, 
il sistema delle u, v dicesi isoterma-coniugato. 

I piani tangenti in due punti consecutivi di una direzione di 
8 si incontrano nella direzione coniugata ; il piano osculatore alie 
asintotiche uscenti da un punto di 8 coincide col piano tangente 
acl S in questo punto. 

C) Raggi © linee di curvatura. 

Le rette normali generano una congruenza, le cui sviluppabili 
corrispondono a un sistema ortogonale coniugato : il sistema delle 
linee di curvatura. I fuochi di una nórmale diconsi centri di cur-
vatura, le loro distanze rx, r2 dai piedi della nórmale raggi di 

curvatura. II prodotto — (curvatura totale della superficie) ri r2 
coincide con la curvatura K deirelemento lineare. Soltanto sul piano 
e sulla síera le linee di curvatura sono indeterminate. 

D) Elemento lineare dell'immagine sferica. 

Si considera sovente anche la terza torma 

8dX2 = edu2 + 2fdudv -f- gdv1, 

completamente determinata dalle prime due ; i relativi simboli di 

seconda specie di Christoffel si indicano con j ^ ' j - ' a : 

\/~ W — r _ 1 

(/ = A ~~ 77r7' 

E) Superficie applicabili. 

Se due superficie 8, 8' lianno uguale elemento lineare, diconsi 
applicabili. Cié significa che la corrispondenza biunivoca tra i punti 
delle due superficie che hanno uguali coordínate u, v conserva 



60 CAPJTOI,0 SKCOMX) [S 101 E\ 

lunghezze e angoli. Cioè, se O o un punto di 8 ed A , B sono 
punti di 8 infinitamente vieilli del primo ordine (con coordinatc, 
la cui differenza da quelle di O dipende dai differenziali primi du, 
dv), e se 0 , Á , II sono i punti omologhi cli 8allora OA = 0 A\ 
OB — 0'B\ l'angolo A(0)B = A\0')B'. In altre parole esiste un 
movimento M, che porta 0 in O e i punti infinitamente vieilli ad 
O' del primo ordine nei punti omologhi infinitamente vieilli ad 0, 
cioè porta 8' in una superficie 8 , che con S ha comuni il punto 
0 e i punti ad esso infinitamente vieilli del primo ordine, ossia 
porta S' in una superficie S che con O ha un contatto analítico 
del primo ordine. Poichè O e i punti infinitamente vicini conside-
rad si possono considerare complanari, c inutile distinguere i mo-
vimenti cli-prima o di seconda specie. II movimento M variera con 
la coppia di punti omologhi O , O' considérât i, percho, se cosí non 
fosse, uno stesso movimento M porterebbe S in S ; queste due su-
perficie sarebbero uguali ; perianto avrebbero comune non solo l'ele-
mento lineare, ma anche la seconda forma fondamentale (al più a 
meno del segno, se M è di seconda specie). 

Se invece del contatto analítico imponessimo ad M di portare 
8' in una S tale che curve omologhe di S, 8 abbiano un contatto 
geométrico, basterebbe che su S,8 angoli omologhi fossero uguali, 
ôssia che 8, 8' avessero elementi lineari proporzionali, o, come si 
suol dire, che 8, S' fossero conformemente applicabili. In tal caso 
per ogni coppia di punti omologhi 0,0 esiste una similitudine M 
che porta 8' in una superficie 8 che con 8 ha in O un contatto 
analítico ; e le S, 8' si possono anche considerare come applicabili 
nel gruppo dette similitudini. Se poi questa similitudine M non va-
riasse con la coppia di punti O, O omologhi considerata, allora 
le superficie sarebbero simili ; le loro seconde forme avrebbero un 
rapporto costante, il cui quadrato ô uguale al rapporte» dei loro 
elementi lineari. 
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§ 11. — Prime considernzioni di geom. proiettivu. 

A) Le direzioni asintotiche. 

Definiremo una superficie dando le coordínate omogenee 
x, y, z, t dei suoi punti in funzione di due parametri u == ux e 
v — v2. Se per un momento con x\ y', z, t indicliiamo coordínate 
correnti, l'equazione del piano tangente in un punto x di S o 

(;x x„ xv x) = 0. 

Poichù un punto di S infinitamente vicino al punto X ha le 
coordínate 

x = x + dx + d2x + . . . . 

esso apparterrà al piano tangente se ù nulla Tespressione 

(1) (x xu xv d?x) = xu, x,., xuu du2 + 2xu>. du dv + x,.r dv2) 

i d'2x \ , . . , 
love = -^j-ecc.J, che 1101 mdicheremo con 

(2) bu du2 + 2612 dv -f /;22 rfw2 

(3) 6 n = (x xu xv xw.) ; b12 = (x xu xv xuv) ; b22 = (tf 

Questa espressione, che evidentemente cambia soltanto per 1111 
fattore per una collineazione o per una trasformazione di parametri 
u, v, definisce dunque, uguaghata a zéro, ¿e direzioni in cui il piano 
tangente taglia la superficie, c¿oé Ze asintotiche. E del resto, se t = 1 
ed x, y, z sono coordínate cartesiane ortogonali, essa coincide con 

—i'72 (Z)cfa¿2 -f- 2D'dudv -f D 'dv2). Noi escluderemo sempre le su-
perficie sviluppabili, c¿oé Ze superficie elementarissime per cui 
b n b22 — b2

12 = 0 ; e trascureremo pure come eccezionali i punti 
in cui fosse b n b22 — b2

12 = 0. Ammetteremo cioè sempre distinte 
le direzioni asintotiche uscenli da un punto della superficie. 
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fí) Le direzioni di Darboux. 

Diconsi quadriche osculatrici in un punto O di S quelle che 
incontrano la superficie S in una linea che ha un punto triplo nel 
punto O (cosi come piano tangente in O e quello che incontra S 
in una linea che ha in O un punto doppio). Supponiamo t — 1, che 
z = 0 sia il piano tangente in O ; varrá allora uno sviluppo 

(4) z = cp(x , y) + , y) + 

ove (p 6 un polinomio omogeneo di secondo grado in x , y, tp ó 
omog. di terzo grado in x . y e dove sono trascurati i termini di 
grado superiore al terzo. Le quadriche osculatrici saranno le qua-
driche di equazione : 

(5) v(z — <p) + z(kx 4- ¡JW/ + nz) = 0 (X , ¡i , v , n = cost.) 

che incontrano la superficie in una linea determinata da (4) e da: 

(6) v<|> + <pí\x + w ) + . . . = 0 

ove, come sopra, sono trascurati i termini di grado superiore al 
terzo. 

Le 3 tangenti alia linea d' intersezione hanno nel piano tan-
gente r = 0 T equazione 

(7) v<p + ?(Xx + w) = 0. 

Questo sistema lineare di terne di rett.e uscenti da O ha dunque 
una equazione idéntica alia (3) del § 4, i . In virtu dei risultati 
allora ottenuti abbiamo : 

Tra le terne (7) ve ne sono soltanto tre fórmate da tre direzioni 
coincidenti; le tre direzioni cosí determínate appartengono a loro 
volta ad una delle terne (7) : a quella única terna che e apolare a tp. 
Esse si dicono le direzioni di Darboux. 

Le quadriche osculatrici a cui corrisponde come terna (7) la 
terna delle direzioni di Darboux diconsi quadriche di Darboux. 
Se (5) é una di esse, le altre se ne deducono facendo variare n. 
Percio : 
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Le quadriche di Dcirboux formano un fascio, cui appartiene la 
quadrica z2 = 0 formata dal piano tangente contato due volte (fascio 
di Barboux). 

Al sistema lineare (7) si perviene anche in altro modo. Tenuti 
ñssi gli assi delle x, y e i punti unitá di qnesti assi facciamo va-
riare l'asse delle z ; poniamo cioó : 

z = hzr , x — x mz' , y = t/ + pz. 

La (4) si muta in : 

hz' = <p(a' + wz', y + pz) + <p(a;',?/') + 

ove, come sopra, non si sono scritti i termini di grado superiore 
al terzo in x , E questa equazione equivale appunto alia : 

(8) Z ' = ± 9 { x \ y ) + y) + (^'4- w) y) + . 

ove h = e dove X , ¡x sono parametri, che, al variare di l , m 

possono assumere valori arbitrarii. Come si vede, i termini di terzo 
grado descrivono precisamente il sistema lineare (7). Potremo dun-
que scegliere F asse delle z in guisa che essi formino un polinomio 
apolare alla 'f ; e, se ad assi delle x , y abbiamo assunto le dire-
zioni asintotiche, lo sviluppo assumera la forma canónica : 

(9) z = kxy + - i - (Ax3 + By3) + 

Se V asse delle z fosse stato scelto a caso, e quíndi lo sviluppo 
fosse più generalmente 

z = kxy + - i - (Ax3 + SBxhj + 3 C x i f + B y 3 ) + , . . , 

le direzioni di Darboux sarebbero sempre quelle definite dalla : 

Ax3 + Dy3 = 0. 

Le direzioni coniugate di queste, per cui quindi Axs — By3 = 0, 
diconsi le direzioni di Segre. 
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§ 12. — Le forme differenziali fondamentali. 

A) Primo método. 

N. B. II lettore puó accontontarsi di studiare il sccondo método dato 
in (B); chi vuole conosooro altri motodi veda le Mem. di Fubini, ove tali 
forme furo no date per la prima volta. 

Poniamo (cfr. le (1), (2) del § 11 .4): 

(1) — Kx xu xv d2x) = X E6rs dur du, , 

(2) <l>3 = Hx xu xv d*x) - dF2, 

ove X e una funzione delle u, v. Queste forme, una quadratica, 
l'altra cubica, dipendono dai soli differenziali -primi delle u, v. 
Data la superficie Sy queste forme variano : 

a) quando si esegua sulle x una collineazione a coefficienti 
costanti, 

¡3) quando si moltiplichino le x, y? z, t per uno stesso fat-
tore [j(u , v), 

7) quando si muti la funzione X, 
3) quando si muti no i parametri u , v. 

Un facile calcolo prova che in tutti questi casi, e perció anche 
quando su 8 si esegue una collineazione qualsiasi, tali forme su-
biscono una trasformazione del tipo : 

(3) F2 = ZF2 , c¡>3 = 64>3 + (hdu + MV)F2 

Queste formóle hanno una notevole intcrpretazione geométrica. Po-
sto infatti t = 1, x = u, y = v, X = — 1 : 

F2 = d2z — zjl2x — z;fd2y = zxjlx2 + 2 zX!/dxdy + 

4>3 - (d*z - zJPx - zfihj) - ~dF2 = 

= — -J- (¡W**8 + 3zy:ldx2dy + SzX!)lfd.xdy2 + 
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Se neU'iiitoriio del punto 0(x = y = z = 0) della nostra su-
perficie ô : 

z = <p(x , y) + , y) + . . . 

ove ô omogeneo di secondo grado, ty di terzo, allora nell'intorno 
del punto considerato si ha : 

(4) F2 = -L ^ , dy) + . . . ; 4>3 = — 3 , d i j ) + .... 

cioe per i risultati del § 3 : 
La F2 = 0 determina le direzioni asintotiche, la 4>3 = 0 una 

delle terne di direzioni in oui la superficie è incontrata da una qua-
drica osculatrice ; la indeterminazione per <í>3 è proprio la stessa 
che avevamo trovato per queste terne di direzioni. 

Sorge cosí F idea se non sia possibile rendere 4>3 apolare ad 
F2 COSÍ che la <P3 = 0 definisca proprio le direzioni di Darboux. 
Il risultato fondamentale, che ora proveremo, ô che cid si ottiene 
semplicemente ponendo : 

4 
(/ ! b u b22 - b2

12 | 

che cioé la forma 

(5) Fs = 1 — (x xa x7 d*x) - -J- dFa 

)/ ; b u b22 — b2
131 

é acolare alia 

(6) F2 = 1 (x xu Xy d2x). 
)/ | b n b22 - b2

12 | 

Avremo cosí conseguito insieme il risultato fondamentale di scri-
vere V equazione F3 = 0 delle linee di Darboux in coordinate curvi-
linee u , v qualsiasi, e in quálunque sistema di coordinate omogenee 
x , y , z , t. 

Infatti, posto B = bn b22 — 62
12; Fs = — £ brst dur dus dut 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proicttivo-differenxiale. 5 
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con brst simmetrico in r , s } t , si ha : 

, . v 3 dbn 3 Bu 
Oj— (X Xu Xv Xuuu ) -- — Ojj 

1 db b112 = b121 ^ ^211 = ix xu xv xuuv) * "g 

B' 

du + 

Bu 

B 

e analoghe per 6222 1 2̂21- Qumdi : 

b22 biu + bll b221 — 2b12 b121 = b22 

+ b 11 

(X xu xv xuuu ) 

db, / \ ^12 
V^ ^tt %UVVJ " cly 

• 26 12 
/ , , x 1 ^12 

Xu Xy XUUVJ 
1 db 

db 11 

du + 

11 
2 du 2 dv 

= — «̂H v̂v) «̂v — îw -̂wv) ~f" 

che e idénticamente nullo, come si vede p. es. portando con una 
collineazione i punti x , xu , xv , xuv nei vertici del tetraedro di ri-
ferimento (*). In modo simile si prova che anche : 

(*) Cio si puô anche provare in modo diretto, osservando che, aggiun-
gendo alla matrice (x xu xUu xuv Xw) una riga uguale alla prima, si ottiene 
un determinante nullo. Perciô : 

x(Xu Xuu Xuv Xvv) — Xu (X Xuu Xuv Xw) 4- Xuu (x Xu Xuv Xw) — Xuv (x Xu Xuu Xw) 4-

4- Xw{X Xu Xuu Xuv) = 0. 

Analoghe identita si ottengono sostituendo alla x la y, oppure la z, oppure 
la t. Moltiplicandole rispettivamente per i complementi algebrici di X, Y, Z, T 
in {x xu Xv X) e sommando si ottiene 1' identita del testo. 
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bn 6222 + 2̂2̂ 112 ^12^122 = ® ) 

quindi è apolare ad F2. Dalla stessa definizione (5) e (6) segue: 
Le forme F2 , F3 sono impropriamente intrinseche, invarianti per 

collineazioni unimodulari, restaño moltiplicate per p4 se si eseguc una 
collineazione di fattore p, e per — 1 se si eseque una collincazione 
a modulo — 1 oppure un carnbiamento di variabili u , v a laco-
biano negativo. 

Il loro rapporto F3 : F2 ^ perciô intrínseco invariante, e sarà 
detto elemento lineare proiettivo. 

Posto 

(7) F2 = £ ars dur dus , è 

(8) ttn a22 — îi2
12 = A — — s y : bn b22 — 62

12 | 

ove s = — = — sgn\bn b22 — 62
12) = + 1. 

Assunta la forma (impropriamente) intrínseca F2 a forma fon-
damentale di un calcolo assoluto, val go no le : 

I F % = —-— (x xu xv d2x) = ——^ (x xu xv £ xrs dur du s ) 

ÍÜT 1 AI ' 
j dF2 — 2 S ar.s = —--— (œ X £rs 82i¿s ) 

(9) ( \ ' \A \ 

I = S3ttr 3 X xrs dur d2us + 2 xrst àur dui9 dut 

f jP3 = — (a: xu xv X xrst dur du s du t ) 
\ V ; A I 
Confrontando il precedente valore di dF2 con quello ottenuto 

derivando, si trova anche la : 

(U) liis F3 = -T=i=- , ¿11 ̂  -F- 1̂2 d v ? du + *22 í l v i dit0 
rM I 

Altre espressioni notevoli per F2, i<'3 troviamo in B). 
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B) Nuovo método per definir© le F2 , . 

Diciamo positivo quel verso nel fascio delle rette tangenti 
uscenti da un punto x che corrisponde al verso di ¡x: X crescente 
nel fascio che da x proietta la punteggiata Xxu + Esso e im-
propriamente intrínseco, perche si inverte se le u, v subiscono una 
trasformazione a Iacobiano negativo. 

Le coordínate £ del piano tangente soddisfano alie: 

(10) S£x = S&cu = S£xv = 0, donde segue Sx£u = Sx£v = 0 

e sono perció date dalle: 

(11) i = \(x xu xv) 

do ve X é un fattore di proporzionalitá, che de ve essere positivo se 
si vuole che il verso positivo del fascio (x, £) definito neirintrod. 
coincida col precedente. Dalle stesse (10) segue anche: 

(12) * = 5*) 

Poniamo : 

(13) F2 = S£d2x = dui duk . 

Sara per le (10) anche: 

(13) bIi F2 = — S<fflx = Sxd2í 

e quindi: 

(14) aik = Sixik = — Sh xk = — S£k Xi = Sx£ik 

E sará puré 

(14) big aik = \{x xu xv x^) = [x(£ ín fo), 

cosicchc: 

0 0 o F9 

F\ = X¡x(* xu xv d2x) (g ^ & dH) - Xp. 
0 — a n — a12 L 
0 — a21 ~ a 2 2 M 

F2 P Q R 
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ove e inutile esplicitare L, M , P ,Q , R , ossia: 

Fl = — 1VAF\ , COSÍ che 1 = — X-j.4 = ŝ X | A | ove s = — sgnA 

Dovendo essere X > 0 , avrá il segno s di — A ; e noi fac-
1 

ciamo una convenzione intrínseca snpponendo X --- s¡j.  
Í\A ¡ 

Quiudi : 

4 = 
( 1 5 ) 

1\A\ 
(x i ï y X y ) OC  

£ = — sgnA 
Í\A | 

(4 iuiv) 

(x xu xv d*x) = A \ = Étt S, (P6) 

Si noti poi che con queste convenzioni 

(16) A = a11a22-á2
12 = X2 (x Xu Xv xuu)(x Xu xv xvv) — {x xu xv xuvf 

Poichc X2 = 1 : | A ¡, sarà : 

S = SÇJ71 X u Xv (X X u Xv X.y-y) 

/ m / x* x* x™)* \ = — s 9 n Á 

\ÍX)) bis ) v 

X - 1 (x xu xv xuu) (x xu xv xvv)-{x xu xv xuvf 

La forma F2 coincide con la F2 precedente ; è impropriamente 
intrínseca, invariante per collineaz. unimodulari ecc. 

Data la F2, i fattori di proporzionalità per le coordinate x , í 
di punto e piano tangente sono determinati a meno di un contempo-
ráneo cambiamento di segno. 

Derivando le (13) e (13)bis si trova: 

dF2 = S&*x + Sd&2x = — Sdid2x — SdxéPl = SdxdH + Sxd*l 

Studiamo i singoli termini del 2o, 3o, 4o membro. Essi con-
tengono i differenziali secondi, e, data F2, sono tutti completamente 
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determinati se si dà ancora (G) 

(17) Fs = S(dxdH — d&2x), 
¿j 

la quale espressione dipende solo, dai difieren/,iali primi. Infatti 

Sdxd2£ = SI Xi dui d2uk -f- S ü x{ £rs du¡, dur dus = 

— — XI%IKDUI O2UK + )L¡(SX¿ £rs) diti dur DITS 

insieme alla formóla analoga per S d f f î x ; cosicchè : 

(17) bis
 F3 = & %rs) dui dur du8 . 

Noi porrenio : 

(18) F3 — Sflrsí dur dus du¿ j 

non vi ô possibilité di equivoco ; con arst non val la pena di in-
dicare le derivate covarianti délia ARS, che sono (§ 9 C) idéntica-
mente nulle. Anzi, derivando covariantemente (14), si trova: 

(19) S£xrst = — Sir xst = — Si, xrt = — Sit xrs = 

= Sxr ist = £r¿ = irs = — . 

E quindi 

(19) bis = S&R8T 

in modo completamente conforme ail' ultima delle (9). 
Si noti che anche Fs o, come F2, impropriamente intrínseco, 

perche tale ô il método con cui, date le x, abbiamo fissate le 

C) Le forme F , F3 nella geometría métrica. 

Sia t = 1, siano x, y , z coordinate cartesiano ortogonali; siano 
X,Y,Z i coseni direttori délia normale. La (16)bis dà 

(20) X = (EG — F*) {.DD" — D'2) 
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Percio 

F2 = — \(xu xv d2x) = — \(xu xv X) (Ddu2 + 2D"dudv + Z/'cZv2) 

E, se le X sono scelte in guisa che (x?í xv X) ^> 0, sara : 

(21) = (Ddu2 + 2D"dudv + D"dv2) == 

Ddu" + 2D'dudv + D"dv2 

V\K\ 

Siano £ = vX , y] = vF , Ç == vZ , t le coordínate del piano 
tangente. E 

= Sid2x = vSZd% = v(Ddu2 + 2Ddudv + 

Perciô 

(22) v = -

(23) = - i - dS(dxdi) — Sd&Px = — vd{SXd2x) — 
u ¿i 

— -|-dv — vMXd2x. ó 

Ora le equaz. fondamentali délia geometría métrica danno . 

SXd2x = + SZ>rs dur du8 (Dn = £> ; Z)12 = £>' ; Z)22 = D") 

dSXd2x = XZ)rs¿ eZwr dus dut + 2£Drs dur 82us ; 
SdXd2x = — 82ws . 

Trattandosi di questioni metriche, i differenziali controvarianti 
82u e le derívate Drst covarianti sono state calcolate secondo 1' ele-
mento lineare di Gauss ; cosicchè, per le equazioni di Codazzi, le 
Drst formano un sistema simmetrico. Quindi 

1 3 
(24) F3 = — QjDrst dur dus dut — XZ)rs dur du8 dlog|jK| ) 

2 » W 
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Che F3 sia apolare ad F2 si dimostra p. es. osservando che : 

DD " _ D'2 
d\ogK = dlog E G __ F ¿ = (DNI D22 — 2D112 DÏ2 + AI + 

+ (£>112 D22 — 2D122 D,2 + Dn D222)dv 

oppure, piîi semplicemente, usando coordínate u , v asintotiche. 
Allora D = D = 0 ed F3 si riduee, a meno di un fattore, ad 

| ) { j ^v3> o v e * simboli | | sono i simboli di Chri-

stoffel calcolati per 1' elemento lineare. 
La forma I>Drs¿ dur dus dut definisce, uguagliata a zéro, le di-

rezioni comuni alla superficie e ad una delle quadriche osculatrici. 
Taie forma vale 

« ' 
1 1 1 

ove —— , —— , —— sono la curvatura normale e geodetica, e 
-K-n J *g •*• g 

la torsione geodetica. 

D) Una osservazione. 

La F3 = 0 definisce le linee di Darboux ; se addottiamo la 
(17) come definizione di F3) il fattore di proporzionalità delle £ 
deve essere scelto non in modo arbitrario, ma col método precisato 
in B). Se scegliamo invece taie fattore in modo arbitrario, la 

~ S(dxd2i — didH) ¿i 

varia nel sistema lineare ZF3 -f (hdu + kdv)F2 ; cioè è una delle 
forme 4>3 definite in A e definisce la terna di direzioni comuni 
alla superficie e ad una quadrica osculatrice. Perciô il fissare, come 
in B, il fattore di proporzionalità delle £ equivale a scegliere, tra 
le quadriche osculatrici, una quadrica di Darboux. 
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§ 13. — Prime applicazioni. 

A) Superficie correlative. 

Le (13), (13)bis e (17) del § 12 dimostrano che non solo le 
collineazioni, ma anche le correlazioni conservano le asintotiche e le 
linee di Darboux. 

Se O, O' sono punti consecutivi di una linea di Darboux, su 
una superficie correlativa ad 0 , 0 corrispondono due piani tan-
genti TU , TÍ consecutivi, i cui punti di contatto sono consecutivi su 
una linea di Darboux, e che quindi si tagliano nella direzione a 
questa coniugata : cioô ( § 1 1 5 ) su una linea di Segre. Sia S' corre-
lativa ad S : allora le coordínate £ di un suo piano tangente si 
possono supporre coincidere con le coordínate x del punto omologo 
di S, cosicche, per i risultati del § 12 B, le coordínate x del punto 
generico di S\ varranno Quindi le forme di S' saranno : 

(1) F2 = ~F2 F'3 = - bF3 

e le due superficie avranno elementi lineari proiettivi uguali e di 
segno opposto. 

Osserv. Per le nostre convenzioni il verso positivo nel fascio 
tangente in x ad S corrisponde al verso di [i : X crescente sulla 
punteggiata \xu + \ixv , cioè è il verso positivo nel fascio ( x , £) 
perche i : (x xu xv ) >> 0. 

Poichè x : (£ ha il segno di s, taie verso è il verso po-
sitivo del fascio che ha per sostegno la retta o il verso 
opposto secondo che s > 0 oppure e < 0, ossia secondo che le asin-
totiche sono reali o complesse. E ció è intuitivo. La retta da x ad 
x + dx G coniugata della retta intersezione dei piani £ , i + di, 
e perciô con questa separa armónicamente le asintotiche ; le due 
rette ruotano pertanto nello stesso verso soltanto se le asintotiche 
sono complesse, ossia se e < 0, cioè appunto quando sono concordi 
i versi della punteggiata (xUjxv), del fascio (x, £) e del fascio di 
piani Ecco il significato geométrico della s! 
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B) Signifïcato geométrico del fattore di proporzionalità delle g. 

Le superficie 8, 8' siano due superficie che si toccano lungo 
una linea L, che assumiamo su entrambe a linea = la dire-
zione coniugata alia direzione di L in un punto qualsiasi di L 
sará la stessa su S, 8'; supponiamo che le linee u = cost. siano 
su 8 , 8 ' tangenti per v = 0 a tali direzioni coniugate. Potremo 
dunque supporre che per v = 0 sia: 

X X , X u =• X 21 , ^uu ~~ ^ uu i v  = = ^ v 

(6 = fattore di proporzionalitá). 

Anzi; mutando su una delle 8, S' il parametro v in un altro 
che si annulli per v = 0 e che altrove abbia lo stesso segno di v, 
potremo rendere 6 = + 1, senza cosi mutare la faccia scelta come 
positiva su 8 ed 8'. Sará allora per v = 0 

= Í | A : A' |~6£ a u = p.A\A'\ íalx a12 = a'12 = 0 

A i A' = an a22 : a'n a22 , donde a'22 = (Á : A)Í \ À' : A \ 6a22 

ossia Sí'z'w = (A' : A) ]¡ | A' : A ¡ %S£xrv , 

ossia Si A:A'\ x'vv — ; A' : A : 6.*^ - 0 

cioe 

— • ( Í • ^ Í , COSL C O m e ^^ } X vv 

sono per v = 0 combinazioni lineari di x , xu , xv . 
Confrontando con (3) e (4) del § 3, B, si trova che il contatto 

delle due superficie ô del secondo ordine soltanto se 

(Á : A) (¡ A' : A ¡) = 62 = 1 , cioè se A = A' 

e quindi : — (con 6 = + 1). 

Dunque : Se superficie S, S 'a punti contemporáneamente 
ellittici o iperbolici (cosï che A , A hanno lo stesso segno) si toc-
cano lungo una linea L non asinlotica, il contatto è del second9 or-
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diñe soltanto se (tutt'al più a meno del segno) hanno comuni su L 
le coordínale di qmnto e di piano tangente (nórmate secondo le con-
venzioni del § 1 i B). 

Nel caso generale le direzioni asintotiche delle due superficie 
in un punto di L sono date da 

alx du2 + 2̂2 dv2 = 0 e à 1X du2 + á22 dv2 = 0 , 

di cui la seconda vale : 

an du2 + a22 (A' :A)(\A' : A \)dv2 = 0 , 

ossia 
A' r\hAalxdu2 + »22^?;2 — 0 , ove r; == sgn —r~ , h = A : A' | 
jc\L 

nientre o : : £ = 6li. 

Perciô : Se due superf icie si toccano lungo una linea L non 
asintotica, e se poniamo tj = 1 quandc esse sono entrambe ad asin-
totiche reali o complesse, ed uguale a — 1 quando una è ad asinto-
tiche reali, Valtra ad asintotiche complesse, allora il birapporto delle 
quattro direzioni asintotiche contate in un certo ordine voie 

[ i + frih*~) ' 

ove h è + cioè è, a meno del segno, il rapporto delle coordi-

nate di piano tangente per S , S' in un punto x = x' di L. 
In altre parole la tangente dv2 = 0 alla' L contata due volte, 

la tangente coniugata du2 = 0 pure contata d,ue volte, e le due coppie 
di tangenti asintotiche du2 : dv2 = — a22 : a u e du2 : dv2 = 
— — a22 : Tjh4a11 appartengono a una s tes sa involuzione e formano 
il birapporto Yjli4. 

Se la linea L ô di Darboux per S, sarà (per v = 0) Sçu xuu = 
= S£uuXtt per la (17) del § 12 B; quindi sarà: 

(2) u Xuu iuu x u ) = 

- s (híu + é,hu )xuu — xu (Muu + 2hu + èhUu) 
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— h S ( i u X u u X u £ M W ) - f - 3 h u a 1 1 7 

che ó millo soltanto se hu = 0. Dunque : 
Se due superficie si toccano in una linea L non asintotica, che 

é linea di Darboux di una, essa e anche linea di Darboux per Valtra 
soltanto se i precedenti birapporti sono costanti lungo L (*). In par-
ticolare, se nei punti di L le due superficie hanno comune una, e 
quindi entrambe le direzioni asintotiche, «se L e linea di Darboux 
per una, e<9«sa é Z¿?iea di Darboux anche per Valtra. 

Dimostreremo ben presto che le linee Fz = 0 di una super-
ficie rigata non sviluppabile si riducono alie generatrici ed a una 
linea che incontra ogni generatrice generalmente in clue punti : 
linea che diremo la linea flecnodale della rigata (la quale dunque, 
insieme alie generatrici, esaurisce le linee di Darboux della rigata 
stessa). Avremo dunque dal teor. precedente : 

Le linee di Darboux L di una superficie S che non sono anche 
asintotiche sono caratterizzate da; ció che le rigate fórmate dalle tan-
genti tirate nei punti di L ad uno dei sistemi di asintotiche di S 
hanno L come linea flecnodale; se cid avviene per le asintotiche di 
un sistema, aItrettanto avviene per V altro. 

La (2), scritta neU'ipotesi che due superficie si tocchino lungo 
la linea v = 0, diventa nelP ipotesi che la linea di contatto sia 
qualunque : 

Supposta S' rigata e quindi formata da rette tangenti ad S 
nei punti di L, questa linea L sará flecnodale per S' se 

(*) A pag. 35 della Mem. (Courbes tracées sur uue surface dans l'espace 
affine). (Publications de la Faculté des Sciences de l'Université Masaryk, 
Brno, 1923, n. 28) Gech ha dimostrato che : 

Se due superficie S ed S'lianno contatto del secondo ordine almeno lungo 
una curva C, che è curva di Segre per S, condizione necessaria e sufficiente 
aftinchè C sia curva di Segre anche per S' è che il contatto sia del terzo or-
dine almeno. 

(lungo la linea di contatto). 

dh 
h 
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Quindi : 
Le tangenti ad una superficie S uscenti dai punti di una linea 

L non asintotica si possono distribuiré in oo1 rigale, per cui L è 
flecnodale. Consideriamo in ogni plinto di L la tangente ad L contata 
due volte, la tangente coniugata pure contata due volte, la coppia delle 
asintotiche di Se la, coppia delle asintotiche di una di queste rigate, 
che tutte appartengono ad una stessa involuzione. Il birapporto <p di 

8 F 
queste quattro coppie è determinato dalla dlogcp = Ecco 

S r2 

il significato geométrico trovato da Cech per V elemento lineare pro-
iettivo ! 

Osserv. 1.a Le considerazioni precedenti non si applicano al 
caso che la L, assunta a linea v = 0, sia asintotica. Se le u = cost. 
sono anch'esse asintotiche sil entrambe le superficie, si potra sup-
porre lungo L che x = x , xu = x'H , xv = 6xv + axu con 6 = + 1, 
ecc. ecc. 

Osserv. 2.a Altra interpretazione di Fs : F2 si ha (Bompiani) 
studiando T invariante J di una direzione generica e della terna 
di direzioni F3 = 0 (di Darboux) o della terna coniugata (di Segre). 
Per le forme normali f3 e <p2 (§ 14 D) si hanno (Bompiani) pure 
notevoli interpretazioni quando si studii il differenziale di J cor-
rispondente a spostamenti lungo una curva della nostra superficie, 
il cui piano osculatore passi per Tasse (cfr. seg. Cap.) 

Le curve per cui J = cost. sono geodetiche per una métrica 
di Gauss definita da un elemento lineare proporzionale ad F2 sol-
tanto se la superficie ô isotermo-asintotica (¡3 = Y) ecc. (Bompiani). 

Piíi avanti troveremo altre interpretazioni geometriche dovute 
alio stesso Bompiani ed a Wilczynski. 
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§ 14. — Le equazioni differenziali fondamentali 

e la terza forma differenziale. 

A) Formule fondamentali. 

I due piani , si tagliano in una retta uscente da x, e 
contenente il punto 

(1) X = -i- k2x = i - 2L4rs 

perche 

(2) Síi X = -i- 2 av, = _ -L S arSi = 0 
¿ ¿ r, a 

per le relazioni di apolaritá. Invece e 

(3) SZX = -^-ZArs Síxrs = £ ara = 1, 

cosicche il punto X e distinto dal punto x, ed insieme ad a? indi-
vidua la retta Derivando (3) e ricordando (2) si trae: 

(4) S X i i = 0. 

Dualmente, posto 

(5) E = = 

si ha : 

(6) Sx3=1, Sxí 3 = 0 , SaS, = 0. 

La (3) dimostra che i punti a?, , xv , X sono linearmente 
indipendenti; e percio quattro quantitá qualunque, p. es. x<fg (ed 
Vrs )  zrs, trs) si possono esprimere come loro combinazione lineare; 
potremo cioe scrivere: 

xrs = \xu + ]xxv + vZ -f Vx (C011 le analoghe per y, z , ¿), 
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donde: 

ars = Sixrf} -- v — ars¿ = Si i xrs = — \an — \mi2 

che perniettono di determinare X, JJL. Si ha cosi in conclusione: 

(I) Xrs = Íj (lrsp Apq Xq -f" (lrsX - f - Prsx* 
V ><1 

In modo simile si provano le : 

(II) irs — — ^ arSp A p q i q -f- 0>rs S ~f" ^rs Í» 

In quanto alie prs, nrs possiamo soltanto affermare : 
Come, le forme F2 , F3 , cosi anche le forme 

P = Sprs dur das , II = S7Trs du, dus 

non mutano ně per collineazioni unimodulari, ně per cambiamento di 
parametri u y v a lacobiano positivo. Anche esse sono apolari alia 
Fa. Infatti da (1) e (I) si deduce, per le relazioni di apolaritá tra 
F9 ed F* : 

¿jX o Xyy> Ĵ A' liarsp Apq xq ars X -j- prs x 

= 2X -f- xLArs ]Jrs 

donde segue appunto l¡Ars Prs = 0- Le dirczioni per cui P = 0 e 
le direzioni per cui Tí = 0 formano perianto due coppie di direzioni 
coniugate. 

B) La forma P — II. 

Poniamo : 

(7) í¡ - SX2 , 

riservandoci di calcolarlo altrove. Dallo (I) e (II) si deduce : 

(8) Sihk xrs = Sihk (ZarspAPq xq ~L ars X + prs x) 
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— ^  arsp Apq ahkq -j- vrs ahk -j- ars S X ( — £ahkp Apq $q -|» ahk S - f r^k £) 
P,Q 

— ^ arsp Apq aqhk -j- prs
 ahk + ^rs Khk ürs ahk ̂  

P,Q 

donde: 

(9) S{íhk %rs — irs xhk) = ahk (prs — Xrs) + ars hk ~ Vhk)-

Ora, derivando covariantemente le a n i = — xn , a U 2 = 
= — S£± x12, si deduce : 

(10) — alll2 = S^x^ + S£12xlx ; — a1121 = S^ x121 + Sgna;12. 

Ora 6: Sixxlvi = S^x 1 2 V 

Infatti per le (28) del § 9 (E) : 

^1(^112 — xi2i) = 2^(12 , pl)An xq = 

= — 23(12, pl)alq Apq = — (12 , 11) - 0. 

E perció, sottraend.o le (10) si avrá per (9) 

(11) aii2i a m a ~ ^12^11 ~ X12 — 

= all(*12 — Vl2) — «12(̂ 11 — Vil) , 

insieme all'analoga 

(11) bis «2212 — ^2221 = ^22(^12 — P12) — «12(^22 — V22) 

e alia relazione di coniugio 

(11) ter «22(̂ 11 — P11) — ^12(^12 — V12) + «11(̂ 22 — P22) = 

Poiche, derivando covariantemente la relazione di coniugio 
S Ars arsi = 0 si trova : 

r, s 

(12) S Apqapqij = 0, (per ogni sistema di valori di i, j) 
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si avrà dalle precedenti anche : 

(11) qutter a2%{^U — Pli) all(^22 — P22) = 2(a1122 _ a221l)' 

Tutte queste equazioni bastano a determinare P — II, quando 
sieno date F2 , F3. 

Ma si puô presentare il calcolo nel modo seguente. La forma : 

(Pli — 1̂1 )du + (V\2 — nn)dv alxdu + an dv 
{Vu — x12)du -f (p22 — n22)dv a21du + a22 dv 

apolare alla F2 ed alla P — II vale per le (11) 

— , = T  S ^ 2 1 —  ap<lu) d uP  d uQ 

M l p y q 

Quindi, per i risultati del § 9 F, la forma P — II, che è apolare 
a quest' ultima forma ed alla F2 vale : 

(13) 

p - n = (&lllî - all2l)du + (al212 " a l 2 2 1 ^ a l l d u + a i 2 ^ 

1212 " a!22l)^ + (a2212 " a222l)dv a21du + a22dv 

1 
~~ A 

a1112 a l l21 «11 dv2 

1 
~~ A 

ai212 a12ïl a12 — dudv 

^2212 a2221 a22 dv? 

Invece dette forme P e II bastera dunque, date le F2 , F3 , dare 
la forma 

(14) 
Q = S(pfs -(- 7C rs)dur du s = I*qrs dur du s 

ove qrs = <Prs + Krs 

C) Altre equazioni fondamentali. 

Derivando le (I), (II) si tro vano delle equazioni ; 

(III) Xi = l{ x -j- S mip Apq xq 
p,v 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxial». 
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(IV) Si = h i + V ^ A n t i 

ove l, X , m, ¡x sono completamente determínate dalle forme F2, 
F3, P , I I , ossia dalle tre forme F2 , i 7

3 , Q. 
Rinviando ad altro luogo lo scriverne completamente i valori, 

qui osserviamo soltanto : 
a) Da (III) e (IV) s egue : 

(15) l¿ + X¿ = SXt E + SXZ¿ = SXS = il¿ 

P) Da (II) e da (III) si trae : 

s:Uü, = ííflife + nik ; SXtih = — S m ^ A ^ a ^ = — mik. 

Poiche, derivando SX$k = 0, si trae SXt^k -j- SX£ik = 0, sará: 

(16) mik = íc<fc - f S2a¿fc e s ímilmente = ¡>lk + Qaik. 

In conclusione: 

\ ^m,hdu(duLh = II - f ; l ^ d u . d u , ^ P - f <22^ 

( 1 0 í + - <ZG. 

Notiamo una proprieta del piano Z. Facoiamo descrivero al punto o: una linca 
L di S; e per ogni sua posizione consideriamo un punto x = X -f- rx della 
retta intersezione dei piani gM e , ovo r 6 una funzione delle u , v. Quando 
mai la tangente alia linea U descritta da x incontra la tangente coniugata 
della tangente di L V Cioe quando mai i punti x o dx' giacciono in un piano 
del fascio l -f pdi ? II punto x —{rx -h X) giace per lo (2) sul piano di; dovrc-
mo dunque esprimere che anche dx sta in questo piano cioe che 

0 = Sdxdl = S(xdr -4- rdx + DX)D£ = — (r + — n 

la quale equazione da, per ogni valore di r, due direzioni corrisjiondenti per 
la linea L di S. Queste due direzioni sono coniugate soltanto se r—— 
cioe x' — X — üx. Quest'ultimo punto insiemo ai pnnti ce,* determina 
appunto il piano S. Ecco cosí deíinito geométricamente quosto piano ; dualmente 
si puo definiré geométricamente ii punto X tra i punti della retta intersezione 
dei piani gM , . Su questa retta son<» pcrció caratterizzati per via proiettiva 
i punti x , X e il precedente punto x — X — Qx ; ogni altro suo punto si 
potra caratterizzare mediante il birapporto che forma coi precedenti. 
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D) 11 teorema fondamentale. 

Le equazioni I, II, III, IV sono per la geometría proietliva 
V analogo delle cquazioni fondamentali 3, 4 (§ 10, B) délia Geom. 
métrica, e permettono, date le forme F2 , F3 , Q di risalire alla su-
perficie, che ne resta determinata a meno di una collineazione. Le 
loro condizioni d' integrabilità sono V analogo nel caso attuale delle 
equazioni di Codazzi. 

§ 15. — Varii sistemi di coordinate a, i 

A) Un primo sistema di coordinate. 

Noi potremmo scegliere a coordinate x, y, z, t di punto e 
$ , 7], £ , t di piano (clie finora sono sempre determinate a meno 
di un fattore comune) coordinate tali che A — aua22 — ^12= + 1-
Una tale ipotesi 11011 o di carattere intrínseco, neanche se sulla 
superficie sono prefissate le linee coordinate u, v. Noi 11011 ce lie 
serviremo mai, per quanto, se u, v sono le asintotiche, tali coor-
dinate sieno quelle di cui fa uso la scuola di Wilczynski. 

B) Coordinate non omogenee. 

Potremmo usare 0 per i punti o per i piani coordinate noil 
omogenee, ponendo p. es. t = 1, oppure t = 1. Questo método 
tratta peró il piano t = 0, o il punto z = 0 in modo affatto par-
ticolare (con locuzione métrica, considera il piano t = 0 come 
piano air infinito, il punto T = 0 come origine) ed e perció da 
usare soltanto se nel problema che si studia vi ó un piano od un 
punto in posizione affatto speciale. Se t •= 1, dalle I si trae che 
prs =z 0 ; se t = 1, e invece nrs = 0. Viceversa, se le prs sono 
nulle, esiste una combinazione lineare delle x, y, z, t a coefficienti 
costanti, che é essa stessa una costante; un risultato duale vale 
se 7rr, = 0. 
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C) Superficie rigate. 

Per fare una scelta di coordinate intrínseca, di carattere proiet-
tivo, e dipendente soltanto dalla superficie considerata dobbiamo co-
minciare dallo scrivere i discriminanti delle i \ , F3. 

(i) 

A — ílj¡ (X22 $12 \ 

R = Sa\12 a221 6am a222 $112 «221 — «111 «222 — 

— cv^og — ^̂ 222 «112 
== (̂«112 «222 «122) «122 — «112) — 

(«111 «222 «112 «22l)~-

L'identita ZArsars= 2, insierae alie relazioni di apolarita 

HArtarU = 0 ( i = 1 , 2) 
r, s 

danno, risolute rispetto alie ^4rt: 

= = 

(2), 

ove e posto: 

(3) 

«22 2 (#ji2 $222 «22l) 
A2I 

a «11 2(ani a22i afig) 

A «12 alll «222 «112 «221 

I = 
«111 «121 «221 

«112 «122 «222 

ÉJ11 di» do» 

almeno se / £ 0. Se ne deduce che : 

(4) R = AA P(An A22 — A\o) = PAZ 

almeno se 7 £ 0, formóla che, per continuitá, deve valere anche 
se 7 = 0 , come si puó del resto dimostrare direttamente cosi. Se 
7 = 0 , la terza riga del determinante che figura in (3) non puó 
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essere combinazione lineare delle precedenti, perche dalle relazioni 
di apolarità seguirebbe l'assurclo 2 = 2L4rs ars = 0. Dunque le 
prime due righe di tale determinante formano, se 7 = 0, una ma-
trice nulla ; ed esistono quindi due costanti cx, c2 tali che : 

Quindi : Se I = 0, la F3 è un cubo perfetto ; percio R — 0, 
e la (4) vale, anche se 1 = 0. Viceversa da (4) si trae che, se R = 0, 
anche 1 = 0 ed F3 è un cubo perfetto. 

Le relazioni di apolarità dicono che allora il fattore lineare, 
di cui F3 è il cubo, è anche fattore di F2 ; viceversa, se F3 , F2 

hanno un fattore lineare comune, la F3 è proporzionale al suo cubo. 
Le linee di S che annullano tale fattore lineare sono percio 

asintotiche, per cui è nullo S(dxd2i — d£d2x\ ove che ô il piano 
tangente ad S, è il piano osculatore di tale linea. Ora, prenclendo 
i differenziali lungo tale linea, è 

S^x = S£dx — Sid2x = 0 e percio — Sdid2x = S f f i x 

Sxdi = Sdxdi = Sxd2í = O e percio Sdxd2i = — Sdid2x = S£d*x. 

Per le nostre linee avviene dunque che o idénticamente 
S£d3x = 0, cioè che ogni piano g ad esse osculatore è anche iper-
osculatore. Dunque le nostre linee sono piano, ed, essendo asin-
totiche cli S, sono anche rette. Ë viceversa. Dunque : 

Le superficie rigate sono caratterizzate dalV una o dalV altra 
delle relazioni equivalenti : a) R = 0 ; ¡3) I = 0 ; 7) F3 è un cubo 
perfetto ; 8) F2 ed F3 hanno un fattore lineare comune (che, ugua-
gliato a zéro, definisce le generatrici). 

Ne segue anche : 
Se F3 è idénticamente nullo, tutte le asintotiche sono rette, e la 

superficie, essendo doppiamente ri-gata, è una quadrica. 

D) Coordínate normali. 

Escludiamo le rigate, di cui ci occuperemo altrove. 
Osserviamo che, moltiplicando F2 ed Fs per uno stesso fattore 

6, V invariante assoluto I del sistema di queste forme resta moltipli-
cato per 6_1 . Noi dunque facciamo una ipotesi intuinseca imponendo 
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alia I di valore —1. Che, se fossc 7 = / ¿ > 0 , basterebbe molti-
plicare le x e le i per i h; e, se fosse 7 = — k << 0, basterebbe 
in piíi cambiare la faccia seelta come faecia positiva di 8. Con 
questo método alie forme F2 , F3 sono sostituite clue forme <p2 , <p3 

proporzionali completamente determinóte in modo intrínseco invariante; 
e le corrispondenti coordínate x , £ di punto e piano tangente sono 
completamente determínate a meno di una collineazione unimodulare 
a coefficienti costanti, e in particolare a meno di un contemporáneo 
cambiamento di segno. Di piü resta intrínsecamente determínala in 
modo invariante una orientazione positiva delta superficie. 

Queste coordínate x , £, queste forme cp2 , <ps e le corrispondenti 
P, 11, Q, e questa orientazione si diranno coordínate, forme, ed orien-
tazione normali. 

Poiche, date le coordínate omogenee arbitrario x, occorre una 
radico quarta per determinare F2 > , c la cleterminazione poi 
degli enti normali richiedc ancora una radice quadrata, la deter-
minazione degli enti normali, date le x, richiedc V estrazione di 
una radice ottava. Date le x, per passare alie coordinate normali, 
bisogna calcolare i"2, 7'3, cioc bisogna ricorrere alie derívate terze. 

Ogni sistema di coordinate omogenee che sia determínalo dalla 
sola superficie in modo intrínseco invariante a meno di una colli-
neaz. a coefficienti costanti, e che richieda per la sua determinazione 
a partiré da un qualsiasi sistema di coordínate omogenee solíanlo 
derivazioni di ordine non superiore al terzo coincide, a meno di un 
fattore numérico inessenziale, con le coordinate normali. 

lnfatti, se x sono le coordinate normali, ed x' 6 un altro 
sistema di coordinate che gode dellc proprietá precedenti, allora ¡l 
rapporto x : x sarcbbe una quantitá intrínseca invariante che di-
pende dalle derívate di coordinate omogenee generiche di ordine 
non superiore al terzo. Ció che e assurdo, perchó la (9) del § 11 
prova che con una proiettivitá (precisamente con una omologia) 
ogni superficie si puó neU'intorno di un suo punto generico tras-
formare in una superficie collineare (e perció acl essa uguale dal 
nostro punto di vista) definita da un' equazione 

z = Xy + (z3 + 2/3) + . . . . (ove t = 1). (*) 

(*) Bastera nella formola citata cambiare i punti unita degli assi eoordinati, 
cioe moltiplicare ciascuna delle x , y , 0 per una opportuua costante. 
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Percio : 
II modo piu semplice (che ricorre cioé a derívate di ordine 

minimo) di definire un sistema di coordinate omogenee in modo in-
trínseco invariante, é quello di ricorrere alie derivate normali. 

E) Rctte normali. 

In coordinate normali x il punto X — A2 x e la retta 
¿i 

(x , X) restaño determínate in modo intrínseco invariante. Dalle 1, 
II, confróntate con le equazioni fondamentali della geom. métrica 
sorge spontanea l'idea di daré a tale retta il nome di nórmale 
proiettiva (o di prima nórmale), e alia retta (£ , S) il nome di seconda 
nórmale. 

Come vedremo, 1'ultimo teorema dato in D) equivale al se-
guente : 

II modo piu semplice di estendere al campo proiettivo la nozione 
di retta nórmale in modo che le sviluppabili di queste formino un 
sistema coniugato (che sará il sistema delle linee di curvatura proiet-
tive) é quello sopra de finito, che quindi appare come V único possibile. 

Questa definizione, pubblicata per la prima volta dal Fubini, 
fu ritrovata in modo affatto indipendente dal Green, che non nó 
pose pero in luce il carattere cli necessitá, se si vuole la definizione 
piu semplice possibile. II Green cerco semplicementc in un certo 
fascio di rette una retta che descrivesse una congruenza, le cui 
sviluppabili determinassero su S un sistema coniugato. 

F) Métrica nórmale. 

Usando coordinate normali, un punto x dello spazio in un 
intorno di un pezzo di S avrá per coordinate x = x wX, ove 
x é quel punto di S, da cui esce una nórmale passante per x\ e 
w e un parametro. Le u, v, w si possono considerare come coor-
dinate di un punto dello spazio in un intorno di S ; e, se noi 
assumiamo come elemento lineare 

(5) ds2, = <p2 -f- dw2, 
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avremo definito in tale intorno una geometría métrica determinata 
dalla superficie S in modo intrínseco invariante. In questa geom. 
métrica la nostra nórmale proiettiva incontra proprio ortogonalmente 
la superficie S ; tutti gli invarianti metrici, curvatura geodetica, 
torsione ecc.; diventano altrettanti invarianti proiettivi della 8 e 
degli enti connessi a tale superficie. In particolare sulla 8 resta 
definita una geometría métrica (ds2 = tp2), per cui le asintotiche 
sono le linee di lunghezza nulla, e di cui daremo piú avanti un'in-
terpretazione geométrica. Cosi le espressioni 

(6) j/jX| (du82v — dv52u): j/yf 

(7) d {VÍA! (du82v — dvS2u) J : f2 = )¡JX\ (duS3v — dvS3u): $ 

sono per una linea di S degli invarianti proiettivi : la prima (cur-
vatura geodetica nella nostra métrica) si potrebbe chiamare la cur-
vatura asintotica. 

Si possono anche estendere le nozioni di torsione, e di torsione 
geodetica. 

Cosi V esjwessione 

-TJ- = (x , dx , d2x , d3x): <p¡, 

calcolata in coordínate normali, é un invariante nidio soltanto per 
le sezíoni piane, che percid si pud chiamare torsione proiettiva. 

Tenendo conto delle equazioni fonclamentali (I) e (II), questa 
espressione si puó calcolare fácilmente; rinviandone l'esame al § 
seguente, osserviamo soltanto che, se d2u¿ — S3u{ — 0, allora essa 

1 P6 

si riduce a = do ve P6 é una forma differenziale di sesto 

grado e del primo ordine. La torsione proiettiva di una linea a curva-

tura asintotica nulla si riduce percid precisamente ad - i - ; e, poiche 

1 
— - ha uguali valori per due linee tra loro tangenti, esso, calco-

9 

lato per una linea qualsiasi L di S in un punto A, vale la torsione 
proiettiva di quella linea tangente in A ad L che ha la curvatura 
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asintotica nulla. Perciô alie linee di curvatura asintotica nulla pos-

siamo dare il nome di geodetiche proiettive, e alla frazione quello 
^ y 

di lorsione geodetica proiettiva. 
Ritroveremo più avanti queste quantità da un altro punto di 

vista. 

§ 16. — 11 caso di linee coordínate asintotiche. 

A) Le forme F2 , Fs , P , n , Q. 

Se le u, v sono asintotiche, supposte reali, o : 

| 0 ^n 2̂2  xuu) x v v ) 

j 
(ç iu iv iu 7í) 7̂1 iv iv v) 

[x xu xv — (1)6/̂ 2, ove 

(1) \ W — artt ^ ^ £Uv) = sgnal2 

s = — sgnA — sgna\2 = 1 

X = Ao a; = , S = - i - A2£ = 
«12 

^M V 

12 

Porremo sovente : 

(2) a = a 12 

Essendo JF3 apolare ad , sarñ : 

(3) F2 = 2a12 dudv = 2adudv ; 

= a12(pdi¿8 + Tdv3) = a($du* + y¿v3). 

$e a12 = PY » íe coordínate sono ñor malí (e la superficie non è 
rigata). 
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Se ß = Y = 0, allora F3 = 0, e la superficies e una quadrica; 
se ß = 0, le v = cost. sono rette ; se 7 = 0, le u = cost. sono rette. 
Questi teoremi, conseguenza dei precedenti risultati generali, rice-
veranno conferma anehe dalle seguenti deduzioni. Le equazioni 
iondamentali (I) e (II), e i risultati relativi a P — II danno ora : 

I) xn = -}- Vllx , *22 = - f p22x , 

ossia : 

I bis) Zu u — Qu Xh + ß̂ z, + P l 1 * Xv v = *{XU + 6V Xv - f - p22 X 

itisieme alle : 

I I ) 5 N = — ß$ 2 + I C N 5 S 2 2 = — 7 6 1 + ^ 

ossia: 

II big) tun = 0« L — + iCn5 £7, 7, = — + % L + 7U22 S 

(4) P12 = 1̂2 = 0 1*11 — Pix = ß* + ßÖv 2̂2 — V12 = Y« + YO« 

Posto poi : 

(5) ?ll = Pll + ^ll ?12 = 0 022 = ?22 + 

e : 

(6) j 

I P22 + ~2~ ('(" + '<fJ") = 2̂2 — (T.< + TÖ») • 

q u , q22 sowo auto-duali. 

D) Flecnodi. 

Nei punti soddisfacenti alla Y ~ 0 la (I) b!, dimostra che x , 
Xy , x̂ j u sono collineari cioe che nei punti per cui 7 = 0 le asin-
totiche u — cost. hanno un flesso. 
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Proveremo che in tale punto la retta tangente alV asintotica 
u = cost, ha un contatto quadripunto con la superficie. Tcoremi 
analoghi valgono per i punti soddisfacenti alia ¡3 = 0. 

Per provarlo assumiamo t= 1 erl a coordinate x, ?/, z quelle 
determinate dai seguenti valori iniziali : 

x = 0 , xu = 1, xv — 0, xuv = 0 

y = Va = v« v — o, yv = i 

z — zu — zv — 0 , zu v — 1. 

Sviluppando con la formóla di Taylor, troviamo per le ( l)u, , 
scrivendo i soli termini che ci interessano, indicando con u = v = 0 
il punto considerato, e con 6„ , [3, 7 , ecc. i valori cli Qu , [3 , y ecc, 
in questo punto 

x = u+-±- (9„ + yv2) + (Y, + Y 0 > 3 + ... 

(V ! 
zzmuv — ~ (¡3w> 4- 30„ u2v - f 30̂  uv2 + y^3) + 

i + . . . . 

cioó (scrivendo dei termini di grado superiore al terzo soltanto 
quello in y4): 

( 8 ) z = Xy _ _L (^3 + + . ^ - f v ) l f + . . . . 

Si riconosce appunto che, soltanto ove y = 0, la tangente asin-
totica z = x = 0 ha un contatto almeno quadripunto con la superficie. 

Se o idénticamente Y 0, le asintotiche u = cost. hanno in 
ogni punto un flesso, e quindi sono rette come giá sapevamo. La 
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superficie risulta rigata, e le sue linee di Darboux si riducono alie 
generatrici u — cost., e alie linee soddisfacenti alie p = 0. 

Ora per una superficie non rigata i punti, in cui ¡3 = 0 op-
pure 7 = 0 diconsi flecnodi; per una superficie rigata, in cui sia 
idénticamente p. es. p = 0, diconsi flecnodi i punti che annullano 7. 
Ivi la tangente alV asintotica curva ha un contatto quadripunto con 
la superficie, cioé incontra quattro generatrici infinitamente vicine. 
Poiche quattro rette hanno generalmente due direttrici, segue che 
su ogni generatrice v = cost. vi sono generalmente due flecnodi, ossia 
che con opportuna scelta del parametro la 7 e un polinomio di 
secondo grado in u; ció che, come vedremo, si deduce fácilmente 
anche dalle condizioni d' integrabilitá delle (I) bis. II luogo dei flec-
nodi dicesi linea flecnodale. Su una rigata le linee di Darboux si 
riducono alie generatrici e alia linea flecnodale. 

Dallo sviluppo (8j si trae un'altra conseguenza : La tangente 
asintotica z 1= x = 0 ha un contatto pentapunto con la superficie 
nei punti ove 7 — 7̂  = 0, cioé nei punti ove la linea flecnodale 7 — 0 
o ha un punto doppio oppure é tangente a una asintotica u = cost. 

Nei caso delle rigate questo e il precedente teorema si pos-
sono dimostrare anche in un altro modo; cercando cioe quando la 
retta (x, xv), che c tangente all'asintotica u — costincontra 

una generatrice, cioó una retta Le -f- xv dv-\- — xvvdv2 + ...., 

L'equazione in dv che si trova ammette dv = 0 come radice 
quadrupla se 7 = 0, come radice quintupla se 7 = = 0. 

1 

C) Osseryazioni varie. 

È facile calcolare 

(9) il = SX S = S 

Osserviamo innanzi tatto le identità : 
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0 = $ n = S&uu = Siu %u = Sxiuil 

0 $22 S^Xy y S^y SX^y y 

— + e® = S&uv = — S£u Xy = — Siy xu — Sxiuv  

== — — x\i —— ^u xuu Z=L Sxu iuu 

$222 y$!2 S^y X7J y SXy y 
(10) 

^112 ^ S x u Y S^H XJTY S£Y X-T-L 

Sé,y XU U d$12  

du 
Sx É -4-

du 

^221 —~ ® Sxv S^v Xu v 

— — S£>u xv. 
da 12 O ¿ , d$12 

_ ô ^ u - t - — . 

Quindi : 

o— 1 d_ t _ 1 Sx — 
$?« dv 

1 d 
— g" SXU — (G„ — + 7T226) : a\ 2 du 

cioe 

(9)M, 

1 
«12 

Qu,Sxu£v — *(Sxu ^ = — (O.r + Pï) 
$ 1 2 

Q = SXE = = - - (6mi, + Pv) = 
$]2 $12 

_ _1_ d2 log $12 _P_Y_ 
$12 dudv $J2 

La Í2 vale perianto il rapporto (PY : $i2 in coordinate asintoti-
che) <¿eZZ$ forma normale <p2 alia F2 ? diminuito della curvatura di 
F 2 : cosí enunciato, il teor. permette di calcolare il in coordinate 
u , v qualsiasi. 



94 CAPITULO SECOXDO [§ 16, DI 

Le linee di Darboux hanno per equazione -f~ *(dvz — 0, 
quelle di Segre fidu* — *{dvz = 0. Chiamiamo isoiermo-cisintotiche 
le saperficie per cui 

d i ) i M l ^ o . 
outív 

Per esse si potraimo scegliere i parametri delle u , v in guisa 
che ¡3 y. 

D) Condizioni di integrabilitá. 

Diamo una prima forma delle condizioni d'integrabilitá, che 
studieremo piu tardi in modo piú completo. Esprimendo che i va-
lori di xuucv tratti da (I) derivando coincidono, si trovano le con-
dizioni 

f m + 2 + ~ (70u) + 6„ 6U„ = ¡3Yl. + 2¡3,; Y + 6urv , 

+ 2 - ^ i - + (pec) + 6„ 6U„ = Tpw + 2pT« + , 

(12) 
ft ^22 , o , „„ R , 

- 6 d P í l 4- v d P n 4- 2® v + 

che si possono presentare in forma piü semplice. Ad una trasfor-
mazione moltiplicativa di coordínate x -- px corrispondono le p = p', 
Y = Y', «12 = P2a'i2- Ponendo in (I) o: = px' con p2 = a12 : a'12, 
si trova fácilmente che: 

Ouu - - - 2Pn = Vun - ¡~ - pe', - 2pn 

e l'analoga in 2̂2- Sottraendo dunque pv dai due membri, si trova 
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che : le quantitá 

95 

L = Ku — - l56» - P» - %>n = + 

+ pe. + p„ - 2* n - e„„ - ~ e» - ? 1 J 

(13) 
i/ = ovv — - j- e; - yOu - -u — 2p22 = o,, - o2„ + 

+ 7 0 « + Y» — 2ÍR22 = — <722 

non mutano neanche per una trasformazione x = px', cioe non mu-
tano -per una qualsiasi collineazione. E le (12) si riducono alie: 

(14) L,„ = - (2pYl, + VP.) , = - (2YP„ + P'ÍI) ; 

(15) p M„ + 2Mpt, + p„0 = Y¿„ + 2LYm + T««.. • 

Infatti le (14) equivalgono le prime due delle (12); 1'ultima 

di queste, quando alie , si sostituiscono i valori tratti 

dalle altre due, diventa : 

2p + 4p22 p,, - p - y6u 0UU - 2p„ 0,.„ - p6.„ + 

+ P 'tu,, — + My„ + 26»'ÍP» = 

= 2Y - J ^ - -h 4p13 — — pei?6,); — 2Yu duu — y6„ítw + 

a cui si riduce anche la (15) in virtü di (13). 
In coordínate non omogenee (t = 1) 1' ultima delle (12) e una 

identitá, perche pn = p22 = 0- Non lo e invece la (15) che si puó 
in tal caso considerare come la condizione d'integrabilitá delle (13) 
pensate come equazioni nella 6. 
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La forma Ldu2 + Mdv2 è invariante per collineazioni (e réci-
procité), ma non è intrínseca, come si riconosce studiando su 0 
l'effetto di un cambiamento dei parametri delle asintotiche nel-
r ipotesi semplificatrice che t = l e quindi pn = p22 = 0. Ma è 
facile rieonoscere pure che, posto 

l _ 3 
(16) + ĉ  = ¡3Y oppure — oppure oppure )/p2Y , . . . 

j _ y  
(17) + e^ = PY oppure — oppure Ŷ oppure P̂Y2 , . . . 

ô intrínseca, pure essendo ancora invariante per collineazioni a mo-
dulo qualsiasi; essa si puô perciô talvolta COQ vantaggio sostituire 
alla P (o II, oppure Q), che è invariante solo per collineazioni 
unimodulari. 

Da tutto questo si possono anche dedurre le condizioni d? in-
tegrabilità in coordínate u , v qualsiasi, che furono date in forma 
concisa per la prima volta dal Fubini nelle sue Note : Fondamenti 
délia geometría proieltivo differenziale di una superficie. (Rend, délia 
E. Accad. dei Lincei vol. 272, 1918). Non le scriveremo qui, per-
chè più tardi le daremo sotto un'altra forma, clovuta al Cech. 

allora la forma: 

(18) ¡L - ? u u + i - f^dv? + (ilf - ^ + ~ 'K2)^, 

E) Calcolo di (xdxd2xd3x). Il cono di Segre. 

Supporremo le x coordínate omogenee qualsiasi. È, se u = u 
e v — u2 sono asintotiche : 

d2x = Iixi 82u¿ -j- (p^, + pn x)du2 + 2xuvdudv + -j- p22 x)dv2 
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d*x = SM*u>i + 3 pxv + Vnx)dud2u + xu£duSh> + dv82u) + 

+ 
+ xlndu3 + («112 + 2̂ 121 )du2dv + («i2l + 2xn2)dudv2 -1-

«22 

Ora 

3 x 
xin = —Ji- _ 2 6 . = pnxu + (P„ — 2pe.K + pa:,,« + . . . 

* i i a + 2 * « ! = 3 + 2 8 „ „ = ( 3 P t + 2 e „ ) a r „ + 3 i r u . r , + . . . 

e analoghe dove souo trascurati i termini in x, e dove, si ricordi 
P* + Vn + P6» = «n. 

Quindi, posto 

A = B3u + ^;dvo2v + pndu3 + (3pv + 2buv)du\lv 

+ 37r22 dudv2 + (iv — 2'(Gv)dv3, 

B= 83v + 3pduo2u + p22dv3 + (3pT + 26 Ur)dudv2 

+ 3«ndvdu2 + (P. — 2pe«)itt3 , 

G = 3(du82v + dvoH) + pdu3 + %dv3 , 

sara : 
du dv 0 
d2u + '¡dv2 Vv + fAifi 2 dudv 

A B C 

(x dx d 2x d 3x) 

(X Xu xv Xuv) 

= — 2 dudv 

(dud3v — dvd3u) + 3([idu2o2u -¡dv^v) + 

+ (p. - 2pe„)rf«4 - (Y„ - 2-(0,:W 
L + (3 l tu Pn)dvdu3 + (p22 _ s^22)dudv3 

+ 3((Zm32w + dv52u) + pdM3 + - + p<fo3 

FUBINI E ¿ECU, Lexioni di Geomclria proiettivo-differenxiale. 

- '(dv3 

7 
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Se Fs' é il covariante cubico a(fídu3 — ydv3) di F3 e O e la 
espressione intrínseca a(dud2v— dv§2u), avremo : 

G = a(du$2v — dv82u) dG = a(du8*v — dv8*u) 

^cioé la curvatura geodetica rispetto all' elemento F2 e G: 3j r 

dF2 = 2 a(dud2v + dv82u) 

dF%= 3a($du2d2u-*(dv282v)-{-aull duA + CLni2du3dv-a2221 dudv3- a2222dv4 

3o(páw2S2« — '(dv2o2v) + du — 36 du* + 

+ ML 
dv 

duHv — 
du 

dudv3 — d(a-¡) 
dv 

36 va*i dv*. 

Essendo (x xu x„ xuv) = a2, ne deduciamo : 

(x dx d2x d3x) — — F„ dG + dF¿ + F2(zn du2 — x22 dv2) 

+ i — dF2+F3) <? + jy • 
(19) 

Si noti che tzndu2— n22dv2 si scrive súbito anche in coordi-
nate curvilinee qualsiasi; essa é la forma quadratica apolare ad 
F2 e alia forma STUrsdurdus, covariante al loro sistema. 

Cosicché la (19) permette di calcolare (x dx d2x d3x) in coordi-
nate qualsiasi. Uguagliando a zero, si trova Pequazione delle se-
zioni piane. Ne segue fácilmente (cfr. la Nota di F. citata piü 
avanti) che Vequazione delle sezioni piane é determinata dalle nostre 
forme e viceversa; cosicché due superficie poste in una corrispon-
denza biunivoca, che conservi le sezioni piane, sono collineari (ció 
che é evidente per superficie algebriche e che per superficie qual-
siasi si puó dimostrare direttamente (cfr. la Nota del Fubini negli 
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 1914 vol. 49 pag. 786). 

Cambiando di segno p , y si trova P equazione delle curve di 
contatto della nostra superficie con un cono (£ di cí3£) — 0. 
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L' equazione : 

(20) (x dx d2x d3x) = (£ di dH dH) (*) 

non contiene i differenziali terzi e si riduce alla : 

(20) big - F 2 2dF3' — P11)du 2-^22-V22)dv2\ + 

+ 20Fd + 3F3'dF2 = 0 

che dev'essere indipendente da perche, moltiplicando le x e 
quindi anche le £ per uno stesso fattore, la (20) resta equivalente 
a se stessa. Sviluppando la formóla precedente si trova infatti che 
(20) si puó scrivere quando si consideri u come funzione della v 

Le curve C definite da questa equazione hanno un importante si-
gnificato geométrico. Sia TC un piano osculatore in x ad una di 
queste curve £7, contenente percio anche 2 altri punti consecutivi 
acl x sulla curva O. Consideriamo un quarto punto consecutivo 
preso non su C, ma sull'intersezione della superficie con rc. 11 primo 
membro di (20), e quindi per la (20) ter anche il secondo membro 
sarà nullo. Perciô i piani tangenti alia superficie in questi quattro 
punti concorreranno in un' único punto. Al § 24 del Cap. IIIo tro-
veremo che (20) ter definisce le pangeodetiche. Abbiamo dunque : 

In un punto O di una superficie il piano osculatore TÍ di 
una qualsiasi pangeodetica uscente da O gode della proprietà che i 
4 piani tangenti in O ed in 3 punti consecutivi delV intersezione di 
% con la nostra superficie passano per un medesimo punto. 

Al § 24 del Cap. IIIo studieremo il cono inviluppato da que-

ponga 

(*) Per superficie ad asintotiche non reali, alla (20) si dovrebbe sostituire 
V equazione ottenuta, moltiplicando per e uno solo dei due membri. 
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stí piani: cono che per la prima volta o stato considerato dal 
Segre. La equazione (20) ě dovuta al Cech; essa e molto notevole, 
perche permette di fare i calcoli in coordínate u, v qualsiasi. Si 
veda anche 1' ultimo teorema del § 22. II Fubini trovó per la prima 
volta le forme JF, studiando appunto Pespressione (x , dx , d?x, d*x). 

F) Confronto con le forraole della Geom. métrica. 

Supposto t = l,.siano x , y, z coordinate cartesiane ortogonali, 
Sara: 

nox _ í n i - I 1 1 ! _ í 2 2 l . í 2 2 i 
{W) Xuu j J í ~r J 2 i 5 Xvv ) \ I J 9 i ' 

\ 1 ] í 
ove { / | sono calcolati per P elemento lineare di Gauss. Confron-( h ) 
tate con le precedenti, si deduce : 

(9a\ fi i U l fi í 2 2 ! n i 1 1 ) v I 2 2 ! 
(20) e M = i , e,= 2 , P = 2 , i 

Ne segue che i nostri (3 , y non sono che i simboli i 0 ^ , 11 22 
2 ' 1 

per V elemento lineare di Gauss; se p. es. ¡3 = 0, sará j J" | = 0, 
( u ) 

cioé le v = cost. avranno curvatura geodetica nulla ed, essendo 
asintotiche, saranno rette, come giá sapevamo. Sará poi: 

| avt = ÍD'lEG — F*=Ý 
EG — F2 

l (x xu xv xuv) == coaf. = + D'iEG—F2 , 
(21) J 

ove K = e la curvatura totale della superficie, in completo 

accordo con la (21) del § 12 C. 
La coordinate normali si ottengono dalle precedenti, nioltipli-
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cando per 

(22) 
PT I / —8:2 

SD'ÍEGT^WÍ = ' e 

Si noti che, posto En = E, En = F, En — G^ conseguenza 
differenziale delle 

SE, ík 
dxi 

sono le formóle: 

!> *t t* 

8 j 11 11 22 
8v 1 + 1 1 

(23) < 
i ti | 22 { | ^ 
("aw" 2 + i 

_ 8 _ 12 , 1 2 12 
8u 1 M~ ¡ 1 | ¡ 2 

22 M 11 
2 

8 12 
8v I 2 \ + I 1 

12 12 

+ P2 

e che conseguenza delle equazioni di Codazzi (essendo ora D=D"=0) 
sono le: 

j 12 | _ dlogjjj 
| 1 | - 8v 

E, per le (20), (21): 

12 
2 

dlogj P 
8u 

A L O 1 1 I 1 1 i 2 2 22 + 22 
1 

11 
2 

cioé 

(24) 

n + i ? y + P 2 

dHogtfp 8logjp Slogfp _ 
dudv du 8v 

1 82]/o 
|/p dudv 

che é la quantitá che si presenta nella célebre equazione di Moutard. 
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§ 17. — Applicazione agli invarianti 

di un sistema coniugato. 

A) Calcolo di tali invarianti. 

Le u , v formino un sistema coniugato ; sia 

(1) du = rdu + sdv , dv == Sdu + Rdv 

cosicché: • 

( 1 ) bis 

(2) 

a 5 5 
= r 1- S — 

du du dv 

rR + sS=0, 

d d . p 8 

— = s |- R , 
dv du dv 

(3) du = du + -J-r- dv , dv = —j— du + —^ dv. 
X

 ' VIX ' ^O 2S 2s 2 R 

Per la (2) le condizioni d' integrabilita danno : 

Ss2 

SÜ = K = rsu + Ssv = rsu + Ru = 

(4) 

_ J ^ . ^ " U r s B U v ( a : S ) 
s R Bu 

R- = 8-v = rRu + SRV = rR2 - i - + -Si¿v = 

R s dv 

Sara poi: 

(5) 
a2 3* , __ S2 , aiogs:ií a , 
- -- = rs -z-T + ií-S -r-j. + rs 1 - b 

dudv dv ou du 
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Sara dunque (posto a == a12) 

+ jVs¡3 + ES% + + (rsPn + I¿Sp22)x = 

+ (rspn + RSp22)x. 

Questa é una equazione di Laplace per le coordinate x di punto, 
di cui il primo invariante é: 

(7) { + rspn + RSp.22 — 

2 

1 / dlogas: R . 

Poniamo: 

<8> - T — S - n 
ailora 

(9) du — pdv = 0 é T equazione delle u = cost. 

d id d \ 
(10) —— = $[ — p -r—]. (Qui S non é un simbolo di somma). 

du \ d v d u ) 
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L' ultimo termine del secondo membro di (7) diventa: 

4 W + — + - R 
^ i p p P 

— m * 

= _ S(Rv - PBu) Le . + p. - - í — pP
2 + er • Pv 

- T * i - i r - ' £ } (<">- + • - y - * + « - - 1 1 ' 

Per le condizioni ď integrabilita ě Ru: R2 = sv: s2; e percio il fattore 

— S(RV — p Ru) 

del primo termine dell' ultimo membro vale -4- RS — . 
2 p 

Se ne deduce, ricordando (2) e le (18) del § 16 D che: 

§ H L p + 

( i i ) 

+ » 1 p«2 O g21°KP , p. 
2 p dudv P

! 
3 p,2 

2 p3 

+ y u ~ 2 t ~ ~ \ + -pr + 1 * Y . 

+ 2p,p - P„p2 - 2ppp„ + — p y + 2ppv . 

Dunque: (F) 

La forma 8Idu dv — • ̂  ^ du2 + pdv2j , che ha un si-

gnificato indipendente dál modo con cui sono stati scelti i parametri 
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u , v del sistema coniugato che si considera, si calcóla appena data 
V equazione du — pdv = 0 delle u = cost. oppure du + pdv = 0 
delle y =cost. senza che si debbano cálcolare le equazioni di queste 
curve in termini finiti o ricorrere a quadrature. 

L'altro invariante se ne deduce scambiando r con s, R con S, 
cioé cambiando p in — p ed Ss in Rr = — Ss. Lo diremo il se-
condo invariante. 

Gli invarianti per 1' equazione di Laplace relativa ai piani 
tangenti se ne deducono semplicemente sostituendo — p, —7 a p, 7. 

B) Sistemi coniugati ad invarianti uguali. 

La differenza dei due invarianti per 1' equazione di Laplace 
relativa alle coordinate di punto e quindi il prodotto di Ss per 

1 C 
che vale, (F), posto — — = — : p u 

(12) 

a2iog 

dudv 
C 

- i f - F j . + i e - o 
D 

Dunqne: II sistema coniugato Cdu2 + Ddv2 = 0 ha invarianti 
di punto uguali, se (12) é nullo. 

V uguagliare a zero il solo primo termine caratterizza, si noti, 
i sistemi isotermi coniugati. 

V uguagliare a zero la (12), in cui si cambino i segni di p , 7, 
caratterizza símilmente i sistemi coniugati a invarianti tangenziali 
uguali. 

Poiche cambiare i segni di p, 7 equivale a cambiare il segno 
G 

di — , cioé a sostituire al sistema coniugato Cdu2 + Ddv2 == 0 il 

sistema coniugato armonico (che lo divide armónicamente) Cdu2 — 
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— Ddv2 = 0, ne deduciamo (Fubini) il teor. di Darboux (Théorie 
des surf. 1896 Tomo 4, p. 72) : 

Se un sistema coniugato ha invarianti di punto uguali, il si-
stema coniugato armonieo ha uguali invarianti tangenziali e viceversa. 

Segue pure immediatamente : Se un sistema coniugato gode di 
due dette tre proprxeta seguenti : di avere uguali invarianti di punto, 
di avere uguali invarianti tangenziali, di essere isotermo coniugato, 
gode pure délia terza ; ed anche il sistema coniugato armonieo gode 
dette stesse proprietà. 

Se una superficie contiene un tale sistema coniugato, potremo 
cambiare i param,etri u , v dette asintotiche in guisa che C = D = 1. 
Risulterà perciô dalPannullarsi di (12) che ptt = y,,. Tali superficie 
diconsi di lonas. 

Notiamo ancora : Se due superficie hanno le . stesse ¡3, y cioè 
lo stesso elemento lineare proiettivo, cioè se, come vedremo, sono proiet-
tivamente applicabili, su di esse si corrispondono i sistemi coniugati 
ad invarianti uguali. (F). 

AlPequazione ottenuta uguagliando (12) a zéro, si possono 
sostituire clelle equazioni più semplici. Tale equazione dice infatti 
che 

{-Tu 10 z D + 4 - ) d u + { 4 r l o z G + V i T ) d v 

c un differenziale esatto dlog<p, cioè che : 

D 1 D , G : ? A 0 1 G , * D ' < P 

-3— log h T — =
 0 -3— lQg H P -TT 1 - = 0 

du • y D: <p dv <p r C: <p 

Posto <p = ove H è una funzione arbitraria, e sostituito 
C : e D : ty aile G, D , col che il rapporto G : D resta immutato, 
queste equazioni diventano 

d 1 D , O 5 i , * A - ^ l o g ^ + Y ^ - ^ - ^ - l o g ^ + P ^ ^ O , 

ossia : 

(13) + = + p = 
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che sono lineari in C, D. Poiché H e arbitrario, si puö, volendo, 
scegliere H = 1; e le (13) di ventano allora : 

(14) CV = -$D. 

La determinazione dei sistemi coniugati a invarianti uguali e 
ridotta al semplicissimo sistema lineare (14) (F). 

C) Un'altra applicazione. 

La differenza tra il primo invariante dell' equazione di Laplace 
per le coordinate di punto ed il secondo invariante tangenziale vale 
dunque il prodotto di Ss per 

cioé vale 

A 
Posto p = + — , l'eguagliare a zero questa espressione (15) 

equivale, (quando si moltiplichino A , B per uno stesso opportuno 
fattore) a imporre le: 

(16) Av + fB = 0 Bu + $A = 0 

affatto analoghe alle (14) ; vedremo che queste equazioni equival-
t i i ii t du dv . ^ n gono a dire che le tangenti alle linee — = — c i o e alle 

u = cost, (du — pdv = 0) formano una congruenza W. Se ne de-
duce il teor. (F): 

Se il primo invariante in coordinate di punto e uguale al se-
condo invariante tangenziale, le rette tangenti alle curve del primo 
sistema (u = cost.) formano una congruenza W. 

Se questo avviene anche per le linee coniugate v = cost., cioé 
se le equazioni di Laplace per i punti o per i piani tangenti 
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hanno uguali invarianti, scambiati di posto, cioè se tali equazioni 
sono aggiunte, allora, scegliendo opportunamente i parametri u , v 
deïZe asintotiche, potremo supporte p = 1 ; il sistema coniugato che 
si considera è perianto isotermo coniugato ; e, come si vede da 
(15), ¡3Ü = YW Le superficie, su cui esiste un tale sistema, sono 
le superficie R di Tzitzeica e Demoulin. 

L'analogía tra le (14) e (16) non è soltanto fórmale; vedremo 
che, integrate le (16) cioè tróvate le congruenze W di cui S è prima 
falda focale, si sanno integrare le (14), cioè trovare i sistemi coniu-
gati a invarianti uguali con sole derivazioni ; e viceversa, integrate 
le (14), si sanno integrare le (16) con sole quadrature. 

Notiamo ancora che se due superficie sono in corrispondenza 
biunivoca, e se per la seconda p' e Y s o n o i valori delle p , y , la dif-
ferenza dei due invarianti citati ha uguali valori sulle due super-
ficie [per il sistema coniugato, a cui appartengono le du — pdv = 0] 
soltanto se : 

Supponiamo che le due superficie debbano aver agúale tanto 
il primo invariante in coordinate di punto che il secondo invariante 
tangenziale. Allora basterà che sia soddisfatta la (16), e che siano 
uguali i primi invarianti in coordinate di punto ; cioè, indicando 
con 1! , M' i valori di L, M per le due superficie, dovrà essere 
soddisfatta, oltre alla (16), anche la : 

(16) 

(17) 
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Le (16), (17) hanno un ufficio fondamentale nella teoría délia 
deformazione delle congruenze. 

Ancora una osservazione : Per le superficie isotermo asinto-

tiche ^per cui = Vossono mutare i parametri 

u , v delle asintotiche in guisa che (3 = f. 
Per tali superficie le equazioni (14) e (16) sono perfettamente 

equivalenti. Si ha cosi una irasformazione (F) delle congruenze V che 
hanno una tale superficie come prima falda focale ; la soluzione 
di (14) che, come abbiamo enunciato, si deduce con sole derivazioni 
da una soluzione di (16) è ancora una soluzione di (16) e individua 
perianto ancora una congruenza W. 

§ 18. — Ntiovi studii in coordinate asintotiche u, v. * 

A) Coordinate non omogenee e di Lelieuvre. 

Sia t = 1; e quindi x , y , z siano non omogenee. Le equazioni 

SExu = SSxK = 0 , S&u = Slxv = 0 

(i cui primi membri si riducono a tre soli termini perche tu=tv= 0) 
provano che esiste una quantita X tale che 

3 = X£ II = XYJ Z = X£ . 

Poiche S = - i - A2 £, sara : ¿t 

<pu„ = Xa12tp (per <p = i , tj , C , non per <p = t ) 

Ora 

Q = 8XE = MSXi - X. 

Percio (§ 16 C) sara: 

(1) fu, = (6»c + Pf)? (per <p = £ , -q , C , non per <p = t) 

che e la classica equazione di Moutard. 
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Se ne deduce: 
1 piani tangenti alie asintotiche di una superficie lagliano un 

piano qualunque t = 0 in un sistema coniugato ad invarianti tan-
genziali uguali. Questo teorema é il duale del seguente, che e ben 
noto, e che si dimostra supponendo t = 1. Proiettando da un punto 
su un piano le asintotiche d'una superficie si ottiene un sistema 
coniugato ad invarianti (di punto) uguali. 

Viceversa siano 6,7], C tre soluzioni indipendenti di una equa-
zione di Laplace ad invarianti uguali, che potremo supporre ridotta 
alia forma 

( 1 ) bis ? u v = • 

Costruiamo le equazioni 

(2) £uu = aíu _ pg„ + ícn £ ire = — + eS, + 6 , 

a cui soddisfano le funzioni £, r¡, C. Le (1) bis e (2) hanno 3 so-
luzioni indipendenti comuni, e soddisfano perció alie condizioni 
d' integrabilitá. Da queste si trae innanzi tutto a„ = BV/ , cosicche 
si puo porre a = 6U, s = 0M, e inoltre si trae che: 

(3) R - 6,, + [3y , wn = p„ + p8„ , ;r22 = YM + T0u • 

(QUU - -Y«i- P. • - P8*) = - - Tp*, 

8® — Y — = - 2Y,P - Y p r . 

In particolare sono dunque soddisfatte, com'era prevedibile a 
priori, le condizioni d' integrabilitá per il sistema formato dalle 
solé (2); ed esisterá pertanto una quarta funzione z(u, v), linear-
mente indipendente dalle precedenti che soddisfa a (2), ma non 
ad (1) bi8. Ció che del resto si potrebbe dimostrare a posteriori> 
verificando direttamente i seguenti risultati. II piano £, r¡, C , T in-
vilupperá una superficie su cui le u , v saranno le asintotiche. 

La S£xu = 0 diventa per (1) bis 

-JT {LvXu + V¡yvVu + CurZj + Itu = 0. 
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Confrontando con la SExu = 0, ossia S£uv xu = 0 si deduce : 

ossia, poiché z non soddisfa ad (1) bis, tu — 0; similmente si prova 
che tv — 0, ossia che t = cosíossia che x, y , z daranno coordí-
nate non omogenee [e quindi che pn = — + P6V) e p22 

sono nulle, come si poteva dedurre anche da (3)]. Dalle Sr,xu = 
— S£u xu = 0, che si riducono a somme di soli tre termini, si trae: 

(4) x« = P 
r¡ C 

C* 

e analoghe in y, z 
p = fattore di proporzionalita^ ita) 

Símilmente, se 6 e un altro fattore, si trae: 

xv = — 6 
V C (e analoghe in y , z). 

Dovendo essere = SSu^, sará p = 6. Si riconosce poi 
che le condizioni d'integrabilitá sono soddlsfatte se ptt = p,; = 0, 
p. es. per p = 1. Si ha cosi: 

(5) dx = •n c 
r¡udu — r¡cdv Qudu — 'Cvdv (e analoghe in y, z) 

Queste sono le ben note formóle di Lelieuvre, che perme ttono^ di cal-
colare x , y , z con sole quadrature. Sará inoltre : 

= ( r
 c 

V hu c, 

(x xu xv xuJ — X„ XUV) — 

i L 2 

i c 
T¡„ Cu 

" H ^ = 
I» c„ | / 

1 -r¡u v¡, 
c c. c, 

Calcolando le derívate di quesť ultimo determinante, si trova 
per le (1)m«> (2) che esso vale ie® con k = cosí. D'altrajparte 

(£ £«») — 
4 ?„ Ér 

TJ« 1¡c 

c c„ c, 
(T„„ — ¿FC) . 
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E, calcolando le derívate di zuv— Rz, si trova che, moltipli-
cando la z per un fattore costante, si puô rendere zuv — Rz = ke9 . 

Percio, 

(ê iu iv Sur) = ¿2e26 = {x xu xv xul). 

E si ritorna completamente alie usuali formóle della teoría 
delle superficie appena si osservi che, essendo Q determinata a 
meno di una costante additiva dalle bu = a , Gv = s, possiamo ser-
virci di tale indeterminazione per rendere h = 1. 

Abbiamo conseguito un ulteriore risultato che cioè la T, la 
quale non soddisfa alla (1) Ms soddisfa invece alia : 

(0) zuv = Rz + ee = Rz + aí2, 

completando cosí il risultato di Lelieuvre. 
Si capisce ora perché il Lelieuvre, nella geometría métrica, 

sostituisca le precedenti i , Y¡ , Ç ai coseni direttori délia normale. Le 
i , Y¡ , Ç insieme alla z sono proprio quelle coordinate del piano 
tangente che corrispondono aile coordinate non omogenee x ,y 9 z , 1 
secondo le nostre convenzioni (x Xu Xv xuv ) = (g iu iv iuv) relative 
al caso e = 1 di asintotiche reali. 

B) Asintotiche appartenenti a complessi lineari. 

Nella teoría delle curve avevamo scelto coordínate corrispon-
denti di punto a; e di piano osculatore i in guisa che (x dx d?x d*x) — 
= (ç di d2i dzi). Ora, se x descrive una superficie di cui i ô il piano 
tangente, allora i è anche osculatore ad ogni asintotica; Cech ha 
fatto T importante osservazione che le coordínate i scelte con le no-
stre convenzioni per le superficie sono proprio le stesse, cui giunge-
remmo con le convenzioni relative aile asintotiche. Infatti, se ci muo-
viamo su una asintotica v = coste se £ è il piano tangente alla 
superficie, allora per le equazioni fondamentali (I) e (II) 

(6 di dn d*i) = a L iuu iuuu)du* = a iu iv u pdu* = 

= (x xu xv xul)$2du3 = (x dx d2x d*x). 
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Dunque tutte le nostre formóle relative alle curve si possono 
fienz* altro applicare alle asintotiche. Cosí p. es. le v = cost. appar-
teranno ad un complesso lineare se lungo v = cost. é Sd3xd3£ = 0, 
ossia Sxuuu £uuu — 0, equazione che, tenuto conto delle equazioni fon-
damentali Io e IIo, diventa Veqwazione di Cech: 

Se Y = 0, e quiudi le u = cost. sono rette, allora questa equa-
zione ci dice che p è prodotto di due funzioni, una délia sola u, 
una délia sola v. 

La linea flecnodale p = 0 sarà perciô contemporáneamente 
definita da una equazione v = cost., e perciô sarà un' asintotica, 
oppure una coppia di asintotiche (cfr. 16 B pag. 92), e quindi sarà 
una retta o una coppia di rette, direttrici délia rigata. Ne segue, 
come del resto apparirà ancora più chiaro dal capitolo sulle rigate, 
che : 

Le superficie rigate, per cui le asintotiche curve appartengono 
ad un complesso lineare, sono tutte e sole le rigate appartenenti ad 
*una congruenza lineare a direttrici coincidenti o distinte, le quali 
jutla superficie esauriranno la linea flecnodale. 

Si puô poi dimostrare: Tutte le asintotiche curve (v = cost.) 
di una di queste rigate sono (proiettivamente) identiche (*). 

Escludiamo ora il caso 7 = 0 delle rigate ; più tardi noi tro-
veremo le superficie qui cercate corne tutte quelle che sono trasformate 

(*) Nel Capitolo dedicato aile rigate vedremo che, se y = 0, si puô sup-
porre 9 funzione délia sola u, supporre p%t = 0 , p = U(avl -f bv 4- c) cou 
U, a , b , c funzioni délia sola u ; e infine plx=p — allv con p funzione délia 

isola u. Nel nostro caso potremo anzi supporre le a, b , c costanti e, mutaudo 

v in v + cost, ^oppure -^-J supporre anche c = 0. Dalle equazioni fonda-

mentali si trae che le x , y , %, t soddisfano tutte ail' equazione cpUu — 

— Ou — P 9 = 0 , ove cp = ^jr- (Xuu — Ou Xu — \_p + bU]x). Questa 

•squaz. di quarto ordine nelle x, y, , t ha coefficient indipendenti dalla v , 
ed è perciô la stessa per tutte le asintotiche v = cost. ; le quali sono dunque 
proiettivamente identiche. 

FUBINI e £ECH, Lexioni di Geometría proiettivo-di/ferenxiale. 8 



114 CAriTOLO SJOCONDO [§ 13, B) 

di una rigaia mediante una congruenza "W. Noi qui le determine-
remo per via puramente analítica. Dai valori di Lv, Mu dati dalle 
prime due condizioni d' integrabilitá (pag. 95) si deduce per la (7) : 

d2log¡3 
Su2 + U, 

(8) 
_ ¿2logp _ J _ /¿log[3 \» 

dv2 2 ^ dv ) + ' 

ove £/ é funzione della sola u, V della v. L'ultima condizione 
d'integrabilitá da poi: 

(9) p r + 2Fpü = Y ^ r [ 4 - ( | i ) 2 - 2 ¿2logp 
du2 + 

+ H • I t ^ ) ' " 
a2iogp 

5M2 | + 7««« + 2-tuU. 

Ora hanno, come sappiamo (pag. 96), significato intrínseco, sia 

che 

cioe sia 

M + dv2 + 

5M2 dw2 che Fcfy2. 

efe2 

Poiché anche p é intrínseco, segue che possiamo cambiare 

i parametri u, v delle asintotiche in guisa che U = 0 e che F 
sia uguale a 0, oppure ad 1. Sostituendo questi valori di U, V 
e quello di Y dedotto da (7) nella (9), si trova un'equazione nella 
sola p, di cui é inutile occuparci, perché, come dicemmo, affron-
teremo il problema per altra via. 
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C) Superficie di cui tutte le asintotiche appartengono 

a complessi lineari. 

Supponiamo che tanto le u = cost. che le v = cost. apparten-
gano a complessi lineari. Insieme alla (7) varrà la 

8»log i -
dalle quali si deduce —„ „ = 0. Le superficie cercate sono 

dudv 
dunque isotermo-asintotiche; con un cambiamento di parametri xi, y 
si potra percid rendere p = 7; e le (7), (10) si ridurranno alia equa-
zione di Liouville 

di cui F integrale generale è 

' P U + F ' 

ove U è funzioue délia sola u, V délia v. 
Si avrà poi, come in B , 

a'iogp 1 / a i o g p y , Tî 

(13) 

con Ux nuova funzione délia sola M, Vx délia v. E le condizioni 
d'integrabilità danno (p2 Vx\ = (p2 Uj)*, cosicchè 

fp(V1du+ Uxdv) è un differenziale esatto dtp. 
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Integrando si trova : 

CD - V V> 4- F , TJ 
? - - û + y + F2 - - J j ^ Ç y + 2 , 

dove U2 è una nuova funzione délia sola w, Fa délia v. Identi-
ficando i due valori di ç, si trova : 

v2u — u2v + v2v— r1Y — u2u + uxu' = o 

che, derivata rispetto ad u ed a v, dà: Fa'ï7'== t7a' F', cioè : 

Fa = kV + h , [7a = + Z (Jc,hfl = cost.) 

che, sostituiti nella precedente, danno : 

U1U' — kU2 +(h — l)U = Vx Y — kV2 + (I — h)V. 

Essendo i due membri uno funzione délia sola l'altro délia 
sola v, saranno una stessa costante p. E quindi : 

nox rr kU* + Q-h)l7 + P IcV2+(h-l)V + p 
K10) bis = jy ) >1= Jy  

(h , k , l , p = COSf.) 

Le (12), (13), (13) big individuano le nostre superficie; al va-
riare dette costanti h , k , 1, p non tutte essenziali, non varia ¡3 = Y> 
cioè non varia V elemento lineare proiettivo ; e percià le superficie 
corrispondenti sono tutte proiettivamente applicabili tra di loro. 

Per k = p = 1 — h = 0 si hanno le superficie di Tzitzeica-
Wilczynski, che ritroveremo più tardi per tutt' altra via ; cosï pure 
soltanto più tardi studieremo le relazioni tra i precedenti risultati, 
la teoria dette congruente W che hanno una quadrica per falda 
focale, e le superficie a curvatura nulla negli apazi di curvatura 
costante. 
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§ 19. — Le rette tangenti. 

Accanto ai punti ed ai piani tangenti studiamo ora le rette 
tangenti. Siano dv:du e 8i>: dú i parametri corrispondenti a dire-
zioni coniugate. Sara: 

Su = a1%du + a22dv dv = — audu — a^dv. 
19t 

La retta congiungente i punti x e 8x = xu du -f* xv coin-
ciderá con la intersezione dei piani £ e di = + £vdv; cosic-
ché, se X é un fattore di proporzionalitá, sará = \(x,dx), o, 
piu precisamente : 

(6 ^Jítt + (6 gdv = X[(z + (x xv)8v] 

che, per evitare equivoci, scriveremo per disteso: 

€ 1 du + £ 1 dv = X ] 2 * Su + 2; í 8v1 

6» f¡» 
du + 

( tV 

insieme alie analoghe ottenute con permutazione circolare di r¡, C, T 
nei primi membri, di z , t, y nei secondi. 

Multiplicándole rispettivamente per yu, zu, e sommando si 
trova 

— X 
2/ « t 
Vu K 
Vv tv 

Sv = X|/|¿| tfv = 

= V + Z«C» + — Í„(V¡2/„ + CZ« + TÍTT)D« + 

+ í{y»t¡v + 2„C„ + <„t„)<fc> — 4„(Y¡2/U + C«„ + t tv)dv 

= «11 — — U — &»)du + 

+ £(— «12 — xuiv)dv — £„(— kxu)dv 

— i(— an du — a19 dv) — idv. 
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Perciô X = —i=r e si hanno le equazioni del Fubini : 

(íf¡u — *)£«) = - i - j— »11 K — K) + a12 (zt* — teu) ¡ 
( V ) ; 

(ir¡v — r¡iv) = j — a12 (ztv — tzv) + a2% (ztu — tzu) j 

che sono equazioni analoghe a quelle che in geometría métrica 
danno le derívate dei coseni direttori délia normale in funzione 
lineare delle derívate delle coordínate di punto. 

Cech ha osservato che 

VB , is d'u = du + l du , d'v = dv + r dv 
- m - M\ 

soddisfano idénticamente alla 

an {d>'uY + 2a12d'ud'v + a22 (d'v)2 = 0 

eosicchè, comunque siano state scelte le du , dv , il rapporto d'u : d'v 
caratterizza le direzioni asintotiche. Le tangenti asintotiche sono 
dunque le rette 

{x dx) + J=- [x , Sx) = (x , dx) + ^ (É , dê) , 
M\ 

s / 
comunque siano scelte le cfa, dv (C). 

§ 20. — Applicabiiità proiettiva. 

A) Il teorema fondamentale. 

Siano date due superficie S, S in corrispondenza biunivoca, 
che noi rappresenteremo dando le coordínate x ed x dei loro punti 
come funzioni degli stessi parametri u , v. Noi, estendendo le defi-
nizioni del § 2, diremo col Fubini che : 



[ § 18, A] I FONDAMENTI DELL A TEORIA DELLE SUPERFICIE 119 

Le superficie S , S si diranno proiettivamente applicabili se, 
per ogni coppia di punti omóloghi O , O esiste una collineazione M 
che porta S in una superficie S', O nel punto 0 in guisa che curve 
omologhe tracciate su S ed S' ed uscenti da O vi abbiano un œntatto 
del secondo ordine. (Se ció avvenisse per una sola coppia di punti 
omologhi, le superficie sarebbero applicabili soltanto in essa). 
Notiamo : 

Io) Se la M non variasse al variare di 0 , 0 , le 8, S sa-
rebbero (proiettivamente) identiche, perche M le porterebbe V una 
nell'altra. 

2°} Non si ô parlato di contatti del primo ordine, perché 
dalla corrispondenza biunivoca segue che i fasci di tangenti omo-
loghe uscenti da due punti omologhi O, O' sono collineari ; perciô 
una definizione che parlasse di soli contatti del primo ordine con-
durrebbe a chiamare proiettivamente applicabili due superficie qua-
lunque in corrispondenza biunivoca. 

3o) 11 contatto, di cui abbiamo parlato, puô essere geométrico 
od analítico. Questi due casi (di cui gli analoghi nella geometria 
métrica portano Tuno ail' applicabilità effettiva, 1'al tro all'applica-
bilità o corrispondenza conforme) non sono distinti, come risulterà 
da quanto segue, nella geom. proiettiva. 

Siano dunque S ed 8 due superficie proiettivamente applica-
bili nella coppia di punti omologhi x ed x. Se con x indico il 
trasformato di x mediante la collineazione M, allora 

{x xu' xv' d2x)=^{x xu xv d2x) , 

ove ¡x è il modulo di M. Avendo 2 curve omologhe di 8 ed 8' 
uscenti da 0 = 0' un contatto del secondo ordine, varranno le 
equazioni (8) ter del § 3 dell' Introduz. ; e perciô 

(x xu xv d2x) = p*(x xu' xv' d2x) = ¡xp4(z xxv d2x) 

Perciô le forme F2 ed Fz per le due superficie saranno in O , O' 
proporzionali, cioè in 0 , 0 ' si corrisponderanno le asintotiche. Sup-
poniamo questa condizione soddisfatta in ogni coppia di punti omo-
loghi ; le superficie S ed S avranno forme F2 ed F2 proporzio-
nali. E, moltiplicando le coordínate dei punti di S per un oppor-
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tuno fattore, e trasiormando, se necessario, la S con una collinea-
zione a modulo negativo, potremo supporre che le forme F9 ed F2 
siano identiche. 

Se x, x sono una coppia di punti omologhi, potremo ancora 
supporre x = x. Le relazioni che légano in tali punti le x'u , xuu, 
ecc. aile x, xuu ecc. date dalle (8) 4eP del § 3 dell'Introd. varranno 
anche (essendo F2 = F2) quando alie derívate ordinario si sostitui-
scono le covarianti ; e allora, scritte le F3 , F3 servendoci délia 
(9) M« del § 12 concludiamo che Fs—F3' è divisibile per F2 © 
quindi, essendo apolare ad F2, è idénticamente nulla. Perciô 
F3 = F3' = F3 ; cioè le due superficie avranno uguale elemento li-
neare proiettivo. Ad ugual risultato si giungerebbe confrontando le 
equazioni. fondamentali (I) per le xrs, x'rs e le equaz. citate che 
esprimono il contatto di curve omologhe. 

Viceversa se F2 ed F2 sono identiche e se in una coppia di 
punti omologhi ô F3 =t= F3, sarà in taie coppia di punti (x xu xv X)= 
= (x xu xv X), perché le forme F2 ed F2 coincidono, e noi potremo 
con una collineaz. unimodulare trasformare S in una superficie S' 
tale che, per i valori considerad delle u, v, sia x = x\ xu = xu\ 
xv = xv\ X — X\ F3 = F3. Dalle equazioni fondamentali si de-
duce che allora xrs — x'rs = (prs — p'rs)x, che cioè nei punti consi-
derati le S , 8' hanno il contatto voluto. Perciô : (F) 

Gondizione necessaria per V applicabilità proiettiva di due su-
perficie poste in corrispondenza biunivoca in una coppia di punti 
omologhi è che in questi si corrispondano le asintotiche. Se poi que-
sta prima condizione è soddisfatta per ogni coppia di punti omologhi, 
condizione necessaria e sufficiente per Vapplicabilità proiettiva in una 
coppia di punti omologhi è che in questa coppia di punti le super-
ficie abbiano uguale elemento lineare proiettivo F3 : F2, o, cid che è 
lo stesso, abbiano le stesse forme <p2 > e differiscano soltanto per 
la forma P (o II o Q). 

B) Una propriété caratteristica di due superficie 

proiettivamente applicabili. 

Due superficie S , S in corrispondenza biunivoca sono proietti-
vamente applicabili in una coppia di punti omologhi A, A, se i 
piani osculatori alie linee di S uscenti da A , e i piani osculatori 
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alie linee omologhe di S uscenti da A formano due stélle collineari. 
V 

Ecco una semplice dimostrazione (F) di questo teorema di Cech. 
In tale collineazione a piani passanti per una retta tangente 

in A ad S corrispondono piani passanti per la tangente omologa 
di S. Usando coordínate non omogenee x, y, z nulle in A, po-
tremo quindi trasformare S in una superficie S' passante per A 
in guisa che in A cioè in x == y = z = 0 sia 

x = y = z == 0 xu = 6xu' xv = 6xv' (e analoghe in y, z) 

e che piani osculatori a curve omologhe delle S ed S' coincidano; 
con una conveniente omologia di centro A potro rendere 6=1; 
ma, poichè questa omologia lascia fermo ogni piano uscente da A, 
in particolare i piani osculatori citati, piani osculatori a curve omo-
loghe uscenti da A continueranno ancora a coincidere. Cioè il piano 
per tre punti 

# = 0, x + dx , x + dx + \ d2x 

di S, cioè il piano per 1' origine che contiene i punti dx = dx e 
d2x dovrà contenere anche il piano d2x. E percio sarà : 

(1) 0 = (<dx, d2x, d2x — d2x) = (xu xv D2x — D2x)(du d2v — dvd2u) 

+ (dx D2X D2X) 

ove è posto 

D2X = xuudu2 + 2xuvdudv + xvvdv2 ed analoghe. 

Annullando i termini in d2u, d2v si trova 

xu xv D 2 ( X — X ) = 0 

cosicché [essendo per le ipotesi fatte fin dal principio del libro 
(xu xv) ^ 0, perché i punti singolari sono esclusij sará: 

D2X — D2X = \xu + \LXv (e analoghe in Y, z)f 
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ove X , ¡i sono forme quadratiche in du , dv. La (1) diventa cosí : 

0 ~ (dx , D2x , Xxu + \ixv) = (Xdv — \¡du) (xv xu D2x). 

Non potendo essere idénticamente niillo il secondo fattore 
(perché altrimenti in A la S avrebbe asintotiche indeterminate, 
caso da noi sempre escluso) sarà \dv — ^du = 0. Cioè 

X ¡i 

du dv 

sarà una forma pdu + 6dv in du, dv. Si avrà pertanto 

D2X = D2X -f- (pdu + 6dv)dx ; 
formóla che, per i risultati delP introduzione, prova appunto che 
curve omologhe di S, S' uscenti da A vi hanno un contatto del 
secondo ordine. A questo teorema si puô dare col prof. Bianchi 
il seguente enunciato : 

Se S ed S' sono superficie in corrispondenza biunivoca e> ad 
ogni sistema di curve di S uscenti da un punto fisso O di S coi 
piani osculatori formanti fascio corrispondono curve di S' uscenti dal 
punto omologo O' con piani osculatori ancora formanti fascio, le due 
superficie sono in 0,0' proiettivamente applicabili. 

Escluso questo caso, allora, se tra S, S' si corrispondono le 
asintotiche, a nessuno dei precedenti sistemi di curve di S uscenti 
da O corrisponde un sistema analogo di curve su S'. 

Se tra S, S' le asintotiche non si corrispondono, esiste una 
sola retta r uscente da O tale che alie curve di S, i cui piani oscu-
latori in 0 contengono r, corrispondono curve di i cui piani 
osculatori in Of formano ancora un fascio. La r si puô chiamare 
Passe délia corrispondenza tra S ed S' nel punto 0. 

C) Un9 al tra proprie tà caratteristica delle superficie 
proiettivamente applicabili. 

Se S ed S sono proiettivamente applicabili, ed A , A è una 
coppia di punti omologhi, esiste una collineazione che porta S in 
una superficie S' dotata délia seguente proprietà : Ogni striscia di 
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elementi del primo ordine relativa alia superficie S, la quale contenga 
V elemento formato da A e dal relativo piano tangente e la striscia 
omologa di S' hanno in A tre elementi successivi comuni (Cech). 

In altre parole, se in A c u = v = 0 , gli sviluppi delle coordí-

nate non omogenee x , y, z, e di p — ^ , q — secondo le pó-

teme di u , v relativi ad S oppure ad S' hanno comuni i termini 

di grado inferiore al terzo. Usiamo nella dim. coordínate omogenee. 
Nelle nostre ipotesi si puo supporre che S, S abbiano le 

stesse forme F2 , Fs. Potremo scegliere il tetraedro di riferimento, 
e trasformare S con una collineazione in una superficie S' in guisa 
che per u = v = 0 i punti x, x coincidano con ( 0 , 0 , 0 , 1 ) , i 
puntí xu, xu' con ( 1 , 0 , 0 , 0 ) , i punti xv, xv' con ( 0 , 1 , 0 , 0 ) , 
i punti X , X' con ( 0 , 0 , 1 , fe). 

Allora dalle equazioni fondamentali segue che 

x=u+A + ..., y=v + B + ..., z=C+..., t=l+D+... 

ove A , B, G, D sono forme di secondo grado in u , v, di cui le 
prime tre non dipendono dalle prs, che sulle due superficie possono 
anche avere valori distinti; cosicché per le x\ y, z varranno svi-
luppi del tipo : 

x'=u + A-f , y = v + B + , z = C + 

mentre invece 

í = 1 + D' + .. .. , 

ove D' puo essere una forma di secondo grado, distinta da D. 
x y z 

Dunque — , — , — hanno sviluppi in serie che, fino ai t t t 
termini di secondo grado inclusi, coincidono con gli sviluppi di 
x' y z 

y Í "7"- L' equazione del piano tangente é nelle notazioni t t t 
z x y 

di Monge — = p ——b í — . Quindi le p , q coincidono con t t t 
— i : C ed — T¡ : í , cioé, a rneno del segno, sono 

(y z t):{x y t), e {x , z, t):(x, y , t), 
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ove sia posto 

y z t 
(yzt) = Vu *« K ed analoghe. 

yv zv K 

Anche gli sviluppi di p, q coincidono dunque, fino ai terinini 
di secondo grado inclnsi con quelli di p , q , come si era enunciato. 

Ne segue anche fácilmente che in A le 8, S' hanno un con-
tatto del terzo ordine, ma questa non ě affatto una proprieta ca-
ratteristica. 
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