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Capitoro V.

CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFORMAZIONI

PER CONGRUENZE W (*).

§ 41. — Congruenze di assegnata prima falda focale.

A) Formole fondamentali.

Supporremo in quanto segue la superficie S ad asintotiche
reali. Se cosi non fosse, si potrebbera ancora applicare gli stessi
metodi ricorrendo ai sistemi w, v isotermi-coniugati.

Sia dunque S una superficie riferita alle asintotiche u, v. Se
A, B sono funzioni delle u, v, il punto

)] x = px + 2(4z, + Bz,)

descrive al variare di p una tangente alla linea %:% Queste
linee sono determinate dal solo rapporto 4:B.

Affinché = sia il secondo fuoco della congruenza generata da
queste tangenti (congruenza che & la pit generale di quelle che
hanno 8 per falda focale) dovra avvenire che

0 B‘E

— sia combinazione lineare delle z ed Az, -+ Bzx,.
ou v

(*) I principali risultati di questo Capitolo furono pubblicati in varie
note dei Rendic. della R. Accad. dei Lincei (1922-23-24) da G. Fubini.
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Esplicitando questa condizione (*), osservando che per le equazioni
del § 16 4 le derivate di  sono combinazioni lineari di z, =z, ,
Ty, Si trova tosto, posto al solito a;, = €® che:

v

@ p=—A,—40,—B—po, + 4Tt AR | g At B

Risultati duali si trovano scambiando coordinate « di punto e &
di piano tangente, e cambiando 4, B, B, vin 4, — B, —fB, —7.
O cosi, 0 col calcolo diretto si trova che i piani passanti per
la retta- (x, @) sono i piani

3) E= ME+ 2(48, — BE,)
e che questo piano tocca la seconda falda focale, se

B,+48 4.+ By
B 4

(4) A=—A4,—46,+B,+ B8, + 4

Notiamo che
(5, &) =24(, &,) — 2B, £)=24(z, x,)+2B(z, z,)=(, T).

I fatiori di proporzionalite, furomo scelti in guisa da assicurare la
coincidenza delle coordinate (£,8) e (%, T).

Trascureremo il caso AB= 0 delle congruenze a falde focali
coincidenti. Si noti che le A, p dipendono soltanto dalle A, B e
dai coefficienti dell’ elemento lineare proiettivo (non dalle p,,).
Percid:

Se una una falda focale S di una congruenza X si deforma
proietiivamente, trascinando con sé i raggi di K, 1 secondi fuochi, e
1 secondi piani focali vanno nei nuovi secondi fuochi o secondi piane
focali.

Si ha poi, derivando e tenendo conto delle citate formole
del § 164:

®) 7= et A7 2B )

z —}—Mx-—)\(xu T

(*) Che equivale alla : S/AE, — BE,) (Aéu—Baa,) =0.
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ove M= p,+ 24p, — 2L AR,
®) 7= +B“"+Lx+x(x +-—x..v)
A, + B
ove L==yp,+2Bp,, — _; {p,

Se ne deduce, derivando di nuovo:

_ B,+-4 w 2B
xuu—( B g ) +4B‘—‘tuv+pllx+clll("r‘u—_xuu>+

A
24
+ c;112(',1"1) + _)'\_ x'uv)

, W 2B
+4A —xuv+P2"’v+ c“21( )\ uv)+

'UU

- )

©) 4
+ Gago ( 2)\ xuv)

Euv= ( “+AB ) +(_N+4AB) uv+Pl2x }"clzl(x _Tquv)

24
+ Gize (-”u‘f‘ —)\_'xuv> 3
|

ove non ci interessa dare i valori delle p,s, e dove:

Ayt By\ (Bt A

® e (27 (P25,
B, 4

O Nk 2d(p+2dpa—p 2 E )

— OB(P*v+2Bp2°—P‘ st ) .

Si noti che ne segue:

A)  ERFED) = (55— v 5+ G ) X
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" 24 9B 0
M — 0 0
XL 0 A 0 =

Spy;, du, duy, Doy, du,duy, Boye du,du, 4W(Bdu -+ Advy*--2Ndudv

-
— (@, gy die) B AW —2Ndudv g s 5o o mom
- &

= —N(zz,z,d*x) [ 4W (Bdu + Adv)>*— 2Ndudv ].

Indicheremo con N’ la quantitd dedotta da N, cambiando il
segno di B, B, 1 (cid che non muta W). Allora, essendo

(= 2, @, x,.) = (£ & & &),
si dedurra col calcolo duale
(£, 8,d28)= —N (z 2, x,d? x) [4W(Addv — Bdu)? —2N'dudv].
Dovendo questa espressione essere proporzionale alla prece-

dente, perché entrambe sono proporzionali alla forma F, per la
seconda falda focale S, sari:

(11) — N+ 4WAB= — N —4WAB
(6L N N :
(12) W:W:m(w NN'0).

Le & non sono dunque mormate secondo le convenzioni da noi

poste per le superficie; alle T dovrebbero corrispondere le & Vll_:T’—

Alle T corrispondono le £ soltanto se N = N’ ossia W = 0; le £ sono
in generale normate inmodo che (x z)=(§, E) Si noti che:

o) 2dudv= 0 & 1’ equazione delle asintotiche della superficie S
iniziale.

) Bdu+ Adv=0 & quella delle sviluppabili.

1) 4W(Bdu+ Adv)? —2Ndudv == 0 quella delle asintotiche della

seconda falda S. Essa si pud scrivere anche N'(Bdu 4 Adv)> —
— N(Bdu — Adv)? =
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Il caso W = 0, in cui le X , £ si corrispondono nella legge di
normazione, € quello delle congruenze W.

Il caso N =0 od N =0 ¢ quello in cui la seconda falda focale
degenera come luogo di punti od tnviluppo di piani.

Il rapporto N': N & il birapporto delle due coppie di direzioni
asinfotiche con le due coppie formate ciascuna dalla direziove cor-
rispondente ad uno dei 2 sistemi di sviluppabili contata due wvolic ;

o anche (VZ_V_—_VL) ¢ il birapporto delle 4 direzioni asintotiche.
YN+ N

Lasciando invariata la congruenza, possiamo moltiplicare sia
le « per uno stesso fattore p, sia le 4, B per un fattore o. Nel
primo caso anche le &, le x, le £ restano moltiplicate per lo stesso
fattore p, e dalle formole precedenti segue che W, N, N restano
inalterate. Nel secondo caso le & restano inalterate, le z, & molti-
plicate per 6, N ed N’ restano moitiplicate per o2, Quind: sia W
che N : AB sono invarianti della congruenza, di cus sopra abbiamo
dato il significato geometrico.

Mentre pero N : AB ha significalo inirinseco, cid mon avviene
per Wi ha invece significato intrinseco la forma Wdudv.

B) Nuova interpretazione delle formole precedenti.

Noi possiamo definire la congruenza, dando il punto x della
falda S e il piano & della falda S, imponendo la sola condizione

13) Saf=0

che dice essere ., & un elemento. Se questa condizione non fosse
soddisfatta, il nostro studio equivarrebbe a quello di una coppia
di superficie, che si potrebbe svolgere con metodi analoghi ai se-
guenti, ma di cui qui non ci occupiamo. Altri invarianti della no-
stra coppia di superficie si otterebbero studiando le espressioni

(14) SudE , Stdr, Sdedt , Sd*ad & ecc.

L’ annullarsi del primo e quindi, nel caso attuale, anche del se-
condo dice che le superficie S ed S coincidono; cid che noi esclu-
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deremo. Supposto che » , v siano le asintotiche di S, dall’ annullarsi
della SEz deduciamo ) esistenza di quantitd A, 4, B tali che:

(15) T =\t + 2(4¢, — B)
donde :
dE= i(x + 24, + 246,)du + 2(A, + By)dv | &, -+
+ g— 2(4B + B,)du + (A — 2B,—2BO)dv | £, + . ..

Stdr = 2(Bdu — Adv)a ,

SdEdx = 2ay [— (4, -+ By)dv? + (A + B)duz —

|
-
|
|

— (\+ 4, + 46, — B.— Bb,)dudv ]
L’ultima & divisibile per la penultima soltanto se A & dato
dalla formola trovata in principio del §. Se ne deduce il feoreme
di Fubini, che puo servire alla teoria delle congruenze in cocrdina’e
u, v qualsiasi:

Se x descrive una superficie S e & passa per x ed tnviluppa
—.\'

una superficie S, che con S é in corrispondenza biunivoca, questa
corrispondenza ¢ deferminata da una congrucnza di cui S ed S sono

falde focali soltanto se Sdxd € ¢ divisibile per S€dx. E in tal caso
Stdx =0 ¢ la equazione di un sislema di sviluppabili.

Precisamente si ha in tal caso:

(17) Sa_l_xdz _ A+ B
Stdax B

B .
7 j ALdv.

“du +

Dunque : Soltanto se la congruenza ¢ W, il precedente quoziente

¢ un differenziale esatto. In tal caso, moltiplicando le § per uno stesso
conveniente faitore p, potremo rendere tale quoziente identicamente
nullo, cioé

(18) Sdzd & = 0,
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ossia :
{19) Bu:—AB A'U: _BY’

Siano le z, y,z,t coordinate non omogenee, ciot ¢ = 1. La
S&x =0 diventa un’equazione, che determina t. La Sdxd&= 0
diventa :

dzd € 4+ dydn + dzdCT =0

che, se interpretiamo &, 7, come spostamenti infinitesimi del
punto di cui », 7, z sono coordinate cartesiane, diventa 1’ equazione
delle deformazioni infinitesime nella geom. euclidea di una super-
ficie. Se ne deduce ¢l classico teorema della geom. melrica, di cus
qui st riconosce U intima ragione proiettiva, che collega la teoria delle
congruenze W a quella delle deformazioni infinitesime metriche.

Se invece #? 4 y> + 2 4> =1,e quindi x,y, %, t st pos-
sono pensare come coordinate di Weiersirass nella geometria non eucli-
dea, le precedenti equazioni

SEx =0 SdEdx =0

diventano quelle, cwi soddisfano le componenti £ dello spostamento
di x in una deformazione infinitesima (nel senso non euclideo) della
superficie S. Si & cosl dimostrato per altra via il teorema di Fu-
bini, gid intuito dal Bianchi:

Se noi diamo anche in geom. non euclidea wuna deformazione
infinitesima ad una superficie S, e tiriamo per ogni punto x di S
il raggio normale al corrispondente spostamento te posto nel piano
tangente &, troviamo una congruenza W.

Dalle SEz = Sd&dx= 0 si ha che per ogni funzione p(u , v)
vale la Sd(pz)d(p€) = 0. Ora d(px) descrive, al variare di du:dv
un raggio; questi raggi descrivono una congruenza armonica ad S
(anzi la congruenza armonica pilt generale, variabile col variare
di p). Cosi d(p€) descrive un raggio della pit generale congruenza
coniugata ad S.

Quindi: Se S ed S sono jalde focali di una congruenza W,
tra ¢ punti det raggi delle congruenze armoniche ad S e i piani di
quelle coniugate ad S intercede una corrispondenza tale che punto e
piano corrispondenti st appartengono.
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Vale il teor. di Cech: Questa corrispondenza non € per ogni
sistema di valori w, v che la polarita rispetto al sistema nullo oscu-
latore della congruenza (determinato dal complesso lineare osculatore
alla congruenza, di cui parleremo pit avanti). Il teor. di Cech si
pud enunciare :

Su ogni piano tangente ad una superficie S, falda focale di una
congrucnza W, st tirt una relta v, e sia v la refta polare rispetio
al ststema nullo osculatore. Se la congruenza formala dalle v ha svi-
luppabili che corrispondono a un sistema coniugato, altrettanto avviene
della congruenza delle rette 1.

§ 42. — Formole fondamentali della teoria

delle congruenze W.

Abbiamo gid osservato al precedente § e si dimostra diretta-
mente nel modo piu semplice che, se la congruenza & W, cioé se
W =0, si possono moltiplicare le 4, B per uno stesso fattore tale
che:

1) A, = — By B, = — Ap.

Potremmo invece moltiplicare le 4, B per un tale fattore che
B : A
1= (logB). -EB = (log4),,

ginngendo pure a risultati semplici; e potremmo procedere in altro

modo, fissando che Sdxd&: SEde abbia un altro valore prefissato.
Noi perd adottiamo la prima convenzione. Resta cosi provato (F.):

La determinazione di una congruenza W di data prima fald:
focale S ¢ ridotta a quella del sistema lineare (1).

Confrontando con le (16) del § 17 C si deduce il teorema (F.) :

Su una superficie S i sistemi coniugati tali che l’ equazione cor-
rispondente di Laplace per le coordinate di punto ha un tnvarian'e
uguale all’ invariante mon omologo dell’ equazione tangenziale sono
tutti o soli quelli che corrispondono alle sviluppabil: delle congruenze
W, di cut S é una falda focale.
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Se ne deduce ricordando le altre formole del § 41:

(2) Auv = B7u + AgT Buv = Aﬁv "|' Bl{iY
3) A= — A, — A6, + B, + BS,.
€Y w= —4,— 49, — B,— Bb,.

(5) T=pe+2dz,+ Bx) ; (6) E= )i 2(4,— BL).

) r, = (1 -+ 24py)x — Az, -+ 2Bz,,.
(8) %, = (. + 2Bpn)x + Ao, + 242,
® N = M\ - 24, + 24py) — 2B(p.. 4 2Bpy)

= M -+ 24(\, + 247y) + 2B(h, — 2Bny).

D A - B —
x = x4+ 2(-1—\7——%——1\7—%)7
(10)
B
N

N
=P rolLE L 2F

251

che permettono di dedurre la prima dalla seconda falda focale.

|

(11) (% @, 7, €,.) = N 2, 7, Tu)
ossia :
(12) ap = + Na,

ciod (posto anche |a, | = ") 6=6+1log| V|

Data la congruenza (ciot A : B)le A, B sono note o meno d’un
fattore comune, che le (1) permettono di determinare per quadrature.
Rimane U indeterminazione di un fatlore costante tnessenziale. Il ca-
rattere ¢nvariantivo di N appare poi meglio, introducendo le L, M

del § 16 D. Vale infatti la:

9) . N =(2BB,,+ 2B2M — B?)— (244, + 24°L— A%
\
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affatto equivalente alle precedenti. Una trasformazione simile si
poteva eseguire anche nel caso di congruenze generali.

Oltre le A ,B, le A, ¢ la N vi sono due altri clementi essen-
ziali - te S, T che qui definiremo, ponendo

(13) S = Pouy — eu Pers + @P‘u"— l“‘(Bv + ﬁe‘l) +

opn ¢ opy
+ 4Bfpy + 44, p, + 24 “ou + 2B “ou

(14) T= Hopy — 6v 132 + (W, — p‘(Tu + 7014) +

0Das OPas
B —_— 2B —=,
+ 444pn + 4B,pe + 24 ou + 2B D)

Si trova, derivando le precedenti :
— — — — S _ _ —
15) z,—0,7z,+ Pz, —apz=2a8 = N (24=z,— 2Bz, + \x)
- — _ - T _ _ —
(16) %,,—6,7, + 17, —TnT=aT= + (24%,—2B7, +)7)

Confrontando con le equazioni fondameutali relative alla su-
perficie S [Em =6u§u+§;v+§“5 e analoga per a-c—w , si ha:

a7 N, = 248 N,= —2BT.
— S B N — T A N
:.—2 — — —— “o.o. — —_— — — D'
- AN, .8 — AN, T
AN P—m=g7F =rF: P~ == — g F —ry

Le (12), (17), (18), (19) danno twtti gli elementi 6, B, 7, Pu
della seconda fulda focale S, che ne é completamente determinata.
Risulta di piu che, se dalla seconda falda S si vuole tornare alla

prima, ossia se si assume la S come superficie di partenza, basta
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alle p, A, 4, B, N sostituire le:

Cosicche varranno anche le formole :

- Nu - Nv
@21 Pu =Ty _'épj N Do = “22—% N

dedotte dalle (19), scambiando le due falde focali. Ma poiche

—_ = e = = N,
7‘11—2711:[3@—}‘@90 y Wu——Pu=Bv+peu=pv+ﬁ(6r+ N)
e analoghe per p;, ;,

si deduce dal confronto di tutte queste formole tra le p, =, te-
nendo conto dei valori di B + B edi v + ¥ Vequazione fondamentale :

A B
T —
22) N,. + 5 BN, + — N, =0,

che chiameremo U equazione in N.

§ 43. — Le congruenze W con N = cost.

Proveremo ben presto che, se r sono le sei coordinate di una
retta della nostra congruenza, le r,, sono combinazioni linear: di
r, r,, I, e che per ogni retta r il complesso lineare che é in involu-
luzione con v, 1., Iy, T, I,, & anche in involuzione con T, cioé

. 1 o
contiene tutte le rette v, v + dr, r 4 dr 4 2—d'2r, e percio é il

complesso lineare osculatore alla congruenza.

Se dunque 7,,,, 7w, SOno combinazioni lineari delle »,r,,
Tyy Tuws Tw allora le r sono legate da una relazione lineare a coef-
ficienti costanti, cioé la congruenza appartiene a un complesso Ii-
neare. 11 calcolo effettivo prova che cio avviene quando N = cost.,
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ma noi possiamo evitare il calcolo nel seguente modo. Se N= cost.30,
le formole del precedente § dicono che

@-—}—-{'3-:0, 7:*‘?=01 -ﬂ:—ii=pii’ .Eﬁ=ﬂii-

Le coordinate Z soddisfano dunque alle stesse equazioni fon-
damentali, cui soddisfano le & Se ne deduce quindi che le due
falde focali S ed § sono superficie trasformate I’una nell’ altra da
una correlazione; e, poichd un punto = (piano &) di una appartiene
al piano & (punto Z) omologo dell’altra, tale correlazione & un
sistema nullo, e la nostra congruenza appartiene evidentemente al
corrispondente complesso lineare. Viceversa se la congruenza ap-
partiene a un complesso lineare, le falde focali chiaramente si cor-
rispondono nel sistema nullo definito da tale sistema. )

Dunque : Le congruenze W per cui N =cost. £ 0 sono quelle
che appartengono ad wun complesso lineare.

Alle precedenti considerazioni si sottrae il caso N = 0, in cui
la seconda falda focale S ha una forma F, nulla. In tal caso le:

Ni =\ + 2(4%, — BZ,) Né=pE+2(AE, + BE,)

diventano, per N = 0, moltiplicando le Z e le £ per convenienti
fattori : '

A%, — B%, =0 AE, - BE, =0.

Quindi, se u" = cost.,, »' = cost. sono le equazioni delle svi-
luppabili della congruenza, @&
oz of

T = =05 E=70), F=FW)

ciod i punti Z si ridacono ad oo ! punti, i piani £ ad ool piani.
Poiche, Sz ¢ = 0 identicamente in u’, v segue che ogni punto Z
giace su ognuno dei piani §, e che quindi i punti Z, trovandosi
su tutti i piani &, appartengono a una retta, per cui passano tutti

i piani &
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Una congruenza W, per cui N =0, appartiene a un complesso
lineare speciale, Vasse del quale é la suz scconda falda focule.

Questo teorema del Fubini & stato nel modo seguente reso
intuitivo dal Prof Segre. Se N=0, la forma F, relativa ad S &
identicamente nulla; e pertanto S si riduce ad una linea I. La
congruenza & luogo delle generatrici di o ! coni, aventi i vertici
su L. Questi coni possono ridursi a fasci di rette: cosa impossibile
nelle nostre ipotesi secondo le quali la prima falda focale S & una
effettiva superficie non sviluppabile. Se i coni sono curvi, e P, P',
P" sono i vertici di 3 coni consecutivi, il complesso lineare oscu-
latore alla congruenza in una sua retta r uscente da P dovra con-
tenere tutti i regoli determinati da r e da due rette consecutive.
Prendendo queste 2 rette sul cono di vertice P, se ne deduce che
il complesso ¢ speciale; prendendo queste due rette una uscente
da P’ Valtra da P" si deduce che P, P’, P" sono sull’asse del
complesso, che costituira percio la seconda falda focale della con-
gruenza.

§ 44. — Confronto coi risultati classici

della geometria metrica.

Supponiamo nota la ., e proponiamoci di calcolare 4, B e
quindi la nostra congruenza. Assumendo A come nuova incognita
ausiliaria, le nostre equazioni in 4, B diventano :

(1) 4,=— By B,=— Ap.
(2) 24,=—246,— (A 4+ p) 2B, = — 2B6, + (A — p).
Scrivendone le condizioni d’ integrabilitd troviamo :

kvz - P‘v_zA(euv + ﬁ‘{) + 2B(Teu + 714)
)‘u = P + 2B(6m; + BY) - 2A(pav + pt) .

(3)

Serivendo infine la condizione d’integrabilitd di queste ultime,
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troviamo :

0Py, o4 P11 _
Senza pit oltre occuparci del caso generale, supponiamo le
coordinate non omogenee ciog¢ Py = Py =0, ¢ = 1.
Questa equazione si riduce alla equazione di Moutard (Cap. II,
§ 18)
(5) . P‘uv b (Our + 3'()[-'- = 0 ]

al cui studio é dungue ridotta la ricerca delle congruenze W. Ora

questa equazione & appunto la base della teoria metrica di tali

-congruenze, cosi come & svolta nelle classiche lezioni del Bianchi.
Le equazioni che definiscono S, 7' si riducono per le p;; =0 a:

1
(6) Pose — O Py + By — 7y = 8= 24 N,.
) B b — gy = T — —— N
P"uv vp‘v Tp‘u {"‘ 22 — - 2B X

Se sostituiamo 0 al posto di 8, 7', queste 3 equazioni nella p.
sono le stesse cui soddisfano le coordinate &, 7, ¢ del piano tan-
gente (loc. cit.) e percid sono illimitatamente integrabili. Ne segue
facilmente, scrivendo che esse sono compatibili anche quando i
secondi membri delle ultime due sono 8 e 7' che

(8) BT = 8, WS =T,
ossia
(8) uis 8,=(—8)(—1T) (= T)u=—18.

Sostituendo alle S, T ¢ loro valort N,:2A ¢ —N,: 2B, s ri-
trova U equazione fondamentale (22) del § 42 in N.
Nel caso p= 0 la congruenza degenera; questo fatto noto ci

risulta evidente poiche, essendo qui p; = 0, & anche N = 0.
La formola :

) = (A, 4 247, )8 — pé, — 2BE,, =

= | Pu + 2B(6u1. + BY) - 2‘4(@61' + B”) + 2A7:1] &~ p‘gu - 2B&uv
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(con le analoghe in 7, {) diventa per le:
Ty = Py + kaov + pu ) €uo = (guv + BY)&

appunto la:

- & £ .
(10) é’u - P‘u& - P*éu oss1a P«Z —_ (’{1—)“ ?
- . & _ (¢
si trova analogamente — = | —] .
B W/

Ritroviamo cost la classica formola della trasformazione di Mou-
tard. Ne deduciamo poi:

Pous 7 o7
11 wr T T G g ¢
(11) £ - £ + m

Ciod: Il piano €, m, T, 1 inviluppa una superficie %, su
cui le u, v formano un sistema coniugato a uguali invariants tan-
genziali (ciod relativi all’equazione di Laplace per le coordinate di
piano tangente).

Anche sulla superficie S, inviluppata dal piano &, v, ¢, v (le
cui coordinate soddisfano tutte all’equazione di Moutard iniziale)
le u,v descrivono un sistema contugato a invarianti tangenziali
uguali.

Calcolando !’ equazione (Eu Eo d@) = 0 delle asintotiche della
superficie X si trova:

1

(12) Sdu® = Tdv? od anche N, du? 4 %— N,dv?=0.

|

Cercando invece I’ equazione delle asintotiche di §,, inviluppo
del piano &, m, ¢, p si trova:

(18)  Sdu? + Tdv® = 0 ossia -;1— N, du? = —%— N,dv?

a  Le asintotiche di ¥ e di S determinano sulle S due sistemi
oniugati che si tagliano armonicamente e che, st noti, sono, come

Fusint e Cecn, Lexioni di Geometria prosttivo-differsnxiale 17
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le A, B, N, indipendenti dal piano t = 0 assunto me: calcoli pre-
cedenti come piano all’ infinito.

Le equazioni (8)y, cui soddisfano S, — T si deducono da quelle
cui soddisfano A , B mediante lo scambio di 3, 4. Se ne deduce il
teor. (F.):

Data una congruenza W di cui una falda S sia isoterma—asin-
totica (3 = 7), o anche data I equazione du: A = dv:B di un siste-
ma di sviluppabili (col che le A, B sono determinate a meno di
un fattore, la cui ricerca si esegue per le (1) con sole quadrature),
le tangenti alle linee du:S = dv: — T descrivono pure una con-
gruenza W,

Nel caso generale, confrontando con le (14) del § 17 B, ve-
diamo che:

Sulla S le lince corrispondents alle asintotiche di Sy formano un
sistema coniugato a invarianti tangenziali uguali, com’& intuitivo
perché piani tangenti omologhi di S | S, si incontrano sul piano t=0,
su cui segnano lo stesso sistema di linee; e il sistema coniugato
di S, armonico al precedente, cioé quello che corrisponde alle asinto-
tiche di X, ha uguali gli invarianti di punto. Ecco un nuovo signi-
ficato della equazione cui soddisfa la N!

Le asintotiche di una delle 3 superficie S, Sy, X corrispondono
sulie altre due a un sistema coniugato.

Se indichiamo per un momento con p = cost., ¢ = cost. le
equazioni delle asintotiche di S,, formanti su 8, 3 un sistema
coniugato, varranno equazioni del tipo:

Ty = 1%, + 8%, an = p&, + of,.

Dalla Sdxdé = 0 donde Sx,& = 0 otteniamo derivando :
St bt SGw=0  Sx,(p6+ k) + S, +av) = 0

08z,&, + s8&,x, = 0 che, confrontata con la Sz, + 8¢, 2, = 0,
dd 6 =s.

In modo simile si prova r = p. Quindi, relativamente al siste-
ma contugato comune, le coordinate non omogenee di un punto della

S e di un piano tangente della X soddisfano « una stessa equazione
di Laplace. Vale pure 1’ oss. (F.):
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Date le equazioni differenziali (du: A = dv:B) di un sistema
di sviluppabili col che le A | B, come gia abbiamo detto, si calcolano
con sole quadrature, allora, trovate le A , B, senza ulteriori quadra-
ture non solo st calcolano tutty gli elementt della congruenza, ma anche
le equazioni differenziali Sdu® + Tdv? dei precedenti sistemi coniugati.
E viceversa, dato uno di questi sistemi coniugati, le S, T si calcolano
con sole quadrature ; e con ulteriori quadrature st possomo calcolare
tutti gli elementi dclla congruenza.

Infatti le tre equazioni (5), (6), (7) nella . si sanno integrare
se §=T=0 ed hanno per soluzioni le combinazioni lineari di
&, 7, ¢. Determinata la p., le (1), (2), (3) determinano A, B,
con nuove 3 costanti arbitrarie, cosicché otterremo sei sistemi di
valori linearmente indipendenti 4@, B® A 1@ [la ¢ ¢ un indice,
non un simbolo di calcolo assoluto] di cui ogni altra soluzione &,
se 8§ = T = 0, una combinazione lineare.

Ora, essendo 8= 7'=0, & N =cost. ; e quindi la congruenza
appartiene a un complesso lineare; questa osservazione basta a
provare che la A®, B®  ecc. si trovano senza quadrature, Nel
caso generale in cui S e 7 non sono nulle, si ponga A=Xk0A®,
B=XEOB® ecc. Il metodo della variazione delle costanti arbitrarie
dimostra che le % si trovano con sole quadrature.

Si osservi perd che, mentre, date le A, B non soito pit meces-
sarie quadrature, se wnvece sono date le S, T, sono ancora necessarie
delle quadrature. Cid che spiega la maggior semplicita della teoria
proiettiva (F.) in confronto alla teoria classica, che si volge alla
determinazione della p., da cui segue subito la conoscenza delle
8, T. Ed ecco I'intima ragione di questo fatto.

Mentre date le A | B, la corrispondente congruenza é determinatz,
i dare le S, T individua le infinite congruenze che si ottengono da una
di esse combinandola linearmente con le congruenze di un complesso
lineare.

Se invece di dare le sole 8, 7', si desse effettivamente la .,
permane ancora una indeterminazione; infatti, se p =0, si ha,
nelle attuali ipotesi ¢ = 1, che ¢ = 0, che eiod la congrucnza ha
per seconda falda focale una retta posta nel piano che abbiamo as-
sunto come piano all’ infinilo.
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§ 45. — L’equazione delle congruenze W

in coordinate di retta.
Ritornando a coordinate omogenee, le coordinate r=(z z) di
una retta generica della nostra congruenza soddisfano alle:

r=A(x z,) + B(ax,)

.
)

Ty = + (z z,) + Bz, z,) + B(r z,,)
(1)
A—n
=y (a) —A(nn) A 2
Tur = (e'm; + g“{)’f + )\(wu xv) — l"(x xm)
donde :
ologB dlogA
(2) ’rm—( + Gv) Y — ( o + eu>?’,,

dlogd dlogB
+[( ou +eu)( E +6»)—(6w+[3‘{)}7=0.

Le coordinate T di una retta descrivente una congruenza W sod-
disfano ad wna equazione di Laplace, le cui caratteristiche sono le
asintotiche delle falde focali. I1 complesso lineare in involuzione con
T, Ty Tyy Tuuy T © i involuzione anche con r,,, ciod & osculatore
alla nostra congruenza. Gli invarianti di tale equazione sono uguali
soltanto quando 4: B= U:V, ove U ¢ funzione della sola u,
V della v. Posto A:U=B:V =0, le (1) del § 44 danno:

c ’ V

3 B:_% C. v o,

Q

Cambiando i parametri delle 4, v si renda U= V= 1. Sara:

dlogC dlogC
4 = e— —_
@ e ou ’ T ov

e quindi fB,= ..
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Percid : Soltanto le superficie R (per cui ciod i parametri delle
asintotiche si possono scegliere in guisa che f,=1,) sono falde
focali di wna congruenza W, le cui relte soddisfumo ad wne equa-
zione di Laplace ad wvoriant: uguali. Tale congruenza é formala
dalle tangent: alle w — v = cost. ; da quento seque apparirg che «l-
trettanto avviene delle tangent: alle linec w 4 v = cost., le quals con
le precedeiti formano wn sistema coniugaio, che si dice R.

Per vedere tutto questo chiaramente, chiediamoci quando sic
le tangents ad wun sistema di linee, che le tangent: alle linee coniu-
gate formano congruenze W. In tal caso per le due congruenze 4: B
ha valori uguali e di segno opposto. Dovendo entrambi soddisfare la

leogil— B 4
*log(4: B
caratteristica delle congruenze ¥, sard appunto LOS’;%—) =0,

cio¢ A:B= U:V, come nel caso precedente. Cioé:

Se le tangenti a un sistema di linee tracciute su una swuperficie
S formano una congrucnza W, condizione necessuria e sufficienie
affinché anche le tangent: coniugate formino una congruenza \V é che
tals linee insieme allz coniugate formino un sistema R, ossia che U e-
guazione di Laplace cui soddisfano le coord:naic delle rette delln data
congruenza abbia invarieni: uguall,

Altreilanto avverra percio anche del sistema contugato, immagine
delle sviluppabili sulle seconde falde focali; e le successive trasfor-
male di Laplace delln nostra congrucnza sono tulte congruenze della
stessa specie. Si noti in pitt che i sistemi coniugati R sono tutti
1solermo—coniugals.

Se w + v = cost. formano un sistema coniugato R, a coordi-
nate delle tangenti a tali linee possiamo assumere le

6 o=_—1 [(x %)+ (@ xv)] o= [(x 2) — (@ x,,)]

Qg 5T

2

le quali hanno il vantaggio di essere invarianti; perche, moltipli-
cande le z per un fattore %, e quindi @y, per k%, esse non mutano.



262 CAPITOLO QUINTO [§ 45]

Valgono le:
O 2t =Bo—¢) e o—e) =1+
v 7
ossia
©  en=—c(L) . =L
donde :

9) puntTe—T T )p=0 , phut-(—Ty, —I,T.)p'=0 (I'=log0).

Queste equazioni sono pertanto trasformate di Moutard U una
dell’ altra.

Le pu, pas, ps sono le coordinate del punto ove la retta p
incontra il piano ¢ = 0; risultato analogo vale per p'. Dai risultati
del § 18 si deduce che tali due punti si possono considerare come
proiezioni di due superficie &', X" di cui %, v sono le asintotiche.
Supposto ¢t =1, a:

1 1
(10) pu=—— @+ 7) , pa=—— (v +9.) , Pa=

12 Q19 19

(Zut20)

che noi potremo pensare (loc. cit.) essere fre delle quatiro coordinate
omogenee di un punto di X', mentre le coordinale &', 7, &', ¢ cor-
rispondenti del piano tangente soddisfano alla © =1 (sono non omo-
genee). E dalle formole date loc. cit., duali di quelle di Lelieuvre,
risulta :

of’ | Pe Pas 1 Yu T Yo 2ut 2
ou 0 0 T akh
ap,’:z —gp;—:i ([3 - eu)y‘u + Yuo (ﬁ - 6“)2" + Ruv
(11)
9 Pz Ps | 1 Yu T+ Yo Zu T+ 2,
v |8 doe | a%
Bpajz ;:3 (Y - ev)yu + Yuo (7_ eﬂ)z“+z“”

Derivando, ricordando la B,=1., e le equazioni fondamentali
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per X'
(12) =08 —p& =08 —1E&

(dove appare chiaro il significato dei simboli)

si trova che le quantitd B, 7' relative a 2’ sono date da:

(13) B+ =046, ; 1+v'=6,+6, 6+6=Ilog(B,+6, —B—7)

Anche ' & percid una superficie R; e cosi pure 2. E facile
precisare tale proprietd giungendo al teorema seguente :

Le intersezioni con un puano di due congruenze R, trasformate
di Laplace, sono proiezion: delle asintotiche di due superficie X', X',
che sono ancora superficie R, anzi sono falde focali di una nuova
congruenza W che si dira trasformata T della falda focale S comune
alle due congruenze iniziale. Vale anche il teorema duale, perchs le
correlazioni portano superficie R in superficie R.

§ 46. — Le congruenze di Wilezynski.

Ci chiediamo quando due congruenze aventt a comune wna falda
focale S, su cur le loro sviluppabili segnano lo stesso sistema coniu-
gato, appartengono entrambe a complessi linear:.

Entrambe le congruenze saranno W, percid il sistema coniu-
gato sara un sistema R, le cui equazioni si potranno porre nella
forma » + v = cost., mentre & 8, =v,. Le due congruenze si ot-
tengono ponendo

(1) A=B=¢"% oppure A=—B=¢"?
ove =0 , =71
Gli elementi della seconda congruenza saranno contrassegnati con
apici.
Per entrambe si calcolino p., A, N. Si trova subito :

(2) N = A2(2{Puu - 2(va'_(P124 + (P% + ei_ei +
+ Z(Pu eu - 2(Pv eu"_ 2Ouu + Zeuu + 4:pll - 41’22)7
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3) N'= A"*(—2¢,, + 2¢,, — ¢ + ¢} + 6, — 6} +
+ 26,6, — 20,6, — 20,, + 26,,),

donde, sottraendo :
(4) %‘ (NeQCP - N’e"‘2(P) = ((Puu - "va).'

Sommando si trova invece :

(5) % (Ne2® 4 N'e—2¢) = ;_ (92 — ¢3) —

1 1
— (buw — g O — 0 — ) + (00— - 02— 10 — 1)

ciod, ricordando la B,=v,, e i valori delle L, M definiti al
§ 16 D,

6 L ov2 =2 Lo

(6) T (Ve + N'e™) = — (¢t — ¢l) — L+ M.

Le condizioni {14), (15) della teoria delle superficie (§ 16 D)
danno pertanto :

Juu = - (2'\{31: + ﬁYv) == 2(101) (Puv — Py (\Dvu ==

= — 2(?1: Pur — Pu ) Puu ——i— (Nech - Nle——gtp)

donde, se N, N’ sono costanti, se cioé le nostre congruenze ap-
partengono a complessi lineari,

s 1 1 . 1 —2:
(7) M::._%__z_%ju_é_(zve%—m 2) 4 v
[V = funzione della sola v].

E similmente si trova:

(8) L=—q,— % ¢ — —;—- (Ne2¥ — N'e—2%) | U

[U = funzione della sola w].
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Confrontando col precedente valore di L — M, se ne deduce
U=V cio¢

(9) U=V =m= cost.
Ora, se N ed N’ sono costanti:

82 6% N2 —N'e—2

Bove — Tuwn = dudv ((P“’ - "F““) = dudv 4 -

Ne2? 4 N'e—2%
— Dy 9

— 0,5 (N2 — N'e—2%),

Se ne deduce facilmente che anche la terza condizione (5) del § 16 D

@ integrabilitd ¢ soddisfatta.

La nostra ricerca & ridotta allo studio della sola equazione:
1 2 ;) —9
(10) Puw = Poo = — (Ne™® — N'e™9)

Se una elmeno delle citate congruenze W & degenere, se p. es.
N'= 0, questa equazione si riduce alla nota equazione di Liouville

(11) Puu — Pov = if‘ e?i?
Lo i /XY X
il cui integrale generale ¢ dato dalla e?==cost. X7 ove X ¢

funzione soltanto di v + v ed ¥ di w — o.

Se né¢ N, n¢ N’ sono nulli, allora, essendo ¢ determinato a
meno di una costante additiva A dalla d¢ == fdu 4 vdv, possiamo
sostituire ¢ -f= & alla 9 deducendone :

12 g = A (W2l 20 e =29,
Pus— G = g

Scegliendo % in modo che Ne" = +N'¢—2" i trova, molti-

plicando « , v per una stessa costante :

(13) Pun — P = (X &™) (€= +1)
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che ¢ I’ equazione da cui dipende la ricerca delle superficie a curva-
tura costante e da cui mel campo proiettivo dipende la ricerca delle
superficie su cui esiste un sistema coniugato le cui tangenti defini-
scono due congruenze appartenents entrambe a complessi lineari.

Ricordo che le superficie a curvatura costante (cosi come le
deformate delle quadriche) sono (Bianchi) casi particolari di super-
ficie R; le tangenti a un qualsiasi sistema di linee di curvatura
di una superficie a curvatura costante sono W.

§ 41, _ Congruenze W di cui una falda focale S ¢ quadrica.

4) Primi teoremi.

Se § & una quadrica, 8 f =7 =0. Dunque 4= U ¢& fun-
zione della sola u, B= V della v. Le congruenze aventi una qua-
drica S per falda focale sono dunque quelle le cui sviluppabili invi-
luppano su di essa linee, che con le coniugate formano un sistema iso-
termo—coniugato.

Posto t=1, y=u,z2=v,x=wv,si ha 6 =p; ;=10 =0
e quindi

D) p=—U'—=V', \=—U'+7V, N=U?—V?—20U0"+2VV"

— - 2VU//I — - 2UV”/
(2) B=B+B=——N— , 1:1-}—7:_._1_\7___.

La seconda falda fecale S ¢é rigata (E?::O) soltanto se o U €
funzione di secondo grado delle u,o0 V della v. Se p. es. A=U=
=: au® 4+ 2bu + ¢ (@, b, ¢ = cost.), allora

2V" (au? 4 2bu + ¢)
L{ac —b%) + (V2—2VV")"

3 7=

Dunque : Se una congruenza W ha per falde focali una quadrica
S ed una rigata S questa appartiene a una congruenza lineare (per-

chd I’equazione y= 0 ha due radici u = cost.), e le sue asinfotiche
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\

curve appartengono ciascuna a un complesso lineare. Se S mon €
rigata, ma S & sempre una quadrica, U identitd

. 82logB . 82logy ==
@) oudv ~ oudv =87

prova che le asintotiche curve della seconda falda §, di qualungue
sistema siano, appartengono ciascuna ad un complesso lineare.

E poi evidente che sono equivalenti i 3 fatti seguenti :

a) U e V sono polinomi di secondo grado; b) la congruenza
appartiene o un complesso lineare ; ¢) anche la seconda falda focale
¢ una quadrica.

In tal caso con una trasform. lineare (reale o no; intera o
fratta) sulla % e una trasformazione analoga sulla v (cio® con una
proiettivita applicata ad S) potremo ridurre U ad 1 (se U==0 ha
radici coincidenti che si mandano all’e) oppure ad au (@ = cost.)
e similmente la V ad 1 oppure ad av (@ = cost.) Le linee du: U =
= dv: V saranno quindi riducibili ad uno dei tipi: u — v = cost.
(nel qual caso N = 0 e la seconda falda degenera in wuna retta)

oppure ue—"? — cost. (h= cost.) oppure u:v® = cost. (h = cost.)

B) Interpretazione nella geometria non euclidea.

Assumeremo S come assoluto di una metrica non euclidea di
Cayley. Le coordinate di un punto di § sono:

T=— (U4 V)uw+ 20U+uV) ; t=—(U+V);
J=— (U +V')ut2U ;. Z=—(U'+ V)42V,

formole notevoli che danno in termini finiti per mezzo di una
funzione arbitraria U della » e ¥V della v le equazioni di una

superficie .
Posto

(6) ¥=2V—"Vv , y=—V |, Z=v |, ‘=1,

questo punto, al variare di v, descrive una curva C’. Le equazioni
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precedenti che si possono scrivere:

x=ux 4 QU —U'w)?' ; y=uy'+ QU — U'u)l;
)

F=a —U% ; t=y—U"

provano che: Le asinloliche u = cost. di S sono tutte tra loro col-
lineari (proiettive a C'); e altrettanto dicasi delle v = cost. Poicho
dalle precedenti equazioni segue che #i— 7 % & proporzionale ad
a't' — y' 2" segue che le collinenzioni che portano wn’ asintotica di S
in un’ altra asintolica dello siesso sistema lasciano invariala la qua-
drica S, e nella metrica di Cayley sopra definiia si riducono a mo-
vimenti. La tangente a una asintotica v = cost. di S incontra S
in un punto z, + pZ, ove p ¢ definito dalla:

ossia :

(8) U’ 4 2U'p + 2Up? = 0.

Le generatrici u == u, di S a cui si appoggia tale tangente
sono date dalla :
Yu + PY 1
9)

" e T

che dipende esclusivamente dalla coordinata » del punto di S , ove
si & tirato la tangente all’asintotica v = cost. Dunque:

Le tangenti alle asintotiche (p. es. v = cost.) di un sistema
della 'S tirate per i punti di uw’ asintotica (u= cost.) dell'altro siste-
ma incontrano S in una stessa coppia di generalrici (W= cost.), e
nella nostra metrica sono pertanto parallele di Clifford. (La funzione
U determina tale corrispondenza tra » e i due valori u,; signifi-
cato geometrico analogo ha la funzione 7).

du
U
nostra congruenza hanno dunque per tangenti tali raggi che sono

anche tangenti ad S. Percio nella nostra metrica esse sono su S linee
di lunghezza nulla. Cio si controlla col calcolo nel modo seguente:

Le linee

+ —%;—: 0 inviluppate su S dai raggi della
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Essendo ¢ — 5% = —4UV, !’ elemento lineare di S nella nostra
metrica &, a meno di un fattore costante arbitrario :

() )~ (e

2 v TT2 "n__ e
=(du+dv)( uu U du—{—ZVV Vdv>

V U 14

che si scompone appunto nel prodotto di due fattori, di cui il primo

. du dv . .
] T+ ~— come si voleva verificare. Ma, osservando che

anche il secondo & un differenziale esatto, si ha in piu:
Le superficie S sono nella metrica di Cayley superficie a cur-
vatura nulle. La congruenza W iniziale ¢ quella delle tangenti al
. . A du dv .
primo sistema di linee i -+ - = 0 di lunghezza nulla; la
simmetria del risultato fa prevedere che anche le tangenti al secondo
sistema di lince di lunghezza nulla formano uw’ allra congruenza W

avente le stesse falde focali. Infatti per S o:
(11) B=2VU":N , y=—2UV":N.
Affinchg le tangenti alle altre linee di lunghezza nulla

. " ’2 TV V2
a2 ;lTu:dv . 4 _ 2UU—U 27—

B U ’ vV

formino una congruenza W & necessario che

leogz:§+ BY . A—E .
dudv 4 /, B )

equazione che si trova identicamente soddisfatta.

Oss. In un punto di S tiriamo le tangenti alle due linee di
lunghezza nulla, che ne escono ; esse incontreranno la quadrica in
due punti 4, B. Siano (u,v) le coordinate curvilinee di A4 ed
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(uy , vy) quelle di B. Si trova che:

U 1 4
(13) ul=u-—2—ﬁ- UICU—ZV—,.

Cosi la U e la V si possono pensare anche come le funzioni
che definiscono la corrispondenza tra 4 e B. Il fatto che u, & fun-
zione della sola u, e v, della sola v dimostra in altro modo I’ul-
timo teorema ottenuto.

Questo teorema risultera pure evidente, se si riesce a inver-
tire il penultimo, cio¢ a dimostrare: Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché le tangenti a un sistema di linee di lunghezza nulla
(in una metrica di Cayley) per una superficie S formino una con-
gruenza W, é che S sia a curvatura nulla.

Adotlando i simboli della geom. metrica, indicando con z, ¥, z, ¢
coordinate di Weierstrass, cosicchd Sax2 =1 (se Sz = a% 4 y2 -+
+ 22 + 12 =0 ¢ ’equazione dell’assoluto), sia

2Fdudy = S(dx?)

I’elemento lineare di una superficie S riferita alle linee di lun-
ghezza nulla. Una tangente in un punto z di S alla »= cost.
incontrera 1’ assoluto S nel punto w,. Affinché questa congruenza
sia W & necessario e sufficiente che 1’ equazione

(Ty T, Ty, °T,) = 0
delle asintotiche di S coincida con la equazione
Ddu? + 2D'dudv + D"dv? = 0

delle asintotiche di S. Posto ¢ = logF, le equazioni fondamentali
della teoria delle superficie danno:

(14) Loy = Pu xu+D& ) Ty = —Fx—l_D’& y L=y xv+D”§ )

se & sono le coordinale di Weierstrass di piano tangente. Tenendo
conto di queste equazioni, ed escludendo al solito che S sia svi-
luppabile e che quindi possa essere D = D' = 0, si riconosce fa-
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cilmente che le precedenti equazioni coincidono soltanto se ¢, == 0,
ciod se la curvatura di S & nulla, come si doveva provare.

L’ equazione di Gauss per S prova allora che, in coordinate
u, v qualsiass ,

(15) DD"— D'"? = — (EQ — F?)

E, poichg dalle formole della geometria non euclidea, si deduce:
(= 2, x, ) (€ & &, d%) =

(16) = — (DD"— D'?) (Ddu?® + 2D'dudv + D"dv*)?
(2 , @, d*x)=)EG— F? (Ddu?+2D'dudv+D"dv?) ,

si ha nel nostro caso:

17 (x @, @, d*2) = + (€ & &, d%).

Ciod : Le coordinate di Weierstrass di punto e di piano langente si
corrispondono (per le nostre superficie S) secondo la legge da noi
posta in generale al § 12 per ogni superficie. Questo teorema ha una
semplice interpretazione geometrica: La normale non euclidea della
nostra superficie coincide con la prima direttrice di Wilczynski. In-
fatti, scritto 1’elemento lineare riferito alle asintotiche nella forma:

du? + 2cosedudv + dv?,

il precedente teorema prova che la seconda forma di Gauss

2senwdudy

coincide con la nostra forma F,. La direttrice di Wilczynski ¢ la
retta congiungente x ad

(18) o — 1 odlogBay, 1 dlogya,, .

w T g v v 3 ou ®

ove a;, = seno e B,y coincidono (come per la geom. euclidea)
coi valori di HE e ; 22

9 1 Poichs o,, =0 (perchd S & a cur-
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vatura nulla) il punto " coincide con w,,, ciod per noti teor.
di geom. metrica, con — Fx + D'¢; la direttrice di Wilczynski
coincide percid con la retta (x, ), che & proprio la mnormale non
euclidea.

Tutti questi risultati dimostrano che le nostre superficie S coin-
cidono con quelle studiate dal Bianchi negli Annali di Matem.
Ser. 2, tomo 24, 1896, pag. 93. Nella mem. del Bianchi si trova
in pit dimostrato che: Le normali non euclidee (cio¢ le prime di-
rettrict) di una delle nostre superficie formano ancora congruenze W,
le cui falde focali sono ancora superficie del medesimo tipo. Viceversa
ognuna “delle nostre supcrficie si pud pensare falda focale della con-
gruenza delle prime direltrici di un’ altra superficie del medesimo tipo.

C) Inversione dei teoremi dati in 4.

Invertendo il significato delle S, S cerchiamo di provare, se
possibile, i reciproci dei teoremi dati in 4. Il primo si enuncerebbe :
Se S é una superficie non 1igata le cui asinlotiche appartengono
citascuna ad un complesso lineare, aliora S ¢ falda focale di congruenze
W, di cui Valtra falda S ¢ wna quadrica ; vedremo che guesto
teorema non si puo dire sempre vero, perche pud capitare che S de-
gerer: (caso in cui il teorema non ha senso). Nelle nostre ipotesi

azlogﬁ =TT .
(19) B=7; —5 5 -=p* donde B=JTUV": (U+V) (cfr. § 18 B, 0)

Se 8 deve essere una quadrica, cioé se deve essere B=7=0
sard :

b

- B N : - A N
20 — = — —— had f—1 = % :—___\’l)
@) B=f+B=——FF b=T1=1+1=—F F~
Poiche
(21) 4, = — B B, =— AB
sara
B, N. 4, N,

=

(21)hi9 B = N 3 A
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e quindi per la (22) del § 42

(21) tor B,: B=20,:8 A, A=20y:B.
Percid
U ed X funzioni della sola u
(23) @Yy = — X  (pX)u =—B7,
donde :
Xu' . yuv’
24 PBpY = TI7V -+ funzione della sola u = Tiv Y.
YV . yov
(25) pX = m— -+ funzione della sola » = F—-i_—_V— X

YV —XyU
U+v
che della sola v, e percié deve essere costante. Quindi :

Percid dev’ essere funzione sia della sola u,

(26) XYU = —HU+K , YYV=HV+K (H,K = cost)
e quindi :

o) a— U uy _

@ 4= U+V(HI+K) B= U+V( HU 4 K).

Scegliamo coordinate omogenee tali che a;, =1 : (. Sara allora:

(28) p.=A(-—- ‘i“ + %‘)+B(—— 1;}’ —+ %"):0.

(29) N = 44%py; — 4B pyy.
Nella nostra ipotesi per |a;,|=¢® &:

2
o%logB _1_(,‘?%3_) — 2py; © analoga per M.

B0 L=——5 2

Fusit e &ecw, Lexioni di Geometria prosettivo-differenxiale 18
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Confrontando coi valori di L, M dedotti al § 18 C, si trovano
i valori di py;, Pog; © se ne deduce il valore di N. Si trova cosi:

NU + V)2
— 92

(31) —— HV+ KRR+ 0 — W)U + 9] +

+ (—HU + K [kV? + (h —1)V + 7],

ove b, k1, psono costanti dipendenti dalla superficie S considerata.

Poiche¢ le B=7=0 equivalgono alle N,: N=B,:B e
N,: N=A4,: 4, dovrd essere

_, (HV + E)(— HU 4+ K)
32 N=P T

(con P = cost.)

Identificando i due valori trovati per N, se ne deduce:

P

HY(h— 1) — 2kHK = — 5 H?,
2 P s
(33) K(h—l)—2pHK=—2—-K,
kK? — pH? — — ; KH.

La prima divisa per H si riduce alla seguente formola (che sus-
siste (¥) anche se H = 0):

(34) H(k—l)—2kK=__§_H_
In modo simile si trova :
P

(*) Se H=0, & KF0, perchs altrimenti 0 U'= V"=0 (caso assurdo,
perché ne seguirebbe B =+ =0, cioé che S 6 una quadrica contro !’ ipotesi)
oppure 4 =B =0, caso in cui le S, S coinciderebbero contro 1’ ipotesi.
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E queste due equazioni equivalgono alle tre precedenti. Eli-
minando le H, K, non contemporaneamente nulle, come abbiamo
gia osservato, se ne deduce:

P2
(35) (h—1)? — 4hp ==,

che determina P a meno del segno; per ogni valore di P si deter-
minano poi le H, K dalle formole precedenti. Quindi, com’era
prevedibile, ognuna dellc nostre superficie S é falda focale di due
congruenze W aventi per seconda falda focale una quadrica. Il
teorema ha eccezione nel caso (h—1)2—4kp=0; le congruenze
W corrispondenti (essendo P = 0) hanno N wuguale a zero, e percid
hanno una seconda falda focale degenere. Questo avviene in parti-
colare se k=h—Il=p=0, ciod se la superficie appartiene al
caso limite di Tzitzeica-Wilczynsksi.

Quanto alle rigate 8§ di una congruenza lineare, si noti che,
scegliendo opportunamente i parametri delle asintotiche e il fattore
di proporzionalitd delle coordinate omogenee, si pud rendere:

(36) ap=1, 0=0, pj;=0=0, v=2bu+c (b,c=cost) (¥

e quindi, per le condizioni d’integrabilitd, pg, € funzione della sola v.
Indicando con U, V funzioni della sola %, o della sola », si trae:

(37) B=171'; =—2bu+c)V+U
Se si vuole che la corrispondente congruenza W abbia per seconda

falda focale una quadrica (=7 = 0), dovra essere:

(2bu+¢c)V—U N,
vV N

(38) N,=0 1=2bu +c=
ossia

A A N,
(2bu+c)(V “VW) _—UF

(*) Si suppone qui che una delle direttrici sia 1’ asintotica u=ow . Al-
trimenti y sarebbe un polinomio di 2° grado in .
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con N funzione della sola v. Dunque U = & (2bu +- ¢) con % = cost. ;
e percid, aggiungendo a ¥ una costante, potremo supporre U = (.
E la precedente equazione diventa N == AV con k= cost. Vediamo
dunque quando dalle:

(39) B=V'; A=—(2bu+c)V segue N=~hV con k= cost.
Esplicitando il valore di N si trova
(40) RV = 4b2V2 — V"2 —2V' (2b6V' — V""" + 2V pyy)

Data una rigata appartenente a una congruenza lineare, ad ogni
soluzione V di questa equazione (purché V # cost; perché B 0) cor-
risponde una congruenza W, le cui falde focali si riducono alla data
rigata ed o una gquadrica. (Due soluzioni V proporzionali indivi-
duano la stessa congruenza).

§ 48. — Congruenze W con le due falde rigate (non quadriche)

Siano 8 ed § rigate; e sia B=0, y=0, cosicchs le »= cost.
sono asintotiche su S, le w = cost. su S. Le formole che danno
p+E e 7+ 7 si riducono a:

M p__B_lY_,,OSS. . N, - AN,
TTaAN R Ty TTTBY

L’ equazione (22) (§ 42) in N diventa pertanto :

4 — : Nu Nv - . azlogN _
(@) Nw+§ﬁNv-—0 ossia N, — v ossia —-— =0,
che per le precedenti da:
0%log B _ 82log B .

(*) Infatti la Byy=—4pv 4 By di Bu»+ 4Bs=0 o per la precedente

equazione del testo 4B,—— i =4 Ap —B—— ossia By:B=DBy:
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Cambiando il parametro » potremo ridurre B ad una funzione
della sola » (necessariamente un polinomio al massimo di secondo

grado, se il parametro di v & stato scelto opportunamente), e la S
& una rigata di una congruenza lineare, cosicché si pud supporre:

4) 0=10y=0, pPu=pn(w); B=2bv4c (b c=cost)

Dalle (1) del § 42 si deduce, indicando con U o ¥ una fun-
zione della sola % o v:

(5) A=T B=—UB+V

dove, per la (logB),,=0, essendo U'=A%0, deve esscre V=_[-|cost.
Mutando dunque U in U + cost, sara:

(6) A=U B=—UB.

Basta calcolare N per dedurne che N & funzione della sola «

e che quindi anche 7= 0. Dunque si ha il teorema di Segre:

Se le due falde di una congruenza W sono rigate, e alle asin-
totiche curve della prima corrispondono gencratrici della seconda, qucsta
seconda falda é una quadrica e possiede pertanto wun altro sistema
di generatrict, a cus corrispondono le rette della prima falda focale.
Escluse dunque le gia studiate congruenze W, di cui una falda

focale & quadrica, per studiare le congruenze W a falde focali ri-
gate, bastera studiare il caso che sulle due falde focali st corrispon-
dano le generatrici, che p. e. y= 7= 0.

Potremo supporre 6=1, § = —p,v>+p3v-+py Py=p1+vp,
ove le p; sono funzioni della sola u, e infine p,, = 0. Le equa-
zioni fondamentali dicono che 4 & funzione della sola u, e che,
posto

dg; _
Tu + Ap;,
si ha:
(7) B = ¢(v) + gv* + g0 —g; .

Dobbiamo ora esprimere che :; ¢ nullo come 7. Ricordando
il valore di 7 —}—?, ci6 equivale a dire che N,= 0. Esplicitando
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il valore di N, si trova che la N,=0 equivale a ¢’"'(v) =0, ciod
alla ¢ =0, quando si aggiungano alle g; opportune costanti. Data
una superficie rigata con le sole integrazioni necessarie al calcolo
delle q st trovano le congruenze W, di cui essa é falda focale, e la
seconda falda é pure rigata.

§ 49. — Superficie trasformate delle rigate

con congruenze W.

Sia § rigata, e precisamente sia B = 0. Sara:

BN, , N,
p:-zﬁ ossia B“-Bw..
L’ equazione in N diventa cosi:
N . 0%logN
w5 N,= N@y ossia Buds By

donde, per le precedenti
d%log B
oudv

=—AQBB, + B3y ciod B,:B=B,: B, e infine, per le prece-
denti

= By ossia BB,,=B,B,+ BBy ossia (— AB,+ BBY)B=

9%1
) el =pr (s p0)

Se una superficie S (non rigata) é trasformata con wuna con-
gruenza W in una rigata S, le asintotiche di S che corrispondono
alle generatrici di S appartengono a complessi lineari (Segre).

I metodi qui svolti permettono di dimostrare facilmente il
teorema reciproco: Se le asintotiche di un dato sistema di una
superficie S appartengono ciascuna a un complesso lincare, la S
& trasformata di una S rigata, le cui generalrici corrispondono
a tali asintotiche. Questo teorema ci da un metodo geometrico per
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trovare tutte le superficie, di cui un sistema di asintotiche & formato
da linee apparienenti a complessi lineari. Questo metodo, come nel
precedente §, richiede le sole quadrature necessarie a determinare
le g (e lascia la ¢(v) del citato § completamente indeterminata).
Supponiamo dunque che valga la (1). Come sopra si riconosce

che imporre la condizione § =0 equivale a imporre che sia

(2) N,:N=B,:B
da cui segue:
(3) B,:f=B,:B

che dovremo ricordare assieme alle:

Ay=—DBy, B,=—AB
4) B

Au':———[&‘—Aeu'—*p‘(pv -+ (86,)

dove la p si riguarda come nuova incognita. Si deve dimostrare
che si pud trovare p. in guisa che (3), (4) risultino integrabili e
compatibili con (2). La condizione d’integrabilita di soltanto:

B
(5) o =B (Yu + 70.) — 4 (6w + £1) — B (B -+ BOb)sy .
La (2), per la S= —leNu e per la (6) del § 44 da:

: N
(6) e — O+ Bt — 1. (B; =+ BO) = — 55 B

ove, usando per semplicitd coordinate non omogenee (P;= 0), si ha:

B
N = 2dp— 2By, + 12 +2 7B + B6)

cosicche la (6) si riduce a:

A
) W, + (E Bu— 6u> B + —QEB_ pt=0.
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Le condizioni d’ integrabilita delle (3), (4), (5), (7) si riducono
a quelle relative alla (5), (7). Da (5) si trae derivando, come po-
tevamo aspettarci (§ 44), 1’ equazione di Moutard

(8) B = (Oup + B7)e

I valori di pyuy dedotti da (7), (8) si riconoscono identicamente
uguali, appena si ricordino le condizioni d’integrabilita della teoria
delle superficie, e la identita

A d%log B
' (Ep_eu)v—— — W_euv— — By — B,

In conclusione dunque restano arbitrari i valori iniziali delle
A, B, , p; e, poichd, solo moltiplicandoli per una stessa costante,
la congruenza non varia, si ha il teorema (F.) che wuna delle
nostre superficie ¢ falda focale di o3 congruenze W, di cui la se-
conda falda € rigata.

§ 50. — Composizione di Bianchi di due congruenze W.

Siano date due congruenze W aventi una stessa falda focale
S. Ne indicheremo gli elementi caratteristici con 4, B;, p;, Ay, N;
per t=1,2. Se z;, 2, sono due costanti, anche 4d=2,4; 42,4,
e B=z, B, + z, By, soddisfacendo alle (1) del § 44, individueranno
una congruenza W ; e chiaramente il relativo valore di N sara
N=N,2} + Nyy2y2, + Ny2%, ove:

(1) Njp =Ny =Nps +hp; +8(4; 4,013 + By By ) +

oy oy Opy 3P~1
+2( +A2 ou —Bi5 ov 290

Invece il valore corrispondente di S & la funzione z,8; + 2, S,
lineare in z,.

% 9 2 0N, diventa

1 ) 1
2 og Nu=281+28,= =24, ou 24, 0u
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1 aN1+ 6N12+ BN K% 8N1 22 B-Nz
2(214; + 24,) & du TP Ty TRy T 24, 6u ' 24, ou
cosicche varrd la:

2) 3N12=ﬁ_2‘£‘11 .‘4_1‘2&
ou A, ou A, ou’

insieme all’ analoga :

3 oN, B, B oN, | oN,
) v B, dv ' v’
Sorge dunque spontanea 1’idea di porre
(4) ng =00 + 9
dove le funzioni w,  sono definite dalle:
A4,0N, 4, 0N,

0, = —a;- = 24,8, Q= A2 T =24,8,

®)
__B,oN;, __B,oN,
m”“lTl = —2B,T, Q, B, v =—2B,T,

Che cid sia legittimo si deduce da cio che, in virtu dell’ equazione
cui soddisfa Ny, le condizioni d’integrabilitdi per le equazione in
o sono soddisfatte. Si trova infatti :

(6) oy = — 2B 0Ny By 3N,

Poniamo ora:

x oz
T = 0Z + (— ngl—ZAza——l + 232—(—971)

ox
Xy, = Qu +( )\lxz—QAla —2+ 2B, 60)

Sostituendo alle = #; e loro derivate i valori dedotti dalle
(5), (7), (8) del § 42 per A= 4,, B= B, si trova:

(X1 + 227) =2 (0 +Q—N)=
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Trattandosi di coordinate omogenee, se ne deduce che i punti
%19, %2, coincidono.

Sostituendo ad il valore dedotto dalla (10) § 42, ponendo
4=4,, B=B,, si trova:

oY oz A
(8) Ty =, (—— X + N;) —aj (— 24, +2 Fiu)> 4-
oz, 2B,
+ av ( 2B2 —_ —E— (!))

Ciod il punto ,, si trova nel piano tangente ad S, nel punto
x;, e simultaneamente anche nel piano tangente ad S, nel punto ,.
Poichs, posto

A ®A
¢ Aj=—A,+ F0o, Bi=B,—Fo —_Ny = 1
) 1 2 Nl ) 1 2 N1 ) P’ 2
, ®
)‘1:_92+N—p‘:)
si ha:

34; dlogh, ., , 8B ,
(10) 7“‘&+A Bl B=—nB o Sl=—alp,

la retta congiungente x; ad x;, descrive una congruenza W. E
sard provato che x,, ne & il secondo fuoco, se si osserva che, in

virti della % =a; =aN= Ne®, vale la:

, 04; 0B

. , ologa, , dloga,
(11) {Ll——a_u—;v—'—'A E™ —B; Eralt
che appunto corrisponde alla (4) del § 42.
Si ha pure:
Si=—8,+9 5y
12) S m,
( 7= 1,—0%
1 2 Arl

Poiché @ & definito dalle (5) a meno di una costante arbitraria
edditiva, segue:
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Se 8 ¢ trasformata W (ciod trasformata con congruenze W)
di altre due superficie S, ed S,, esisiono oo 1 superficie S, che sono
trasformate W sia di S| che di S,, che di tutte le 0! superficie
trasformate W della S mediante le congruenze W definite dalle:
A=12,A,+2,Ay ¢ B=12,B, + z,B,. Tali superficie s determinano
con una quadratura.

EY

Si ha N/=), p,l—{—2A< todln {13) 128 ('?1 2B;n;;))dove

le «® sono calcolate per la superficie S;. Sostituendo alle Aj, w
ecc, i loro valori si trova:

’ w? ® 0Q
(13) N1=N2+F‘I‘N1"N‘1N12=Nz—ﬁ§ Np=0+9Q).

§ 51. — Le trasformazioni W di Fubini

delle superficie isotermo-asintotiche.

Quando mai sulle falde focali di una congruenza st corrispon-
dono le linee di Darboux ? In tal caso si corrisponderanno anche
le asintotiche, Hessiano di queste, e la congruenza sara W. Con
le precedenti notazioni la fattaci domanda equivale a chiederci
quando sara

~ - B A
1) B:B= y:7 ossia N“_Z—: N"-E:B:T ossia BS:— AT=p:,

ossia, per le (5), (6), (7) del § 44, usando per la prima falda focale
coordinate non omogenee, e qmndl ponendo p,, = Py, = 0, quando

B (essendo p un fattore di
P By s A= Bpo— 3y == p B proporzionalita)
1
(@) { oo — (Buw 4 1) =0 SZﬂN"=P%‘;

1
P’W"}‘?Pu—'evpv—ﬁzﬂl‘zp% T=-2—BNv=-—p —ji-
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da ricordare insieme alle:
A,=—By B,=AB

\ 24, = —p—\—246, 2B, =\A—pn—2B6,
Ay == o + 2B (B, -+ BY) —24 (86 .4 By)
Ay = — oy — 24 (0w + B7) + 2B (164 + 70 )

3

donde, se consideriamo A, B, X,y tutte come incognite, si hanno
come condizione di integrabilita la seconda delle (2), come gia
sappiamo,. oltre alle condizioni di integrabilita delle prime tre

equazioni nella sola p, che si trovano (per la 4, = — By) essere:
pB P
" dlog 1B _Blog 4B o
v ou
6210g£

= 0; e, mutando i parametri delle u, v, si

N T
Sarad dunque 50

AB .
potra supporre g =1, e quindi p=k—p—. Si ha dunque il teor,

di F. (escluso il caso elementare p=0):

Tutte e sole le superficie isotermo-asintotiche sono falde focali
di una congruenza sulle cui falde si corrispondono le linee di Darboux.
Se S é isotermo asintotica, una di tali congruenze avente S per
prima falda focale & determinata dai valori iniziali di 4, B, A,
% W, o e dal valore di 4 Ma, poiché, moltiplicando 4, B, A,
per uno stesso fattore, la congruenza non cambia, una superficie
isotermo — asintotica ¢ falda focale di oo° congruenze della specie
voluta, la cui secondn falda focale é ancora isotermo—asiniotica.
Questo teor. di una trasformazione per congruenze W delle super-
ficie isotermo-asintotiche, per cui la Sig.* Ragazzoni ha dimostrato
il teorema di permutabilita, che segue immediatamente dalle nostre

formole. Dalle precedenti (8 =pf: B =~k4, T'=—FkB) segue

(*) Resta escluso il caso p ==0, che ¢ il caso elementare delle con-
gruenze W appartenenti a un complesso lineare, e che hanno per falde focali
due superficie reciproche.
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(5) N, =2kA% N, = 2kB2

Siano date due di queste congruenze W, di cui S & prima
falda focale, corrispondenti ai valori %,, &, della k. Dalla (2) del
§ 50 segue:

oN.
(6) S22 =2k + k) 4,4,
oltre alla analoga in v.
Le wy =2kA,4,, o, =2k, B, B, provano che w——k + % Nyy,+ec

ove c¢= cost. (se k; + ky,F0). Per le nosire congruenze la w, e le
relative superficie del teorema di permutabilita si trovano senza
quadrature (se k&, 4 %,40). Vediamo se tra esse ce n’ & ancora
qualcuna isotermo — asintotica.

Dovra essere :

oN; oN]
(M SL—dpr =Bt (=cost)

ciod :
d ® A) o \?2 .
®) ou (N + N, jv—lle) =1 (“" 4, + Tl) e analoga in v,

Queste equazioni sono soddisfatte soltanto per I =k,, c¢= 0.

Se Sy ed S, sono superficie isotermo—asintotiche trasformate W
di una superficie S isotermo—asintoticu, tra le superficie Sy, del
teorema di permutabilita (nel caso k, + k,F0) ve ne é una sola
isotermo—asintotica che si determina senza quadrature. Quindi, come
nelle classiche trasformazioni del Bianchi, se di una superficie S
isotermo—asintolica st conoscono le trasformate per congruenze W,
U applicazione successiva a queste wultime delle trasformazions per
congruenze W si esegue in termini finiti (senza neanche integrazionsi).

Anche il caso by + k, =0 si studia facilmente, come ha os-

servato Cech. Se k, + k, = 0, allora:
oN; 8 o 2
Nl N12>——2k ( 2+NTA1) +

( ) au au( 2 +.N
A
+ 2%k, 2 ng(A —w Ni)

»?
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0N, B
(9) yiy ——=2k ( B ) ok, D1y ( —l) .
) b Ty b s+~ N + 2N 12 —w N,
(10) ___359\22 = ——8;:7]2 =0 N,,=cost.

come segue immediatamente dalle precedenti equazioni. Dunque
le (7) saranno identicamente soddisfatte per Nj; =0; e in tal
caso lutte le oot superficie del teorema di permutabilita, determinabili
per quadrature, saranno isotermo—asintotiche. (Invece, se N, % 0,
nessuna sara tale).

Delle superficie isotermo asintotiche & caso particolare inte-
ressante quello delle superficie di Tzitzeica - Wilezynski. Nel caso
di queste, supposto p;; = P,y =0, si hanno le:

1 d2logf 1

—_— — A2 —_ —
G012 = o =R ——, T;="73=0.

B’ odudv

Le precedenti equazioni si riducono alle:

u 1
B + %‘{Lu + By = kA p,m,———Ep,=O

v B A
P«vv‘}'E—P'u”}‘B[Lu:_kB Ny = o + 2— )\vz"—{"v—‘z""
g B

B

SR PR eFY
B A—p
—B_Q)-IOgF—__ZB—.

E, se poniamo :

4h

b=g—m 24=—(+Mp, 3B=—1—hBm, r=hy,

tutte queste equazioni si riducono alle:

" 145 1
Pvuu-l—%uu-{- +hﬁ p,w——a—p=0
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. By 1—»h _
P-vv""‘—p }Lv+———1+hﬁlku—0
Se ne deduce:

N =h (12— 2B p ), N—2hl+h{322 =2k42,

22
N.,_2h1+hﬁ

e si ha:

F=—tR

Poiché B soddisfa alla stessa equazione cui soddisfa B, anche
la seconda falda focale & una superficie di Tzitzeica - Wilczynski.
Questo caso particolare delle nostre trasformazioni & stato scoperto
da Tzitzeica, che ha pure enunciato per esso il teorema di per-

mutabilita.

§ 52. — Le trasformazioni di Ionas

per congruenze W delle superficie E.

Sia § una superficie B, cioé sia B, =17, . La teoria che svol-
geremo si applica (Cech) anche al caso B, = ly, con I = cost.:
equazione che, se 140, si riduce facilmente alla precedente, mentre,
se =0, si pud ridurre alla B=1. Entrambe queste classi di
superficie si presentano nella teoria delle deformazioni proiettive
di una superficie. Supposto dunque B, =17,, noi ci chiediamo
quando avviene che anche la seconda falda focale & R, e preci-

samente quando & anche B, = 7, ossia (B 4 B)y= (1 -+ 7). ossia:
4 N\ _ (BN,
B N), \4 N

che, in virth della equazione 22 del § 42 relativa ad N, si pud
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scrivere :
N, (N, dlog(B%2— A?) N, (N, odlog(B2— 4?
O F (¥ ="+ ¥y )=
equazione a cui si soddisfa, se
2) N =1Fk(B?— A% con k= cost.}0.

[Resta posta la questione se & possibile soddisfarvi in altro modo
compatibile con le formole della teoria delle congruenze W]. Da
(2) segue:

1
(3) S=ﬂNu=—k(B@+Au)
T—— LN —k(dy+ B, )
_ 2B v Y v

E le equazioni (6), (7) del § 44 diventano, supposte le coordinate
non omogenee (p;; = 0):

W= By, ray + By — 7gg o =— k(4w + Bf)
4) Paw = (BY - Ou)
Pow — By P ‘JF‘TP'v'—‘szPv:—k(Bv + 4p)

Le (4) insieme alle equazioni del § 44, considerate come equa-
zioni nelle incognite 4, B, A, p. sono illimitatamente integrabili [cid
che dimostra che & lecito 1’ aver fatlo 1’ ipotesi (2)]. Bisogna ora
vedere se da tali equazioni segue la (2). Confrontando le (4) con
le equaz. citate, si deduce che dalle nostre equazioni seguono le
(3), ciod le equazioni ottenute derivando (2). Basterd percid che
(2) sia soddisfatta mel punto iniziale perché sia identicamente sod-
disfatta.

Poiche, moltiplicando 4, B, p per uno stesso fattore, la con-
gruenza non varia, e sono arbitrarii i valori iniziali di A, p, g,
wy , 4, B legati soltanto da (2), segue che per ogni wvalore di k vi
sono ! congruenze W del tipo cercato, la cui seconda falda focale
¢ ancora una superficie R.
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Siano k,, k, due valori della costante %, ed 4,, B;, ecc.

o

(#=1,2) due sistemi di valori corrispondenti delle 4, B, ecc. K:

;u‘(AlAz—B1Bz)=A ( +sz>+A (3A1+B1B)=

_ 4 9N, A, 0Ny R oy
2kp A, du 2 A; ou | 2k 2k

F
(5) %[2@9 + 2y + 4ky g (4, A, — By Bz)] =0

Da questa e dalla formola analoga per %—, si deduce :

(6) 2k Q + 2ky0 - 4k, k5 (4, Ay — B, B,) = H = cost.
da considerarsi insieme alla gid nota :
) Q4+ o=N,,.

Percid, se k;+k,, le @ ed « si trovano senza quadrature.
Ciod: Se S; ed S, sono due superficie R trasformate di una unica
superficie S dello stesso tipo mediante congruenze W, si trovano, se
k¥ ky, le oo superficie S,, del teorema di permutability senza qua-

drature. Vediamo se tra di esse vi & un’altra superficie R trasfor-
mata di S; ed S, mediante congruenze di Ionas. Bastera vedere

se per qualche valore di H la N, =N, — differisce per un

N1
fattore costante dalla:

B AP — B A4 2 (B — A7) — 2 (B, B,— 4, 4;) —

N N,
N, ®? ® H Q ®
~Etav ey (mE )

Cid avviene solo per H =0. Dunque per queste trasformazion:
vale, se k,+k,, il teorema di permutabilits (Ionas).
Se &k, =k,, le superficie S, si trovano (come avviene in

Fusint e Cecn, Lexiond di Geometria protettivo-differenxials. 19
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generale, § 50) con quadrature. Se la costante H (a cui non si pud
pit dare un valore arbitrario) é nulla, tulle queste ' superficie
S,, sono ancora superficie R; se tnvece H% 0, le congruenze che da
S, od 8, conducono ad una S,; non sono mai del tipo wvoluto, e il
teorema di permutabilita € in tale caso falso. (¥)

§ 53. — Le trasformazioni di Ionas

delle superficie di Ionas.

In certo qual senso reciproca della precedente & la trasforma-
zione per le superficie di Ionas (§ 17 B), che lo Ionas stesso ha dato
nei Sitzungsber. der Berl. Malhem. Gesellschaft (XIX Jahrgang, 1919).
Queste superficie sono caratterizzate da questo, che i parametri », v
delle asintotiche si possono scegliere in guisa che @, =1, , ossia
che esista una funzione ¢ tale che

dp = ydu + Bdv.

11 sig. Tonas ha osservato che in tal caso et% (4ddu =+ Bdv) @
un differenziale esatto, che cio¢ il sistema coniugato, armonico a
quello delle sviluppabili di una qualsiasi congruenza W avents la data
superficie di Ionas per falda focale, si pud determinare con sole qua-
drature. Le equazioni per 4, B, 8, T diventano nel caso attuale:

1) 8, = Toy T, = Sp,.
(2) A,, = — Btpu Bu = — A(pv .

Si soddisfa alle seconde ponendo (in modo per cosi dire re-
ciproco di quello definito dalle (3) del precedente §):

(8) A=kSy—Teu) B=KT,— Sp,) (k= cost.)

(*) Per qualche ulteriore proprieti di queste superficie cfr. Ionas «Ueber
die Konstruction der W Kongruenxen » (Jahresber. d. D. Math. Ver,, tomo
29, (1920) pag. 64).
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Dalla N, = 248 e analoga per N, si trae
4) N=FKS*—T%+ b (b = cost.)

S@Spy — Ty)

B+B—2 & — T%) F cost. e analoga per T+7.

Anche la seconda falda focale sard una superficie di Ionas,
ciod

@ + By + (1 + 7)du

sard un differenziale esatto d(¢p +§5) soltanto se A== 0. In tal caso
infatti

Ttp, — 28T,
B+ Fo=B+B=2p + 2 —Tp " =

78, — 8T, T4 8
=2t 2 g T 5 1% g3

che insieme all’analoga per 7 4y da:

. 1 T+ 8 (ove non ha importanza
5) p—o=lg—g T — S  una costante additiva).

Per trovare dunqué le trasformazioni di Ionas basterd scrivere
le (1), (3), pensate come equazioni che dinno le derivate prime
delle 8, T pensate come nuove incognite, le (1) e le (2) del § 44
destinate a darci le derivate prime di 4, B, le (3) e le (4) del
§ 44 destinate a dare le derivate prime di X e le derivate seconde
di w, La (4) ove sia posto h=0 & una condizione relativa ai valori
iniziali. Per ogni valore di k esistono oo ® congruenze che trasformano
la data superficie di Ionas in altre superficie di Ionas.

Siano ora due congruenze di Ionas aventi la stessa prima falda
focale, e siano k;, 4;, B; ecc. (1 =1, 2)1i valori delle ¥, 4, B...
per le due congruenze. Sari

0
W‘(Sﬂsz“‘ T, Tz): S1T2§°2 + 8T oy — Ty Ty — Ty Ty ==
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Q

B,
= 2iqp __Z2p o v oy D
k, T, ky "' 2k, - 2k,
.9
Da questa e dalla analoga in Zu S deduce :
(6) 8,8, — T, Ty= & —— 4+ =— +H (H = cost.).
27 2k, 2k2

Percid, per la w + Q= Ny, si trae: Se k;+k, le oo?! su-
perficie S,y del teorema di permutabilita generale si deducono senza
quadrature.

Vediamo se tra esse vi & ancora una superficie di Ionas,
o piu precisamente se tra le congruenze che portano §; od S, in
una delle 8,, ve n’® ancora una dello stesso tipo delle precedenti.
I corrispondenti valori delle N, S, T sono:

, wQ S , T
(7) Nl =N2-—-—1W ) IS S +g 1 T1=T2—9T1]-
donde :
Q, N, Q Q
2 /2__ 2 1_ R
8 SF—n k2 T N &y 2 Nl(2kl + 210,2 +O)

che, a meno di un fattore costante, coincide con N soltanto se C=0.
I teorems di permutabilila, enunciati al precedente §, valgono
dunque inalterate anche per le attuali trasformazionsi.

Tra le altre osserv. dello Ionas, per cui rinviamo il lettore
alla Mem, originale, & specialmente notevole la seguente. Le equa-
zioni 8, = T8, T, =87 sorgono dal problema di determinare i
sistemi coniugati ad invarianti uguali; poiché le nostre superficie
sono caratterizzate dall’ averne due armonici tra loro (du? -+ dv?=0),
ad essi corrispondono due soluzioni delle nostre equazioni, che si
riconoscono facilmente essere le:

S =1T:2=¢? S=—T=¢"

Le corrispondenti congruenze W si determinano con quadra-
ture; e la loro seconda falda focale & ancora una superficie di
Tonas. Lo Ionas ha anche studiato la composizione delle trasforma-

zioni cosi definite con le precedenti.
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§ 54. — 11 teorema di Fubini

per le trasformazioni delle superficie R.

Per una congruenza K di Ionas &:
1) N=hp+24(p + 24py;) —2B(ps + 2Bp,,) = k(B> — 4%).

Ora, conservati i valori di 6, 8, v (soddisfacenti alla 8, = 1,),
1 , . .
ma, sostituiti alle p, le p;; = p,; + Tk (¢=1, 2) si definisce

una superficie S’ proiettivamente applicabile su &, perche, per la
B» = "fu , continuano a essere soddisfatte le condizioni d’integrabilita
della teoria delle superficie. Deformando S in &) la congruenza K
va in una congruenza K' avente S’ per prima falda focale, che
corrisponde agli stessi valori di 4, B, w, X, ma per cui N hail
valore

2) N'=hp 4 24 + 24p}) — 2B(1y + 2Bpiy).

Ricordando i valori di pj, e di IV, se ne deduce che N'=0,
cosicché K' ha una refta per seconda falda focale; e viceversa se
K’ & una congruenza avente S’ ed una retta per falde focali, la
precedente congruenza K & di Ionas. Quindi: Twutte le congruenze
K di Ionas aventi per falda focale una superficie S del tipo R si
ottengono costruendo le congruenze K’ aventi per falde focali una su-
perficie S’ applicabile proietiivamente su S ed una retla qualunque r.
Applicando S' su'S, la K' divenla una congruenza K di Ionas;
le w* congruenze corrispondenti ad una stessa S' sono le w* con-
gruenze corrispondents ad wuno stesso valore della costante k. Anzi da
questo teorema risulta senza calcoli evidente che & lecito porre
N = k(B? — A42).

Conosciuta una S' applicabile su S, con sole derivazioni si cal-
colano o * congruenze di Ionas, di cui S ed un’altra superficie S
del tipo R sono falde focali e alire oo * congruenze dello stesso tipo
per cui S' ed un’ altra superficie S' del tipo R sono falde focali.

Con le stesse notazioni una congruenza di Ionas avente S per
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prima falda focale, alla quale corrisponda la costante k, diventa,
quando S si deforma in §', una congruenza a cui corrisponde la
costante &, — k.

Una osservazione sulla teoria delle congruenze W.

Sia ¢(u , v) = cost. 1’ equaz. delle linee Bdu — Adv =0 inviluppate su S
dalle sviluppabili di una congruenza W. Moltiplicando le =, y , %, ¢ per uno

stesso fattore p (e quindi a,m=e6 per p*), il nuovo valore p’ di p sara
p—24 —ppi- — 2B Z—v, che potremo in infiniti modi rendere nullo con oppor-
tuna scelta della p.
Se a’y, ¢ il corrispondente valore di @,y , sard:
(Ad p)u + (Ba'yz)e = 0.

Percid a'y.(Bdu — Adv) sard un differenziale esatto; e quindi

Ao O@w g O
o'y @y

con G(¢) funzione della ¢, variabile al variare della p. Scrivendo f G(p)de

al posto di ¢, si potrebbe rendore G(p) =1. Le equazioni cui soddisfano
A, B diventano:

Pun = 0"y Pu + BPo , $ov = 02 9o + 1P ,

che differiscono da quelle cui soddisfano le x , perché manca <l termine pi X.

D’ ora in poi sopprimeremo !’ apice in @'y, 6, p’=0. Il problema di de-
terminare le congruenze W di data falda focale S equivale pertanto al problema
di normare le coordinate di un punto di S in modo che anche queste equa-
zioni ammettano una soluzione.

Se la congruenza é di Ionas, si pué dai risultati precedenti dedurre che
le coordinate dei punti di S si possono normare in guisa che non solo sia sod-
disfatta la precedente condizione, ma cho in piti py; == Pge = cost.
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