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Caprroro VI

INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO (*)

§ 55. — Alcune considerazioni preliminari.

Dopo aver considerato, al Capitolo IV, il caso particolare di
superficie rigate, ritorniamo ora alle ricerche generali. Al Cap. II
abbiamo visto che, nella geometria proiettivo-differenziale di super-
ficie non sviluppabili, ha importanza fondamentale la coppia di
forme differenziali

Fy = Za,  du,du, ,
ey
F, = Xa,, du,.du,du,
legate dalle relazioni di conjugio
(2) 4110111 +24550119+Agg O1op=A1; 013+ 24150199+ Agg Agp0=0,

e determinate soltanto a meno di un fattore comune arbitrario.
Ricordiamo del resto che (Cap. II, § 15 .D) supposto J F 0, dove

@111 %112 @y22
(3) J=""A2 @112 @23 Qa2 |,

@1, Gy Qg

(*) T risultati di questo Capitolo sono stati esposti, per la prima volta,
da Cech nella Memoria «Efude analytique de I’ élément linéaire projectef
&’ une surface »,. Publications de la Faculté des Sciences de 1’ Université Ma-
saryk, 1924, n. 36.
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possiamo togliere ogni indeterminazione sostituendo alle F,, Fy le
forme normali ¢a, ¢3 loro proporzionali per cui J= —1. Appare
opportuno, e ne vedremo delle applicazioni importanti ai Capitoli
seguenti, interrompere i nostri studi geometrici per dedurre parec-
chie formole utili relative ‘a tali coppie di forme. I letiori che desi-
derino arrivare al pid presto alle applicazioni, possono ometiere nella
prima lettura © §§ 59, 60, 61, 62, accontentandosi di leggerne solo
la definizione &i @, ¥, W', H, K, 0, 0" al principio dei §§ 59 e 60.
Avvertiamo pure che il lettore frettoloso pud accontentarsi di veri-
ficare le formole dei §§ 56-58 in coordinate asintotiche il che si
fa immediatamente, omettendo le dimostrazioni generali da noi
messe in carattere piccolo. Perd lo studio delle dimostrazioni del
testo appare utile per penetrare nello studio dei metodi usati ai
due Capitoli seguenti.

Prima di tutto, spieghiamo il procedimento d’elevazione degli
tndici di cui faremo uso frequente. Sia per fissare le idee, come al
Cap. I § 9, b,,, un sistema covariante simmetrico a tre indici.
Porremo

bat't = E‘Airbnc )

bfh = ZAhJ’f; = ZAir Aysb

rst 9
b = zAn bgh = ZAir 4, 4, brg «
t st

Il sistema bi* p. es. si dice controvariante negli indici ¢ e &
e covariante nell’indice ¢. Cid vuol dire che, introducendo nuove
variabili indipendenti u, v, esso si trasforma come il prodotto
B,du,du, , le B, essendo covarianti. Osserviamo che, anche se il si-
stema covariante b,, non fosse simmetrico, si pud elevare un indice
qualunque; soltanto occorre tener presente 1’ordine degli indici.
Si pone allora p. es.

b?}t = 2Atr Ak:bnz )

b,.i: = XA{,AM br:t .
(13
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In virtu delle identita

4) 2A4,0a;,=c; ove e, =0,s0r_s, &7 =1 ser=s; Ld,,a,;,=2
i ik

>
<
si ritorna semplicemente da uno qualunque dei sistemi &%, bi*,
b** a b,, (abbassamento degli indici). Si trova cio@ tosto

N i th ___ ikl
brst = }" Air bzt - izhair Qs 75 - %lair Ay Ay b* )
i I

ed anche

bf,:%a,‘,b;”‘ ecc.
Porremo anche frequentemente

pu—— 7S o
4, =a";

rs

~

e cid non & che un caso particolare della notazione generale ora
spiegata ; infatti si riconosce subito che
a* = Xa"a"a,,.
rs

Avvertiamo ancora che ometteremo al solito d’ indicare, sotto il
segno X, gli indici rispetto a cui si somma, tali indici essendo
semplicemente sempre quelli che compaiono due wvolte, come indice
superiore e come indice inferiore (*).

§ 56. — I differenziali coniugati.

Il sistema covariante a,, si & visto al Cap. II § 9 aver I’im-
portante proprietd che il suo sistema derivato covariante & identi-
camente nullo. Vi & un altro sistema covariante che gode la me-
desima proprieta. Posto infatti

(1) “}11=0, &12=V|—Zl—’ ‘(}21=_V1A_l’ Uy =0,

(*) L’ indice di un défferenxziale si deve riguardare come un indice supertore,
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¢ facile vedere che le &,, formano un sistema impropriamente co-
variante (ciod covariante per cambiamenti di variabili a Iacobiano
positivo, cambiante di segno per quelle a Iacobiano negativo). Di piu

3%, kt st
&Iut'_ au‘ _:“"<q)'3'qs_§(q)'&hq

si vede subito identicamente nullo, in virtu della formola

dlog)/4] _ <1i)+ (2;')-

ou, 1 2

Mentre il sistema a,, & simmetrico, il sistema &, & pseudosim-

metrico, ciod &, = — J,,. Cid bisogna tener presente nei nostri
calcoli.
Qual’s il sistema controvariante 9% ? Essendo 4 = —¢|4],

si calcola subito

e 92l _©

Dye M=0, $2=——_ —
’ Vi4] Vi4]

’ =0,

anche il sistema ¥ & evidentemente pseudosimmetrico.
Notiamo le identita analoghe alle (4) del § 55

LMY, = — 9%, = Zo*9, =0 se kzs,
(2) = — ¢ Se k=8,
TOMY,, = — 2.

I sistema covariante 9,, si pud generalizzare al caso di un
numero qualunque » di variabili indipendenti ; ma nel caso attuale
di » = 2 esso ci conduce ad un concetto peculiare per tale caso,
cioé al concetto di differenzicli coniugaii che ci riesce opportuno
per semplificare diversi calcoli. I differenziali du; formando un
sistema controvariante, lo stesso vale delle espressioni

(3) Du; = 2 9*a,,du,.
Si ha anche

(3) v Du; = Za™ 9, du, ;
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infatti
4) 2 9%, = Da*d,,

essendo

L3 ay, = Z9,,a"a" a,, = X9, a”.
Scrivendo per disteso, abbiamo

Dy = — @ du + agedv),

yar ¢
( 3) ter

Dv = Ve— (@ du + az,dv).

4]

Si vede subito che, se F, =0 definisce le asintotiche di una
superficie, la direzione corrispondente a Du, & coniugata a quella
corrispondente a du,; percid appunto chiamiamo i Du; i differen-
ziali coniugati. Da cid si prevede che si pud, a meno di un fattore,
scambiare d e D nelle (3); precisamente si trova osservando le (2)

L3 ay Du, = 28" ay,a® 8y du, = L4 S du, = edu,
sicche

(3) quater du; = eX ¥ a,, Du, = e X a™ ¥, Du,.

Dal significato geometrico dei differenziali coniugati risulta
subito senza calcolo che la forma F, si moltiplica soltanto per un
fattore finito, se vi sostituiamo i Du, al posto dei du;, e lo stesso
si vede valere di una forma differenziale quadratica qualunque
contugate ad F,. Precisamente valgono le

(5) - Ya,, Dy, Du, = —¢eF,,
(6) 3 b, Duy Du, = e 2 b, du, du,, se Xd,b,=0.
Cominciamo con la dimostrazione della (6). Noi sappiamo che

ZI)/LS D’ll/h Dus —= al bks duh du‘,

e vogliamo determinare il fattore . Sostituendo qui

duh + A Duk
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a dur e quinds [come risulta dal confronto di (3) @ (3) quater]
Duk 4 slduk
a Dup e confrontando i coefficienti di A, risulta

Zb“duk Dus — eaZbys Dup dus

sicché, essendo bxs = bsx , e =1, ¢. d. d. (*) Per dimostrare la (5) si noti che

(5) b1s Fy=—c)|4| (duDv — dv Du)
ossia
®) ter F2 = —e3%indu; Dup

come risulta subito p. es. dalle (3)¢r. Ora, sostituendo Dz; a du; e quind:
edu; a Du; , la (5) vis mostra che F, si moltiplica per — ¢, il che appunto
& affermato dalla (5).

Introduciamo ancora una notazione, che ci sard comoda qualche
volta. Se ¢ & una funzione qualunque di », v, si scrive:

dp == ¢, du + ¢, dv;
e noi scriveremo analogamente qualche volta

O Do = ¢, Du 4+ @5 Dv.

§ 57. — La forma differenziale F,".
A) Definizione di Fy',
Noi porremo [cfr. le (3) (. del § 56]
1)) F; = Y ay,, du, du,Du, =
€ @ du 4 apdv a);;du? -+ 2a,,, dudy + ap,dv?

B VAl | arpdu+agdv aypdu? + 219 dudv + @40 dv?

(*) Si noti che il ragionamento non si applica se bxs = axs, essendo
identicamente Zaxsdux Du; = 0.
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o indicheremo con b, il sistema simmetrico dei coefficienti della

forma impropriamente intrinseca ¥y, La forma Fj &, come la Fj,
coniugata ad Fy, ciod valgono le

€)) 2A,,biy =Za"b, = 0.

Le by, sono date dalle

3 by, = 29,0, ,

ed inversamente valgono le

(3) bis Qpge = 29, b5, .

Di pitt si hanno formole simili

(3) tor ¢ =2 a ,

(3) quater al, =eX ¥ by .
Accanto alla (1) possiamo scrivere anche

(D) bis Fy = e¥ay,, du, Du,Du,

@) ter F, = e Xay, Du, Du, Du,.

La (1) 4, mostra che I’ equazione F3= 0 definisce le tangents
di Segre. Tutte le formole precedenti si verificano subito in coor-
dinate asintotiche, ma noi le dimostreremo mediante calcoli diretti.

Essendo [cfr. le (3)ws del § 56]
Zasp dur dus Dup = Zansp aP* ¥y duy duy, dus = Z 9 ais duy, dus du,

per dimostrare-le (3) basta provare che, se si definiscono le &as dalle (3),
esse formano un sistema simmmetrico. Ora é evidentemente buse = bss, Sicche
basta provare che bus = buss, ossia che bpi12— bre1 =0, oppure che

Z gt bkst=0-
Ora [cfr. le (2) del § 56]

] .
D9t bpgy = DI ¥y ars = S Yyt apsyp—=—cBat"T arsr=0.
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Da (3) si deduce poi [cfr. le (4) del § 56 e lo $xs=— 9]
bhs = Satt Ypi aFs =D ¥t ap; alls = 29 ang,

ciod le (8)ter. E lascio al lettore il facile esercizio di provare anche le (3)vis ,
(8) quater € (2). Per dimostrare» le (1) bis € (1) ter basta osservare che é per le
relazioni di coniugio e per la (6) del § 56

3B ansy Duy, Dus = €2 ans; duy, dug .

B) Alcune identita notevoli.

Noi sappiamo (Cap. IT § 12) che la forma F, & proporzionale
all’ Hessiano della forma Fj; la seconda espressione (1) di F; prova
pertanto che la forma F§ ¢ proporzionale al covariante cubico di F.
Esiste dunque una relazione lineare ed omogenea fra F%, Fg*, F3,
e precisamente

1

4) F§—eF§2+?JF§=O.
In particolare, usando le forme normali ¢;=— JF;, ¢;=
= —JF;, ¢, = — JF,, essa diventa
o 7 1
) bis P—ep’ — 591 =0.

La teoria dei covarianti di una forma cubica binaria conduce
anche ad altre formole importanti, Infatti le forme F. e F; essendo
proporzionali a forme covarianti di Fj, evidentemente anche le
forme

YaFag, du.du,, Db%b, du.du,, Zalby,,du,du,

sono proporzionali a forme covarianti di F5. Ora, come & noto, 'unica
forma covariante di secondo ordine di una forma cubica binaria & il
suo Hessiano, sicché le forme sopra scritte sono nulle oppure sono
proporzionali a F,. Piu precisamente, noi dimostreremo le formole
importanti

(®) zaih s = — J Oy )

() bis 2b%by, = eda,,,
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(5) ter Eaik bihs _ — J{)‘” .

Per provare lo (5), occorre dimostrare anzitutto le formole

(6) Sttt gy = — 2J,
(6) nis Dbkl by = 2edJ ,
(6) ter Satrt by = Zag b = 0.

Dalla (3) del § 55 segue subito

€ aik
J = — - 2 ——(am Gre2 — 252 an1z + Qe Ari1) ==
V4]
— € X §rP §5q ik — e 2 yrp §sq :
=— Wt Girs Ohpg = — 5= P FL @i apg
o facendo uso di (3) ter
J= _.% 2950 b8 aby .

Da questo si passa subito a (6) e (6)bis: a (6) facendo uso della (3) quater, a
(6) vis facendo uso della (8)ter. In quanto alla (6)ter, da (3) si ha

Sat by = 29.; a'™ ayy

e il secondo membro, cambiando di segno se si scambiano gli indici ¢ e »,
svanisce identicamente.
Cio premesso, osserviamo che i sistemi covarianti

ik ik ik
Za, sy, 2y bixsy, Zap biks I ¥ns

sono simmetrici (*). Pertanto, ricordando 1’ osservazione fatta sull’ Hessiano di
uana forma cubica binaria, risulta che si possono trovare o, B e y tali che sia

z aik Qins == &+ Qps ,
S0 by =B . s
2a bips + JSps =Y. trs.
(*) Cid & evidente per i primi due, ma vale anche per il terzo. Infatti
[cfr. (3) quater © (6) del § 57 e (2) del § 56]
(Bat* bz + J9i2) — (2ab bau + J 9) =

= — e)[A] 2975 (2 a bins 4 T $,5) = — e V|A] (2] — 2eJ) =0,
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Ora moltiplicando le precedenti per a™* e sommando, si trova
2a = Zats g
2B = Zbhs by
2y = Zats by ,

e basta osservare le (6) per arrivare alle (5).
Passiamo alla dimostrazione di (4). Dalle (1) e (1)pis si deduce

EF32 —_ Fa"z = Dain du; dup duy . Loy duy Dus Duy, —
— Sam du; dup, Duy . Zars du, dus Du,

= Zan @rst du; duyp, dur Dus (duy Dus; — dus Duy )

= — eVIA] 29 aun arse duy; dur dur Duy . (dwDv — dv Du)
e per la (5) s del § 56
e Py — Fy'® = F, 29 ap arse du; dun dur Duy

e, scambiando gli indici ¢ ed », k e ¢. I e s, essendo ¥ = — $¥

5F32 —Fa" = % Fy B aipg sy du; At (duh Duy — du, Duy, )

= % VIA| Fp 294 9%t @iy aps dui dur (du Do — do Du).
Applicando nuovamente la (5) bis del § 56 si deduce

eF2 — Iy2 = % F 2234 an arse du; dur
ed osservando la (8) ter

1
2

F2 3 gls bl s dus duy ,
indi per la (3) quater

= —;- F22a} avs dus du, |
e finalmente per le (5)

eF — F2 = — S JF2Zay du; dur = — — JF3, c. d. d.
3 3 P] 2 9 2
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§ 58. — La forma differenziale X ¢,du,.

A ) Definizione delle ¢, .

Dimostreremo in questo § che il sistema covariante a,,,; deri-
vato del sistema covariante a,, pud sostituirsi con un sistema co-
variante ¢; ad un sol indice. Tale fatto & importantissimo, perchs,
come vedremo anche nei futuri Capitoli, ci0 permette di dare ai
calcoli di geometria proiettivo—differenziale delle superficie grande
semplicitd ed eleganza. Perd le formole che andiamo a dimostrare
non hanno senso se J = 0. Supponiamo quindi tn tutto il § attuale
J %0, sicché le nostre formole non si applicano a superficie rigate.
Osserviamo dapprima che le forme Fy e Fj sono linearmente indi-
pendenti (*); se ne deduce che ogni forma cubica coniugata ad F,
¢ combinazione lineare di F, e F;. Ora tali sono le forme
2, du, du, du, (i = 1, 2); infatti, derivando covariantemente le
Za*a,, =0 si trova 2a™a,, = 0. Ne segue tosto che si possono
trovare due sistemi covarianti o; e B; ad un sol indice tali che sia

(0.) Bpspi = Oy Oy -+ pi brst .

1 J;
Ora ¢ facile vedere che o, = 5 -jl (**) ; noi porremo

(*) Infatti, so fosse bpg = a@yg, sarebbe
Dot by =  Bb"St @pgy, ossia J =0
per lo (6) bvis € (6) ter del § 57,

(**) Infatti, derivando covariantemente la (6) del § 57, si deduce

1

Ji= - Z(a"" a®s a9 arpg st )i =

2ok aPs @9t (Arpqi Arss ~+ Gupq Qrsti) =

2

1

2
= — ZaM aP a? Qupg Apsti = — Zamst arai .

Moltiplicando la («) con a7t e sommando, si ottiene pertanto, osservando
anche 1o (6) e (6)bis del § 67, —Ji=—2Ja¢, c. d. d.

Fusmxi e Cucn, Lexfoni di Geometria protettivo-differsnxiale. 20
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Bi= Ez‘(}in‘l’k (*),
sicche

1 J
(1) Apspi = _2—' 7" Opg + 52‘(}“ 4)7‘ . brn .

Accanto alla (1), vale la formola analoga

1 J,
(1) bis brsti = _2_ 7 brst + Za‘lh q)h. Qpgy o

Essa si deduce subito dalla precedente, derivando covariante-
mente la (3) del § 57, e osservando che le derivate covarianti di &
sono nulle.

La forma differenziale Z¢,du, & evidentemente intrinseca; ma
essa non ¢ invariante. E invece intrinseca ed invariante la forma

3 dJ
(2) Y, du, + 5 T

ma & inutile confermarlo con calcolo, perché ci arriveremo in modo
indiretto al Cap. IX § 76 dove vedremo anche il significato geo-
metrico delle direzioni definite dall’annullarsi di tale forma.

B) Relagioni con le p,s — II,.

Il sistema covariante a,,; appare nella formola (13) Cap. II,
§ 14 B). Usando i differenziali coniugati essa si scrive

P—I=

1
—2 (amm — Q) du; Duy,
yi4l
ossia

(3) P — H = —_— 821‘}” Qiprs du¢ .D'll/h

(*) La ragione perché prendiamo le ¢¢ ¢ non le B; come quantiti fon-
damentali, sta nel fatto che le ¢; dipendono raxionalmente dai coefficienti di
F, e F; e dalle loro derivate, come si verifica facilmente,
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Sostituendovi a Duw, i valori (3), si trova tenendo conto suc-
cessivamente delle (3) i, € (3) quater del § 57

P11 = — 248 ?a,,, 0, du, du, =
= — XV 0,2, a,, du; du, = — La,, a®, du; du, =
= — Xa,5, du, du, = I (p;y — 7;) du; du,
e cid pud scriversi
(3) uis Py — Ty = — Za, . (%)

Se J i 0, possiamo usare la formola (1) che da

N G A )
Zam’_r = —2—- X —J— @y - GZ'.V 8'” b‘y‘

1 o J
= -—2— ETG;}L —I" 24)‘ Aipy [Cfr. § 57, (3) bis]
sicchd, se J £ 0,

. of 1 J7
(3) ter P — Ty, = — X (7 A - 'V) Cikp -

§ 89. — Gli invarianti del primo ordine

dell’ clemento liearc proiettivo.

4) Definizione.

In tutto il resto del Capitolo faremo uso di coordinate normali

(J=—1) ().

(*) Si ricordi che

»
Dip—r = Zdrs Ginsr.

(**) Le formole che andremo a dedurre si generalizzano senza difficolta
al caso di J qualunque, ma ci6 ha poco interesse.
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Porremo
O = Za™ ¢, h = Zay §' §* = L, ¢,
1) V= Za" ¢ o ¢ = Dap, §* ¢* ¢,
W= Zo% g p by = Dby, ¢ §* ¢

Le quantita ®, ¥, W' hanno evidentemente significato intrin-
seco ed invariante (*). Essi sono del resto gl’invarianti pitt sem-
plici dell’elemento lineare proiettivo; vale infatti il teorema che

ci accontentiamo d’ enunciare, che ogni invariante (assoluto) di %

2
che contiene soltanto derivate prime dei coefficienti di ¢, o pg 0

funzione razionale di @, ¥ e W’. Essi sono legati dall’identitd

() WU 5 ()

B) Alcune identita nel caso ® ¥ 0.

Le forme differenziali lineari
2¢,du;, 2, Du;= XY, ¢ du,,
b Qs q)r q" dui ) py Bysi 4)" 4’5 Dui =X b:'si (Pr q)( du’i

sono intrinseche (le due forme a destra impropriamente intrinseche)

ed invarianti. Se <I)>O, le forme X¢,dw,, Z¢, Du, sono linear-

<

mente indipendenti e viceversa (***); in tal caso pertanto le altre
due sono combinazioni lineari di esse; precisamente valgono le

(*) Si tenga presente che esse s’intendono calcolate in coordinate nor-
mali e che ¥’ é soltante impropriamente intrinseco.

(**) Cio si vede subito, sostituendo ¢! a du; nell’identita (4)bis del § 57.

(*+*) Infatti

4’1 zs‘rl tl)'

d2 Z9v2 G =—efldl28* o g4 =Vid| 240 ¢ =Ndl®
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, ¥ '
a4t du, = Ky L du;, + ¢ Tq)‘z'q‘i D,
6)
lp‘l
Zay,, " ¢ Du; = ——Et{aldu + 3 "!{J,Du
Infatti, noi sappiamo che si possono determinare o e B in modo che sia
Saipsd” S du;=0aZ¢;du; 4+ pZ¢; Du; .
Sostituendovi Du ¢ al posto di dw ; e quindi edw ; al posto di Du ; si ottiene
Zaps” ¢ Duj=eBZ¢;du; + aZ¢y Du; .

Nelle due equazioni poniamo ¢* al posto di dw; e quindi Z8&,¢” al
posto di Du; . Si ottiene, tenendo conto delle (1) § 59 e delle (3) § 57,

da cui si hanno le (3).

C) Altre identita.
Dimostreremo subito che i quattro sistemi controvarianti a
due indici
(4) ¥, @, Tag,, oM,

>

sono linearmente indipendenti se @ = 0. Ne segue che, sotto 1" ipo-

tosi @ 0, ogni sistema controvariante a due indici & combina-

<
zione lineare dei sistemi (4). Cio vale in particolare per ¢‘du, ,
Za ¢, du, , Z0™ ¢, o, du, . Precisamente proveremo che

¢* duy, = (%—- a® %2 Da* i, —e % S q;) ¢ du; +

(5)
+ ( {}zh + Za’thr |' . %Lbﬁrq)‘)Zq)‘_ Dui



310 CAPITOLO SESTO [§ 59, C)

5t . € llf” ih 1 _l_D: ik 1 atr
Za ‘rq)sduk—~(—~é--51() +—2— 3 Y +? § ‘P)E%dut i
(5) bis
1 v . 1 v, 1 .
-+ 5<__T 3 g 3 a—)—a ——-—2——26”‘ LP,.)Z%D'MH
- 1 v, 1w .1 ,
X psi (I)/-(P.:duk (____‘__ -&T&k + ?—5a’ - 72@" ¢,)Z¢,-du;+
) e v 1 v 1
_i_. L e 1 1 — ikr
53 TT 3 g L¢ 4’)24"0“

Dimostriamo dapprima che i sistemi controvarianti (4) sono linearmente
indipendenti. Se

Co¥h 4 e o't 4 ey Zat . + 320 . =0,

scambiando ¢ con & e sottraendo si ricava ¢, == 0.

Moltiplicando con @;; e sommando risulta anche ¢, = 0 per le solite ro-
lazioni di coniugio. Infine moltiplicando con @ix ¢s oppure con bj ¢s ¢ tenendo
conto delle identitd (5) del § 57 si ottiene

cg®=0 , ¢;&=0.
Quindi ¢, =¢, = ¢, =1¢3 =0, ¢. d. d. Pertanto si pud porre
$idur = a, " + oy ath 4 a,Za . 4 agTHI .,
Sarst p s dun = B, 9% 4 By ait 4 By ot §r 4 By b,
bt g Gy dun = 7,9 4 v, 0% + 1 Zar A 1, BbRr g,

Per determinare i coefficienti, moltiplichiamo le precedenti equazioni por

Qi @ Eash i, Ebfa ¢ e sommiamo rispetto a < e k. Moltiplicando per %,
ossorvando che %, + $x; = 0 e tenendo conto delle (8) e (3) nis del § 57 si trova

Z¢s Dug = — 2eay, Sbra” ¢ duy = — 2eBy, Sara” S duy = — 2.
Moltiplicando per @ , si trova per le relazioni di coniugio

2 duyg =20y, D" §F du; = 2By, Dhesi$" O° duy = 2y,

Moltiplicando per Zah ¢ o tenendo conto delle (5), (B) bis © (5) ter del § 57
dove nel caso attuale J = — 1, si trova

ZarsiP” ¢S duy = ay @,
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Zgrst aﬁh $r §s o dop, =B,
D prst aﬁk $r s Gy dup =1y B.

Similmente si trova moltiplicando per bek ¢,

Bhpsi g7 * duty = — ey @,
Zarst bfk $r bs 1 dur = — ef, @,
2075 by s Gu dor = — ey, .

Le ospressioni cosi trovate di 8, B3, Y2, Y3 Si possono semplificare. Infatti,
esse si possono scrivere ovidentemente

2 tirs @hy O O duy = 8,
Batirs b 7 ¢ $ dup = — By @,
by ah & & duy = 1, P
Bhirs by 7 &5 b duy = — ey, D,

D’ altra parte, sostituendo nelle (3) (*) Eafcz ¢ duy al posto di du; , si
trova per le (3) stesse, osservando anche 1’identita (2)

B® = —(—;7 (lIJ‘Z‘.afw ¢ ¢ dur + W B9k, ¢r Gt day, )
= W Zaed ¢ dug — W BB 4 duy ) =
1
= S du;
"{gq) = %_ (115'2 (V/ipsq)" q.)’ du; - lIfEb.'rs‘lJ" 4’5 du,- ) =S
1 M
=—35 ® i Du; .

Similmente, sostituendo nelle (3) Bbiy ¢ dus al posto di duy , si trova

— ey ® = (2 bins 7 ¢ dreg — W B Cinsr §8 duy; ) =

4)24'1' Dui 1

w}»-‘ .e‘l....

(*) Si pensi scritto = 9~ ¢” dus al posto di 2di Dy,
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— ey ® = %— @ 2bips ™ ¢ duy — e W ains §” ¢ du; ) =

€
=— — ©3¢idui .

Sostituendo i valori trovatidi oo, ...y, e facendo uso delle (3) si otten-
gono finalmente le formole che volevamo dimostrare.

D)1l caso ® =0, T $0.

Le formole (3) e (5) non hanno senso se ® == 0. Se non sol-
tanto =0, ma anche W=0 (*), i primi membri di esse svanisco-

no identicamente. Supponiamo pertanto che sia =0, ma \15'20 (**).
Si dimostrano facilmente le formole
(6) =0, V=0V, o’=1
se & =0.

bl

Infatti, essendo @ = ¢, P! 4+ $,¢° = 0, esiste una quantitd w tale che
VAl = o, Vidg=—od,,

ossia 2 ¢¢* = o ¢, . Se ne deduce

U =2bp ¢t P Pt =B hy 0 P PP P =0 Zaki§r PH Pt =0T,

D’ altra parte la (2) si riduce a W' — e W2 =0, sicché e =1, w?=1,
c. d. d.

Nel caso ora considerato, le forme

S, du,, Zag, ¢ du,

sono linearmente indipendenti (***), e le formole (3) vanno sostituite -

(*) E quindi, come si vede subito, ¢, = ¢ =0.
(**) Tale caso si puod presentare nel campo reale soltanto se ¢ = 1.

ZarsdP” Py
Sawwsd” §F by
=_V|T4TW'=—mV|Til_w20.

(***) Infatti =V|A4| 28 g anrs §7 ¢*
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con le
2, Duy; = — 0, du;,
@) Dby ¢ ¢ du; = 0 Ba,, ¢ ¢ du,, se P=0,
che si dimostrano subito osservando la prima delle (6).
Continuando a supporre ®==0, W zO, dimostriamo subito
che i sistemi contravarianti a due indici

ﬁ'ih , aik , 2 aikr q)r , q)i q)k

sono linearmente indipendenti, sicché ogni sistema contravariante a
due indici ne & combinazione lineare.
In particolare valgono le formole

ik
® Vidu,= (% ¥+ % a"“) L du; + j)w? Lag, ¢" ¢ du,,
(8) b1s D' g, b du, = Ba™" ¢, B, du, +
"l' (___ % ’S‘ik + _;_ uiln ) Z(('irs q)r q)s dui ,

che sostituiscono le (5), (5) s € (5) wor (*) nel caso attualmente con-
siderato.

Per dimostrare 1' indipendenza dei quattro sistemi contravarianti sopra
enumcrati supponiamo che valga un’ identitd dolla forma
¥ + e ot ey Zat ¢ 4 e3¢f PP =0,

e dimostriamo che é ¢y =¢, = ¢, = ¢; = 0. Scambiando ¢ con A e sottraendo,
risulta ¢, = 0. Moltiplicando per @;. e sommando si ottiene

2¢, +eg®=2¢, =0.
Moltiplicando per ¢: ¢ ¢ sommando si ha
U+ ;P2 =, ¥ =0,
sicché ¢, =0 o quindi‘anche eg =0, c.d. d.

(* E evidentemente 2 birs dr s du; = 0 Zai"s§, ds du .
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Possiamo pertanto porre
$t dun == oo ¥ + oy @t + oy Zathr . - ag Pt PE,
Z ais §r §s dur = By 3% + B, o™ + B T atr dp 4 By P PR ¢

Moltiplicando per $ix e sommando si trova subito (si tenga presente che
s=1)

(O]

3 It ll)" [ du; .

ao=%2¢idui , Bo=—
Moltiplicando per a;x e sommando, si ottiene pure subito (essendo
Zain Pt PF = & = 0)
Sgidui =20, Dapsd" S du; =28,.

Moltiplicando per ¢; ¢» e sommando si ottiene, osservando che Z¢; ¢ =
=& =0,

wwW=0, WI¢ du;="Tp .
Infine moltiplicando per Z @;x; ¢t o sommando si ha, osservando che as =0,
DapsdT S duyy = a3 T,
2 a'S gy P s Pt dup, = P (‘1"" agny Or Pt + B3 W
Ora la (5) del § 57 dimostra che

Zar e 4t =20 i ¢ Y = Zan P =0 =0,

sicché risulterd B3 = O se ci riesce di provare che
€
Z ars @pgi §7 ¢ P dug =0,

e le formole (8) e (8)bis saranno dimostrate.
Ora cio segue immediatamente dalla formola generale

i 1
9 2 Gps Qpgi §" ¢ §P dog = — -5 P3¢ du;

e dalla nostra ipotesi ® = 0. La formola (9) é stata dimostrata a pag. 311,
sotto I’ ipotesi @ 20, ma essa evidentemonte non pud cessare d’ esser valida
soe & =0.

!
i
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§ 60. — Invarianti del secondo ordine

dell’ elemento lineare proiettivo.

4) Definizione.

Oltre gli invarianti @, ¥ e W’ studiati al § precedente, ci
sard utile considerare quattro ulteriori invarianti che dipendono
anche dalle derivate seconde dei coefficienti dell’ elemento lineare
proiettivo. Essi sono (le ¢, sono naturalmente le derivate cova-
rianti di ¢,)

1 oy __‘?_ TAT &1
K= — 2 ,= SﬂA_l[a“ (V4] ¢1) +

+ 5 V9| ),

yary . —— (99 89,
1) H=3% ‘*’“_VW(T;_W)’

O =23a" ¢, ¢ , 0=Ib"¢,0d,.

Osserviamo che H e @' sono soltanto ¢mpropriamente intrin-

seche, La quantita K non é che la curvatura della forma ¢, ; cid si
vede facilmente calcolandola in coordinate asintotiche (**). La H =0

¢ la condizione che caratterizza uua swuperficie isotermo-asintotica.

B) 1l caso @ 0.

Supponiamo ora @20. Allora ogni forma lineare in du, dv

(*) T idontith T ar* gy = —e 9 e + i(VfA_]qﬂ) si dimo-
| Ou dv

Vil
stra nel calcolo assoluto al solito supponendo che = ¢; du; sia un differenziale
esatto; ma la dimostrazione (v, p. es. Biancur, Lextoni d¢ geometria differen-
xtale, vol. I, 3% ed., p. 85) vale in generale.

(**) Ci torneremo al Cap. IX.
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si pud esprimere come combinazione lineare di ¢, du; e Z¢: Du, (¥).
Cid vale in particolare per i differenziali d®, ¥, d ¥ Precisa-
mente si hanno le formole

d¢=<—3K+2w—T{;qj‘i>Z¢idu¢+
©)
—I—s(-——H-l‘zW—@—a;rw—@‘)z'hD“m
3 WH 9 WK _ 3 ,
(Z)hls
3 YH 9 WK 3
PR | /i — — 02y .
+e( g 5 o) B) i) B) ®> "piDuz)
, (8 WH 9 WK 3 _\.
dqf‘(_"z"—qf_TT”‘"z‘ @)L"“d“‘*
(z)ter

3¢ WH 9 VK 3
e e e R

Le identita dedotte al § precedente forniscono una facile dimostrazione
delle formole precedenti. -
Infatti

d® =dZal P; O = 2T al" Yi, P, de = 22, P duy .

Sostituendovi i valori (5) del § 59 per ¢¢ duy ed osservando le (1) si ricava
subito la formola (2). Similmente

d¥ = dZarst, §s §i = T amst, bn &5 4y dun 4 3T oIy §s Gin dus
AW =dZb" s Yy = 27, dp s §; dux + 3RO, s in dun, .

Ora dalle (1) e (1)bis de! § 58 si ha, essendo J = — 1,

arsi = eZ 9y Pt . brsi,

bﬂk= 2 9u q,c . wrst,

(*) Cfr. § 59, pag. 308.
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cosicché
AW = e Z %k, b dur . SO Py s bi + 3Taret . s Pan dus =

= —eWU'3¢, Du; + 3T arsig, ds g dux ,
AV = —U3 ¢ Du; + 3 2 brst 4 ds din Ay, .
Sostituendovi a Za’st ¢, ¢s dur © S, g dug i valori (5) bis © (B) ter
del § 59, ed osservando le (1) si ottengono le formole (2) bis © (2) ter-

C) 11 caso & = 0.

Se @ ==V = 0, & naturalmente d® = d¥=d¥" == 0. Se & =0,
ma Wzo, & V=W, (o =+ 1), come sappiamo dal § 59 (pag.

312); e si dimostra precisamente nello stesso modo che vale anche
la prima delle

=06,
(3)

H=3wK; se =0,

la seconda identitd sara dimostrata fra poco. La formola (2) 4, va
sostituita con la

(4) AV = (¥ + 30) T ¢, du, — 9K Da,,, ¢ §* du,
(se P = 0).

Per dimostrare la seconda delle (3) osserviamo che, nelle nostre ipotesi,
0=d®=2Zqgir Gir $r duy = 22 (.l)i duy, .

Sostituendovi il valore di ¢? dux dato nella (8) del § 59, risulta

(0H — 3K) S¢; dus + 2> ““:If" Yk 3 gl 45 dut = 0.

Ora le forme differenziali Z¢; du; e ZayesP” ¢° dus sono linearmente in-
dipondenti (*), Vale dunque la seconda delle (3) ed anche la Z¢é * ¢ =0 (*¥¥).

(*) Cfr. § 59, pag. 812,

. 3
() Se @0, & B ¢ = — — OF +

re — 08’

. Infatti, so-
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E similmente si dimostra la (4). Infatti, 6, come a pag. 317, essendo qui e =1,
T = o,

AU = — o UZY; Duy + 3T a"st ¢, §s din dun .

Sostituendovi il valore di Za"¢ ¢, s dus dato nella (8)bis del § 59, ed
osservando la (1) del § 60 e la prima delle (7) del § 59 si trova la formola
cercata (4). :

D) 11 caso delle ® e ¥ costanti.

Come prima applicazione delle formole del presente § dimo-
streremo che: Se ® ¢ W' sono costanti, é

H=0, K= — @,
(5) . )
@:—3—111., ®=—_3-W N

Viceversa se valgono le (5), ® e W sono costanti (*).

Infatti, se ® =0 =20, 6 ¢ = $» =0, e quindi per le (1) anche H=
=K=06=0"=0. Se ® =0, ¥= costante 2 0, la (4) d&, le forme Z¢; du;
e Zais ¢ ¢° essendo indipendenti,

1

6=—Tllf, K=0,

e basta ricordare le (3) e la ¥ = w W per vedere I’ esattezza delle (5). Se in-
fine d® =d¥ =0, ma ® 2 0, le forme 2¢; du; e X¢; Du; essendo indipen-
denti, le (b) si deducono tosto dalle (2) e (2)bis. E in modo perfettamente

analogo si dimostra la proposizione inversa.

stituendo ¢* a dw, e quindi zero a Z¢; Du; = & ¢ du; nella formola (5)
del § 59, si trova

,

q)i q)k:.%(paik +%2a"‘”¢r— s%zbiqu)r .

Moltiplicando per ¢;x e osservando le (1) si giunge subito alla formola
che si voleva dedurre.

(*) Vedremo pit tardi che le corrispondenti superficie sono quelle che
ammettono o * deformazioni proiettive in sé.
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§ 61. — Il primo problema dell’applicabilita proiettiva.

4) Preliminari.

I1 problema che ora ci accingiamo a risolvere, partendo dalle
ricerche dei §§ precedenti, si enuncia: Dati due elementi lineari
protettivi, riconoscere se é possibile trasformare Uuno nell’ allro cam-
biando opporlunamente le variabili indipendenti e, nel caso afferma-
tivo, determinare tutte quelle trasformazion:.

Nel caso che gli elementi lineari dati appartengano effettiva-
mente a due superficie date, tal problema & equivalente all’altro
di riconoscere se le due superficie sono proiettivamente applicabili
e, nel caso affermativo, di determinare tutte le corrispondenze che
realizzano 1’ applicabilitd (*). Noi possiamo senz’ altro escludere il
caso J = 0 esaurientemente trattato al Cap. IV § 40, e far uso di
forme normali. Riteniamo le nostre solite notazioni per il primo

elemento lineare :—3, e per I’altro %3 faremo uso di notazioni
2 P2

analoghe dotate di un soprassegno. Il nostro problema & stato riso-

lato, per la prima volta, dal Carran, nella Memoria Sur la défor-

mation projective des surfaces, Annales de 1’Ecole Normale, (3) 37,

1920, pagg. 259-356 (cfr. pagg. 307-311). II metodo di Cartan

suppone risoluta 1’ equazione cubica ¢3= 0. Noi non faremo uso
di nessuna irrazionalitd oltre la solita }|4|.

B) Condizioni necessarie.

Supponiamo dapprima che esistano due invarianti (propri o
impropri) P e @ del primo elemento lineare proiettivo (**) le quali

(*) Cio é stato dimostrato al Cap. II, § 20 4). Il problema si pué chia-
mare il primo problema dell’ applicabilite profettiva, analogamente alla lo-
cuzione usata dal Bianchi nel caso metrico.

(**) Cioé quantitd intrinseche o impropriamente intrinseche, che dipendono
soltanto dai coefficienti di ¢, 93 e dalle loro derivate.
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oP oP |
X Co - : ou v |
siano funzioni ¢ndipendent: di u, v cio¢ tali che

6Q 0Q |<

_ ou 0dv
Allora anche P e @ devono essere funzioni indipendenti di w, v.
Poniamo v, == 1 oppure v, = — 1 secondo che P & invariante

proprio o improprio, e similmente 7, =1 oppure 7,= — 1 secondo

il comportamento di Q. La trasformazione cercata, se esiste, & evi-
dentemente tale che sono soddisfatte le

(l) T)=a1P ’ 6‘—:&2@;

dove o, =1 se 7,=1, e a,==+1 se ;= —1. Un primo passo
nella risoluzione del nostro problema sard pertanto di esaminare se

le (1) si possono risolvere rispetto a u, ». Se cosi non 8, il pro-
blema & subito risolto negativamente. Invece, nel caso affermativo,
affinch® un sistema di soluzioni possa fornirci la trasformazione
cercata, & evidentemente necessario che, se 7,==— 1, il segno «; sia

quello dello Iacobiano di w, v rispetto a », ». Per brevita di-
ciamo soluzioni proprie di (1) quelle che soddisfano a questa con-
dizione relativa ai segni (*).

C) Condizioni sufficienti.

Scelti gli invarianti P e @ comunque, purch¢ funzioni indi-
pendenti di 4 e v, 1'esistenza di una soluzione propria delle (1) &
soltanto una condizione necessaria per la trasformabilitd di ¢g: ¢,

in @g: @,

Per trovare condizioni sufficienti, osserviamo dapprima che si
possono, con semplici derivazioni, dedurre da due invarianti qua-
lunque P e @, degli invarianti nuovi. Infatli, posto

A(P’Q)=2aihPiQ}c) A(P’P)':A(P)
@
) E(P)Q)=zai”PiPth’ E(P’P)-':E(P):

*) Se N = My = 1, (e quindi o, = a, = 1) ogne sol}lzione di (1) & pro-
pria. Le soluzioni che non sono proprie non hanno per noi nessun interesse.
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sono invarianti nuovi le espressioni (*)

Ap), A(P,Q), AQ),
E), E(P,Q), E@,P), E(Q).

®)

Ora possiamo enunciare il teorema: Se P ¢ Q sono due inva-
rianti di @g: Py che siano funzioni indipendents di u e v, condizions

necessarie e sufficients affinché g : ¢, sia trasformabile in @ : @, SONO
1° che esista qualche soluzione propria (**)

(4) u="TUu,v), v="(u, v)
delle (1);

2° che le equazions

Bl

. (@ =AQ, EF) =uE®),
Y E(.Q=wE(P,Q, E@ P)=sEQ, D).

E@Q =0,EQ (™

siano conseguenza delle (4). Le trasformazioni di ¢g: ¢, in ¢4: @,

(*) Esse son legate dalle identitd facilmente dimostrabili :
A(QE[F)—2A(P,QEMP,Q) +AP)E(Q,P)=0,
A(QEMP,Q —2A(P,QE(Q.P)+AP)E(Q)=0,

E/P), EP,Q, EQ,P) .

E(P,Q), E(Q,P), E(Q) + A(P)A(Q)—A(P,Q)’}=0-

A(P), AP,Q), AQ

Se p. es. P & invariante proprio, @ improprio, A (P), A(Q), E(P),

E(Q, P) sono invarianti propri e gli altri impropri.

(*+) Cfr. pag. 320.

(***) dove i segni «; son quelli che compaiono nelle (1). Tra le equazioni
(4) bis , quattro soltanto sono indipendenti. Cfr. la penultima nota a pie di pag.

Fusint e Crcw, Lexioni di Geometria protettivo-differensials. 21
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sono tutte e sole quelle soluzioni proprie di (1) che si trovano nelle
condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema basta evidentemente provare che,
scelte P o @ a nuove variabili indipendenti (*), i coefficienti delle
forme trasformate di ¢, e ¢; sono funzioni razionali delle quantita
(3), a coefficienti numerici. Ma, dato il significato intrinseco di P
e @ e delle espressioni (3), basta provare che i coefficienti delle
%o © ¢, stesse sono funzioni razionali delle sole

A(u), A(u,v) ecec
Ora
Alw)=a'l, A(u,v)=a2, Aw)=a2,

E(u)=all| E(u,v)=a'2, E(v, u)al??, E®») =a?2

ed ay e ay, sono evidentemente funzioni razionali, a coefficienti
numerici, delle a®* e a®!.

Per poter applicare il teorema ora dimostrato in tutti i casi
in cui esso & applicabile, occorre saper decidere se un dato ele-
mento lineare ¢4: ¢, possiede due invarianti che siano funzioni in-
dipendenti di « e ». A cid risponde il teorema che noi dimostre-
remo al § seguente: dato comunque un elemento lineare proiettivo

P9 Pg, 0 Vi s0n0 due funzioni indipendenti fra le espressions
(5) ¢, ¥, ¥, H,K,0,0

definite ai §§ 59 e 60, oppure non & possibile trovare due invarianti
di @g:tpq che siano funzioni indipendent: di u e v.

.

D) Nuova forma delle condizioni -sufficienti.

In particolare, il criterio precedente & applicabile se ® o W
sono funzioni indipendenti di » e ». Ma in tal caso possiamo enun-
ciare un criterio pilt semplice: Se ® e W sono funzioni indipen-

(*) Cid é possibile, essendo per ipotesi P e @ funzioni indipendenti
di v e .
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denti di u e v, condizions necessarie e sufficienti affinché g : ¢, sia

trasformabile in 53: %p SOTMO :

1° che esista qualche soluzione

(6) u=U@,v), v=V(u,v)

)

delle equazioni ® =&, T=V;
2° che, essendo o. il segno dello Iacobiano

aUu au
du ' ov
v av |’
du ’ odv

le equazions
V=00 6 H=aH, K=K, 06=0, 8 =060
siano conseguenza delle (6). Le trasformazioni di gg: ¢, in @g: ©2

sono tutte e sole quelle che soddisfano alle condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema, osserviamo dapprima che, se si possono (*), par-
tendo da un’ espressione intrinseca P qualsiasi, definire due altre espressioni
intrinseche Py e Py (**) dalla

(7) dP=P12<p,~du,'+PnEtPiDuta
ed &
(7) vis P = -(%-Ekl)i P, Py=— —;—23"" $r Py (%),

Q essendo un’altra espressione intrinseca, poniamo analogamente

dQ = Q1 2¢; du; + QuZd; Du; .

(*) Se @ z 0; in particolare dunque se ® e ¥ sono funzioni indipendenti

di % e ». )

(**) Se P & propriamente intrinseco, P; & pr. intr. e Py & impr. intr.;
se P & impr, intr., P; & impr. intr, e Py 6 pr. intr.

(***) Cid segue dalla definizione stessa di &.
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Segue
AP, Q)=32a™*P; Q1=
=Za% (Pr i + PuZ 8. ¢7 ) (Q1 dx + QuI ¥ *) =
=Pt QrZa® i gu + (P1 Qu + LPu Qr ) T¥ridm? 4
+ Pri Qu 2 %y S 0 r s

Ora
Zathdi gp=P, Z¥drdt=— 29" ¢i=0,
3 % Fon QT PS5 = 2 902 @y ag; O Jgp P S =
=2 Y apr Pr Pt = — e Zap PPt =—cec®,
cosicché
®) AP, Q)=® P Q1 —ePuln),
e in particolare
(8) bis AP)=@(Pi—<Ph).
Similmente

E(P, Q)=ZaM P, P, Q) =
=ZaM(Pr i + PuZ¥mid” ) (Prn+ PuZda ) (Qrdr 4+ QuEdudt) =
=P QuZa™ ¢ gn iy +
=+ Py 2Py Q1 4 2P1 Qu) Zatt 34" dp ¢y +
4+ Pu(Pu Qr + 2Pt Qu) Za™ $i $a 47 ¢ 4y +
4+ Pl QuE a™ g Ban S 7 4° ¢
onde, ricordando la definizione di ¥ e ¥’ e le formole (3) e (8) vis del § b7,
E(P, Q) =T (P{ Qi+ 2eP1 PuQu+¢PiQr)—

) .
— @ (P} Qu + 2Pt Pu Qt +  Pii Qu),

in particolare
(9) bis E(P)=UP; (Pl +3¢Ph) — U Pu(3PI + « Ph)

. Ora possiamo tosto dimostrare il teorema di pag. 323. Infatti, per il teo-
rema di pag. 321, basta provare che le A(®), A(® , V), A(T), E(®), E(P, V),
E(T, ®), E(Y) si possono esprimere razionalmente mediante ® , ¥, ¥, H,
K, ©®, 0. Orale (7) e (8) mostrano che quelle quantitd sono funzioni razio-
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nali di @, @, ¥, &, &y, ¥, Pu (*); d altra parte, le formole (2)
e (2) bis del § 60 esprimono ®; , ®y;, T, ¥y mediante ® , ¥, T, H, K,0,90’,

§ 62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi

con un gruppo continuo di trasformazioni in sé.

4) Alcune formole preliminari.

Prima di procedere alla risoluzione del nostro problema anche
nel caso in cui le sette espressioni

1) ¢, V,¥, H,K,0,0

sono funzioni di una di esse, occorre premettere qualche formola
sulle forme differenziali lineari

2d;du,, Z¢,Du;, Ja,., " q;? du; .
Siano Yo, du;, , 2B, du,

due forme differenziali lineari nelle variabili e v, e d, & siano
due simboli diversi di differenziali ; poniamo col Cartan

]Za,-du,- 2B, du;
@) [Bodus, 2f,du;] = l Do, 0u; TP du; =

= ¢JA]| Z 8 o, B, [du , dv].

Valgono le formole (**)

(*) E di e; ma e & funzione razionale di @, ¥, @, per !’ identita (2)
del § 59.
(**) Tnfatti, per la (1), la (2) del § 56 © la (3) ser del § 57,
[Z¢s du; , 2¢; Duy ] =[Z; duy y 29 du; ] =
= | 4| 29 8 ¢ [du, do] = V| 4| Z¢s ¢ [du, do],
[2¢; dui y Zajs $7 ¢ du; ] = s]l\A| I3 apps Qi 7 ¢ [du, do] =
= |4| 20 s ¢ ¢* [du , do].
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(2) s [Z¢,du, , ¢, Du;] =[] @ [du, dv] ,
(2) ter [Z,du; , Zag,, ¢ ¢du,] = e Vm U [du , dv].

Covariante bilineare della forma differenziale lineare X o, du,
si dice (*) I’espressione a due sistemi di differenziali

(3) (Za;du) = 8Za,du;, — dZa, Ou; =
= sﬂf{z.‘w oy [du, dv],

le oy essendo derivate covarianti rispetto a (una qualsiasi forma
differenziale quadratica, poniamo rispetto a ¢,). E ovvio che
(Za;du;)’= 0 allora ed allora soltanto se Za, du; & un differenziale
esatto.

Dimostriamo che: 1° se & >0,

) (Bedu)'=— e - [Bddu, B¢, Dug]
K
(4) b1s (¢, Du) = 38—6- [Z¢;du; , E¢; Du,] .
o —0: T
2°se d=10; lIJ‘<0
(5) (B i) = — g[S duy, Sa, ¢ ¢ du]

(5) v (St ¢ ¢ du)' = — (1 +2 %) [5 gy du, , Batg ¢ ¢ dui].

Infatti, da (3) si deduce
(Z¢iduy ) =el|A| 23 Qp [du , dv] =

=— V4| Hdu, do] ,

(*) Cfr. p. es. Goursar Legons sur le probléme de Pfaff, p. 17.
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(2 Dug ) = (29 " duts Y = s V]| 4| B9 9 a7 s [dut , do] =

= — V|2 20 s [dus , do] = 3V 4| K Tdu , do]

e basta ricordare la (2)bis per dedurne le (4) e (4)bis, © 1a (2) ter Per dedurre
la (). Similmente si deduce da (3)

(Bamsd” ¢ du; Y = e V| 4| 39 apand” ¢ [du, do] +
+ 2eV| 4| 28 @ ¢ Gon [du, do]
cosicohé, ricordando la (3)er del § 57 o la (1) del § 58

(Z@irs " P duts ) = — s || A| W'+ 20) [du, do].

Osservando la (2)ter si ricava la (5) bis.
B) Un lemma.

Se Zo;du; e LB, du; sono due forme differenziali lineari linear-
mente indipendenti nelle variabili w, v, e N é una funzione gqua-
lungque di u, v ma won costante, e se nelle equaziont

(E oy dui)’= .A. [2 0y dlli 3 Z Bi dui] y
(B dw)=B [Eoydu;, Zp; duy],
d)\——: CZa, dlll + DZBi dui

le A, B, C, D sono funzioni della sola \, si pud con quadrature
determinare un fattore integrante per Do du; e per X B; du;, pids ge-
neralmente per A Doy duy + A, Z0;duy, Ay e A, essendo funziont
qualunque della sola )\ ; tal fattore integrante € funzione della sola X.

Basta provare 1’ esistenza di un fattore integrante per Za; du; (*). Ora
da (3) si ricava, se p 6 funzione di A,

(*) Se p. es. Ai?o, le condizioni dell’ enunciato restano soddisfatte se in-
troduciamo la forma A, 2 o«; du; + A, 28; duy al posto di = oy du; .
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(pZaidu; ) = p( Zas duy ) + [Zey dus , dp] =
— (pd + D%;-) [Bos dug , B8 duy 1.
Se D ¥ 0, & pertanto »
e_f% @A o du;
un differenziale esatto; se invece D = 0,

Cz o du; =d\

¢ pure un differenziale esatto.
0) 11 teorema fondamentale.

Se tutte le quantite (1) somo funzioni di una sola variabile
A=\(u, V), e non ¢é simultaneamente ® = cost., ¥ = cost., con-
dizione necessaria e sufficiente per la trasformabilitdy di @3: Py n
Pat g ¢ che

6: l_lr—’ I_TJ‘,’ H; E; @) 6’
siano le stesse funzioni di una sola wvariabile r=2A(u,v) come
le (1) di \. La trasformazione di @g: ®, in g : -c;;z pud farsi in
o 1 modi che si trovano con quadrature.

E evidente che le condizioni dell’ enunciato sono necessarie. Per dimo-
strare che son sufficienti, e per trovare effettivamente le trasformazioni di

93 @, in '53 : -:Ez, distinguiamo due casi.
1° caso: @ 20. Posto
Bo; dug = Z; du;  ZB; duy = Zd¢ Du; ,
A=® o0se ®=cost, A =0
le condizioni del lemma son soddisfatte, in virti delle (4) e (4) vis e della (2)

del § 60. Il lemma ci dice pertanto che possiamo con quadrature determinare
due funzioni di %, %, siano U e V, tali che

aU = pZ¢sdus , dV = oZ¢; Du;,
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p o o essendo funzioni di A. Analogamente si vede che possiamo con quadrature
determinare due funzioni di « e », siano U e 1, tali che

dU = ;Zaid;.‘ , dV = ;2@ D-dt 3

inoltre p e o sono lo stesse funzioni di A come p e o di A. Per fissare lo
idee, supponiamo D 20 (*).

La trasformazione cercata non pud essere contenuta che fra le (**)
(6) A=A , U="U-4a, a costante arbitraria.

E, comunque si scelga @, la trasformazione scritta porta 5 : ¢, in P <_pg.
Per vederlo, introduciamo A ¢ U + @ al posto di » e » (¢ A e U al posto
di % e v) come nuove variabili indipendenti. B (cfr. la (7) del § 61)

)‘1=C, )‘“=D’ (U+a)1=9, (U+0/)n=0,
_7\I=6) _lu=ﬁ, L71=p—, ﬁ[:O;

inoltre @, ¥, ¥, C, D sono funzioni della sola A, e &, ¥, T, C, D sono
le stesse funzioni di A. Le equazioni (8) e (9) del § 61 mostrano quindi im-

mediatamente che, introdotte le nuove variabili sopra nominate, sard ¢, : gy =
= @3 : ¢, in virtu delle (6), c. d. d.
20 cago : ® = 0. Scegliendo

Do dug = Bs duy , ZPi dug = s PP duy , A =10,

le ipotesi del lemma sono soddisfatte per le (5) e (B)nis © per la (4) del § 60.
Il lemma dice che si possono con quadrature determinare U e ¥ in modo che sia

AU = pZ¢sdus , dV = 0Zaisd" ¢* du; ,

p e o essendo funzioni della sola A. E si continua come sopra, cosicché possiamo
lasciare al lettore il resto della dimostrazione (***).

(*» Se D=0, & 0? 0 (altrimenti X sarebbe costante, contro 1’ipo-
tesi), e si procede analogamc;lte.

(**) Si osservi che A e U sono funzioni indipendenti di %, », essendo
pD z 0.

(*+*) I1 lettore vedra facilmente che il lemma si pud usare a determinare

con quadrature le linee asintotiche, le linee di Darboux o di Segre, le linee
integrali di Z¢; dw; =0, ecc.
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Corollario : Se le (1) sono funzioni di una sola variabile, ma
® ¢ W non sono simultaneamente costants, U elemento lineare proiet-
tivo ammelle un gruppo continuo di deformazioni proieitive in 8é,
Basta prendere, nel teorema che precede, @, : 52 identico a @g: p,.
Da cio risulta che non possono esistere due invarianti funzioni
indipendenti di %, v, come abbiamo gid annunciato a pag. 322,

Resta il caso in cui @ e W sono costanti. Allora vale il se-
guente teorema semplicissimo :

Se @ ¢ W sono costanti, condiziont necessarie e sufficienti per

la trasformabiliti di @q: g in Pg: Py sONMO
c=e , P=® , T=V,

La trasformazione pud farsi in % modi che si trovano con qua-
drature.

E evidente che le condizioni dette sono necessarie; per dimostrare che
sono sufficienti, distinguiamo tre casi.

1°caso: @ 20. Le (4) e (4)uis si scrivono, ricordando il teorema del
§ 60 D,
(Zgidus ) =0, (Z¢; Dug Y= — _Z— [Z¢; dui 2, Du; 1.

La prima dice che

al

s du; = — 3¢ T

¢ un differenziale esatto; e dalla seconda si ottiene tosto
(U}"‘q)z D“i )'n 01
cosicché anche

U2¢; Du; = dV

¢ un differenziale esatto. Introdotte U e ¥ a nuove variabili indipendenti (*),
si trova senza difficolta, ricorrendo alle formole (8) e (9) del § 61

1

P = m (dUZ__ 9EdV2)’

(*) Si vede subito che esse sono funzioni indipendenti di « e .
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13 , 2

+9¥AUAV?2+ 210 dV3).

Introducendo in modo analogo nuove variabili indipendenti al posto di
% e v, si vede subito che ponendo

UT=U,V=+V®

%g: Py Si trasforma in @j : @s. Ora Ue V non sono determinate che a meno
di sostituzioni della forma

aU , aV+5b,

con @, b costanti (a 2 O) cosicché risulta provato tutto cid che si é enunciato.

2° caso: ® =0, ¥ z 0. Osservando di nuovo le (5) del § 60 D, le (5)
6 (5) bis danno

(Zdidu; ) = 0, (Ea;,sqa” ¢ duy )': —_ —;— [2di dus y Dairsd” 8 du; ].

8i pudé quindi porre

sgedu=—3 2L, USawy ¢ dus = v,

Introducendo U e V come nuove variabili indipendenti, il che il lettore
faccia come esercizio, si giunge facilmente alla dimostrazione dell’ enunciato.

3° caso: ® =W =0, ossia ¢, = ¢, = 0, quindi in particolare K = 0.
La curvatura di ¢, essendo nulla, si possono, come ben si sa, introdurre
con quadrature nuove variabili indipendenti in modo che i nuovi coefficienti
di ¢, siano costanti.

La (1) del § 58 mostra che anche i nuovi coefficienti di ¢; sono costanti.
Ed 6 un facile teorema d’algebra che due eoppie di tali forme si possono tra-
sformare 1' una nell’ altra mediante una sostituzione lineare a coefficienti co-
stanti in dw, do, a cui corrispondono o * trasformazioni in w«, 2.

Corollario: Se ® e W sono costanti, I’ elemento lineare proiettivo
®3: Py ammetle oo ? trasformazioni in sé.

() + secondo che ¥ =¥’ oppure ¥ — — 0",
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Quadro di formole per coordinate asintotiche.
Q11 = Ggg = Gy3p = App9 = 0, © =5gnay,,
G111 = G1aB , g0 = Gyg7.

Fy=2a,dudv , F;= a, (Bdud + dv3).

(§ 62, C]

J— P
B9
Ip=Bp=0 , Jp=—=8 =lay|,
l=922=0 , $2=_—90=— 1 )
| |
Dy=—wdu , Dv=odv,
Dy = —w¢;du + op,dv.
b112=b122=0)
by = —wapl , by = wayY,
F; = oa,y (— Bdud 4 ydvd).
gy = L dlog(val;: ) v _ 1 odlog(Bak:m)
172 ou R v :

In coordinate normali :
Ap=PBY , Gy =BT , Gy =f*,
o=sgnfy , byy=—0f7 , by = wfy®
po = 2fvdudv , @3 = Py (Pdu + ydv),
3 = ofy (— Bdu + ydv).

__ 0logfy? __ dlogB2y
¢I—T » fa= ov
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dlogp%y

bl

3 1 dlogB2y)\3
>+ 372( dv )’

o [0dlogB%7\?
By? v )

0%logBy®  dlogBy dlogBy®

ou? ou ou )

0%log*y  dlogBy dlog@y
o0v? D) ov !

0%logBy®  dlogPy dlogpy®

ou? ou ou )

02log 2y  dlogBy dlogpy

¥= Biv
T= 327

K==
H o
0= ?:T
+
o= B(:wr
o
Br®

ov? ov ov ) ’



		webmaster@dml.cz
	2015-04-23T23:47:21+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




