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CAPITOLO VI. 

INVARIANTI DELL' ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO (*) 

§ 55. — Alcune considerazioni preliminari. 

Dopo aver considerato, al Capitolo IV, il caso particolare di 
superficie rigate, ritorniamo ora alie ricerche generali. Al Cap. II 
abbiamo visto che, nella geometría proiettivo-differenziale di super-
ficie non sviluppabili, ha importanza fondamentale la coppia di 
forme differenziali 

F2 = Sarsdurdus, 
(1) 

Fs = larst dur dus dut  

legate dalle relazioni di coniugio 

(2) + 2 A]2 

e determinate soltanto a meno di un fattore com une arbitrario. 
Ricordiamo del resto che (Cap. II, § 15 D) supposto J ^ 0, dove 

II 

ain ail2 ai22 
(3) II all2 a\22 2̂22 

an a\2 a22 

(*) I risultati di questo Capitolo sono stati esposti, per la prima volta, 
da Cech nella Memoria «Étude analytique de Vêlement linéaire projectif 
d'une surface»,. Publications de la Faculté des Sciences do l 'Université Ma-
saryk, 1924, n. 36. 
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possiamo togliere ogni indeterminazione sostituendo alie F2, Fs le 
forme normali <p2, l°ro proporzionali per cui J= — 1. Appare 
opportuno, e ne vedremo delle applicazioni importanti ai Capitoli 
seguenti, interrompere i nostri studí geometrici per dedurre parec-
chie formóle utili relative a tali coppie di forme. I letlori che desi-
derino arrivare al piü presto alie applicazioni, possono omettere nella 
prima lettura i §§ 59, 60, 61, 62, accontentandosi di leggerne solo 
la definizione di <í>, W, W, H , K , @, al principio dei §§ 59 e 60. 
Avvertiamo puré che il lettore frettoloso puó accontentarsi di veri-
ficare le formóle dei §§ 56-58 in coordínate asintotiche il che si 
fa immediatamente, omettendo le dimostrazioni generali da noi 
messe in carattere piccolo. Pero lo studio delle dimostrazioni del 
testo appare utile per penetrare nello studio dei metodi usati ai 
due Capitoli seguenti. 

Prima di tutto, spieghiamo il procedimento d'elevazione degli 
indici di cui faremo uso frequente. Sia per fissare le idee, come al 
Cap. II § 9, brst un sistema covariante simmetrico a tre indici. 
Porremo 

Ht ̂  2¡Airbrst, 
r 

b? = = 
s rs 

b™=XAltb? = 2AirAksAubrst. 
t rst 

II sistema b\h p. es. si dice controvariante negli indici i e k 
e covariante nell' Índice t. Ció vuol diré che, introducendo nuove 
variabili indipendenti u, v, esso si trasforma come il prodotto 
píd^dwfc, le pí essendo covarianti. Osserviamo che, anche se il si-
stema covariante brst non fosse simmetrico, si puó elevare un Índice 
qualunque; soltanto occorre tener presente Pordine degli indici. 
Si pone allora p. es. 

b% = Y*AirAKsbrst, 

tt 
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In virtü del le identitá 

(4) S Airais = e; ove ê  = 0 , se r ^ s , ej = 1 se r=s ; 2M¿fcaí7t=2 
< \ ik 

si ritorna semplicemente da uno qualunque dei sistemi b\t, 6f , 
bikl a brst (abbassamento degli indici). Si trova cioé tosto 

brst = Sa<r6¿ == Sa¿rafe5fef = Sa/ra,tai(6^ , 
i ¿fe ifcl 

ed anche 

6Jt = S ecc. 
k 

Porremo anche frequentemente 

= « r f ; 

e ció non é che un caso particolare della notazione generale ora 
spiegata; infatti si riconosce súbito che 

atk = Sfl^^a«. 
rs 

Avvertiamo ancora che ometteremo al solito d' indicare, sotto il 
segno gli indici rispetto a cui si somma, táli indici essendo 
semplicemente sempre quelli che compaiono due volte, come Índice 
superiore e come índice inferiore (*). 

§ 56. — I differenziali coniugati. 

II sistema covariante ars si ě visto al Cap. II § 9 aver V im-
portante proprieta che il suo sistema derivato covariante e idénti-
camente nullo. Yi ě un altro sistema covariante che gode la me-
desima proprieta. Posto infatti 

(1) &u = o, a u = /¡IÍ, = &2a = o, 

(*) L* índice di un differenxiale si deve riguardare come un Índice superiore. 
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é facile vedere che le $rs formano un sistema impropriamente co-
variante (cioe covariante per cambiamenti di variabili a Iacobiano 
positivo, cambiante di segno per quelle a Iacobiano negativo). Di piü 

^ ¡kt\ n ^ (si 
dt», 

si vede súbito idénticamente nullo, in virtü della formóla 

aiog/pf] _ ( i v 
a«, 1 1 1 + 

Mentre il sistema ars é simmetrico, il sistema é pseudosim-
métrico, cioe $sr = — $rs. Ció bisogna tener presente nei nostri 
calcoli. 

Qual' e il sistema controvariante ? Essendo A = — e \A |, 
si calcóla súbito 

anche il sistema $rs é evidentemente pseudosimmetrico. 
Notiamo le identitá analoghe alie (4) del § 55 

2 = — £ üsi = S yfc díf = 0 se ¿ > «, 

(2) = — e se Je = s, 

— 2s. 

II sistema covariante -9v4 si puo generalizzare al caso di un 
numero qualunque n di variabili indipendenti; ma nel caso attuale 
di n = 2 esso ci conduce ad un concetto peculiare per tale caso, 
cioe al concetto di differenziali coniugati che ci riesce opportuno 
per semplificare diversi calcoli. I differenziali dut formando un 
sistema controvariante, lo stesso vale delle espressioni 

(3) Duí = S^Ofc.df«,. 

Si ha anche 

(3) mb Du i^üd i h&k tdu s ; 
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infatti 

(4) 

essendo 

S r a ^ = S aip ak<i aks = S ä., a^. 

Scrivendo per disteso, abbiamo 

(3) 

Si vede subito che, se F2 = 0 definisce le asintotiche di una 
superficie, la direzione corrispondente a Dut è coniugata a quella 
corrispondente a duh ; perció appunto chiamiamo i Dut i differen-
zlali coniugaii. Da ció si prevede che si puô, a meno di un fattore, 
scambiare d e D nelle (3) ; precisamente si trova osservando le (2) 

Dal significato geométrico dei differenziali coniugati risulta 
súbito senza calcolo che la forma F2 si moltiplica soltanto per un 
fattore finito, se vi sostituiamo i Du{ al posto dei du^ e lo stesso 
si vede valere di una forma differenziale quadratica qualunque 
coniugata ad F2. Precisamente valgono le 

S ahs Dus = 2 aks à* duq = S ükq duq = sdu, 

sicchè 
( 3 ) quater du, = £ 2 akt Du, = S 2 a * üks Dus . 

(Ö) - laksDukDus = — sFtt 

(6) 2 bks Duk Dus = e 2 bks duk dus, se 2 = 0 . 

Cominciamo con la dimostrazione della (6). Noi sappiamo che 

Ii bks Duh Dus = a 2 6/t 5 duk dus 

e vogliamo determinare il fattore a. Sostituendo qui 

duh 4- X Duk 
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a du\ e quindi [ c o m e r i s u l t a dal c o n f r o n t o di (3) e (3)quater] 

Dttk -4- sXduk, 

a DUK e confrontando i coefficienti di X, risulta 

Zbksduh Dus = eallbksDuh dus 

sicché, essondo bhs = bs\ , ecc = 1, c.d.d. (*) Per dimostrare la (5) si noti che 

(5) bis F2 = — e Í\A\(duDv — Du) 

come risulta súbito p. es. dalle (3)ter. Ora, sostituendo DUÍ a dui e quindi 
edui a DUÍ , la (5) bis mostra che F2 si moltiplica per — e , il che appunto 
é affermato dalla (5). 

Introduciamo ancora una notazione, che ci sará comoda qualche 
volta. Se <p é una funzione qualunque di u , v , si scrive : 

ossia 

(5)ter F2 = — e S -9-ih dui Du*, 

dy = (p±du <p2dv í 

e noi scriveremo analogamente qualche volta 

(?) Dtp = <p1Du + (p2 Dv. 

§57. — La forma differenziale Fz'. 

A) Definizione di Fz\ 3 • 

(1) 

Noi porremo [cfr. le (3)ter del § 56] 

= ahst duk dusDut = 

_ s axldu + a12 dv ain du2 + 2all2 dudv + a122dv2 

Í\A\ a12 du + a22 dv all2du2 + 2a122 dudv + a222 dv2 

(*) Si noti che il ragionamento non si applica se bhs = cu,s, essendo 
idénticamente Sa*« du\ Dus = 0 . 
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e indicheremo con. bfot il sistema simmetrico dci coefficienti della 
forma impropriamente intrínseca Fg, La forma F'z é, come la -F3, 
coniugata ad F2, cioe valgono le 

(2) ZAhsbkst = Wbhst = 0 . 

Le bhst sono date dalle 

(3) bhst = X&ita[s, 

ed inversamente valgono le 

(3) bis a ^ s S ^ & L . 

Di piü si hanno formole simili 

(3) ter = 

(3) quater = £ 2S bhsi . 

Accanto alia (1) possiamo scrivere anche 

(1) bis F3 = s £ ahst dukDus Dut, 

(1) ter F 3
r = . £ S fl^ J3W,. 

La (1) ter mostra che V equazione F£ = 0 definisce le tangenti 
di Segre. Tutte le formole precedenti si verificano súbito in coor-
dinate asintotiche, ma noi le dimostreremo mediante calcoli diretti. 

Essendo [cfr. le (3)M . del § 56] 

2 ahsp duh dus Dup = 2 ahsp a,pi dut duh dus = 2$¿É a\s duh dus dut , 

per dimostrare le (3) basta provare che, se si definiscono le bhst dalle (3), 
esse formano un sistema simmetrico. Ora é evidentemente bhst = bskt, sicché 
basta provare che bhst = bus, ossia cho bhiz — bh%i = 0 , oppure che 

2 0 . ^ = 0. 

Ora [cfr. le (2) del § 56] 

2 frt but = S b s t h t ais = 2 3 ^ % - u a í r a f t í r = - s S a í r a J l í r = 0 . 
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Da (3) si deduce poi [cfr. le (4) del § 56 e le &hs = — &sh] 

b{s = 2 a" bpi aïs = S ̂  api afls = S ahsi, 

cioè le (3) ter. E lascio al lettore il facile esercizio di provare anche le (3) bis, 
(3)quater e (2). Per dimostrare le (1) bis e (l)ter basta osservare che e per le 
relazioni di coniugio e per la (6) del § 56 

S ahst Duk Dus = eS akst duk dus . 

B) Alcune identità notevoli. 

Noi sappiamo (Cap. II § 12) che la forma F2 è proporzionale 
ail' Hessiano délia forma Fa ; la seconda espressione (1) di F'3 prova 
pertanto che la forma F'z è proporzionale al covariante cubico di Fz. 
Esiste dunque una relazione lineare ed omogenea fra Fl,F's~,Fl, 
e precisamente 

(4) F l - ^ F ' i + = 

In particolare, usando le forme normali <p3  

= — JF'Z, = — 7 e s s a diventa 

(4) bis e ?32 92 = 0 • 

La teoría dei covarianti di una forma cubica binaria conduce 
anche ad altre formóle importanti. Infatti le forme Fs e F'z essendo 
proporzionali a forme covarianti di Fd, evidentemente anche le 
forme 

S a? aihs dur dus, S bf bihs dur dus, S a? b¿hs dur dus 

sono proporzionali a forme covarianti di Fd. Ora, come è noto, Túnica 
forma covariante di secondo ordine di una forma cubica binaria è il 
suo Hessiano, sicchè le forme sopra scritte sono nulle oppure sono 
proporzionali a F2. Più precisamente, noi dimostreremo le formóle 
importanti 

(5) ^afaihs= —Jars , 

(5) MS Iibfbihs = s Jari, 

= — JFz, ^ = 
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(5) ter = — 

Per provare lo (5), occorre dimostrare anzitutto le formole 

(6) 2 aikl ana = — 2J, 

(6) ms 2 bikl biki = 2eJ, 

(6) ter 2 a,™ bikl = 2 a¿ki b = 0. 

Dalla (3) del § 55 segue súbito 

£ 
J = — 2 ¡ _ (ííjii ak22 — 2a¿i2 ^12 4- «¿22 <LM\ ) — 

¿ m 

= 2 ̂  aih airs akpq = — 2 O-5« a¿„ 4« 

o facendo uso di (3) ter 

Da questo si passa súbito a (6) e (6) bis: a (6) facendo uso della (3) quater, a 
(6) bis facendo uso della (3) ter. In quanto alia (6) ter, da (3) si lia 

2flttí aíi , 

e il secondo mombro, cambiando di segno se si scambiano gli indici i e 
svanisce idénticamente. 

Ció premesso, osserviamo che i sistemi covarianti 

h. ar Clihs •> 
2 br b¿kS , 2 ar biks + J&rs 

sono simmetrici (*). Pertanto, ricordando 1' osservazione fatta sull' Hessiano di 
una forma cubica binaria, risulta che si possono trovare a , p e y tali che sia 

Sih 

dr
 aiks = a . ars, 

2 b? bik¡s = p . ars , 

2 a'r biks J&rs = Y • tirs • 

(*) Ció é evidente per i primi dúo, ma vale anche per il terzo. Infatti 
[cfr. (3) 

quater e (6) del § 57 e (2) del § 56] 

(2 aT b¿h2 *+• J&12) — (2 af bih\ - f J $21) = 

= - e|/|¿|2^(2af b<hs + Jbrs) = — eV'\A\(2eJ— 2 e J ) = 0 . 
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Ora moltiplicando le precedenti per ars e sommando, si trova 

2oc == 2aiks aihs , 

20 = 6<fcI , 

2y = , 

e basta osservare le (6) per arrivare alie (5). 
Passiamo alia dimostrazione di (4). Dalle (1) e (1)MS si deduce 

eFz
2 — F3

2 = 2 a,iki du¿ duh dui . 2 arst dur Dus Dut — 

— 2 ciihi du¿ duh Dui . Sfln« dur dus Dut 

— 2 a¿u ctrst dui duh dur Dut (dui Dus — dus Dui ) 

= — & Í\A\ aiudrit du¿ duk dur Dut . (duDv — dvDu) 

e per la (5) bis del § 56 

6JP3
2 — F3* = dihi arst du¿ duh dur Dut 

e, scambiando gli indici i ed r, k e t. I e s , essendo = — 

sF3
2 — F3'2 = -i- üiudrstdui dur (duK Dut — dut Du\ ) 

£ 

— l / f á f i ^ S ^ ^ diu arstdm dur (du Dv — dvDu). 

Applicando nuovamente la (5) bis del § 56 si deduce 

sF¿ — F3
2 = -L F 2 2 aihl arst du¿ dur , 

ed osservando la (3)ter 

= Y F2 s bu arst dUi dur , 

indi per la (3)qUater 

= F2
2 2 af arst dui dur , ¿i 

e finalmente per le (5) 

s F3
2 — F3

2 = — -y JF2
2Hair dm dur = ~ Y JF*3 » c. d. d. 
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§ 58. — La forma differenziale . 

A ) Deflnizione delle <]> *. 

Dimostreremo in questo § che il sistema covariante arsti deri-
vato del sistema covariante arst puô sostituirsi con un sistema co-
variante tpj ad un sol indice. Tale fatto è importantissimo, perché, 
come vedremo anche nei futuri Capitoli, ció permette di daré ai 
calcoli di geometría proiettivo-differenziale delle superficie grande 
semplicità ed eleganza. Pero le formóle che andíamo a dimostrare 
non hanno senso se J = 0. Supponiàmo quindi in tutto il § attuale 
J ^ 0, sicchè le nostre formóle non si applicano a superficie rigate. 
Osserviamo dapprima che le forme Fd e sono linearmente indi-
pendenti (*) ; se ne deduce che ogni forma cubica coniugata ad F2  

ô combinazione lineare di Fz e F'z. Ora tali sono le forme 
Sdrííí dur dus dut (i — 1, 2) ; infatti, derivando covariantemente le 
Sarsarií = 0 si trova hàrsarstl = 0. Ne segue tosto che si possono 
trovare due sistemi covarianti a¿ e ¡3< ad un sol indice tali che sia 

(<*) Ursti = «¿áf* + $ibr*t • 

Ora è facile vedere che a¿ = — (**) ; noi porremo 

(*) Infatti, so fosse brst = *a,rtt, sarebbe 

2 brst brst = a 2 br5t arst, ossia J = 0 

per le (6) bu e (6) ter del § 57. 
(**) Infatti, derivando covariantemente la (6) del § 57, si deduce 

Ji = 2{ahr a*5 a,** akpq arst )i = 

= 2 akr a*5 a(ahpqi arst 4- ahp<1 ar$ti) = 

= — lahr a$s a** a^ arsti = — Iarst ar$a. 

Moltiplicando la (a) con a r s t e sommando, si ottiene pertanto, osservando 
anche le (6) e (6)bis del § 57, — J i = — 2 J a < , c. d. d. 

FUBINI e ¿ECH, Lexioni di Geometría prowttivo-diffmnxiale. 20 
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sicchè 

(1) arsti = y - -y- + e £ . brtl. 

Accanto alla (1), vale la formóla analoga 

( 1 ) M. K M = - I - - Y . 6R S Í + A R S I . 

Essa si deduce subito dalla precedente, derivando covariante-
mente la (3) del § 57, e osservando che le derívate covarianti cli 
sono nulle. 

La forma differenziale è evidentemente intrínseca; ma 
essa non è invariante. È invece intrínseca ed invariante la forma 

(2) s M«* 

ma é inutile conformarlo con calcolo, perché ci arriveremo in modo 
indiretto al Cap. IX § 76 dove vedremo anche il signifícate geo-
métrico delle direzioni aefinite dall' annullarsi di tale forma. 

B) Relazioni con le prs — nrjt. 

II sistema covariante arsti appare nella formóla (13) Cap. II, 
§ 14 B). Usando i diíferenziali coniugati essa si scrive 

P — n = -rLr s (aik]2 — aihn) dui Duh 
m\ 

ossia 

(3) P — n == — e S fl" du{ Duk 

(*) La ragione perché prendiamo le ty i o non le p ¿ come quantitá fon-
damentali, sta nel fatto che le <\> ¿ dipendono racionalmente dai coefficienti di 
F2 e Fz Q dalle loro derívate, come si verifica fácilmente. 
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Sostituendovi a Duk i valori (3), si trova tenendo conto suc-
cessivamente delle (3) tep e (3) quater del § 57 

P — n = — £ 2 y aiKr% apq dut duq = 

= — £ 2 birís apq dUi duq — — 2 apq a£t du¿ duq = 

= — 2 aiqLs du¿ duq = 2 (ptí — tü̂ ) du¿ duq , 

e ció puó scriversi 

(3) bis p,,; — nih = — 2^1, . (*). 

Se «7 j.'. 0, possiamo usare la formóla (1) che da 

S a ^ = i - 2 A oj, + £ 2 <|/ 6r, 

= i - S - ^ a r * + 2 f a,/a [cfr. § 57, (3)bis] 

sicche, se J £ 0, 

(3) ter — ir,-ft = — 2 í j - + »J>rj . 

§ 59. — Gli invarianti del primo ordinc 

delT elemento lineare proiettivo. 

A) Definizione. 

In tutto ü resto del Capítol o farcmo uso di coordínate normali 
(j = — i) n . 

(*) Si ricordi che 
2 dih—r =2>Ars Uihsr . 

(**) Le formóle che andremo a dodurre si generalizzano sonza difficoltá 
al oaso di J qualunque, ma ció ha poco interesse. 
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Porremo 

- S a" ^ <K = S aih <]/ f = S ^ <]/, 

(1) = 

Le quantitá , ^ , W hanno evidentemente significato intrín-
seco ed invariante (*). Essi sono del resto gl' invarianti piü sem-
plici deir elemento lineare proiettivo; vale infatti il teorema che 

ci accontentiamo d' enunciare, che ogni invariante (assoluto) di — 

che contiene soltanto derívate prime dei coefficienti di <p2
 e ?a & 

funzione razionale di 4>, W e W. Essi sono legati dall'identitá 

(2) qra — e V / a = - i - * 8 (**)• 
u 

B) Alcune identita nel caso <ï> 0. 

Le forme differenziali lineari 

2 du¿, 2 ^ DUÍ = 2 <¡>r , 

2 arfi <|>r <j>* , 2 a,.,, <J/' <|>s Du¿ = S 6,.sí t¡/ 

sono intrinseche (le due forme a destra impropriamente intrinseche) 

ed invarianti. Se le forme 2<|^dul9 2<¡>¿Dut sono linear-

mente indipendenti e viceversa (***) ; in tal caso pertanto le altre 
due sono combinazioni lineari di esse ; precisamente valgono le 

(*) Si tenga presente che esse s' intendono calcolate in coordinate nor-
mali e che é soltanto impropriamente intrínseco. 

(**) Ció si vede súbito, sostituendo ty* a du¿ nell'identitá (4) bis del § 57. 
(***) Infatti 

4>1 Z&rlW 
2 0>2 4>r = — S & k &rh i ^ = 
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x¡r tjr 
S a f r , W dut = - g - du¿ + e Du{ , 

(3) 

S alrt f <]>s Du, = ^ S fydui + 2 <h Dtii. 

Infatti, noi sappiamo che si possono determinare a e ¡3 in modo che sia 

2a¿rsc[>r du i = aS4> ¿ -f" • 

Sostituendovi al posto di d u i e quindi al posto di Duí si ottiene 

<\>5 Du i = epS4>¿ -f a2<(> t Du ¿. 

Nelle duo equazioni poniamo al posto di du t e quindi al 
posto di DUÍ . Si ottiene, tenondo conto delle (1) § 59 e delle (3) § 57, 

W = a<í> , e < r = , 

da cui si hanno le (3). 

C) Altr© identitá. 

Dimostreremo súbito che i quattro sistemi controvarianti a 
clue indici 

sono linearmente indipendenti se 
$ > 0 . Ne segue che, sotto Tipo-

tesi ogni sistema controvariante a due indici e combina-

zione lineare dei sistemi (4). Ció vale in particolare per duk, 
2ar , í cp, duk, E6rs¿ <]>,. <fs duh. Precisamente proveremo che 

yduh = ^ a» + S a«" 4>P - £ S6«" f . ) S <M«, + 

(5) 

+ e i - + S aihr bihr f . ) 2 fc Dut 
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Sa"«' <\>r'{)sduh — | ~ íP +4-1" alh + 4" 
2 <ï> 

(5). 
1 V i r 

+ 6 I"" T W*íh + ~ d T - ~ W*r)2i<Du{, 2 $ 

S6"« <|>,. ï,duh = ( - - 1 + i - -!- - 1 «J,r + 
2 <ï> 

(5) . / c VF' i qr i 
+ ( - T + — s - — — 2 ^ ) s Du< • 2 4> 

Dimostriamo dapprima che i sistemi con trovarían ti (4) sono linear monte 
indipendenti. Se 

c0&ik + ^a '* 4- 4- c32bihr c|/r = 0, 

scambiando ¿ con /c e sottraendo si ricava c{) --- 0. 
Moltiplicando con a¿k e sommando risulta anche ci = 0 per le solito ro-

lazioni di coniugio. Infine moltiplicando con aa oppure con b)h cps o tenendo 
conto delle identità (o) del § 57 si ottiene 

c2® = 0 , c3í) = 0. 

Quindi c.j = ci = o., = c3 = 0 , c. d. d. Pertanto si puô porro 

duK = ali-8,í/l + aAaifc 4~ oc2Saar 4>r 4- , 

cf>s dw* = -f fra* 4- pgSa**" 4- , 

S&™ c|;r c{;4 ¿Ufe = y,,«-'* 4- + Y2Sí^rcf>r 4- y . 

Per determinare i coefficient^ moltiplichiamo le precedenti equazioni por 
, a-ih , S¿¿,<W , e sommiaino rispetto a.i e k. Moltiplicando per 

ossorvando che fta 4- = 0 e tenendo conto delle (3) e (3) bis del § 57 si trova 

Sepi Dut = — 2ea0 , <\>s dut = —• 2ep0 , S ^ s í f du¿ = — 2y... 

Moltiplicando per a%k , si trova per le relazioni di coniugio 

Se\>i dut = 2a¿ , Sor4í+ r dut = 204 , S¿>rí»cJ;r ^ = 2y4. 

Moltiplicando per S a k ^ e tenendo conto delle (5), (5) bis e (5) ter del § 57 
dove nel caso attuale J = — 1, si trova 

S drsi Y dui = oc2 # , 
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2 a™ c|tys tyi dnh = *, 

2brsialik tyr 4n duk = r* $ 

Similmente si trova moltiplicando per Zbihtyi 

2 tys dui = — e a3 $, 

2 arsi b\h tyr ^ cĵ  duh = — e|33<í> , 

26™ cpr duh = — s T 3 

Le ospressioni cosi tróvate di p2 , P3, Y2 > Y3 si possono sempliíicare. Infatti, 
esse si possono scrivere evidentemente 

2 dirs ai 1 tyr d-Uh. = , 

2 (lirs b\i tyr ty* tyl' dUk = — ep34> , 

ZbtrsClu Ĉ' ^ c|>ř = » 

Zbirsbh cj^ cps c)/ duh = — 

D'ultra parte, sostituendo nelle (3) (*) Zality1 duk al posto di du¿ , si 
trova per le (3) stesse, osservando anche 1' identita (2) 

fo® = (tfSaÍi tyi tyl duk. + « r z ^ f l l i tyr tyl duh ) 

= tys dUi — s r s ^ f ty* du¿ ) =7 

= $24>idu¿ , 

y2<*> = - i - ( r 2 4>s du¿ - W2bir»tyr dUi ) «= 

= - DUÍ . 

Similmente, sostituendo nelle (3) 2b\ i ty1 dm al posto di dm , si trova 

— S P3 <í» = — (W 2 tys dtli — r í a êpr tys ) _ 

. = <E> Cp¿ Dut , 

(*) Si pensi scritto 2 9y¿ du{ al posto di 2 tyi L>ui . 
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— e Yg $ = - i - ( r 2 ¿>iVs ̂  <|>« — S W 2 Oír, <}>* rfttj ) = 

= ^ ^ S 4H dUi . 

Sostituendo i valori trovati di a 0 , . . . e facendo uso delle (3) si otten-
gouo finalmente le formole che volevamo dimostrare. 

D) II caso 3> = 0 , W 4=0. 

Le formole (3) e (5) non hanno senso se <í> = 0. Se non sol-
tanto <í>=0, ma anche W=0 (*), i primi membri di esse svanisco-

no idénticamente. Supponiamo pertanto che sia <1>=0, ma (**). 
Si dimostrano fácilmente le formole 

(6) = t o 2 = l , 

se <í> = 0. 

Infatti, essendo <í> = + <]>2<|>s = 0, esiste una quantitá o> tale che 

ossia S ^ í ^ = a>c|v . Se ne deduce 

2¿m( ^ = S&H (J/ — co Salí 4>r = a>W. 

D' altra parte la (2) si riduce a — e *F2 = 0, sicché e = 1 , co2 = 1, 
c. d. d. 

Nel caso ora considérate, le forme 

sono linearmente indipendenti (***), e le formole (3) vanno sostituite -

(*) E quindi, come si vede súbito, cĵ  = c|>2 = 0. 
(**) Tale caso si puó presentare nel campo reale soltanto se s 

2airif Y ,/ 
(***) Infatti = \\A\ <W ahrs Y Sajjr,^^ <\>2 

= — fíZjV = — O) Í\A\ W > 0. 

= 1. 
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con le 
2 Du¿ = — (o 2 fy du{, 

(7) 
£ 6¿rf <]/' f dui = o) 2 alVs <]/ <|>s , se <í> = 0 , 

che si dimostrano súbito osservando la prima delle (6). 

Continuando a supporre <!>=---0, dimostriamo súbito 

che i sistemi contravarianti a due indici 

aik, <]>,., ^^ 

sono linearmente indipendenti, sicohe ogni sistema contravariante a 
due indici ne é combinazione lineare. 

Iu particolare valgono le formóle 

(8) f duh = ^ ^ + 1 a* j 2 «J,, du, + 2 a¿r$ f y dih, 

(8) bU 2 a1™ <]>, i>5 du¿ = 2 aikr <¡v . 2 ^ dut + 

+ ( - -f- + 4-a i k) V V du¿ , 

che sostituiscono le (5), (5) bis e (5) ter (*) nel caso attualmente con-
siderato. 

Per dimostrare 1' iudipendenza dei quattro sistemi contravarianti sopra 
enumorati supponiamo che valga un' identitá dolía forma 

c0bih -f -f c2Iaikr + = 0, 

e dimostriamo che é c0 = ci == c2 = c3 = 0. Scambiando i con k e sottraendo, 
risulta ct) = 0. Moltiplicando per a¡k e sommando si ottiene 

2 Cj - f c3 <í> = 2 c{ = 0. 

Moltiplicando per 4>¿ o sommando si ha 

c2 V + c3 í»2 = c2 gr = o, 

sicché e2 = 0 e quindi ancho cz = 0, c. d. d. 

(*) É evidentemente S6*>* du¿ == to Sa iVscpr du¿ 
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Possiamo pertanto porre 

tyi duk == a0 &ik + a4 aik 4- a2 2 aihr + oc3 ty* <\>k , 

2 a í r5 c|;r duh = p0 + p1 4- p2 2 aihr c|>r + p3 c^ . 

Moltiplicando per e sommando si trova súbito (si tenga presente che 
s = l ) 

a0 = 2 c\>i du¿ , p0 = — 2 airs dut . 

Moltiplicando per AÍK e sommando, si ottiene puré súbito (essendo 
2 = $ = 0) 

2 tyi dui = 2 a n 2 cj>r dui = 2 • 

Moltiplicando per <f>¿ e sommando si ottiene, observando che 2CJÍ¿ ty* = 
= = 0, 

a2 ^ = 0 , W 2 ty dut = W p2 . 

Infine moltiplicando per 2 a¿fc£ © sommando si ha, osservando che a« = 0, 

2 AIRS DUI = CC3 W , 

2 aiu V duh = ps 2 tyrty* + ? 3 ^ . 

Ora la (5) del § 57 dimostra che 

S a**' cjv ^ = 2 ar aiht cjr = 2 art <\>l = $ = 0 , 

sicché risulterá P3 = 0 se ci riesce di provare che 

2 ars apqi c|¿p duq == 0 , 

e le formole (8) e (8) bis saranno dimostrate. 
Ora ció segue immediatamente dalla formola generale 

(9) 2 aU apqi tyP duq = I - $ 2 tyi du¿ 
¿t 

e dalla nostra ipotesi $ = 0. La formola (9) é stata dimostrata a pag. 311, 

sotto r ipotesi <í> ^ 0 , ma essa evidentemonte non puó cessare d' esser valida 

se = 0. 
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§ 60. — Invarianti del secondo ordine 

deir elemento lineare proiettivo. 

A) Deftnizione. 

Oltre gli invarianti , W e W studiati al § precedente, ci 
sarä utile considerare quattro ulteriori invarianti che dipendono 
anche dalle derívate seconde dei coefficienti dell' elemento lineare 
proiettivo. Essi sono (le <|>r4 sono naturalmente le derívate cova-
rianti di 

3 3]f\A I 
0 + du 

dv + 4 r ( M i f ) 

1 ; ** Vrs [du dv 

© = S arst <|>c , 

Osserviamo che H e 0' sono soltanto impropriamente intrin-
seche. La quantité K non è che la curvatura della forma <p9 ; ció si 
vede fácilmente calcolandola in coordinate asintotiche (**). La H = 0 
è la condizione che caratterizza uua superficie isotermo-asintotica. 

B) 11 caso $ 1 0 . 

Supponiamo ora ^ 0. Allora ogni forma lineare in du, dv 

(*) L'identità 2 a " c|>r, = 1 
Í\M Ou UV 

d / , / — ((/ill «I,«) si uirno-

stra nel calcolo assoluto al solito supponendo che 2 ty dui sia un differenziale 
esatto; ma la dimostrazione (v. p. es. BIANCHI, Lexioni di geometría differen-
tiate, vol. I, 3* ed., p. 85) vale in generale. 

(**) Ci torneremo al Cap. IX. 
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si puó esprimere come combinazione lineare di E<¡>¿ du¡ e E^DWÍ (*). 
Ció vale in particolare per i differenziali d<t>. d lF, d Precisa-
mente si hanno le formóle 

(2) 

d<t>= I - SK + 2 \l^du{ + 

/ qr 'a_qr©'\ 

+ + 2 — - g ^ - j Z'hDvi , 

. . . . / 3 s WH 9 V X . 3 \ , 
~2 $ T n g r + T 0 J S ^ dM< 

(2) bis 
/ 3 WH 9 V ' Z 3 \ 

+ e _ « ! • _ _ _ — _ _ _ — T e 2*10«, , 

(2) 

, „ . , / 3 WH 9 W'K , 3 A , \ V | , , 

, / 3e M 9 V i 3 .. 

Le identitá dedotte al § precedente forniscono una^facile dimostrazione 
delle formóle precedenti. 

Infatti 

d <í> = di air tyi <pr = 2 2 air c{>,. =22]<|>í7. c[>» du!{ . 

Sostituendovi i valori (5) del § 59 per duk ed osservando le (1) si rica va 
súbito la formóla (2). Similmente 

d = d I arsi c|ír = S ar2Lh <\>r <\>s ^ + arsi tys tyih duK , 

dW'=d I b™ c\>r tyi = S duk + 3 Efe™ <|>ifc . 

Ora dalle (1) e (1) bis del § 58 si ha, essendo J = — 1 

= sS-8-aé . fe™, 

(*) Cfr. § 59, pag. 308. 
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cosicchè 

dW = slbkt Y dUh, . 2brsi c|;r c|>, <|>¿ -f 3 2 a™ c|;, = 

= — s Dut + 3 2 arsi c[>r c[>s duk , 

( ¿ r = — W 2 ^ Dui -f 3 2 b™ cjv c]^ duk . 

Sostituendovi a 2ars¿c|>rcJ>s duK e 2 6rst'cpr i valori (5) bis e (5)ter 

del § 59, ed osservando le (1) si ottengono le fonnole (2) bis e (2) ter. 

C) II caso $ = 0. 

Se 4> — = 0, è naturalmente d$ = 0. Se 4> = 0, 

ma è r = (co = + 1), come sappiamo dal § 59 (pag. 

312); e si dimostra precisamente nello stesso modo che vale anche 
la prima delle 

0 ' = 0)0, 
(3) 

H = 3 co Z ; se <E> = 0, 

la seconda identita sarà dimostrata fra poco. La formola (2) blg va 
sostituita con la 

(4) dW = (W + 30) S — 9KZairs f <|/dut 

(se <í> = 0). 

Per dimostrare la seconda delle (3) osserviamo che, nelle nostre ipotesi, 

0 = d í> = 2 2 air c]j¿7, tyr duu, = 22 (\)¿h. c]/ duk . 

Sostituendovi il valore di C}J£ duk dato nella (8) del § 59, risulta 

2 2 cbť ú)h di.fc 
(<ûH - 3K) 2 cj¿fa, + ^ L ï i * 2 a irür dui = 0. 

Ora le forme differenziali 2cJ>¿ din e 2 a ^ Y Y dui sono linearmente in-
dipendenti (*), Vale dunque la seconda delle (3) ed anche la 2c]/ = 0 (**)• 

(*) Cfr. § 59, pag. 812. 
3 or© cŒf'ft' 

(**) Se $ < 0, è 2 ^ ^ <\>ih = - ~ <bK + _ . Infatti, so-
^ ¿¡ $ 
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E símilmente si dimostra la (4). Infatti, é, come a pag. 317, essendo qui e = 1, 

dW = — (úWZtyi Dut + 32arsi tyihduh . 

Sostituendovi il valore di 2 arü cjv tys dtih dato nella (8) bis del § 59, ed 
osservando la (1) del § 60 e la prima delle (7) del § 59 si trova la formola 
cercata (4). 

D) II caso delle # e W costanti. 

Come prima applicazione delle formóle del presente § dimo-
streremo che: Se <f> e sono costanti, é 

H = 0 , K = - - L * , 

(5) 

©=_ i - q r , - 4 - r . 
O O 

Viceversa se válgono le (5), e W sono costanti (*). 

Infatti, se <£ = = 0, é cpi = c)>2 = 0, e quindi por le (1) anche H = 

= K = 6 = B' = 0. Se <í> = 0, W == costante > 0, la (4) da, le forme Scp¿ du¿ 

e Xairs 4>r essendo indipendenti, 

e = - - | - v , jr = o, 

e basta ricordare le (3) e la coW per vedere 1' esattezza delle (5). Se in-
fine d 3> = d = 0, ma $ ^ 0 , le forme 24>¿ dui e Du¿ essendo indipen-
denti, le (5) si deducono tosto dalle (2) e (2) bis • E in modo perfettamente 
analogo si dimostra la proposizione inversa. 

stituendo a duk e quindi zéro a 2 cpi Dut = 2 0yt- dut nella formola (5) 
del § 59, si trova 

Moltiplicando per tytk e osservando le (1) si giunge subito alla formola 
che si vole va dedurre. 

(*) Yedremo più tardi che le corrispondenti superficie sono quelle che 
ammettono co2 deformazioni proiettive in sè. 
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§ 6 1 . - 1 1 primo problema dell'applicabilità proiettiva. 

A) Preliminari. 

Il problema che ora ci accingiamo a risolvere, partendo dalle 
ricerche dei §§ precedenti, si enuncia: Dati due elementi lineari 
proiettivi, riconoscere se è possibile trasformare Vuno nelV alfro cam-
biando opporlunamente le variabili indipendenti e, nel caso afftrma-
tivo, determinare tutte quelle trasformazioni. 

Nel caso che gli elementi lineari dati appartengano effettiva-
mente a due superficie date, tal problema è equivalente alPaltro 
di riconoscere se le due superficie sono proiettivamente applicabili 
e, nel caso affermativo, di determinare tutte le corrispondenze che 
realizzano Y applicabilità (*). Noi possiamo senz'altro escludere il 
caso J = 0 esaurientemente trattato al Cap. IY § 40, e far uso di 
forme normali. Riteniamo le nostre solite notazioni per il primo 

elemento lineare — , e per P altro faremo uso di notazioni 
?2 

analoghe. dótate di un soprassegno. Il nostro problema è stato riso-
luto, per la prima volta, dal CARTAN, nella Memoria Sur la défor-
mation projective des surfaces, Annales de l'École Normale, (3) 37, 
1920, pagg. 259-356 (cfr. pagg. 307-311). Il método di Cartan 
suppone risoluta 1' equazione cubica <p3 = 0. Noi non faremo uso 
di nessuna irrazionalità oltre la sólita f\A\. 

B) Condizioni necessarie. 

Supponiamo dapprima che esistano due invarianti (proprï o 
improprï) P e Q del primo elemento lineare proiettivo (**) le quali 

(*) Ció e stato dimostrato al Gap. II, § 20 A). II problema si puó chia-
mare il primo problema deW applicabilitá proiettivaf analogamente alia lo-
cuzione usata dal Bianchi nel caso métrico. 

(**) Cioe quantitá intrinseche o impropriamente intrinseche, che dipendono 
soltanto dai coefficienti di cp2 © ¥3 e dalle loro derivate. 
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siano funzioni indipendenti di u , v cioè tali che 

dP BP 
du 

dQ 

dv 

dQ 
> < 0. 

du dv 
Allora anche P e Q devono essere funzioni indipendenti di u, v. 

Poniamo yj 1 = 1 oppure 7̂  = — 1 secondo che P è invariante 
proprio o improprio, e similmente ï]2= 1 oppure yj2 — — 1 secondo 
il comportamento di Q. La trasformazione cercata, se esiste, è evi-
denteraente taie che sono soddisfatte le 

( 1 ) P=axP Q^hQ 

dove a¿ = 1 se y¡¿ =• 1, e a¿ = + 1 se 7jf = —-1. Un primo passo 
nella risoluzione del nostro problema sará pertanto di esaminare se 
le (1) si possono risolvere rispetto a u , v. Se cosi non é, il pro-
blema e súbito risolto negativamente. Invece, nel caso affermativo, 
affinché un sistema di soluzioni possa fornirci la trasformazione 
cercata, e evidentemente necessario che, se t¡¿— — 1, il segno a¿ sia 
quello dello Iacobiano di u , v rispetto a u , v. Per brevitá di-
ciamo soluzioni proprie di (1) quelle che soddisfano a questa con-
dizione relativa ai segni (*). 

C) Condizioni sufficients 

Scelti gli invarianti P e C comunque, purche funzioni indi-
pendenti di u e v, Fesistenza di una soluzione propria delle (1) e 
soltanto una condizione necessaria per la trasformabilitá di <p3: <p2 

in <p3 : cp2. 
Per trovare condizioni sufficienti, osserviamo dapprima che si 

possono, con semplici derivazioni, dedurre da due invarianti qua-
lunque P e Q, degli invarianti nuovi. Infatti, posto 

A (P, Q) = S P¿ Qh, A (P, P) = A (P) 
(2) 

(*) Se yjj = = 1, (e quindi otj = a2 = 1) ogni soluzione di (1) e pro-
pria. Le soluzioni che non sono proprie non hanno per noi nessun interesse. 
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sono inyarianti nuovi le espressioni (*) 

A (P), A(P,Q), A (Q), 
(3) 

E (P), E (P,Q), E (Q,P), E (Q). 

Ora possiamo enunciare il teorema: Se P e Q sono due inva-
rianti di (p3 : f2 funzioni indipendenti di u e v , eondizioni 
necessarie e sufficienti affinchè f3 : <p2 sia trasformabile in (p3 : <p2 sono 

Io che esista qualche soluzione propria (**) 

(4) u = U(u , v) , v = Y(u,v) 

dette (1) ; 

2o che le equazioni 

Â(P) = A(P) , Â ( P , Q ) = a 1 a a A(P,Q) 
» 

Â(Q) = A(Q), E (P) = aj E (P) , 
(4) bis 

E (P » Q) = a2 E (P, Q) , E (Q , P) = a i E ( Q , P) . 

Ë (Q) = a2 E (Q) (***). 

siano conseguenza dette (4). Le trasformazioni di (p3 : <p2 in y3 : <p2 

(*) Esse son legate dalle identità fácilmente dimostrabili : 

l(Q)B(P)-2L(P,Q)V(P,Q) + à(P)E(Q,P) = 0, 
A (Q) E (P, Q) - 2 A (P, Q)E(Q,P) + L (P) E (Q) = 0 , 

E (P), E (P. Q), E (Q,P) 

E (P,Q), E (Q,P), E (Q) + 

à(P), A (P, Q), Cl(Q) 
\(P)L(Q)-l(P,Q)* = 0. 

Se p. es. P é invariante proprio, Q improprio, A (P), A (Q), E (P), 
E(Q , P ) sono invarianti proprí e gli altri impropri. 

(**) Cfr. pag. 320. 
(••*) do ve i segni a< son quelli che compaiono nelle (1). Tra le equazioni 

(4) bii, quattro soltanto sono indipendenti. Cfr. la penúltima nota a pié di pag. 

FUBINI E ¿BCH, Lexioni di Geometría proiettivo-differonxiale. 31 



322 c a p i t o l o setTIMo [§ 6 6 , A | 

sono tutte e solé quelle soluzioni proprie di (1) che si trovano nelle 
condizioni dell' enuncíate. 

Per dimostrare il teorema basta evidentemente provare che, 
scelte P e Q a nuove variabili indipendenti (*), i coefficienti delle 
forme trasformate di <p2 e <p3 sono funzioni razionali delle quantitá 
(3), a coefficienti numerici. Ma, dato il signifícate intrínseco di P 
e Q e delle espressioni (3), basta provare che i coefficienti delle 
<p2 © ?>3 stesse sono funzioni razionali delle solé 

A (u), A [u, v) ecc. 

Ora 

A (ti) = «11, A O , v) = a12 , A {v) = a22, 

E(w)=a 1 n, E(w,v) = a112 , E (v , ti) a122 , E (v) = a222 , 

ed ath e a<w sono evidentemente funzioni razionali, a coefficienti 
numerici, delle aih e . 

Per poter applicare il teorema ora dimostrato in tutti i casi 
in cui esso e applicabile, occorre saper decidero se un dato ele-
mento lineare <p3: <p2 possiede due invarianti che siano funzioni in-
dipendenti di u e v. A ció risponde il teorema che noi dimostre-
remo al § seguente : dato comunque un elemento lineare proiettivo 
*Pa : 92 > 0 vi sono due funzioni indipendenti fra le espressioni 

(5) * , v , v , H , K , e , e' 

definite ai §§ 59 e 60, oppure non é possibile trovare due invarianti 
di (p3 : <p2 che siano funzioni indipendenti di u e v. 

D) Nuova forma delle condizioni sufflcienti. 

In particolare, il criterio precedente é applicabile se <E> e W 
sono funzioni indipendenti di u e v. Ma in tal caso possiamo enun-
ciare un criterio piü semplice: Se <P e W sono funzioni indipen-

(*) Ció é possibile, essendo per ipotesi P e Q funzioni indipendenti 
di u e v. 
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denti di u e v , condizioni nece-ssarie e sufficienti affinché <p3 : (p2 

trasformabile in <p3 : <p2
 sono : 

Io che esista quálche soluzione 

(6) ü = U ( u , v ) , y = "V (u , v) 

delle equazioni <í> = 4>, = W ; 
2o che, essendo a il segno dello Iacobiano 

SU 5U 
du ' 8v 

dV dV 
du ' dv 

le equazioni 

r = a f , H = a H , K = K, ©==0, 0 ' = a 0 ' 

siano conseguenza delle (6). Le trasformazioni di <p3: y2 in ?3 1 ?2 
sono tutte e solé quelle che soddisfano alie condizioni dell' enunciato. 

Per dimostrare il teorema, osserviamo dapprima che, se si possono (*), par-
iendo da un' espressione intrínseca P qualsiasi, definire due altre espressioni 
intrinseche P\ e Pn (**) dalla 

(7) dP = Pi 2 f y dui -f- PuStyi Duí , 

ed é 

(7)bis Pi = Pi , Pn = - Pi (***)• 

Q essendo un'altra espressione intrínseca, poniamo analogamente 

dQ=:Qi 2c|n dui + Qnltyi Duí . 

(*) Se <í> ^ 0 ; in particolare dunque se $ e tP sono funzioni indipendenti 

di u e v. 
(**) Sa P e propriamente intrínseco, Pi e pr. intr. e Pn é irapr. intr . ; 

se P é impr. intr., P\ é impr. intr. e Pn é pr. intr. 
(***) Ció segue dalla definizione stessa di 
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Segue 

A ( P , Ç) = 2 A I H P Í QK = 

= + Pn2 3w<|>r)«?i <[* + Gii 2 ) = 

= PI <?I S A* CL>K + ( P J <?N + P „ ÇI ) 2¡3Y< C^ ^ + 

+ PII <?n S «w «-.fc Y c|>« . 
Ora 

S aik CPI CJÍFE = $ , S %-ri CPR Y = — S <|>R Y = O , 

S «YJ &SK Cbih Y = S apr aqi dih bsh Y <|>* = 

= S 64* OPR Y = — Ê S Opr ty* Y = — ® ® ! 

cosicchè 

(8) A ( P , Ç) = <ï> ( P I QI - S P N Ç N ) , 

e in particolare 

(8) BIS A ( P ) = * ( P ? - « P ? I ) . 

Símilmente 

E ( P , Q) = 2A™PIPHQL = 

= S a«« (Pi <|>t + P „ S <[>* ) (Pi + Pu S fr* « ) ( f t - f Çn S ^ ř ) = 

= Pi Çi 2 cj,ř + 

+ PI (2 Pu QI + 2 Pi ©H ) 23 ^ c^ <|>ř + 

4- P u (Pu 0i -H 2 P , Çn ) S a™ Y Y <W + 

4 - P?I ÇII S *R < CJT <|>« ^ , 

onde, ricordando la definizione di W e W e le formole (3) e (3) bis del § 67, 

E (P , 0) = <F (P? Çi + 2 ePi Pu Ç n + e P& <?i ) -
(9) 

- R (P? ÇN + 2 P I P U ÇI + SP?I <2II) , 

in particolare 

(9) BIS E ( P ) = = W P I ( P ? + 3 e P?I) - W PU (3 P ? + e P?I) 

Ora possiamo tosto dimostrare il teoiema di pag. 323. Infatti, per il teo-
rema di pag. 321, basta provare che le A(<ï>), A(<ï», W), A (tf), E ( $ ) , E , W), 
E(*P, , E(*P) si possono esprimere razionalmente mediante <ï>, *F, W, S", 
HL , 6 , 6 ' . Ora le (7) e (8) mostrano che quelle quantità sono funzioni razio-
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nali di $ , W , W, , 4>n, , Wn (*); d' altra parte, le formole (2) 
e (2) bis del § 60 esprimono 3>i , 3>n , Ti , Wn mediante $ , , H , K , 6 , 8 ' . 

§ 62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi 

con un gruppo continuo di trasformazioni in sé. 

A) Alcune formole preliminari. 

Prima di procedere alia risoluzione del nostro problema anche 
nel caso in cui le sette espressioni 

(1) 4>, W , H , K , 0 , 0 ' 

sono funzioni di una di esse, occorre premettere qualche formóla 
sulle forme differenziali lineari 

2 <j)I dut, 2 ^ DUÍ , 2 air, <¡>* du{. 

Siano 2 a¿ du¿ , 2 

due forme differenziali lineari nelle variabili u e v, e d, 8 siano 
due simboli diversi di differenziali; poniamo col Cartan 

I 2 olí dui 2 B, du{ 
(2) ^ =• 

= efpJS^aiPfc [du , efo]. 

Yalgono le formole (**) 

(*) E di 6; ma s é funzione razionale di <£ , W , W, per 1' identitá (2) 
del § 59. 

(**) Infatti, per la (1), la (2) del § 56 e la (3)ter del § 57, 

[Se¡>i dui , Sty Din ] = [2cJ>¿ dui , SOVÍĈ  du¿ ] == 

= *Í\A\ S^^fccpi ^[du, dv] = ^ [du , dv], 
dui , Ia i rs V ty* dm ] = e akri <¡>< c|>' [dw, tto] = 

= s Í \ A \ 2 < | > , ^ ty* [du , rft»]. 
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(2) bl9 [2 ^ dut , 2 =f\T\<P [du , cfo] , 

(2) ter [2 ̂  du, , 2 <|>* = 6 Ĵ jZj r [átt , <fo] . 

Covariante bilineare della forma differenziale lineare 2 du¿ 
si dice (*) l'espressione a due sistemi di differenziali 

(3) (2 a¿ dw,) '= 8 2 a, — d 2 a¿ = 

= Av\ , 

le essendo derívate covarianti rispetto a (una qualsiasi forma 
differenziale quadratica, poniamo rispetto a <p2). É ovvio che 
(2a id^¿)'=0 allora ed allora soltanto se 2 a^u, é un differenziale 
esatto. 

Dimostriamo che : Io se <í> ^ 0 , 

(4) ( 2 <[>, du)1 ' = — e [ 2 d u , , 2 <]>, Bt*,] ; 

(4) bls (S £ > < ) ' = 3 s [ 2 tyi du¿, 2 fc Du¿ . 

2o se 4 > = 0 ; V ^ O 

(5) (2 <¡>¿ d¿<)'= - ^ r [ S ^ dt*<, 2 a¿rs Y f d*<] , 

(5) bi8 (Sa ¿ r s f du,)''== - ( l + 2 [ 2 ^ , 2 a i r s f <J>* d w j . 

Infatti, da (3) si deduce 

(2<Mwi )' = e l'l A | 2 i d®] = 

= — s1\A\H[du, dv\ , 

(*) Cfr. p. es. GOURSAT Leçons sur le problème de P f a f f , p. 17. 
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( 2 ^ Dui Y = (2«-H Y dui y =*Í\A\ 28-M«-r<<*>rs [dw , d®] == 

= — i m 2 a™ <\>rs [du , dv] = 3 y j T | K \du , di>] , 

e basta ricordare la (2) bis per dedurne le (4) e (4) bis, e la (2) ter per dedurre 
la (5). Símilmente si deduce da (3) 

(2 airs Y dui Y == s fílj 2 airik 4>s i + 

+. 2 e 41 S a " [dw, dt;] 

cosicohé, ricordando la (3) ter del § 57 e la (1) del § 58 

Y dm )'= — *Í\A\ W' + 2 8') [du , dt>]. 

Osservando la (2)ter si ricava la (5)bis. 

B) Un lemma. 

Se S a¿ dUj e S p! du¿ sono due forme differenziali lineari linear-
mente indipendenti nelle variabili u , v , e X é una funzione qua-
lunque di u , v ma non costante, e se nelle equazioni 

(2 OÍ dUi)' = A [2 dUi, 2 p4 duJ , 

(2 pt duty= B [2 at duj, 2 p4 duJ , 

dX = C2a, du! + DSpj dut 

Ze A , B , C , D sono funzioni delta sola X, si pifó con quadrature 
determinare un fattore integrante per S^dUi e per 2p idu i , piü ge-
neralmente per Aj^Sai diii + A2SPi d^ , Ax e A2 essendo funzioni 
qualunque della sola X ; tal fattore integrante é funzione della sola X. 

Basta proyare 1' esistenza di un fattore integrante per 2 a¿ dw¿ (*). Ora 
da (3) si ricava, se p é funzione di X, 

(*) Se p. es. A£ ^ 0, le condizioni dell' enunciato restaño soddisfatte se in-

troducíanlo la forma Aa 2 a¿ dut 4- A2 2 dui al posto di 2 a% du% . 



328 c a p i t o l o setTIMo [§ 6 6 , A | 

(p 2 a i dui Y= p ( 2 olí dui )' -f- [I a / du¿ , dp] = 

= (pA + D [2a í dut , 2 0* ]. 

Se D 0, é pertanto 

-f-±d\ 

e J D 2a¿ du¿ 

un differenziale esatto ; se invece D = 0, 
(7 2 a» = 

é puré un differenziale esatto. 

C) II teorema fondamentale. 

Se tutte le quantitá (1) sono funzioni di una solü variábile 
X = X(u , v), e non é simultáneamente <í> = cost., W = cost., con-
dizione necessaria e sufficiente per la trasformabilitá di fs - <P2 

: ?2 ¿i 

5 , W , W, H , K , % , 

síawo Ze s/esse funzioni di una sola variabile X = X (u > v) come 
Ze (1) di X. La trasformazione di <p3 : <p2 in <p3 : <p2 Pu^ fars^ 
oo 1 modi che si trovano con quadrature. 

É evidente che le condizioni dell' enunciato sono necessarie. Per dimo-
strare che son sufficienti, e per trovare effettivamente le trasformazioni di 
cp3 : cp2 in cp3 : cp2, dictinguiamo due casi. 

I o caso: Posto 

2 <x¿ dui = 2 c\>¿ dui , 2 p< dui = 2 c|;< Duí , 

X = 3> o se 3> = cost., X = T 

le condizioni del lemma son soddisfatte, iu virtü delle (4) e (4) bis e della (2) 
del § 60. II lemma ci dice pertanto che possiamo con quadrature determinare 
due funzioni di u, v , siano U e V, tali che 

dU = pltyi dui , dV = altyi DUÍ y 



[§ 6 2 , C] i n v a r l a n t i d e l l ' e l e m e n t o l i n e a r e p r o i e t t i y o 329 

p e a essendo funzioni di X. Análogamente si vede che possiamo con quadrature 
determinare due funzioni di u e v, siano U e V , tali che 

dU = dui , 

inoltre p e o sono le stesse funzioni di X come p e o di X. Per fissare le 

idee, supponiamo D ^ 0 (*). 

La trasformazione cercata non puó essere contenuta che fra le (**) 

(6) X = X , U = U a , a costante arbitraria. 

E, comunque si scelga a, la trasformazione scritta porta cp3 : y., in cp3: cp2. 
Per vederlo, introduciamo X e U -f- a al posto di u e v (e X e U al posto 
di u e v) come nuove variabili indipendenti. É (cfr. la (7) del § 61) 

Xi = C , Xn = D , ( L T + a ) i = p , [U 4 - a)n = 0 , 

X i = C", "Xn = 5 " , Ui = ~p , ~U\\ — 0 ; 

inoltre , W , <F', C , D sono funzioni della sola X, e 0 , sono 
le stesse funzioni di X. Le equazioni (8) e (9) del § 61 mostrano quindi im-
mediatamente che, introdotte le nuove variabili sopra nominate, sará cp3 : cp2 = 
= cp3 : y2 i n virtü delle (6), c. d. d. 

2o caso : $ = 0. Scegliendo 

2 a» dui = 2 cpi dui , 2 ¡3< dw* = 2 4>r » X = , 

le ipotesi del lemma sono soddisfatte per le (5) e (5) bis e per la (4) del § 60. 
II lemma dice che si possono con quadrature determinare U e V in modo che sia 

dU = p2cpi dui , dV = o2a^» <pr du% , 

p e o essendo funzioni della sola X. E si continua come sopra, cosicché possiamo 
lasciare al lettore il resto della dimostrazione (***). 

(*) Se Z) = 0 , é < 7 ^ 0 (altrimenti X sarebbe costante, contro Tipo-

tesi), e si procede analogamento. 
(**) Si ossorvi che X e U sono funzioni indipendenti di u, v, essendo 

9D>0. 

(***) II lettore vedrá fácilmente che il lemma si puó usare a determinare 
con quadrature le linee asintotiche, le linee di Darboux o di Segre, le linee 
integrali di 2 c\>i dui = 0, ecc. 
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Corollario : Se le (1) sono funzioni di una sola variabile, ma 
<I> e non sono simultáneamente costanti, V elemento lineare proiet-
tivo ammette un gruppo continuo di deformazioni proiettive in sé. 
Basta prendere, nel teorema che precede, cp3 : <p2 idéntico a <p3: <p2. 
Da ció risulta che non possono esistere due invarianti funzioni 
indipendenti di u, v, come abbiamo giá annunciato a pag. 322. 

Kesta il caso in cui <f> e W sono costanti. Allora vale il se-
guente teorema semplicissimo : 

Se 4> e sono costanti, condizioni necessarie e sufficienti per 
la trasformabilitá di <p3 : <p2 ?a : s o n o 

, & = <!> , 
La trasformazione puo farsi in oo2 modi che si trovano con qua-
drature. 

É evidente che le condizioni dette sono necessarie ; per dimostrare che 
sono sufficienti, distinguiamo tro casi. 

I o caso : <í> ^ 0. Le (4) e (4) bis si scrivono, ricordando il teorema del 

§ 60 D, 

(Scpí dui y = 0 , (2¡4>¿ ÜUi y = i - [Sel>¿ dUi I)u¿ ]. 

La prima dice che 
d U 

dui — — 3s 

é un differenziale esatto; e dalla seconda si ottiene tosto 

(TJZtyi Duí ) ' = 0 , 
cosicché anche 

U2tyiDui = dV 

é un differenziale esatto. Introdotte U e V a nuove variabili indipendenti (*), 
si trova senza difficoltá, ricorrendo alie formole (8) e (9) del § 61 

(*) Si vede súbito che esse sono funzioni indipendenti di u e v. 
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= 27 d U S + 3 ^ d U 2 d V + 

+ 9WdUdV2+21W'dV*). 

Introducendo in modo analogo nuove yariabili indipendenti al posto di 
u e v, si vede súbito che ponendo 

w= u , y=± v (*) 

<p3 : cp2 si trasforma in cp3 : cp2. Ora U e V non sono determínate che a meno 
di sostituzioni della forma 

aU , aV + b , 

con a , b costanti (a, ^ cosicché risulta provato tutto ció che si é enunciato. 

2o caso : & = 0 , ^ 0. Osservando di nuovo le (5) del § 60 D, le (5) 

e (5) b!s dánno 

(2c}>< dui Y = 0, (2a¿rsV V dux ) '= [2c|dui , IairsV ]. 

Si puó quindi porre 

2<|H dui = — 3 , UlairsV dUi = dV. 

Introducendo U e V come nuove variabili indipendenti, il che il lettore 
faccia come esercizio, si giunge fácilmente alia dimostrazione delP enunciato. 

3o caso : <£ = = 0, ossia cj>£ = = 0, quindi in particolare K = 0. 
La curvatura di <p2 essendo nulla, si possono, come ben si sa, introdurre 
con quadrature nuove variabili indipendenti in modo che i nuovi coefficienti 
di <p2 siano costanti. 

La (1) del § 58 mostra che anche i nuovi coefficienti di cp3 sono costanti. 
Ed é un facile teorema d' algebra che due eoppie di fcali forme si possono tra-
sformare Y una nelP altra mediante una sostituzione lineare a coefficienti co-
stanti in du y dv, a cui corrispondono oo 2 trasformazioni in u, v. 

Corollario : Se $ e W sono costanti, V elemento lineare proiettivo 
<p3: f2 ammette oo 7 trasformazioni in sé. 

(*) + secondo che = W oppure W = — W. 
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Quadro di formóle per coordínate asintotiche. 

all = a22 = a112 = a122 = 0 , co = sgna12, 

alll = Ü12 P > a 2 2 2 = ai2 Y • 

F2 = 2a12dudv , JPg = a12 (¡3át¿3 + fáv3). 

« 1 2 

= ^22 = o , d12 = — -= \an |, 

1 = -̂22 _ 0 d12 = — í)'21 = -
l<*12 I 

Z)M = — ( O D « , Dv = (údv , 

Df = — to <px du + to y2 dv. 

1̂12 = &122 = 0 ) 

61U = —coa12p , b 2 2 2 = ( a a n T , 

F's = coa12 (— peí«3 + . 

_ 1 aiog(i^2:p) . 1 glog(pa?s:T) 
™ 2 a« ' % 2 ' 

/n coordínate normali: 

«12 = PY , «111 = P2Y , «222 = PY2 , 

to = sgn pY , &111 == — «>P2Y , 6222 = ««>PY2-

f2 = 2Pydudv , <p3 = PyCPdv> + *¡dv) > 

f'3 = (— pdu + '(dv). 

_ aiogpY2 . _ ^logP2Y 
^ dü ' a r — 
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^lQgßT2 g log ß2 Y 
ßY 8u 8v ' 

_ J _ / c> log ßY2 \ 3 1 / 8 log¡32 Y \ 3 

ß2 Y \ du ) ^ ßY2 V ö» ) ' 

/ d log ßY2 \ 3 _ (Q / 8 log ß2
 Y \ 3 

ß2Y \ du ) ßY2 \ dv J ' 

Z = - - — 
ßY du dv ' 

1 a2log(ß:Y) 
Ißvl 8udv ' 

e _ 1 8 log ßY2 / a2logßY2 8 log ßY aiogßYa\ 
ß2Y du \ du2 du du ) 

d log ß2 y /a2logß2Y d log ßY dlogß2Y\  
+ ßY2 dv \ dv2 dv dv J ' 

%l= d logßY2 / 32logßY2 d log ßY glogßY2\ 
ß2 Y du \ du2

 ÔM du ) 

o) d log ß2 y /a2logß2Y _ 8 log ßY ¿logß2Y \ 
ßY2 8v \ 8v2 dv 8v / ' 
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