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DERIVACE

8. Grafické znazorn&ni funkee. Se slovem funkce jsme
se sezndmili uZ v odst. 1. Je-li ddna néjakd funkce jedné
proménné, oznacme si pismenem z hodnoty, kterych nabyvs
ta proménnd (podrobnéji se fikdvd, %e z je nezdvisle pro-
ménnd), a pismenem y hodnoty, kterych nabyvd funkce.
NasSe funkce tedy je pravidlo, podle ného% se k hodnoté
zvolené pro z dd poditati pislu$nd hodnota pro y, co% si
vyjadifme symbolicky takto:

y = f(@). (8-1)
Nyni si miZeme zavésti v roviné soustavu pravoihlych
soufadnic a zndzorniti si ka¥dy par sobé piisluinych hodnot
z a ¥y = f(x) bodem (z; y). Tim dostaneme &4ru (viz obr. 6),
které se fikd graf nadi funkce. Riznym funkeim patii
oviem rizné grafy. Vieobecné lze o grafu funkce, kters pti-
fazuje kaZdé hodnoté z jedinou hodnotu y, Fici pouze

Obr. 6.

tolik, Ze Zddnd rovnobéika s osou y jej nemuZe protnout
ve vice ne% jednom bodé. Jsou funkee tak sloZité, Ze jejich
graf se ned4 narysovat, ba Ze je skoro nemozné si jej pred-
stavit. Ale v jednoduchych pripadech se dd graf funkce
snadno narysovat a je pro svou nazornost velmi dobrou
pomickou pfti studiu funkce.

- Uvedme si nékolik vlastnosti funkei, které se daji na
grafu dobfe pozorovat. Rikame, Ze funkce f(x) stdle roste,
kdyZ vétdimu zx odpovidd vidy vétsi y, a e funkce f(x)
stdle klesd, kdyz vétdimu x odpovidd vidy mensi y.

16



Kdy? graf rostouci funkce probthdme od levé strany k pravé,
jdeme stdle zdola nahoru; probihdme-li graf klesajici funkce
od le?®. strany k pravé, jdeme stdle shora dohi. Funkce
graficky zndzornénd v obr. 6 sice nenf ani rostouci ani klesa-
jicf funkce, ale existuji tii éisla a,, a,, a; (pti Cemz je a, <<
< ay < ag), kterd maji tuto vlastnost: Omezime-li se na
ty hodnoty nezdvisle proménné z, pro néz

1] jest z < ay,
(2] jest a, < = a soucasné z < a,,

(3] jest @, < x a soucasnd z < ay,
[4] jest a4 S z,

pak funkce
roste . . f[1] nebo [3],
klesé} v pripadé {[2] nebo [4].

Takové spustavy hodnot proménné z, které jsou definovény
nékterou z podmfnek [1], [2], [3] a [4], se jmenujiintervaly,
Hodnoty stanovené podminkou [2] tvofi interval [a,, a,],
do néhoz éitdme hodnoty a,, a, samy; o ostatnich hodnotéch
z intervalu [a,, a,] ftkdme, Ze jsou uvnitf intervalu; éisla
a,, a, tvoif meze intervalu (a, je doln{ mez, ay je hornf
mez). Podobné znamend [a,, a;] interval uréeny podmin-
kou [3]. Hodnoty stanovené podminkou [4] tvofi interval
[as, ©], ktery m4 dolnf mez a,; viecky ostatn{ hodnoty
intervalu [aj, 0] jsou uvnitt intervalu a hornf mez ne-
existuje; to m4d byti prdvé naznafeno symbolem oo, ktery
je zvykem ¢fsti slovem ,,nekoneéno‘“. Hodnoty stanovené
podminkou [1] tvoif interval [— oo, @], ktery mé horni
mez a,; viecky ostatni hodnoty intervalu [— oo, a,] jsou
uvnitl intervalu a dolni mez neexistuje; to m4 byti praveé
naznadeno symbolem — oo, ktery je zvykem ¢&fsti slovy
,»»,minus nekoneéno*‘. Po zavedeni této terminologie miZeme
tedy Hei, %e funkce zn4zdrnénd nasim grafem roste v inter-
valech [— o0, a,], [a,, a,] a klesd v intervalech [a,,a,],
[ag, o©]. Takové rozdéleni na nékolik intervald, v nichZ
funkece stiidavé roste a klesd, je mo#né u vétsiny jedno-
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duchych funkei. Uréeni takovych intervali je pryy dule!‘ﬂ_:y
krok ke studiu funkee a v této kniZce poznéte na

kladii, jak se takové uréovani pomoci vy#sf atlky
provadi.

/- 9, Spojitost. Jind velmi dileZitd vlastnost funkee je 8po-
jitost. Zvolme si uréitou hodotu proménné z a oznadme
ji a; ddle oznadme b hodnotu f(a), které nabyvé funkce pro
z = a. Na grafu odpovidéd uéinéné volbé bod A4 = (a;b)
(viz obr. 7a). Rikédme, Ze nade funkce je pro ¢ =: a spojmta,
kdy% v takovyeh &fslech
z, které se mélo 1lidi ad
_ ¢islag, je hodnota funk-
" ce f(z) nejvyS jen milo
_x rignd od b, tedy kdyZ
ty body grafu, které.od-
povidaji hodnotdm =z
Obr. 7a. blizkym k a, le%f blizko
bodu A. Rikime, Ze
f(z) je spojité funkce, kdyZ je spojits pro kazdé z, pro
které je vibec definovédna. MiaZeme také fici, #¢ funkce
f(z)'je spojit, kdyz k piiblifnému vypodtu hod-
noty funkce staéf zndti pfibli*nouw hodnotu pro-
ménné z. Z tohoto vykladu spojitosti je ziejmé, prot¢ jsou
pravé spojité funkce pro aplikace nesmfrné dileZité. Nebot
vedkeré méfeni je moZné pouge pfiblizné, a proto je mélo
moZnosti praktického uZiti takovych funkei, u kterych ami
k pfibliZnému vypoétu hodnoty f(z) nepostadf, znéme-li
pouze priblizné.

Proto se budeme v této kni¥ce obirati pouze spojitymi
funkcemi, ale napfed si pfece jen uddme velmi jednoduchy
prklad funkee, kterd neni viude spojité. Hodnota této funkce
v &isle z je dédna takto: Je-li z &islo celé, pak je &islo f(z)
rovné x; neni-li &islo = celé, pak f(z) znamenéd nejv&tEf z oce-
lych &isel menﬁfeh ne¥ z. Na pf.

3) L3, f(—2) = —2, [(34) = % (—28) =—3.
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Qést grafu, funkce f(z),vidime v obr. 8. Cely graf se aklada
z né&konetnd mnoha vodorovnych usedek, ale z kaZdé vsedky
patki do cgarfu pouze jefi levy krajni bod, kde¥to pravé

Nrajnt body si' musfmié odmyslit. Kdy? &slo a neni celé, pak
—
2 -1 0 i b .«
I
o
y Voo
s Obr. 8.

funkee f(x) je pro £ = a spojité, nebot pro x blizké k a je f(z)
netoliko blizké &islu f(@), nybrZ dokonce p¥fesnd rovné &islu f(a).
Ale kdy?Z é&islo a je cel§, pak funkce f(z) neni pro = = a speojité.
Budi na pF. a = 3. Cisla ST

o 2,9; 2,09; 2,999; 2,9999; ...
86 bli%{ vice a vice hodnot¥ 3, ale funkece f(z) mé ve viech
t&ch é&islech spoleénou hodnotu 2, adkoli f(3) = 3.

10. Pojem derivace. MuZeme také ici, %e funkee f(z),
kterd pro z = ¢ nabyvéd hodnoty b, je pro x = a spojita,
df-li se v blizkosti hodnoty ¥ = a nahraditi konstantou b,
t. j. tou jednoduchou funkeci, ktersd pro viecka z nabyva
téZze hodnoty b. [Graf té konstanty je vodorovnd piimka
vedend bodem A = (a;b).] Idea, aproximovati néjakou
?m.kci v blizkosti uréité hodnoty z = a néjakou jednodussi
unkef, je jednou ze zdkladnich ideji vyssi matematiky.
Zejména duleZitd je aproximace pomoci linedrni funkce

y=kx +1. . (10-1)
Z odst. 7 vime, Ze linedrni funkce jsou totoZné s témi
funkcemi, jejichz grafy jsou primky. [Svisli piimka nenf
oviem grafem Z4dné funkee.] T .

V obr. 7b vidime piedev&im znovu graf funkee f(z), ktery
byl v obr. 7a, jakoZ i bod A = (a, b) kde b = f(a). Vedle

A
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toho jsou v obr. 7b narysoviny tii pHmky p,, #,, p, jdouci
bodem A. Obecné si mysleme vedenu bodem A piimku p,
jejiZz smérnice se rovnd libovolné zvolenému éfslu k. Vime,
%e rovnice piimky p jest ' -
y=0b+4k(z—a). (10-2)
Kdy%z z je blizké éislu a, je hodnota y, kterou vypoéteme
z rovnice (10-2), blizkd hodnoté b, které y nabyvé pro z = a.
Stejné také hodnota y = f(z), odpovidajici funkei f(z) zn4-
zornéné v obr. 7b, je
pro z blizké éislu a blizks
¢slu b. Tedy i graf funk-
ce f(z) i piimka’ p jsou
pro x blizké &islu a bliz-
~ ko bodu 4, tedy také
X navzijem blizké. Jak
blizké, to zdvisi na volbé
smérnice k. V obr. 7b
Obr. 7b. . se v blizkosti bodu A4
piimka p, mnohem tés-
néji plfimykd ke grafu funkce f(x) neili piimky p, a p,.
KdyzZ lze vésti bodem A grafu pHmku p, tak, Ze se tato
pifmka v blizkosti bodu 4 ke grafu tésnéji primyk4 neZli
kterdkoli jind pfimka vedend bodem A, ¥ikd se této priimce
tedéna grafu v bodé 4. Teéna muZe byti také svisld; vylou-
éfme-li tento vyjimeény pifpad, m4 teéna uréitou smérnici
k, a tato smérnice se nazyvd derivace funkce f(z) v &isle
z = a. Pojem derivace je jeden z nejdileZitéjsich pojmu
vy matematiky.
Zvolime-li si na grafu funkce f(z) vedle bodu 4 = (a; b),
kde b = f(a), jeité jeden bod P = (z;y), kde y = f(x),
miizeme oba body spojiti piimkou. Vime, %e smérnice této

piimky je
y—b _ fa)—fla) 103)

z—a z—a
M4-li graf v bodé A uréitou teénu p,, je pro z blizké k a
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spojnice AP blizkd k p,, a proto je také smérnice (10-3)
piimky AP blizkd smérnici piimky p,, t. j. derivaci k,
funkce f(z) v &isle £ = a. Tedy funkce f(x) md pro z=a
derivaci rovnou éislu %, kdyZ pro z rizné od a, ale blizké
¢éislu a, je podil (10-3) ptiblizné rovny &islu &, Je zvykem
nazyvati rozdil —a priristkem nezivisle proménné
a rozdil f(z) — f(a) pfiristkem funkce; tyto ,,pHrastky*
ovSem nemus{ byti kladné. Casto se pfiristek nezdvisle pro-
meénné znadi pismenem k, tedy

h=x—a, x=a +h; .~ (10-4)
piirastek funkce je pak f(a + k) — f(a) a podil (10-3) je
fla +h)—fla) .
h

Kdy% z.probibé éisla blizkd éfslu a, probfhd % ¢isla blizkd
nule a obrdcené.
U linedrnf funkee (10-1) je

fo—i@ _,

r—a

(10-5)

” N

t. j. piirastek funkce je (nehledé na piipad k¥ = 0) pifmo
umérny piirustku nezdvisle’ proménné. Derivace linedrni.
funkce je konstanta k, t. j. linedrni funkce m4 v kaidém
&isle @ stejnou derivaci, rovnou éfslu £, ¢. j. rovnou smérnici
piimky, kterd je grafem funkce. U jinych funkei je pomér
(10-3) zavisly na =z, tak¥e pifristek funkce nenf piiristku
nezdvisle proménné presné primo Gmérny, nybrz pouze pri-
blizné, ale tim presnéji, ¢im tésnéji omezime proménnou z
do blizkosti hodnoty a. Na tom se zakldd4 na pf. interpolace
pri logaritmovéan{, na kterou se vétSina z vids pamatuje ze
stfedni Skoly. V pétimistnych logaritmickych tabulkich
jsou pfimo udény pouze logaritmy &tyrcifernych ¢&isel; loga-
ritmy péticifernych éfsel se z nich poéftaji na zdkladé pied-
pokladu, Ze priristek logaritmu je piimo umérny pfirustku
¢isla. Tento pfedpoklad neni sice pfesné sprivny, ale je

21



splnén s dostatednou pribliznostf{. Na éem tu zdleZi, je po-
mérn4 velikost pfiristku nezdvisle proménné. Zménime-li
pétou cifru ¢isla, je pomérnd zména tim vétsf, ¢{m mensf
je ¢islo, tedy ¢im menSf je prvni cifra; nejvétdi pomérnd
zména nastane, kdyZ prvé dvé cifry jsou 10 a tfetf cifra je
mald. Proto jsou na pf. ve Valouchovych logaritmickych
tabulkdch logaritmy péticifernych ¢isel 10 000 aZ 11 009
piimo udény.

11. Funkee y = ¥2. Abychom si pojem derivace dobte
ujasnili, probereme si jej na dvou pifkladech. Poéneme
funkef y = 2. Graf této funkce je naznacen v obr. 9; je to
t. zv. parabola. Jest
| (—ap =2
y t. j. nade funkce nabyvé stejné
hodnoty v éfsle — z jako v disle
z. Takovd funkce se jmeruje
funkce sudd; graf sudé funkce
je sdm k sobé soumérny vzhle-
dem k ose y.

Pro z=-a nabyvd nafe funkce
hodnoty b= a?. Hodnota funkce
v ¢isle @ + h je

(@ + h)* = a® + 2ah + h?
tedy pifristku % nezdvisle proménné odpovidd prirastek
funkce ) -

(@ +h)*—a? = 2ah +h2=h.(2a + k).
Je-li A blizké nule, je také pifrustek funkce blizky nule;
naSe funkce je viude spojitd, coZz odpovidd tomu, Ze cely
graf je jedind souvisld édra.

b

U

[ X SO
1]

-

[ A

I
o 1
Obr. 9.

Pomér prirastku funkce k pi'irﬁstku nez4visle proménné je
(@ +hp—a?

= Y
3 2a 1+ h;



kdyZz h se bHif nule, blfZf se tento pomér é&fslu 2a. Tedy
derivace funkce y = z®véisle z = ase rovnd éislu2a.

Bodem A = (a, a?) nasf paraboly si vedme pfimku o smér-
nici k. Na parabole jest

y= 2%
na primece jest
“y=a*+k(z—a);
tedy rozdil R mezi soutadnici ¥ bodu na parabole a soufad-
nicf ¥ bodu na piimece pfi daném =z je
R=a2*—a*—k(z—a)=(z—a)(z +a—k).

KdyZ se z blizf hodnoté a, bli3{ se obé poradnice y téfe
hodnoté a? a jejich rozdil R se bliZf nule. Ale jak rychle se
R blizi nule, to zdvis{ na volbé smérnice k. Abychom to
zkoumali, viimneme si podilu

R
T—a

—zda—k=h 4 (2a—k); (11-1)

pii z blizkém ¢éislu @ je ten podil pfibliZzné roven 2¢ — k.
Je-li & + 2a, je rozdil R pfibliZné Wmérny piiristku h =
= z— a. Je-li vBak smérnice k rovna derivaci 2a, pak je
podil (11-1) pfi z blizkém éislu @ pFibliZné rovny nule, t. j.
nejen %e je R blizké nule, nybrZ je mnohem bliZ4{ nule, nez
je z— a. To pravé znamend, Ze piimka se smérnici k = 2a
se v blizkosti bodu A mnohem tésnéji primykd k parabole
neZ ostatnf naSe pfimky. Tedy 2a je smérnice te¢ny paraboly
v bodé A. :

MiZeme si v&c¢ zndzorniti jinak. Znamené-li z stranu &tverce,
znamené z* obsah &tverce. Je-li £ o milo v3tsi ne a, miame
situaci znézornénou v obr. 10. PFrustek funkce je zné-
zorndn pésem, ktery se sklddd ze dvou obdélniku. KdyZ
jeden z nich pfemistime, jak je v obrazei naznadeno Sipkou,
bude pfiristek plochy &tverce (tedy pFiristek funkce) znazor-
nén obdélnikem se zdkladnou 2a + k a vyskou k, tedy obsahem
h (2a + h). Tedy pomér piristku funkce k pfirtstku nezdvisle
proménné je 2a + k, coZz pFi mensim a mensim & je &im déle
tim pfesndji 2a. Ke stejnému vysledku dojdeme, i kdyZ od
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hodnoty a strany &tverce pfejdeme k hodnotd o médlo mené{,
tedy pFi zdporném h.

Jestd jiné dilefité zndzornéni! Dejme tomu, Ze se bod po-
hybuje po ose y tak, Ze v &ase ¢ = 0 je v polétku a Ze v &ase ¢

h{
a
%—_}*
a h
Obr. 10.

pFijde do polohy (0; ¢2). [Kladné &&st osy ¥ necht radsji tento-
krate sméfuje dolt.] V dobd od okamZiku ¢ = a k okamZiku
t = a + h pfejde né3 bod z polohy (0; a?) do polohy (0; (a + h)?)
a urazi drahu

(@ + h):—a? = h(2a + h).

Stejnou dréhu by urazil, kdyby se pohyboval rovnomé&rnou
rychlosti
(@ + h)—a?
h

Proto ¥ikdme &islu 2a + & prim&rné rychlost pohybu v do-
b& od okamZiku ¢ = @ do okamZiku ¢t = a 4+ h. Je-li & blizké
nule, je tato primé&rnd rychlost p¥FibliZnd rovna 2a; proto

o, £6 2a je okamZitd rychlost pohybu v &ase ¢ = a.
V %4dném sebe kratsim &asovém intervalu nenf nés pohyb
pfesnd rovnomdrny, ale ve velmi malém &asovém intervalu
obsahujicim okamZik ¢ = a se dé velmi dobfe aproximovat
rovnom&mym pohybem s rychlosti 2a.

= 2a + h.

12. Funkee y = % Graf této funkce je naznaden

v obr. 11; je to t. zv. hyperbola. Jest
1 1

—_—— —

-— Z
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t.j., zméni-lise pouze znameni nezdvisle proménné z, zméni
také hodnota funkce pouze znameni. Takovd funkce se
jmenuje funkce lich4; graf liché funkce je stredové sou-
mérny (poédtek O je stiedem soumérnosti). Pro z == 0 neni
nafe funkce definovéna; kdy% je = kladné a velmi malé,
jsou hodnoty funkce

kladné a velmi veliké; y
kdyZz je = zdporné a

velmi malé, jsou hod-

noty funkce zdporné a

velmi veliké. KdyZ je « 1

kladné a velmi velké, — 7
jsou "hodnoty funkce
kladné a velmi malé;
kdyZ je x zdporné a
velmi velké, jsou hod-
noty funkce zéporné a
velmi malé. Celkem mu- Obr. 11.

Zeme Fici, Ze ve velké

vzddlenosti od poéétku se graf naif funkce tésné primykéd
jednak k ose z, jednak k ose y; pravime, Ze osa x a osa ¥

jsou asymptoty na$i hyperboly.
Pro z=a (kde @ & 0) nabyvéd naSe funkce hodnoty

b= -i—. Hodnota funkce pro z=a +h je ;; piirist-

a--h
ku h nezédvisle proménné odpovidd piristek funkce
1 1 h ]
a+h a  a(@+h)

Je-li & blizké nule, je také piirtistek funkce blizky nule;
nade funkce je vdude spojitd, kde je definovdna (t. j. pro
viecka z mimo nulu).

Pomér pifrastku funkce k piiristku nezdvisle proménné

__1
ala +h)
— 5

je



kdyZ se & bliz{ nule, blf#{ se tento pomér éislu — %. Tedy

1
derivace funkce y = -7 ¢isle z = a se rovn4 ¢éislu

1

a“ .
\ 13. Pojem limity. V odst. 10 jsme se seznimili s pojmem
derivace ndzornym zpisobem na zdkladé grafu. Bude uZi-
teéné, kdyZ si nyn{ vyslovime definici derivace v pfesném
znéni. Provedeme to tak, Ze si zavedeme obecnéjsi pojem,
ktery m4 v celé vy&sf matematice centrdlni postaveni a jehoZ
jednfm zvliStnim pipadem je pojem derivace. Je to pojem
limity.

Necht je ddn néjaky interval J a néjaké ¢&islo a uvnitd
intervalu J. Dile budi? ddna néjakd funkce

y=F(z) (13-1).

definovand pro viecka z z intervalu J, a% snad na hodnotu
z = a, v které F(z) definovdna byti nemusi. Kone¢né budiz
déno cislo ¢c. Pak fkdme, Ze ¢iglo ¢ je limita funkce F(z)
pi/"o z blizic{ se &islu a, a pfieme ([

lim F(z) = A\ (13-2)

kdyz plat{ toto: Chceme-li dosdhnouti toho, aby
viecky hodnoty funkce F(z) zustédvaly v libovolné
pFedepsané blizkosti ¢isla ¢, staéi omeziti promén-
nou z (riznou od a) do dostatend malé blizkosti
¢isla a. Touz véc vyjadiujeme nejéastéji timto zpisobem,
ktery je zvld5té pro sloZitéjsi wlohy velmi vhodny, ale na
ktery je dobfe si zvyknout hned v zaddtcich studia wy3sf
matematiky: Je-li ddno libovolné kladné cislo e,
existuje kladné é&islo & takové, Ze -

O<|z—a|<d=>|Flr)—c|<e. (13-3)
Pii tom = je logickd znadka, kterd znamens, Ze z toho, co
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je psino pfed ni vlevo, ndsleduje to, co je psdno za ni
vpravo.

* Pojem derivace je zvlastnim pifpadem pojmu limity.
Zrejmé totiZ lze Fci toto: Ze funkce f(z) m4 pro z=a
derivaci rovnou ¢éislu ¢, to znamend, %e jest

i @ —f@) _

i —— (13-4)
Také pojem spojitosti je zvldstnfm pi{padem pojmu

limity: Ze funkce f(z) je pro x=a spojit4, to zna-
meng
lim f(z) = f(a). (13:5)
—a

14. Nerovnostl. P¥i dtakazech ve vySSi matematice se sbdle
vyskytujf nerovnosti. Proto si v tomto odstavci probereme ntg’-
jednodusdi v&ty o nerovnostech. Vyjdeme od pojmu &isel klad-
nych a zdpornych. Jak je vim zndmo, plati pro tento pojem
nasledujicf &tyFi véty:

1. Cislo 0 neni ani kladné ani zéporné.

II. KdyZ% a je &islo rtizné od nuly, pak budto je a
kladnéa —a zdporné, nebo je —a kladné a a zdporné.
Z4dné &islo neni soudasnd kladné i zdporné.

III. Jsou-li a,b kladné &isle, je také @ + b kladné
¢islo.

IV. Jsou-li a, b kladnd &isla, je také ab kladné &islo.

Nyni miZeme definovati: Pravime, Ze &islo a je v&tS8i neZ
&slo b a piSeme a > b, kdy% &islo ¢ — b je kladné. Pravime,
Ze &islo a je mensi neZ &islo b a piSeme a < b, kdyZ &islo a — b
je zdporné. Volime-li v této definici b = 0, vidime, Ze a > 0
znamené, Ze a je kladné, ¢ < 0 znamend, Ze a je zdporné.

Na zdklad® vét I aZ IV a pravé zavedené definice miZeme
snadno dokézati Fadu jednoduchych vé&t.

V. Jsou-li a,b libovolnd dané &isla, plati pfesnd
jeden z t¥i pfipadti a =05, a > b, a < b.

Nebot @ = b znamend a — b = 0, @ > b znamen4, Ze a — b
je kladné, a < b znamend, %e a —b jeo zéaporné.

VI. Jelia>b, je b<a a obrédcend.

Nebot @ > b znamen4, e @ — b je kladné, b < @ znamen4,
e b —a = — (a — b) je zdporné.

VII. KdyZa> b, b> ¢, paka>c [Mistoa>bd b>c
se obyfejnd piSe strudnéji a > b > c.]
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Nebot a—b>0, b—ec> 0; jefto a—c = (a—b) +
+ (b —¢), jest @ —c¢ > 0 podle III.

VIII. Kdy%Z a > b, pak a + ¢> b + ¢. [,,V nerovnosti je
dovoleno na okou stranich pFidisti totéZ &islo.*]

Nebot (¢ +¢)— (b +¢)=a—b> 0.

IX. Kdy2a>b,c>d, paka+c¢c> b 4+ d. [,,Nerovnosti
je dovoleno sé&itat.]

JeZto a > b, podle VIII je a +e¢> b + ¢, Jeito c>d
‘podle VIIL je ¢ + b > d + b neboli b + ¢ > b + d. Tedy
a+c>b+c,b+c>b+dtakiea+c>b+dpodleVI

X. Kdy% a> b, ¢ > 0,"pak dc > be. [,,V nerovnosti
dovoleno na.sol:lt obé strany tymZ k]adn m &islemn. ‘]

Nebot a —b > 0, ¢ > 0, tak¥e je (@a—bd)ec >0,
t. j. ac—be > 0.

XI.Kdy%fa>b 2>0,c> d >0, pa.kac > bd. [,,Nerovnosti
mezi neza.pornyml Sisly je dovoleno nasobit. “]

Podle VII je @ > 0, ¢ > 0, tedy ac > 0 podle IV; je-li budto
b=0 nebo d =0, je bd = 0,* tak¥e ac > bd. Necht tedy
b>0,d>0. JeZto a > b, ¢ > 0, je ac > bc podle X; jeZto
c>d, b>0, ]ecb>dbpodleX t. j. be > bd; Jeitoac>bc,
be > bd, je ac > bd podle VIL.

XII. Kdy% @ > b, pak —b > —a.

Nebot ¢a — b > 0, 'takZe —b—(—a)=a—b>0.

XII1. 1> 0.

To oviem vime; ale je zdbavné si to formaln& odvoditi z pfed-
chézejicich v&t. Je¥to 1 & 0, podle II je budto 1 > 0 nebo
—1>0;je¥to 1.1 =1, (—1).(—1) =1, podle IV je jisté
1>0.

XIV. Kdy% e > 0, pak % > 0.
Jist& je ;l 3= 0. Kdyby nebylo Ti > 0, bylo by —Tl; >0

podle II; podle IV by bylo — 1 =a. —% > 0; je¥to viak

také 1 > 0 podle XIII, je — 1 > 0 nemo#né podle II.

XV. Kdy2 a>b> 0, pak—;->%>0.

Podle VII je a > 0, takie% > 0 podle XIV. Podle IV je
ab > 0, takZe % > 0 podle XIV. JeZto a > b, jea—b> 0.

Jest 1 1 a—b

b a ab

=(a—b)'a,_lb
28



> 0, getedy——i> 0 podle IV, t. j.

Jeitoa—b>0 B

1 1
57
Dalsi dileZité vity se tykaji absolutni hodnoty (viz pozn.
&arou na str. 8).

XVI. Jest |ab| =1al.]b].

To je zfejmé, kdyZ budto a = 0 neba b = 0, nebot obs
strany jsou pak rovné nule. Necht tedy a 3 0, b + 0. Z¥ejms
je |a| = &a, uréime-li ¢, = 4 1 tak, aby bylo ¢a > 0. Po-
dobnd je | b | = &b, urdime-li &, = + 1 tak, aby bylo &b > 0.
Podle IV je e6,.ab = ga .60 > 0; mimo to je ge = 4+ 1.
Tedy je |ab | = ¢, ab'—ea, e,b— la].|b].

? ab

XVII. Jest|a+b| |a|+|b|
Jesta < |a|,b < |b [, tak¥fe a + b < |a{ + | b| (viz VIII
a8 IX). Déale jest —a < |a|, —b <X |b|, tak¥ie —a—b <
Zla|4+1b]|. Tedy je |a+b|<|a]|+ |b|, nebot &islo
|a + b | ebudtorovnééfslua+bneboro 6 &islu — a — b.
XVIII Jest |[a|—|b |l_<_la:]:b|S|a|+|b|
Je¥to |b|=|—b|, stadi si vBimati horniho znameni.
ProtoZe |a + b | < |a| + | b | podle XVII, sta&i dokézati, %e
[la|—|b]| < la+b] (14-1)

V XVII smime misto a, b dosaditi @ + b, — b. Tim vznikne
lalSla+b|+]—0b]

la| <la+b]+ 0] .
Z toho nésleduje podle VIII, %e

neboli

la|—1b|Z|a+b] (14-2)
Avﬁal]: ve (14°2) smime zFejmd$ vyméniti pismena a, b. Tedy
je také

|[bl—lal £ la+b]| (14-3)
Je¥to &islo | |a|— | b || je rovné jednomu z obou &fsel |a | —

—|bl, |b|—|a|, plyne (14-1) ze (14-2) & (14-3).

v 16. Jednoduché vety o limitéeh. V tomto odstavei si
dokédZeme nékolik skoro ziejmych vét o limitéch funkei.

I. Jeli lim F(z)=c¢ a jeli ¥ konstanta, jest
2—4a
lim kF(z)=k.c.
G



Pfipad & = 0 je tak zfejmy, Ze ﬁj nechdme stranou. Necht
tedy k & 0. Zvolme &fslo ¢ > 0. Mdme dokdzati, %e existuje
éislo 6 > 0 takové, Ze

0<iz—a|<é=>|kF(z)—ke|<e (15-1)
—£_ Pak je ¢, kladné &slo. Jefto lim F(z) = ¢,
| k I . ’ z—a
existuje &islo 6, > 0 takové, Ze

0<|z—al<d = |Fz)—c|<e. (152)
Aviak |k F(z)—ke|= |k|.|F(@)—c|, &= |k]. Tedy
z nerovnosti | P(z) —c¢| < & plyne (viz X v odst 14),

| k F(z) —kc| < &. PoloZime-li tedy & = 4,, plyne (15-1)
z (15-2).

II. Je-li lim Fl(x) =c¢, hm Fz(x) = C,, jest lim [Fl(a:) +

+ Fy(2)] = ¢, + 2%
Zvolme ¢&jslo & > 0. Méme dokdzati, Ze existuje &fslo § > 0
takové, Ze

0<|z—a| <= |[F(z) + Fy(z)] —( + ) | <& (153)

Zvolme si dvd kladna &isla ¢, a &, tak, aby bylo ¢ + & < .
ProtoZe lim F,(z) = ¢,, existuje &slo 8, > 0 takové, Ze
2->a

PoloZme ¢, =

O<|z—a| <6, =>|Fiz)—c,| < &. (15-4)
Proto¥e lim Fy(z) = c,, existuje &islo 8, > 0 takové, Ze
z—a

O<|z—a|<8=>|Fylx)—c,y| <& (15-5)

Nyni zvolme &islo 6 > 0 tak, aby bylo i é < 6, i6< é; Jo-li
0<]:|:—-a|<6]epl‘ednéo<|z—a< & za druhé
0<|z—a|< &, Tedy podle (15-4) a (15-5) je | Fy(z) —¢, | <
< &, | Fa(z) — €5 | < &, takZe podle IX v odst. 14 je | Fy(z) —
— |+ | Fo(z)—cy| < & + & Podle XVII v odst. 14 je
viak | [Fy(z) + Fy(@)] — (0 + o3) | < | Fy(®@) — ¢, | + | Fa(z)—
— ¢y |. Mimo to je & + & < e. Tedy podle VII v odst. 14 je
| [Fl(:c) + Fy(z)]—(c; +¢5) ) < & - im je sprévnost vztahu
(16-3) dokézana.

III. Je-li im Fy(z) = ¢,, lim Fy(z) = c,, jest lim [Fy(z) —
>—a z—a 2

— Fy(z)] == ¢, — ¢y
Podle I je totiZ lim [— F,(z)] = — ¢,, tak¥e stadi uiti II
z—a

8 funkef — Fy(z) misto funkce Fy(z).
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IV. Je-li lim Fy(z) = ¢, lim Fy(z) = ¢,, jest lim [F(z) .
' z—a ; z—>a .

r—a
Fy(z)] = ¢1c. ’
Zvolme &slo £ > 0. Mdme dokdzati, Ze existuje éislo §>0
takové, Ze

O0<|z—a| < d=|Fix) Fy(x) —ciey| < &. (156)
Zvolme si dvé kladn4 &fsla o, & o, tak, aby bylo a, + a5 < &.
Déle si zvolme nejprve &islo & > 0 tak, aby bylo |¢, | & < o,

& potomn &islo & > 0 tak, aby bylo (] ¢; | + £) €3 < &;. ProtoZe
lxm Fl(z) = ¢,, eXistuje "Sslo 4, > 0 takové, Ze plati (15-4).

Protoie lim Fy(z) = ¢,, existuje &islo 4, > 0 takové, Ze platf

z—>a -
(15-5). Nyni zvolme &islo § > 0 tak, aby byloi § < §,i & < &,.
Necht nynf plati 0 < |z —a | < é. Pak je pfednd 0 < |z —
—a | < 4, takZe podle (15:4) je | Fy(z) —¢, | < &. Podle X
a XVI v odst. 14 je |e¢; Fy(z)-~cie3| S |cyl e ProtoZe
[ s ] & < &, jo tedy

Jea[Fy(z) —ei]] < oy (15-7)
podle VII v odst. 14. Déle je Fy(x) = ¢; + [Fy(x) — ¢,], takZe
[Fyz) | < el + & (15-8)

podle VII a XVII v odst. 14. Za druhé je viak jest8 0 <
<|z—a| <4, takie podle (15:5) je |Fy(z)—cy| < &
Tedy podle (15-8) a podle XI a XVI v odst. 14 je | Fy(z).
t [F,(z)—c,] | < (leyt + &) egs jetto (ley | + &) e < oy, jo

y

| Fy(2) . [Fy@) — 3] | < o, (159)

ProtoZe

Fy(z) Fyo(x) — ¢163 = €3 [Fi(z) — 1] + Fy(z) [Fy(z) — ¢5),
nasleduje z (15-7) a (15-9) podle VII a XVII v odst. 14, Ze

| Fy(z) Fo() — 165 | < &y + 5. Protoe o, + a3 < ¢, jo spré.v-
nost vztahu (15-6) dokézdna.
1

V. JellhmF(a:)—c a jelie +0, ]esthmF(l) e

Zvolme élslo € > 0. Mdme dokézati, Ze existuje &islo § > 0
takové, Z%e
1

1
0<|z—a|<6=>lm——

~|<e (16°10)
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Zvolme si kladné ¢&islo ¢ tak, aby bylo pfedng

g < ick (15-11)
a za druhé
g<ilel (15-12)

Z (15°12) nésleduje podle VIII v odst. 14, %e & — |¢| <—13 ¢!,
tak¥e podle XII v odst. 14 jest

le|l—ea>4lcl (15-18)
JeZto lim F(z) = ¢, existuje &islo 8, > 0 takové, Ze
—a
O<|z—a|<d=>|Flz)—c|<g (1514)

Necht nyni plati 0 < |z —a | < §,. Jefto ¢ = [F(z) —c] —
— F(z), podle XVII v odst. 14 je |c| S| F(z)—ec| +
+ | —F(z)|=|F(z)—c| + | F(z)|. Podle (15-14) & podle
VIII v odst. 14 je viak | F(z)—c | + | F(z) | < | F(z) | + &,
tekfe |c| < | F(z)| + & podle VII v odst. 14. Tedy |c| —
— ¢ < | F(z) | podle VIII v odst. 14. Podle (15-13) je vSak
také 1lc|<|c|—e¢g, takie |F(z)|>%|c| podle VII
v odst. 14. Jeito ¢ 0, je {c| > 0. Tedy |c|.|F(z)| >
> 3 |ci® = I, takde |c F(z)| > 4c*® podle XVI v odst. 14.
Z XV v odst. 14 nésleduje nyni

1 1
m < ;E’i (15-15)
Z (15-14) a (15-15) plyne podle XI a XVI v odst. 14
F(x) —¢ & .
cFar | < (15-16)
Aviak - 7
1 1 . (z) —c .
F(z) ¢ ¢ F(x) (15-17)
a mimo to plyne z (15-°11) podle X v odst. 14, %e
5 .
R (15:18)
Z (15-18), (15:17) & (15-18) plyne podle VII v odst. 14, %e
RENE
F(x) ¢ &

Tim je dokézéno, Ze vztaeh (15-10) je sprévny, volime-li § = &,.
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VI. Je-li lim F,(x) = ¢;, lim Fy(z) = ¢, a jeli ¢, &+ 0,
z—a z—a

Fi(z) o b,
e Fy(x) 0

Nebot podle V je hm

jest hm

-1
F a( ) ¢
v které oviem misto funkce Fy(z) vezmeme funkei

Vime, %e kdy%

, taklo stad{ uZiti véty IV,
_1 .
Fy(x)
lim F(z) = Fl(a), (15-19)
z—a

je funkce F(zx) pro z = a spojitd a Ze také obrdcené plati
(15-19), je-li funkce F(x) pro z = a spojitd. Proto z pred-
chézejicich vét o limitdch plynou ibned ndsledujici véty
o spojitosti:

VII. Je-li f(z) spojitd funkce a je-li k konstanta,
je také k f(z) spojitd funkece.

VIII. Jsou-li f,(z) a f,(x) spojité funkce, jsou také

h(@) + (@), (@) — ha(@), fu(2) fola), )

fz(x)_
spojité funkce.

Prvnd tfi z funkei (15-20) jsou definovdny pro viecky ty
hodnoty proménné z, v kterych jsou definovdny obé funkce
fi(z) & fy(z). Posledni z funkei (15-20) je vEak definovéna
pouze ty z naznafenych hodnot proménné x, pro né% je
mimo to f,(z) & 0.

Souvislost mezi pojmem derivace a pojmem spojitosti je
vyjddfena nisledujici jednoduchou vétou

IX. M4-li funkce f(z) pro = a derivaci, je tato
funkce pro z =a spojits.

Nebot podle pfedpokladu existuje limita
lim /(z)—f(a) = p

N z—+a r—a

(15-20)
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mimo to je ziejmé lim (x— a) = 0, takZe podle IV jest
~ r—a

lim [f(z) — f(a)] = 0, a to znamen4, %e funkce f(x) je pro

z—a

x = a spojité.

Véta IX se nedd obrétit; ze spojitosti funkce nemi-
feme soudit na existenci derivace. Jednoduchym piikladem
je funkee f(x) = | z |. Tato funkce je viude spojité, ale pro

"z =0 nem4 derivaci, nebot podfl
Hz)— (0) _ |__-’5_| (15-21)

z—0 z
je pro kladné z rovny 1, pro zéporné z rovny —- 1, takZe
neexistuje uréitd hodnota, které by se podil (15-21) blizil,
kdyZ se x blizi nule. To je také patrné z grafu funkece
(obr. 12), ktery se sklddd ze dvou polopfimek, jez tvoif
pravy ihel s vrcholem v poéstku, takle v potdtku neexistuje
ke grafu teéna.

Obr. 12.

16. Derivovini soudtu a soulinu. Hodnotu derivace
funkce f(x) pro z = a znaéime casto f'(a). Pfi tom hod-
nota a je libovolnd, a proto muZeme také psdti z misto a,
t. j. z funkce f(z) dostaneme derivovdnim novou funkei,
kterou znaéime f'(z). V odst. 10 jsme poznali, jak se deri-
vuje linedrn{ funkce; muZeme si to zapsati ve tvaru

(kz + 1) = k. (16-1)
Z odst. 11 si poznamenejme pravidlo
(z?) = 22 ¢ (16-2)
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a z odst. 12 pravidlo
(_l_) = — L (16-3)

x2

platné pouze pro z + 0; tuto vyhradu si nemusime ani za-
znamen4vati, protoZe pro # = 0 jsou obé strany v (16-3)
bezvyznamné.

Z vét o limitdch, které byly odvozeny v odst. 15, p'lynou
jednoduché, ale dileZitd pravidla pro derivovéni.

I. M4.li funkece f(x) pro z=a derivaci a jeli k
konstanta, méd také funkce k f(z) pro z = a derivaci,
kterd se poéitd podle pravidla’

k- (@) =k f(2). (164)
/(z) /(a)

z—a

pak podle I v odst. 15 je
i £ 1(2)— k fla)

z—a r—a

Nebot je-li
t’(a)) Y

= k.[f(a)

II. Maji-li funkcefl(x) a fy(x) obé pro z = a derivaci,
maji také funkce f(z) + fy(z), fi(x)— f,(x) pro x=a
derivaci, kterd se poéitd podle pravidla

(h(2) + 1(2)) = f1(2) + ['4(2), (16-5)
[h(z) — fa(@)] = f'y(z) — ['3(2)- (16-6)
Nebot' je-li
lim fl(x;: il(a) 1), hm fz("’) fz(a') = [,
pak podle II a IIT v odst. 15 je
i 2 & W) @ L B0y 4 ),
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Pravidlo (16-6) je oviem dusledek pravidel (16-4) a (16-5),
z nichZ plyne také obecnéj’f pravidlo
[k f1(2) + ko fo(2)) = Ky f1(2) + Ko f'o(2).
Pravidlo (16-5) snadno zobecnime ne vétsf poéet séitancu
s tfmto vysledkem: soudéet dvou nebo vice funkei
derivujeme tak, Ze derivujeme kaidého séitance
zvl4ist a jednotlivé vysledky sedteme.

II1. Maji-li funkce f,(z) & fy(z) pro z=a derivaci,
m4d také funkece fi(2). fy(x) pro 2 = a derivaci, kterd
se poéitd podle pravidla

() - fo(x)) = fol=) . folx) + fi() . Folz).} (16:T)

Podle predpokladu je

m/l(z) fl(a) = /@), lmlz( ) fo(a)

o —a = f'y(a).

Podle IX v odst. 15 je lim fz(a:) = fz(a), takZe podle IV
v odst. 15 je

lim [/ (x) . M] f1ia) . foa);
mimo to je podle I v odst. 15 -
lim [f @ . M] - (@) - [0
JeZto
hi(z) fo(x) — fi(a) fo(a) = fy( )fl(z) fi(a) +
z—a —a
+ h@) /z(fv) {:(a)

plyne ze II v odst. 15

lim SO Z WO LD _ 1 0) fa) + @) ot

¢m% je dikaz pravidla (16-7) dokonéen.
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‘Kdy% v (16-1) volime k = 0, dostaneme jednoduché pra-
vidlo: Derivace konstanty je rovna nule. Zndme-li
toto pravidlo, dostaneme z pravidla (16-7) jako zvldstni
piipad pravidlo (16-4), volice za jeden z obou éiniteld kon-
stantu.

Pravidlo (16-7) je nejlépe si pamatovati ve slovnim znéni:
Derivace souéinu dvou funkei je souéet dvou ¢ésti;
kazdd z obou é4st{ je souéin, ktery vznikne z pu-
vodniho souéinu tim, Ze se jeden faktor derivuje
a druby opide.

Kdyz v (16-1) zvolime k = 1, I = 0, dostaneme pravidlo
' (z) = 1. (16-8)
Z (16-8) dostaneme podle pravidla (16-7)
() =(z.2) =1.2+x.1= 2z,

coZ neni nic jiného nez (16-2). Dal$im uZivdnim pravidla
(16-7) dostaneme postupné
(@3) = (22 .2) =22 .z + 2% .1 = 3a?,
(%) = (23.2) = 32% .2 + 2%.1 = 423,
(2% = (x*.2) = 42%. z 2.1 = 52* atd,,
obecné
(") =mn.a"=L (16-9)

Podobné dostaneme z (16-3) postupné

AL AV U T Y R A .
(;)—(; —)——;; PR (—;)——;a’

x
1y (1 1y 2 1 1 ( 1\ 3
P R R -
1Y 1 1Y 3 1 1 1 4
(a)= P ;)——;Z'#;»'(—? =— @
obecné (i):_ n (16:10)
xn an+l

37



Protofe z—" znamen4 toté% jako %, muYeme (16-10) také

psati ve tvaru
(") = (—mn).a"1,

coZ znamend, %e pravidlo (16-9), pivodné odvozené pro
kladné celé n, zustavd v platnosti i pro zdporné celé n=.
Samozfejmé musime pii zdporném = vylouéiti hodnotu
z=0.

17. Derivace sloZené funkee. V predchozich odstavcich
jsme znacili nezdvisle proménnou pismenem z; muZeme
v8ak také uiiti jakéhokoli jiného pismene. Tato samoziejma
poznimka je uZitetnd u t. zv. slozenych funkci. Budtez
dény dvé funkce jedné proménné: funkce f(f) proménné i
a funkce @(z) proménné z; miZeme z nich sestaviti novou
funkci F(x) proménné z tim, %e do funkee f(¢) dosadime
t = @(z), tedy

F(z) = flp(=)]; (17-1)
takto vznikld funkce F(z) se jmenuje sloZzend funkce.

Nejsou-li funkce f(¢) a @(x) definovdny pro viecky hod-
noty nezdvisle proménné, nemus{ byti ani F(x) definovdna
pro viecka . Zvolme uréitou hodnotu a; aby byla funkce
F(z) definovdna pro = = a, musi byti predeviim funkce
@(z) definovéna pro z = a, ale to nestaci; je-li

b = p(a), (17-2)
mus{ byti jeSté f(t) definovédna pro ¢t = b a pak jest
F(a) = f(b). (17-3)

Necht' plati (17-1) a (17-2); necht funkce ¢(z) je defino-
védna pro viecka x blizk4 éislu @; necht funkee [(t) je defi-
novéna pro viecka ¢ blizké éislu b; mimo to necht je funkce
¢(z) spojitd pro x = a. Pak je funkce F(z) definovédna pro
viecka z blizkd éislu a. Plati-li je§té ddle, Ze funkce f(t) je
spojitd pro ¢t = b, je funkce F(z) spojitd pro = = a.
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Sprédvnost uéindnych tvrzeni je skoro samozfejmé; podrobny
dikaz probihd takto: Existuje kladné &islo « takové, Ze ¢(zx)
je definovéna pro vSecka z, pro n&Z plati | z — @ | < ; existuje
kladné é&islo g takové, Ze f(t) je definovdna pro vSecka t, pro
néZ platf |[t—b| < B. ProtoZe je funkce ¢(z) spojitd pro
z = a, existuje kladné é&islo y takové, Ze

lz—a| <y = |p@)—egla)| < B;

mii¥eme pfedpokléddati y < . Je-linyni | z—a | < 9, je hod-
nota funkce ¢(z) v tomto = definovéna a jest | p(z) —b | < B
[viz (17-2)], takZe f(t) je definovéna pro ¢ = @(z); tudi¥ F(z)
je definovdna v naSem z. Nyni pFipojime pfedpokled, Ze f(¢)
je spojitd pro t = b & zvolime kladné &islo &. Méme dokdzati,
Ze existuje kiadné &islo & takové, Ze funkce F(x) je definovéna
pro viecka z takové, Ze |z —a | < d a e | F(z) — F(a) | < ¢
pro viecka gato z. ProtoZe je funkece f(f) spojitd pro ¢t = b,
existuje kladné Zislo ¢ takové, %e ¢ < f§ & %e

lt—bl<e= |/} —fB)]| <e (17-4)

ProtoZe je funkce ¢(x) spojitd pro £ = a, existuje kladné &islo &
takové, %e d < y a %e

jz—a| < d = |px)—9pla)| <o (17-5)

gtoie é < y, je funkce F{(z) definovéna pro viecka =, pro

Jz—a| < b Jelli|z—al| < 4, je | p(x) —b| < o podle

(17-2) a (17-5), tak¥e | F(z)— F(a)| < & podle (17-1), (17-3)

8 (17-4).

Mé-li funkce ¢(z) derivaci proz = a a m4d-li funkce
J(t) derivaci pro ¢t = b [viz (17-2)], m4 sloZend funkce
F(z) derivaci pro x=a a tato derivace se pocitd
podle pravidla

F'(z) = flo(2)] - ¢'(2), (17-6)

F'(a) = f®).¢'(a). (17:7)

Abychom dokézali sprdynost vztahu (17-7), oznadme si jako
obvykc{e pkirtstek proménné z pismenem h. Podle pfedpokladu
se podil

t. j. plati

ola + M) — gla) 17:8)

bliZi &islu ¢’(a), bli%i-li se h nule. Ma4me dokézati, Ze se podil
F(a + h) — F(a)

5 (17-9)
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bliZi ¥slu f(b) . p(a), bliZi-li se h nule. PoloZme
k= gla + h) — pla); (17-10)

podle (17:2) fje g(a + k) =b + &, tak¥e podle (17-1) je
Fla + h) = (b k) a tedy [viz (17-3)]

F(a + k) — F(a) = }(b + k) — Kb). (17-11)
Podle (17-10) a (17-11) muZeme psati podil (17-9) ve tvaru
o+ B —/0) glat Mol (17-12)

ProtoZe ma funkece ¢(z) v &isle a derivaci, je pro £ = a spojité
(viz IX v odst.). Tedy ze (17-10) plyne, %e kdy% se k bliZf nule,
také & se bliZi nule, a protoZe funkce f(¢) mé pro ¢t = b derivaci,
bli%i se prvy faktor v (17-12) &islu f’(b). Druhy faktar v (17-12)
se viak bliZi &islu ¢’(a), tak¥e se cely souédin (17-12) bli% &islu
f(b) . 9’(a). ProtoZ%e se soudin (17-12) rovné podilu (17-9), byli
bychom s dikazem vztahu (17-7) hotovi.

Ve skutednosti je vBak v postupu prévs provedeném chybitke,
a bude poudné, kdyZ si ji nyni vyslovné vytkneme a potom
snadno napravime. Ze funkce @(x) mé pro z = a derivaci, to
oviem znamend, %o se podil (17-8) bliZ{ &islu ¢'(a), bliZi-li se h
nule. Tak to bylo také vysSe Feleno. Ale nesmime zapominati,
%e se h musi bliZit nule tak, aby nikdy nebylo nule p¥esné
rovné, nebot pro h = 0 neméa podil (17-8) vibec smyslu.
Dokézati mame, Ze se podil (17-9) bliZi &islu f'(b) . ¢’(a), bliZi-li
se h nule zase tak, aby nikdy nebylo nule pfesnd rovné.
Jako prostfedek k diikazu mame vedle toho, co bylo uZ feéeno
o podilu (17-8), jest& ten fakt, Ze se podil

fto + B — 1) 1713)

bliZ{ &islu f'(b), bliZi-li se k nule tek, aby nikdy nebylo nule
pfesnd rovné. Podil (17-13) se ndm vyskytl jako prvy faktor
soudinu (17-12). P¥i tom jsme za k dosazovali podle (17-10)
a pfesvédéEili jsme se, Ze se k politané ze (17-10) bliZi nule,
bli%i-li se h nule. Ale na& jsme zapomnsli, jest, Ze k poéitané
ze (17-10) miZe byti rovné nule (je-li k blizké nule a rtizné od
nuly). V tom je pravd chyba nafeho dikazu. Abychom tu
chybu napravili, zavedeme si pomocnou velidinu 2z pomocf
rovnice

Mo+ 10 pey =2 (17:14)
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tato velifina z je tedy funkeci prom&nné %k, definovanou dosud
pouze pro k % 0 [a pFi tom jen pro ta k, pro n&% je ¢&islo
J(b + k) definovéno; ale na tom mnoho nezéle%i, protoZe &fslo
f(d + k) je jistd definovéno pro vBecka &k dosti blizké nule
a jen takova k budeme pot¥ebovati]. Z rovnice (17-14) si vy-

pocteme
f(b + k) — f(b) = [f'(b) + 2] . k. (17-15)

Rovnice (17-15) plati ovBem pro vSecka ta k, pro néZ plati
rovnice (17-14); ale rovnice (17-15) je spréavné i pro k = 0,
at uZ ddme v tomto pfipadd veliding z jakoukoli hodnotu.
Dohodné&me se, %o pro k = 0 bude také z = 0. ProtoZe funkce
f(t) mé pro t = b derivaci f'(b), vychéazi ze (17:14), %e se z bliii
nule, bli%i-li se &k nule tak, aby nikdy nebylo nule pfesn& rovné.
Protojg viak pro k = 0 je z = 0, bliZi se veli¢ina z nule do-
koncefg~tehdy, kdyZ se bli#i k nule jakymkoli zphsobem (t. j.
i tal ¥e k miZe nabyti také hodnoty nula). Nyn{ u¥ snadno
dikaz dokon&fme. Necht se % bliZi nule tak, aby nikdy nebylo
nule pFesnd rovné. Za k si dosadme vyraz (17-10); pak se k
jisté bude bliZiti nule. ProtoZe je z uréitd funkce promé&nné k
a protoZe jeme za k dosadili vyraz zdvisly na h, bude po do-
sazen{ z zaviseti na h. Z toho, co bylo Feeno, ply'ne, %e kdyZ
se h bliZi nule, nejsouc samo nule rovné, bliZi se také z nule,
pfi ¢emZ muiZe z nabyti i hodnoty nula. Podle (17-10), (17-11)
a (17-15) je viak
Fla + h)— Fla a+ k) — pla

Kdy# se A bliZi nule (p¥i ¢emZ h < 0), bliZi se v (17-16) napravo

prvy fektor &slu /(b a druhy é&islu ¢’(a), takZe se podil (17-9)
bliZi &slu f'(b) . ¢’(a) a s dikazem jsme hotovi, tentokrat do-
opravdy.

. 18. Derivace moecniny; derivace podilu. KdyZ v pravé
odvozeném vzorei pro derivaci sloZené funkee f[@(z)] volime
f(t) = t* a kdy% si pfipomeneme z odst. 16 vzorec (i) =
= nt"—1, dostaneme vzorec pro derivaci mocniny*)
(A = {2 . f(2); (18-1)
pfi kladném n plati tento vzorec pro viecka z, v nichZ
existuje derivace f'(z); pfi zdporném n musime mimo to

pi‘ed%léd&ti f(x) 0. Pro n =—1 zni vzorec (18:1)
*) vzorci'je pséno f misto @; na tom oviem nezdleZi.
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1Y f(2)
—_— = — ] 18'2
[fm] [f@F (154
coz je vzorec pro derivaci pfevricené hodnoty funkece.
Protoze

,’1(3) _
o =y |
a protoZe umime derivovati sou¢in dvou funkef, ziskdvame
déle vzorec pro derivaci podilu-- ~- ..
h(z) '= f1(=) /z(x)—fl‘(f).f's(x) e, (18:3)
fa(x) T ¥

[fo(z)* Q
platny pro ta =z, v nich% existuji ob& derivace f'(z), ¥ s(<)
a jest fy(z) += 0.

19. Inversni funkee. BudiZ definovédna v néjakém inter-
valu J spojitd funkce

¥ = f(2). (19-1)

Zvolme dvé ¢&isla ay, a, z intervalu J a poloime b, = f(a,),

Cl/\cl G I
AL :\/E '

(] I

il i i  fra
NS R

11 1 | |

Ly I ] ! X
ac, ¢ ¢ a,

Obr. 13.

f(as). Pfedpoklddejme, Ze je by < b, a zvolme si ne]aké

b=
é lo d tak, Ze

b<d<hb 19-2)
Ty body (z; y), pro néz platf y = d, tvoii vodorovnotipiim-
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ku p (viz obr. (13)]. Z (19-2) nésleduje, Ze bod 4, = (a,; b,)
leZf pod piimkou p a bod A, = (a,; b,) nad pfimkou p.
Protoze je funkce (19-1) spojitd, tvoii jeji graf jedinou
souvislou édru; tato éira spojuje bod 4, pod pi{mkou p
8 bodem A, nad piimkou p. Ndzor ukazuje, Ze mezi body
A, a A, musi byti na grafu aspon jeden bod C, ktery lezi
také na piimce p. Tomuto bodu C odpovidd é&islo ¢, které
lezi mezi ¢&isly a,,a, a v kterém funkce f(x) nabyvd hod-
noty d. Takovych bodi C miZe byti oviem také vice;
na pf. v obr. 13 mame tii takové body C, jimZ odpovidaji
thi ¢isla c.

Tim jsme dospéli k to-
muto vysledku: Nabu- y
de-li spojitd funkce
vnéjakém intervalu ,
J hodnot b, a b,, pti
cemZ b < b, a jeli
b, < d < b, nabude
tato funkce v inter-
valu J hodnoty d
(jednou nebo vicekrat). 0
Z toho nisleduje dile,
%Ze hodnoty, kterych
spojitd funkce na-
bude v intervalu J, tvofi interval, nenili ta
funkce konstanta. (Konstahta nabyv4 oviem jen jediné
hodnoty.) K tomuto.vysledku jsme byli vedeni ndzorem;
v Dodatku je udédn pfesny dikaz nezivisly na ndzoru. _

Nyni predpoklddejme o funkei (19-1) nejen, Ze je v inter-
valu J spojitd, nybrz jesté také, Ze v intervalu J stile roste.
Hodnoty, kterych funkee (19-1) v intervalu J nabude, tvoii
interval K. Ka’dému ¢&islu @ z intervalu J pfifazuje funkce
(19-1) zcela ur¢ité &islo b z intervalu K tak, Ze

b = f(a)- (19-3)
Ale nyni miZeme tvrditi také obrdcené, ze ka¥dému &fslu b

Olee e
x

Obr. 14.
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z intervalu K pfirazuje funkee (19-1) zcela uréité éisloa
z intervalu J tak, Ze plati (19-1) (viz obr. 14). Nebot jsou-li
a,, @, dvé rizné ¢éfsla z intervalu J a je-li na pf. a, < a,,
musf byti f(a,) < f(a,), protoZe (19-1) je rostouci funkece,
takZe nemizZe byti soucasné f(a,) = b, f(a,) = b. K danému
¢islu @ najdeme &islo b, protneme-li graf funkece (19-1) svi-
slou pi{mkou o rovnici £ = a; k danému ¢&islu b najdeme
¢islo a, protneme-li graf funkce (19-1) vodorovnou pfimkou
o rovnici y = b.

Je-li tedy (19-1) spojitd rostouci funkce v intervalu J, je
netoliko proménnd y uréitou funkef proménné z, nybrZ
také z lze povaZovati za funkci proménné y, t. j. miZeme
psdti

z = g(y), (19-4)

pii éemi vztah (19-4) ]e ekvivalentni se vztahem (19-1).
Funkce (19-4) se nazyvéd inversnf funkce k funkei (19-1).

-- Z nézoru je patrné, Ze soudasnsd s funkei (19-1) teké inversni
funkce (19-4) je spojitd rostouci funkce. MiZeme si to
ostatng také formélnd dokézati. Jsou-li nejprve b,, by dv¥ &isla
z intervalu K a je-li na p¥. b, < by, jest @(b,) < @(by); nebot
necht g(b,) = a,, 'P(ba) = ay; pak je by = fay), by = f(a,); kdyby
bylo @, = a,, bylo by b = b;; kdyby bylo a3 < @, bylo by
b, < b, nebot f(z) je rostouci funkce; protoZe oboje je ne-
moZné, musi byti ¢, < a,, t. j. p(b;) < @(by). Tim je dokdzéno,
%e @(y) je rostouci funkee v intervalu K. Déle si zvolme v inter-
valu K uréité &islo b a dokaZme, %e je funkce (19-4) pro ¥y = b
spojité. Pro urditost si provedeme tento dikaz za pfedpokladu,
%o ¢islo b leZf uvnit¥ intervalu K. Je-li a = ¢(b) [takZe také
plati (19-3)), uvédomime si snadno, Ze é&islo a leZf uvnit#
intervalu J. Je-li déno kladné &islo ¢, mZeme si zvoliti v inter-
valu J ¢&isla a,, a, tak, Ze jest

a—e< g <a<a<a-+e (19:5)

PoloZme b, = f(a,), by = /(a,) Zieojmé b, < b < b,, takie existuje
kladné &islo 6 takové,

b1<b—6<b<b+6<b,. (19-6)
Nyni plati
ly-—bl<d=|py)—obd)| <&

&im% je spojitost funkce ¢(y) pro y.= b dokézéna. Nebot
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necht |y—b| < 4. Pak je b—d < y< b + 6, takZe podle
(19-6) je b, < y < by.- ProtoZe ¢(y) je rostouci funkce, je
?(b1) < @(y) < @(by) neboli a; < @(y) < a,, takie podle (19-5)
je a (—-)e < @ply)<a+¢e neboli |ply)—eb)| <e, nebot
a = @
Predpoklddejme nyni, %e v &isle a, které leZi uvnitt inter-
valu J, m4 naSe funkce (19-1) derivaci, Ze tedy
(&) — fa)
Aim B2 ). .
i B = 1@ 197
ProtoZe f(x) je rostouci funkce, maji ve zlomku, ktery je
nalevo v (19-7), ¢itatel a jmenovatel stile stejné znameni,
t. j. ten zlomek je stdle kladny. Takovy zlomek se zfejmé
nemuZe bliZit zdpornému &islu. Tedy je f(a) = 0. Pied-
poklédejme, Ze jest f'(a) + O, tedy Ze jest (@) > 0. Podle V
v odst. 15 je pak
T—a 1
lim . 19-8
@ — @ 7@ (199
Ale kdy% se &islo z blizi &fslu a, bliZi se bod (z, y) na grafu
funkce (19-1) bodu (a, b) a proménnd y = f(x) se bliii hod-
noté b. Obricené, kdy% se y bliZi ¢islu b, bliZi se bod (x; y)
na grafu funkce (19-1) bodu (a;b) a proménni z = ¢(y)
se bliZ{ hodnoté b. Proto lze vztah (19-8) psiti také
nPN—e®) 1
(19-9)
Y l—>b ?/ —b / (a‘)
a to znamend, %e funkce (19-4) inversni k funkei (19-1) ma
pro y = b, kde b = f(a), derivaci rovnou prevricené hod-
noté derivace f'(a) (za ptedpokladu, Ze derivace f'(a) existuje
a nenf rovna nule).

Formalni dikaz vztahu (19-9) probihéd asi takto. Zvolme
&slo ¢ > 0. Mame dokézati, e existuje &slo § > 0 takové, Ze

__qz(y;:z:(b) ”1) <e  (1910)

Podle (19-8) existuje &islo o« > 0 takové, Ze

ly—b|<d=>
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r—a 1
— ' —_— . 19-11
| & a| <o = If(-'l’) @ @ < & (19-11)

ProtoZe funkce (19-4) je pro ¥y = b spojité, existuje &islo § > 0
takové, Ze
ly—b| < déd=|oly)—ob)| <« (19-12)

Toto é&islo 6 mé vlastnost (19:10). Nebot je-li |y —b| < 4,
podle (19-12) jo | p(y) —a | < a, jefto a = @(b). Tedy podle
(19°11) je

py)—a 1
e —f@ @] <°

a to se m&lo pravé dokézati, nebot a = @(b), b = f(a), ¥y =
= flp(y)]-

Pravidla o derivovani inversni funkce, které jsme prévé

odvodili, uZijeme v této kni¥ce na jediném piikladé. Budiz

Yy = z" (19-13)

kde » znamend urdité celé kladné ¢islo a = probih4 interval J

viech kladnych é&sel. (19-13) uréuje spojitou rostouci funkei
a inversni funkce je

n

z=y. (19-14)

Vime, Ze funkce (19-13) m4 derivaci na"—!; pro kladné z

je tato derivace kladnd, a proto mé funkce (19-14) derivaci

na =1 n @ n y
Misto y miZeme na konec zase psiti z a zapsati si novy
vzorec pro derivovdni odmocniny

Jar =~
platny pro kaZdé kladné =z.

Je-li nyni dédno libovolné t. zv. raciondlni &islo 7,
t. j. zlomek

:L‘

-3

(19-15)

b I
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m
Y = e=—>
n
kde m a n jsou &isla celd, pfi éemZ muzeme predpoklddati
n > 0, je vim zndmo, Ze pfi kladném z se definuje mocnina
z' 8 exponentem r takto:

n
2 = (Jzym. (19-16)
Derivaci funkce z* miZeme pocitati, spojime-li privé od-
vozeny vzorec (19-14) se vzorcem (18-1). Dostaneme takto
n n n
(2" = [( Vz)mr =m. (Jom1. (Jfay =

IVn: m * 2 L om P
—m(]/:o:)"'—1 =—2z " .g" =—z"

n r n n

neboli

(a7) = ra’—1. (19-17)
Pro cely exponent r byl vzoree (19:17) odvozen jiZ v odst. 16;
nyn{ vidime, Ze (pfi kladném z) plati tento vzorec i tehdy,
kdy% exponent je lomeny (a m4é jakékoli znament).

20. Vyevik v derivovani. Podle pravidel, s nimi% jsme
s¢ sezndmili v odst. 16 aZ 19, miZeme derivovati mnoho
jednoduchych funkef. Nyni je tfeba, abyste se v tom cviéili.
Zejména vzorce pro derivaci sloZené funkce budete bez né-
mahy uZivati teprve, aZ si provedete fadu pifkladi.,

Pifklad 1. Derivujte funkei f(z) = (2 — 3z)2.

PoloZime y = 2 — 3x; pak je f(z) = y3, tedy f'(z) = 2yy’;
je¥to ¥y = —3, jest f(z) = — 6y = 6. (3z — 2).

Piiklad 2. Derivujte funkei Vz‘ + 1.
PoloZime y = z* + 1; pak je /(:z:) = y‘} tedy J(x) =4y %. ¥’

jeito y’ = 423, jest f'(x) = 22°.
Vx‘ + 1

Nékdy je tieba uiiti vzorce pro derivaci sloféné funkce
dvakrit.
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Piiklad 3. Derivujte funkei f(z) = |/ 3+ V= + 1.

Polofime y=2* + 1, z=3 + V;, pak je f(z) = VZ tedy
flzy=1%. 1, z’; déle je z' = }. y_* .y, tedy f(z) =
y z

= — ——=2—; jJefto Yy = 2z, je f(x) = 5 v=—7=
£ Tz 2 Vy -1z
1

_2V2:3+1.V3+V:v“+1

Pravidlu pro derivovéni podflu [viz (18:3)] se miuZeme
nékdy vyhnout.

Piiklad 4. Derivujte funkei f(x) =

x

z*
(z + 1)

Podle pravidla o derivovéni podilu je ET
Faf= 2. (z+1)2—22.2+1) _(@+1) [2z(@ A 1) —20%
(= + 1t (z+1)4

2:1:\

CER
MuaZeme vSak také pséti f(z) = 2. (z + 1)—? a uZiti pravidla
pro derivovéni soudinu

fe=2z.z+1)?+z. [—2z+ 1) =(z+ 1),

.[21(5+ l)__222]=(x+ l)_’.2z=m-

Cviteni.*) Ve cvitenich 20°1 a% 20°'45 mdate poka?dé po-
&itati derivaci dané funkce.

2001, @®— 7z + 6. 2002, 224 —92*+6. 20'3. 3z1°—6z% 4 2.

5 g
20'4. |=. . 20'5. V=2 20'6. }=°.
20°7. z%. 20°8. 9. 2009, z'%.
: 1 1
2010, 55 2010 2012,
20°13. (1 — z)2. 20'14.(1 + zp.  20015.(1 — ).

20°16. (1 — 2z)°. 200 17. (3= + 2)4. 20-18. (2 — 5z)8.
*) Readht cvident jsou uvedena na konci kniZky.
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2049."’”2“. 2020 2. 2020, 2.
2022 2 202555 " apos —i—"
20-25.—_—2- 2026, 32— 2. 2M7( T
2028, ‘2_’32 2020, S22 4 2y 20 \—,‘%"

2030, (1— 2% 2032, (1— a2, 20°33. (1 — a?)%.
efgl;u V. (2°+32% 20:35. (2 +2) (=—1)%. 20°36. (-+2)* (2—1).

,20-3&]/41 + 5, 20°38. )5z —4. 20-39. V2z T
S~ 1 1
26040, ———. 204l.——. 2042
“Veaz 5 V5z—34 - 1‘,1_%

2043, () 20, /== 2045 o

21. VySetfeni prib&hu funkce\. Necht funkce f(z) m4
v intervalu J viude derivaci; budteZ a,b dvé éisla
z intervalu J (¢ <<b). Pak existuje (asponn jedno)
¢islo £ takové, e a << &£ < b a'fe

j(6)— f(a) = f'(§) . (b—a). (21-1)

Piesny dikaz této véty bude poddn v Dodatku. Nyni si
pouze uvédomime jeji ndzorny obsah a potom si uvedeme
nékolik disledki.

Je-li ¢ = f(a), d = f(b), pak jsou A = (a;c), B= (b,d)
dva body grafu funkce f(z) (viz obr. 15). Smérnice pfimky p,
kterd spojuje body A, B, je podle (7-5) rovna podflu

1(b) — f(a)
b—ad -

Plati-li (21-1), je tato smérnice rovna f'(£), t. j. je rovna

smeranteony-t‘VToT_’Eche grafu, ktery prisluéf hodnoté
x = & Tedy ndzorny obsah nadi véty je prosté tento:
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Jsou-li 4, B dva razné body grafu funkece f(z), pak
lezi mezi nimi na grafu aspon jeden bod, v kterém
je teéna grafu rovmobéind se spojnici AB.

Vime, Ze derivace kon-
stanty je rovna nule
g P identicky (t. j. pro kazdé
)
|
|
I

t

z). Obracené budi% da-
na v néjakém inter-
A valuJ funkce f(x), je-
jiz derivace je iden-
tickyrovnanule.Pak

I
|
i

ll>, je tato funkce kon-

stanta. Nebot necht

Obr. 15. a,b jsou dvé libovolnd

¢isla z intervalu J a

necht na pt. ¢ < b; mdme dokdzati, Ze je f(a) = f(b). To

plyne z (21-1), nebot za nadich predpokladi musi byti

f(& =o.

Mai-li funkce f(z) v néjakém intervalu J v8ude
derivaci a jeli tato derivace uvniti intervalu J
stdle kladnd, pak funkce f(z) roste v intervalu J.
Jsou-li a, b dvé ¢&isla z intervalu J a je-li @ < b, pak plyne
z (21-1), Ze f(a) < f(b), nebot’ ¢islo-f'(§) je kladné.

Ma4-li funkce f(z) v néjakém intervalu J viude
derivaci a je-li tato derivace uvnitf intervalu J
stdle zapornd, pak funkce f(z) klesd v intervalu J.
To plyne zase ihned z (21-1).

Poznatky, které jsme priavé ziskali, umoznuji v jedno-
duchych ptipadech velmi pohodiné stanoviti pribéh dané
funkce f(x). Vypocteme si derivaci f'(z) a najdeme kofeny
rovnice f'(x) = 0, t. j. uréime si ty hodnoty nezavisle pro-
ménné, v nichZ mé funkce f(x) derivaci rovnou nule. Téchto
hodnot je v obyéejnych pifpadech koneény pocet. Tyto
hodnoty rozdéli obor nezavisle proménné na intervaly, pfi
¢emZz funkce f(r) ma uvniti kazdého takového.in-
tervalu J vSude derivaci, kter4 tam neni nikde.

[+]

N
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rovna nule. V Dodatku bude pfesné dokizano, Ze deri-
vace [(x) je nutné uvniti takového intervalu J
budto stile kladnd nebo stdle zaporni. Mdme tedy
obor nezdvisle proménné x rozdélen na koneény podet
intervala J, pfi ¢emZ v ka?dém intervalu J funkce f(z)
budto stéle roste nebo stile klesi. Protoze hodnoty, kterych
funkce f(x) nabude v jednotlivém intervalu J, tvoii interval
(viz odst. 19), ziskdvdme takto prehled o viech hodnotsich,
kterych funkce f(z) nabyvé.

Zv14its dasto se za,_]lmé,me ot.zv. maxima a minima
funkee f(z). Rikéme, Ze funkce f(z) md v &isle @ maximum,
je-li hodnota f(a) vétdi neZ hodnoty, kterych nabyvd f(z)
v ¢islech z blizkych &islu a, ale riznych od a, tedy existuje-li
éislo € > 0 takové, ie

O0<|z—al|<e= flz) < f(a).
Rikime, %e funkce f(x) m4 v &isle @ minimum, je-li hodnota
f(a) mensi neZ hodnoty, kterych nabyvi f(x) v ¢islech z
blizkych ¢islu @, ale raznych od a, tedy existuje-li ¢islo
e > 0 takové, Ze

O0<|lz—a| <e = flx) > fla)

Je patrné, Ze pri stanovenf priubéhu funkce f(x), jak bylo
vySe vyliéeno, obdriime také viecka maxima a minima:

Nebot' uvniti intervalu J, v némi funkce f(z) stile roste
nebo v némZ stile klesd, zfejmé nemize byti ani Zddné-
maximum ani Zddné minimum funkce f(z). ‘Tedy jako
maxima a minima piichdzej{ v Gvahu pouze ta ¢&isla, v nich%
m4 funkce f(z) derivaci rovnou nule. Takové ¢islo a ostatné
nemusi byti ani maximem ani minimem funkce f(z). To
lze ukdzati jednoduchym pi{kladem f(x) = z3. Tato funkce
je.definovéna pro viecka za mé viude derivaci f'(z) = 3.
Tato derivace je rovna nule v &isle £ = 0 a jinde je viude
kladnd. Proto funkce f(x) roste i v intervalu [— o0, 0]
i v intervalu [0, 0], tak%e roste viude a némd ani maxima
ani minima. Déle nesmime zapomirat na moZny ptipad, Z¢
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v nékterém C¢isle neexistuje derivace f'(z); takové ¢islo
miuZe docela dobfe byti maximem nebo minimem funkce f(z).
To lze ukdzati piikladem f(z) = | = | (viz obr. 12 na str. 34);
tato funkce md zfejmé minimum v éisle z = 0, v némz
derivace f’(x) neexistuje.

Piiklad 1. DokaZte, Ze rovnice 25— 1523 +3 = 0 m4
tii kofeny, po jednom v kaZdém z tif intervala [— 4, — 3],
[0, 1], [3, 4]-

Budeme vys8etfovati prib&h funkce f(z) = z% — 1623 + 3.
Jest f'(z) = 528 — 452 = b2* . (x — 3) . (= + 3) Je tedy de-
rivace soutinem t¥i faktord, z nichZ prvy je stéle kladny mimo
z = 0, druhy je kladny pro = > 3, zdporny pro # < 3 a rovny
nule pro = = 3, tfeti je kladny pro z > — 3, zdporny pro z <
< — 3 arovny nule pro £ = — 3. Tedy je f(z) = 0 pro = = 0,
z=3, z=—3, déle }(£) > 0 pro x < —3 & pro = > 3,
konedné f(z) < 0 pro — 3 < z < 3, = ¥ 0. Proto funkce f(x)
roste v intervalech [— ®, — 3], [3, o] a klesé v intervalu
[— 3, 3]. Jest f(— 3) = 165, f(3) = — 159, takfe kdy% z pro-
bihé interval [— 3, 3], probth4 f(z) interval [— 159, 165].
Abychom czjistili, jakych hodnot nabyva f(z), probihé-li z
interval [— 0, — 3] nebo interval [3, ], uvaZme, %e pro
z + 0 se d& f(z) pséti ve tvaru

flz) = (1 —%+ ,)- (21-2)

Je-li &islo |z | velmi veliké, je zdvorka ve (21-2) pfibliZné
rovna jedné, tak¥e f(z) je p¥ibliZn& rovna z%; tedy é&islo | f(z) |
je velmi veliké. JelikoZ funkce f(z) v intervalu [3, o] roste,
vidime, %e jeji hodnoty vyplni cely interval [/(3), ] =
= [— 159, o]. Podobn¥, kdyZ z probfh4 interval [— oo, — 3],
vyplni hodnoty f(z) cely interval [— w0, 165]. Celkovy vysle-
dek tedy je:

v intervalu [— o, — 3] funkce f(x) roste a nabude véech
hodnot z intervalu [— ‘o, 165];

v intervalu [— 3, 3] funkce f(a:) klesé a nabude vSech hodnot
z intervalu [— 159, 165];

v intervalu [3, uo] funkce f(z) roste & nabude vSech hodnot
z intérvalu [— 159, oo].

Tim je dokﬁzé.no, %o funkee f(x) mé maximum v é&isle z =
= —3 a minimum v &sle z = 3 & e nemé jinych maxim
& minim. Déle je tim dokédzdno, Ze rovnice f(z) = 0 mé t¥i
kofeny, po jednom v kaZdém z tfi intervalt [— w, — 3],
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[— 3, 3], [3, ©]. Abychom tyto koFfeny bliZe uréili, stadi vedle
jiz vypoétenych hodnot

f(—3) = 165, f(3) = — 159
jedté si vypoditati hodnoty
f(—4) = —86l, {(0) = 3, {(1) = —11, f(4) = 67.

Interval [— 3, 3] se &fsly £ = 0 a £ = 1 rozd8li na t¥i intervaly
[— 3, 0], [0, 1], [1, 3]; protoZe funkce f(x) v intervalu [— 3, 3]
klesa, klesd tim spi8 v intervalu [0, 1]; protoZe f(0) > O,
f(1) < 0, nabude f(z) hodnoty 0 v jednom &fsle z z intervalu
[0, 1], t. j. ten koFen rovmice f(z) = 0, ktery je v. intervalu
[— 3, 3], musi byti v intervalu [0, 1]. Podobng vidime, Ze ten
kofen, ktery je v intervalu [— oo, — 3], musi byti v intervalu
[— 4, — 3] a Ze ten koFen, ktery je v intervalu [3, c0], musf
byti v intervalu [3, 4].
Piiklad 2. Uréete priubéh funkce

4 1

= — 4+ — 21-

@)= —+1— (21-3)
Pro £ = 0 & pro z = 1 neni nade funkce definovana. Viude

jinde mé derivaeci

on 4 1 oz —4(1—2P

o)==+ 0=z~ —Fa—2zp
Podle zndmého vzorce a? — b® = (a + b) (a —b) jest

22 —4 (1 —=z)2 = [::—}—2(1—:1:)][4:—2(1—::)]—
=(2—z)(3z—2)

(2—2)(z—1)

o) =3 = —ap

Ze (21-3) plyne snadno, %e se f(z) bliZi nule, roste-li | z | nade
viecky meze. Déle je ze (21-3) patrné, Ze | f(x) | roste nade
viecky meze, bliZi-li se z n&které z obou hodnot z = 0 nebo
z = 1. Nyni uZ si snadno ziskdme p¥ehled o hodnotéch, kterych
nabyvé funkce f(x). Musime postupné zkoumat prﬁbéh fu.nkce
fz) v intervalech.

['_ @, 0]’ [0 i]t [i’ l]r [l 2]' [2 w]

Uvnitf intervalu [-— o, 0] je f(x) < 0 podle (21-4), tak¥e f(z)
klesé; z toho, co vime o chovani funkce f(z), bliZi-li se = nule
nebo roste-li | ¢ | nade vSecky meze, vychézi, Ze hodnoty funkce

takZe
(21-4)
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Obr. 16.

vyplni vnitfek intervalu [— co, 0]. Uvnitf intervalu [0, $] je
f(x) < 0 podle (21-4), takZe f(x) klesé; bliZi-li se,z nule, roste
| /(z) | nade v8ecky meze; mimo to je f(§) = 9; proto hodnoty
funkce vyplni interval [9, «]. Uvnitf intervalu [§, 1]je f'(z) > 0
podle (21-4), takZe f(z) roste; bliZi-li se z &islu 1, roste | f(z) |
nade viecky meze; jeito f(}) = 9, hodnoty funkece vypini
interval [9, c]. Uvnitf intervalu [1, 2] je f/(z) > 0 podle (21-4),
takZe f(z) roste; bliZf-li se z &islu 1, roste | f(z) | nade viecky
meze; mimo to je f(2).= 1; proto hodnoty funkce vyplni
interval [— o, 1]. Uvnitf intervalu [2, ] je f(z) < 0 podle
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(21-4), tak¥e f(x) klesa; roste-li z nade vSecky meze, bliZi se
Hzx) nule; protoZe f(2) = 1, vypini hodnoty funkce vnitfek
intervalu [0, 1].

Celkovy prib&h funkce f(x) je nejlépe patrny z jejiho grafu
(v.obr. 16). V &isle £ = § mé f(z) minimum; v éisle x=2 mé
f(x) maximum; jinych maxim a minim funkee f(x) nema.
Graf m4 t¥i asymptoty; osu z, osu ¥ a svislou pfimku s rovniei
z = 1. Pomoci grafu snadno pFehlédneme, jakych hodnot
funkce f(z) nabyva. Ka%dé hodnoty v&tsi neZ 9 nabude f(x)
dvakrét, jednou uvnit¥ intervalu [0, 3], po druhé uvnit¥ inter-
valu [, 1]; hodnoty 9 nabude f(z) pouze jednou, a to v &isle
z = }; hodnot uvnmit¥ intervalu [1, 9] funkce f(x) vibec me-
nabyvé; hodnoty 1 nabude funkce f(z) pouze jednou, a to
v &isle z = 2. Také hodnoty 0 nabude f(x) pouze jednou; ze.
(21-3) se snadno vypolte, %e¢ f(4) = 0. KaZdé hodnoty uvnit¥
intervalu [0, 1] nabude f(z) dvakrat, jednou uvnitf intervalu
(4, 2], po druhé uvnitf intervalu [2, ©]; kaZdé hodnoty uvnitf
intervalu [— oo, 0] nabude f(x) dvakrét, jednou uvnitf¥ inter-
valu [— w, 0], po druhé uvnit¥ intervalu [1, £].

Cviéeni. 21'l. DokaZte, Ze funkee f(z) = (z — 1) (z + 2)
nabude kaZdé hodnoty uvnitf intervalu [0, 4] v tf¥ech rdznych
dislech z, a kaZdé hodnoty uvnit¥ intervalu [— o, 0] nebo
uvnitf intervalu [4, ©] jen jednou; hodnot 0 a 4 nabude f(x)
kedé dvakrat.

#2212, DokaZte, ¥e rovnice 21%® — 322 — 36z + 10 =0 mé
joslen: zaporny kofen a dva kladné; u ka¥dého kofenu urlete,
s kterymi dvdma celymi &isly leZi.

"flm DokaZte, Ze funkce f(z) = 3z4 — 42% 4 1 nabude kaZdé
Kladné hodnoty ve dvou ghznych &islech .

. 7. = (= — 1 )
21°4. Vysetfete prib&h funkce f(z)' “Z® {3z 73
. d
215, VySetiete prab&h funkce f(z) = (x—1) (x—3)P
r—3

21-6. Vyéeti"ete. pribgh funkee f(r) = ——-
‘ YT+

21'7. Doka%te, ¥e funkce f(x) = (r —a,)? + (z —a,)? + ...

. + {z —a,)? nabude své nejmensi hodnoty v é&isle z =

a, + a, + s +.an

n

Ot
Ot



21'8. Doka¥te, ¥e funkce f(z) = %

moZnych hodnot, je-li ¢ uvnit¥ intervalu [0, 1], kdeZto pro ¢

mimo interval [0, 1] existuje interval.J délky 4Vc (c—1)
takovy, Ze f(z) nabyv4 pravé téch hodnot, které nejsou uvnitf J.

nabyva vsech

22. Ulohy vedouci na maxima a minima funkee.
Existuje fada zajimavych dloh, u kterych si musime napied
sestavit funkei f(z), nacez je tloha feSena uréenim pribéhu
této funkece.

Piiklad 1. DokaZte, Ze ze viech pravodhlych trojihel-
niki, u nich je soudet délky piepony a délky jedné odvésny
roven dané délce, mé nejvétsi plodny obsah takovy troj-
dhelnik, u néhoZ jmenované dvé strany sviraji dhel 60°.

Dany soudet miZeme zvolit za jednotku délky. Pak bude
. z+y=1, (22-1)
znamena-li £ délku pfepony & y délku jedné odv&sny. Délka
druhé odvésny je podle Pythagorovy véty Jz® — y2. Dvojné-
sobny obsah trojthelntka je tedy v .}z*F— ¥%, co% je podle
(22:1) rovné

flmy=1—2).YF—(1—2)2 =(1—=z) 22— 1. (222)

Vzhledem ke svému geometrickému vyznamu musi byti &islo z
jednak mensi neZ 1, jednak vétSi neZ y = 1 — z, t. j. z musi
byti uvnit¥ intervalu [}, 1]. Podle (22-2) je )

: 11—z - 2— 3z
() = — J2z —1 = .

@ +V2:n—l Y2z —1
Pro}<z<$jef(z)>0,pro} <z<ljef(x) < 0. Proto
H(z) roste v intervalu [}, §] a klesda v intervalu [}, 1], takZe
f(x) nabude své nejvétsi hodnoty pro z = }. Podle (22-1) viak
je £ =  tehdy a jenom tehdy, kdyZ = = 2y a z elementérni
geometrie je znamo, e je z = 2y tehdy a jen tehdy, kdyZ pFe-
pons a odvésna délky y sviraji thel 60°. Maximalni obsah je
roven :

13-
2 3 6 V§'
Piiklad 2. Budiza >0, 6 >0, C = (a; b). Bodem (' si
mysleme vedeny piimky p tak, aby protly osu z napravo
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od poddtku a osu y nad poditkem; jinak je poloha piimky p
libovolnd. Pro kafdou pi'lpustnou polohu piimky p oznad-
me P jeji prisecik s osou z a Q j ]e]l prusecfk 8 osou ¥. Do-

kaZte, Ze nejmens{ hodnota vyrazu OP P+ 0Q je (Va, + V—)2
a Ze nejmend{ hodnota vyrazu OP.0Q j je 4ab.

Pfimka p neni svisldé a mé tedy urditou smérnici. Z nézoru
]e patrné, Ze tato smérnice musi byti zdépornd; oznalme si
Ji —¢. Rovnice pfimky p zni (viz odst 7)

y—b—t(z—a) (22-3)
Bod P dostaneme, poloZime-li ¥y = 0 ve (22:3), takZe

P= (a + Tb'; o). (22-4)

Bod @ dostaneme, poloZime-li £ = 0 ve (22-3), tak¥e

. Q@ = (055 + ar). (22-5)
Je¥to pro £ > 0 je

a+—f—>0, b+ at >0,
vidime, Ze promé&nné t neni podrobena jiné podmince ne%
t > 0, co¥ je ostatnd z ndzoru patrné. Podle (22-4) a (22-5) je
= bia

OP =— , 0Q=b+at,
takZe
-0_1".+O_Q-=f1(t)=%+a+b+at,
0F.0Q = f,t) = “’*_ﬂ) =L: + 2ab +-a?t.
Jest pFedné
b
1'1(” = ""t_g + a,

5 -
takZe f,(2) <O pro 0 <t < -Z— a f,(¢) > 0 pro t>
Z toho nésleduje, %e nejmensi hodnota funkce f,(t) je

) P Lda+b+a z=a+2VaT+b=(Va—+V5-)'-
h a Vb G

a
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2
Jest za druhé f'z_(t) _ _3_2 T a

7 b ’ b
takZe f'4(t) < 0 pro 0 < ¢ <Tz- a f'5(t) > 0 pro t > = Z toho
nasleduje, Ze nejménéi hodnota funkce fy(¢) je

b 2
e

Z provedené diskgse v!chézi, ¥e OP + O_Q_ nabude své nej-
mensi hodnoty (‘V a+ Vb)’ pro jedinou polohu pHmky p a Ze
nabude kaZdé hodnoty v&tsf nez (Ja + V), a to pti dvoji

poloze p¥imky p. Docela stejnd nabude OP . OQ své nejmensi
- hodnoty 4ab pro jedinou polohu pfimky p, a kazdé hodnoty
v&tsi neZz 4ab nabude p¥i dvoji poloze pFimky p.

Piiklad 3. Teéna elipsy pirotind osy v bodech P a Q.
DokaiZte, Ze nejmensi hodnota vyrazu PQ se rovné soudtu
obou poloos elipsy. .

PFi této viloze potfebujeme trochu vice znalosti z analytické
geometrie, neZ jsme si v prvych odstaveich této kniZky zopako-
vali. Jsou-li osy elipsy totoZné s osami z a y (coZ ovSem muaZeme
predpoklédati) a jsou-li @, b délky obou poloos, pak musime
pfedn& vé&di&ti, Ze rovnmice elipsy zni

A i A R ~ .
(;) + (?) =1. (22-6)
Je-li (zy; ) libovolny bod na elipse, musime déle v&ddti, Ze
rovnice teény elipsy v bod& (z,; y,) zni

b +M= . . (22-7)

Ziejmd se muZeme omeziti na ty body (z,; y,) nadi elipsy,
pro né& plati z, > 0, y, > 0. Bod P dostaneme, poloZime-li
y = 0 ve (22:7), tak¥e
2
P = (a_; 0)-
To
'Bod Q dostaneme, poloZime-li 2 = 0 ve (22-7), tak¥e

Q=(0;%-



Podle vzorce (4-2) je

_ at b
2 = —
PQ* = T2 + Yo 2
ProtoZe bod (zy; y) le%i na elipse, je vyhovéno rovnici (22-6),
dosadime-li z = zg, ¥ = s proto je

P@—ﬂW—z,(ﬂ
__at b? a?b?
SRt tea

1——%
a

Proménna z, je omezena na vnitfek intervalu [0, a]. Derivo-
védnim dostaneme

’ _ 2a4 2d’b’z _

/ (zo) = -2—‘21:—03- M)—S - .

= g et — e (@ — ) =
2a

= m [b(l!u2 T—a (az —_ Zoz)] [ba:o’ —a (a’ — :l'ro')],

takZe derivace mé stejné znameni jako
bz — a (a2 — z42) = (a + b) xyt — ad.

Je tudi¥ f/(z,) < 0 uvnitk intervalu [o, a VaLer ] a f(z) > 0

uvnitf in{ervalu [al/

a
a+b

, ], tak¥e f(z,) nabude své nej-

mensi hodnoty pro z, = a ‘ﬁl—, . Tato nejmensgi hodnota je
a at a%b?
l/ = - 2
f(a a+b) . a + . R a (@ + b)*.
. —— at—a?. ——
a+b a 4+ b

Jetto PQ* = f(z,), je a + b nejmensi moZné hodnota vyrazu
PQ. Mimo to plyne z provedené diskuse, Ze [za pfedpokladu
Ty > 0, yo > 0] PQ nabude své nejmensi hodnoty a + b pro

jedinou polohu te&ny, a %e¢ PQ nabude kaZdé hodnoty v&tsi
neZz a + b, a’to p¥i dvoji poloze tedny.
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Cvideni. 22|. Ze viech obdélnikii daného obsahu urdete
ten, ktery mé nejkratsi dhlopiicku.

22'2. Mezi viemi plo-
chami sloZenymi ze &tvrt-
kruhu a obdélnika, jak
je naznaéeno v obr. 17,
a majicimi obvod dané
velikosti, urdete takovou,
Obr. 17. jejiz obsah je nejvé&tsi.

122-3. Dv® cesty se kFiZuji kolmo; auto jedoueci po jedné
z nich rychlosti{ 60 km za hodinu projiZdi kFiZovatkou v dob$,
kdy druhé auto, jedouei po druhé cestd smérem ke kfiZovatce
rychlosti 45 lkim za hodinu, je od k¥ifovatky 30 km vzdéleno.
Najd&te posici obou aut v tom okamf#iku, kdy si jsou nej-
bliZe.

224, Zvolte dv® kladnd &isla se soudtem 40 tak, aby soudet
jejich é&tvercti byl co nejmensi.

. 22'5. Najdéte dv& kladna &isla tek, aby jejich rozdil byl
100 a aby rozdil mezi &tvercem v&tSiho a p&tindsobkem &tverce
menstho byl co nejvatsi. .
22'6. Doka¥te, Ze ze vSech rovnoramennych trojahelnik
daného obvodu m4é rovnostranny trojihelnik nejvdtdi obsah.
22:'7. Do kruZnice poloméru r je vepsan obdélnik. Jakou
hodnotu miZ%e miti obvod obdélnika?
22:8. Je dén obdélnik M. Jaksé je nejvdtdi mo¥nd hodnota
lo(bsal,‘l}u obdélnika, jehoZ strany prochéazeji vrcholy obdélni-
a M?
+ 22'9, Do dané koule jsou vepsany rotadni vélce. DokaZte,
Ze nejvétsi moZny objem vélce je asi 0,5773krat objem koule.
22°10. Mezi rotadnimi valei, jejichZ celkovy povrch je pFe-
depsén, najdéte takovy, jehoZ objem je nejvstsi.
22'11. Do dané koule jsou vepsany rota®ni vélce. Jakd je
nejvétsi moZnd velikost pla&td valce?

22'12. Do danébo pravotihlého
trojihelnika jsou” vepsény obdél-
niky tak, jak je naznadeno v obr.
18. Najd&te nejvétéi moZny obsah
obdélnika; vydSetfete také, jakych
hodnot midZe nabyti obvod obdél-

Obr. 18. nika.
2213, Necht C, p, P, @ maji ty% vyznam jako v pfikladé 2
(str. 56). Najdéte nejmensi moZnou hodnotu délky PQ.
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22:14. Ze v8ech pravouhlych trojihelnikt daného ploﬁného
obsahu uréete ten, ktery mé nejmensi obvod.

2215, Obdéinikovy kus ple-
chu mé rozméry 60 cm, 28 cm;
1 v rozich se odfiznou ¢&tverce
| (viz obr. 19) a zbytek se ohne
|
|

tak, %e vznikne oteviend kra;
bice; jak velké musi byti stra-
na odFfznutych &tvercl, aby
objem krabice byl co nejv&tsi?

Obr. 19.
22:16. Které misto mezi dv&ma sydtelnymi zdroji je nej-
slabdji osv&tleno, je-li intensita jednoho osmkré.t vétSi neZ
intensita druhého?
?22 17. Kus drétu délky a se ma roziiznouti na dv& &4sti,
ichZ se ohne prva do tvaru &tverce a druhé do tvaru kruhu;
na kterém mist® se mé rozkiznuti provésti, aby soudet obsahu
&tverce a obsahu kruhu byl co nejmensi?
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