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ÍÍEŠEiNl CVIČENI 

201. 3x2 — 7. 20-2. 8a-» — 18x. 20"3. 30x»-3te4+3a:'!. 

20-4. —¡J—• 20 5. - f — • 20 6. 
5 1/x4 3 ]/x 

20-7. 30a;2». 20 8. 60X5». 20 9. lOOx". 

M 30 « . . . „„. ,„ 100 
20-10- — ¿ň- 2 0 ' l . — pn- 20" 12. îoT* 
20-13. 2 ( x — 1). 20-14. 3 ( 1 + z)2- 20* 15. — 3 (1 — x)2. 
20-16. — 6 (1 — 2x)2. 20* 17.12 (3x+2) 8 . 20" 18. 20 (5x — 2)». 

3-2 1 - 1 T* i"2 -I- 1 
20-19. Z — - L 20-20. „ , 1 - 20-21. + 

X2 - (1 + X2)2 (x 2 — l ) 2 

20*22.' 8 7T—i—^r 20 23. — , 3 6 * 20*24. 3 

(4 + x2)2 (x2 — 9)2 (2 — x)2 

20*25. — ... 1 1 20*26.,, 1 1 20*27. X + 2 (3x — 4 ) 2 (5x — 3)2 (x —• 2)3 

„«.„« (2—x)2(10+x) 4(x2—4) „ . „ 1 2 ( x + l ) 
20*28»-^—. ' .. • 20-29.. . ' .20"30;—, , ' 

(2 + x) s ( x " 4 - 2 x + 4 ) 2 (x 2 +2x—r5) 2 

20-31. 6x2 (x3 — 1). 20-32.—6x(l—x2)2.20*33—9x2(l—x3)2. 

20*34. lVx(7x2 + 15x). 20"35. 3 (x2 — 1)'. 20-36. 3x (x + 2). 
20- 37.1f

 2 • 20 38. 5 20- 39. — r — 
V4x + 5 2 V 5 X - 4 3 ý ( 2 ^ T T ) 2 

20-40. — „ 2 20"41— ,, 5 .2(1-42, 

V(4x + 5)» 2|/(5x 4)3 ^ 3 
firr4 1 _L r- 1 

20*43.7j——-TT- 20 44. „ _ _ = = • 20*45.-" (1 — z)6 ' 2^x( 1—x2)3 ' y í ( l+yx) 2 

21*1. Jest / '(x) = 3 (x — 1) (x + 1). V intervalu [— oo, — 1] 
funkce roste od — oo do hodnoty /(— 1) = 4; v intervalu 
[— 1, 1] funkce klesá od hodnoty j(— 1) = 4 do hodnoty 
/(1) = 0; v intervalu [1, oo] funkce roste od hodnoty /(1) = 0 
do oo. 
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21-2. /(x) = 2x® — 3xs — 36x + 10 má derivaci f'(x) = 
= 6 (x + 2) (x — 3), tedy roate v intervalu [— oo, — 2] od 
— oo do /(— 2) - 54, klesá v intervalu [— 2, 3] od 54 do 
/(3) = — 7 1 a roste v intervalu [3, oo] od — 71 do oo. Tedy 
rovnice /(x) = 0 má tř i kořeny, po jednom v každém z intervalů 
[— oo, —2], [—2, 3], [3, oo]. Jes t /(—4) = — 22 < 0, /(—3) = 
= 37 > 0; /(O) = 10 > 0, /(1) = — 27 < Oj /(4) = — 54 < 0, 
/(5) = 5 > 0; proto kořeny leží v intervalech [—4, —3], [0, 1], 
[4, 5]. 

21*3. Jest / '(x) = 1 2 a ? ( x — 1 ) . Funkce klesá v intervalu 
[— oo, 1] od oo do /(1) = 0 a roste v intervalu [1, oo] od 0 
do oo. 

21*4. Jes t xa + 3x + 3 > 0 pro všecka x, takže f(x) je 
všude definována. Jes t 

= 4x* + 6x — 3 4 (x — <x) (x — /?) 
(xs + 3x + 3)» (x* + 3x + 3)s ' 

kde _ _ 
_ _ 3 + V 2 1 ^ _ i ; 8 9 6 ) ^ _ 3 + V 2 1 ^ 0 ) 3 9 6 

4 - r 4 
Funkce /(x) roste v intervalu [— oo, oc] od lim f(x) = 1 do 

/(*) = = 6,055, 

klesá v intervalu [«, {¡] od /(«) do 

0,055 

a roste v intervalu [fi, oo] od f(p) do lim f(x) = 1. 
x-*n 

21 '5. Funkce /(x) není definována pro x = 1 a pro x = 3. 
Jest 

2 x » ( 6 - 5 x )  
1 1 ' ( x — 1)*(X — 3)* 

V intervalu [—^ oo, 0] funkce klesá od hodnoty lim f(x) = 1 
I—>—00 

do hodiíoty /(O) = 0, v intervalu [0, 1] roste od 0 do oo, v inter-
valu [1, roste od — oo do /(%) = — V, v intervalu [i, 3] 
klesá od — V do —• oo, v intervalu [3, oo] klesá od oo do 
lim /(x) t 1. 
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21-6. Jest 

/ ' ( * ) = : 1 + 3 * 
V(1 + s*)3 

V intervalu [— oo, —• -J] funkce klesá od hodnoty lim f(x) = 
( z-*-—00 

= — 1 do hodnoty / ( — i ) = —VlO, v intervalu [—•$, 00] 
roste od hodnoty •—VlO do hodnoty lim f(x) = 1. 

2I '7 . Jes t /'(x) = 2n(x — <x), kde 

°i + °í + • • • + °n 
« = : > • n 

takže f(x) klesá v intervalu [— 00, a] a roste v intervalu [a, 00]. 
21*8. f(x) není definována pro x = c. Je-li 0 < c < 1, je 

stále f'(x) > 0 a funkce f(x) v intervalu [— 00, c] roste, od 
— 00 do 00 a rovněž t ak v intervalu [c, 00]. Je-li c < 0 nebo 
c > 1, je c (c — 1) > 0 a 

(X — «,)»/'(*) = (x — « ) ( * — P), 
kde 

<* = c — Vc (c—1), ft = c + Vc (c — 1), 
takže a < c < fi. V intervalu [— 00, a] funkce roste od — 00 
do hodnoty 

/(a) = 2c — 1 — 2 j/c (c — 1), 
v intervalu [a, c] klesá od /(a) do — 00, v intervalu [c, /?] klesá 
od 00 do 

M = 2c — 1 + 2 Vc (c—1), 
v intervalu [/?, 00] roste od /(/?) do 00. Tedy f(x) nabude včech 
hodnot, které neleží uvnitř intervalu [/(a), /(/?)], jehož délka 
je 4\c (c — 1). 

22* I. Jsou-li x, y rozměry obdélníka, c daný obsah, je 
xy = c a délka úhlopříčky je 

/(x) = V*2 + 2/a = j /* a + 

Proměnná x nabývá váech kladných hodnot. Funkce /(x) na-
bude své nejmenší hodnoty pro x = Vc; v tomto případě je 
y = x, t . j. obdélník s nejkratší úhlopříčkou je čtverec. 

22*2. Je-li y základna a x výška obdélníka, c daný obvod, je 
c = 2y + (2 + x 
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a obsah je 
/(x) = xy + inx2 = \x (c — 2x). 

Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu 

Funkce /(x) nabude své největší hodnoty pro x = čemuž 
odpovídá y = * n . c. 

lb 
22*3. Znázorněme si prvou cestu osou x, druhou osou y, 

tedy křižovatku počátkem. Pohyb prvého au ta nechť se při 
tomto znázornění jeví jako pohyb zleva doprava, pohyb dru-
hého jako pohyb shora dolů. Nechť t znamená dobu v hodi-
nách, při čemž t = 0 znamená dobu, kdy prvé auto projíždí 
křižovatkou, t < 0 dobu předtím, t > 0 dobu potom. Volíme-li 
1 km za jednotku délky, je prvé auto znázorněno bodem (x, 0) 
a druhé bodem (0, y), kde 

x = 60«, y = 30 — 451. 
Vzdálenost aut je 

/(<) = 15]/25ía — 12« + 4. 
Funkce f(t) nabude své nejmenší hodnoty pro t = fa, čemuž 
odpovídá x = 1 4 4 y = 1 9 > 2 

22-4. Jes t x H- y = 40, /(x) = x2 + y* = 2 (xa — 40x + 800). 
Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu [0, 40]. 
Funkce /(x) nabude své nejmenší hodnoty pro x = 20, čemuž 
odpovídá y = 20. 

22*5. Jest x — y= 100, f(x) = x2 — 5y i = — 4x2 + lOOOx — 
— 50 000. Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu 
[100, oo]. Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = 125, 
čemuž odpovídá y = 25. 

22"6. Je-li x základna, y rameno, c daný obvod, je x + 2y = c 
a obsah je /(x) £x]/cs — 2cx. Proměnná x nabývá všech 
hodnot uvni t ř intervalu [0, ^c]. Funkce /(x) nabude své nej-
větší hodnoty pro x = -J . c, čemuž odpovídá y = x. 

22*7. Je-li x základna, y výška obdélníka, je xa + y1 = 4ra 

a obvod je /(x) = 2 (x + y) = 2 [x + y4r s —x2]. Proměnná x 
nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu [0, 2r]. Funkce f(x) 
nabude své největší hodnoty pro x = r . y2 , čemuž odpovídá 
y = r . yiT; to je případ čtverce. Příslušná hodnota obvodu j e 

Ostatní hodnoty obvodu vyplní vnitřek intervalu 
[4r, r . 4V?]. 
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22-8. V obr. 26 je ABCD obdélník M, PQRS proměnný 
obdélník. Budiž 

AB = CD = a, AD = BC = b. 
Z obrazce je patrno, že pravoúhlé trojúhelníky 

APB, GRD 

Obr. 26. 

jsou shodné a rovněž pravoúhlé trojúhelníky 
BQC.DSA; (?) 

mimo to jsou trojúhelníky (a) podobné trojúhelníkům (fi). 
Proto můžeme položití 

AP = ČR = ax, BP = DR - ay, 
BQ = ĎŠ= bx, ČQ = AS = by. 

Z Pythagorovy věty následuje x1 + y1 = 1. Obsah proměn-
ného obdélníka je ' 

f(x) ' (ax + by) (bx + ay) = ab + (o' + 6") x^l — x1. 
Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu [0. 1]. 
Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = 1 : ]f 2. 
Tomu odpovídá y = x, takže PQRS je čtverec. 
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22*9. Budiž r poloměr koule, x poloměr podstavy válce, 
2y výška válce, takže x2 + y2 = r2. Objem válce je f(x) = 
= 2nx2y = 2nx2^r2 — x2. Proměnná- x nabývá všech hodnot 
uvni t ř intervalu [0, r]. Funkce f(x) nabude své největší hod-
no ty pro 

® = Vf~. r, 
čemuž odpovídá 

l/Š" 4 4 
/(*) = -¡j" • 3- = 0,5773 . - j nr*. 

22*10. Budiž x poloměr podstavy, y výška, c daný povrch, 
takže c = 2nx (x + y). Objem je 

f(x) = n&y - ^cx — 713?. 

Proměnná x nabývá všech hodnot uvnitř intervalu ĵ O, 

Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = čemuž 
odpovídá y = 2x. 

22* 11. Při s tejném označení jako ve 22*9 je plášť f(x) = 
= 4 ň ^ r 2 — x1. Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro f 
x = čemuž odpovídá y = x. 

• 22* 12. Budiž a, b základna a výška daného trojúhelníka, 
dále u, v základna a výška obdélníka. Volíme-li odvěsny troj-
úhelníka za osy souřadné soustavy, má přímka, na které leží 
přepona, rovnici tva ru y = kx + l, kde konstanty k, l určíme 
odtud, že body (o, 0), (0, 6) leží na přímce, takže rovnice 
př ímky je bx + ay = ab. Této rovnici musí výhovovati bod 
(w, v), takže bu + av = ab. Obsah obdélníka je f(u) = uv = 
= ba~1. u (o — w), obvod je <p(u) = 2 (u + v) = 2a~1. [(o— 
— 6) u + 06]. Proměnná u nabývá všech hodnot uvni t ř inter-
valu [0, o]. Funkce /(w) nabude své největší hodnoty pro 
w = jest 

f(\a) = {ab. 
Naproti tomu q>(u) stále roste (je-li a > b) nebo stále klesá 
(je-li o < 6) a nemá tedy ani největší ani nejmenší hodnoty; 
je-li a = b, je <p(u) konstanta. 

22*13. Podle (22-4) a (22-5) je 
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Proměnné t nabývá všech kladných hodnot . Funkce /(/) na-
s 

bude své ne j menší hodnoty pro t = jest 

/ 
22* 14. Jsou-li x, y délky odvěsen, c daný obsah, t edy 

xy = 2c, je obvod 

/<*) = x + „ + = Y E ± * ± + ± l s . 

Proměnná x n a b ý v á všech kladných hodnot . Funkce f(x) na-
bude své nejmenší hodnoty pro x = y2c, čemuž odpovídá 
y = x. 

22'15. Je-li x s t rana čtverců, je objem 
f(x) = (60 — 2x) (28 — 2x) x. 

Proměnná x n a b ý v á všech hodnot uvn i t ř intervalu [0, 14] 
Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = 6, čemuž 
odpovídá objem 4,608 dm 8 . 

22*16. Je-li a vzdálenost světelných zdrojů, x vzdálenost 
osvětlovaného bodu od silnějšího zdroje, pak běží o funkci 

P roměnná x n a b ý v á všech hodnot uvni t ř intervalu [0, a]. 
Funkce f(x) nabude své nejmenší hodnoty pro x = f . a. 

22*17. Je-li- x délka kusu, k t e rý se m á ohnout i do čtverce, 
j e součet obsahů čtverce a k ruhu 

16 ^ 4ji 
P roměnná x nabývá všech hodnot uvn i t ř intervalu [0, a]. 

4a Funkce /(x) nabude své nejmenší hodnoty pro x = ——• 
71 -{- 4 

J e s t 
4h 4o A , , 

, . = 0,56 . o , o — = 0,44 . o. 71 + 4 71 + 4 
27*1. Obsah 20$; objem 3 1 2 | . TI. 
27*2. Obsah 192; objem 864TI. 
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27'3. Obsah 34^ objem 6 7 8 ^ . n. 
27'4. Obsah | j/3: objem ^ ¡n . 
27-5. Obsah 20J; objem 104$ . n. 
27*6. Obsah }; objem fin. 
27-7. Obsah 12; ob jem 52JI. 
27 8. 10J. 27'9. i- 2 7 1 0 . A -
2 7 ' l l . Délka 10J; povrch 118»}. .^. 
27 ' I2 . Délka 2TV;_povrch . JI. 
27'13. Délka 2 .1/3; povrch 3TI. 
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