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X
PROJEKTIVNI PROSTOR

69. LINEARNI KOMBINACE BODU V EUKLEIDOVSKEM
PROSTORU. Prostor E,, se sklada z bodi; avSak v prvnim svazku
jsme provadéli aritmetisaci geometrie tak, ze zpravidla jsme nepoditali
s body, nybrz s vektory. Zakladni pojem, ktery se vyskytoval znovu
a znovu, byl pojem linedrni kombinace vektori. Budeme nyni zkoumat,
jak lze do vypodétu zavést linearni kombinace bodu.

Je-li v prostoru E,, zvolen uréity bod P jako poldtek, mizeme po-
stupovat takto. Pfifadime kaZdému bodu X vektor X — P, ¢éimz
dostaneme vzdjemné jednoznaény vztah mezi mnofinou E, viech
bodd a mnozinou V,, viech vektord, pfi kterém poditku P odpovids
nulovy vektor o. Jsou-linyni X , X', ... dané body (v koneéném pod&tu)

a jsou-li ¢,c¢’,... dand reilnd ¢isla, pokusime se najit Gcelny smysl
pro linearni kombinaci

(69.1) X +cX +...
Za tim tucelem nahradme kazdy z danych bodd X , X', ... pFisluS§nym
vektorem X — P ,X’'— P’,...; dostaneme misto (69.1) linedrni
kombinaci vektord

(69.2) (X—P)+c' (X' —P)+ ...,

kterd podle definic prvého svazku znamena uréity vektor u. Muzeme |
potom budto zkusit tu dohodu, Ze bychom pod lineirni kombinact
(69.1) rozuméli vektor u , nebo zkusit tu dohodu, Ze bychom pod line-
arni kombinaci (69.1) rozuméli bod P + u. Takova dohoda je viak
ucelna pouze tehdy, jestlize je nezavisla na volbé poéatku P .

Jestlize nyni misto poditku P zavedeme jiny poéitek @, potom
misto vektoru (69.2) budeme mit novy vektor

(69.2') (X—@Q)+cX'—@) + ...
Znameni-li u vektor (69.2), v vektor (69.2’), potom je

v=u+(c+c + . )(P—@Q)



& tudiz
Q+tv=FP+u)+(+c+...—1)(P—Q).
Tim jsme vedeni k nasledujicim dvéma definicim, nezavislym na volbg
pocatku P. Jestlize predné
(69.3) c+c¢ +...=0,

potom linedrni kombinace bodé (69.1) znamend vektor (69.2); jestliZe
za druhé

(69.4) c+c¢ +...=1,
potom linedrni kombinace boda (69.1) znamend bod

Pt+eX—P)+c(X—P)+ ...
Jestlize v8ak neplati ani (69.3), ani (69.4), potom linedrni kombinaci
bodu (69.1) prozatim nedavame zadny smysl. _

Vsimnéme si, Ze v prvém svazku se vyskytly definice, které jsou
zvlastnimi pfipady definic nyni zavddénych. Je to pfedné definice
vektoru X — X', kterd spadd pod ptipad (69.3), za druhé pak definice
stiedu dvojice boda (X + X'), ktera spada pod ptipad (69.4).

Dale si v8imnéme, ze je-li prostor E, vnofen do prostoru E,, a jsou-li
X, X', ... body prostoru E,, potom jak v pfipadé (69.3), tak i v pFi-
padé (69.4) smysl vyrazu (69.1) zistavd tyz, at uz jej uvazujeme v pros-
toru E, ¢&i v prostoru E,, .

Posléze poznamenejme toto. Jsou-li

(695) AOlAly-")Ak
body prostoru E,,, potom podle definice vyslovené ke konci ¢lanku 18
body (69.5) jsou mezi sebou linedrné nezavislé v tom piipadé, Ze totéz
plati o vektorech

(69.6) A, —4,,...,4,—A,,

COZ znamena, Ze rovnice

(4, —A) + ... + (4, — A4) =0
plati pouze pro z, =... = 2, = 0. Této definici miZeme nyni dat
jiny tvar. Jsou-li dina libovolné éisla z;,...,x,, uréime ¢islo =z,

Z TOVnice
(69.7) o+, + ... + 2, =0.



Potom je v

(69.8) ono '+‘ xlAl + e + x,‘Ak = xl(.Al _‘AO) +

+ o+ 2 (A4, — 4,) .
Nebot za pfedpokladu (69.7) leva strana v (69.8) znamena vektor
xo(dg — P) + x(4; — P) + ... + z (4, — P)
nezavisly na volbé poéatku P, a je patrné, Ze pro P = A, rovnice
(69.8) je spravna. Z toho plyne novy tvar definice linedrni neza-
vislosti bodii: Body (69.5) jsou mezi sebou linedrné nezdvislé, prdavé
kdyz') za predpokladu (69.7) rovnice plati pouze pro
Tg—=2, = ... =2, =0.

Fakt, ke kterému jsme v ¢lanku 18 dospéli jen nepfimo, Ze totiZ pojem
linearni nezavislosti bodd ma smysl nezavisly na pofadi danych bodi,
je z nové definiee bezprostredné patrny.

JestliZe body (69.5) jsou mezi sebou linedrné nezavislé, potom,
jak vime, uréuji linedrni podprostor E, dimense k prostoru E, . P¥fi

tom E, podle dlanku 18 je mnozina viech bodi tvaru
s

(69.9) Ay + 2 (4, — 4,) + ... + x,(4, — 4,) .
Jsou-li viak z,, ..., 2, libovolné dand é&isla a definujeme-li éislo z,-
rovnici

(69.10) To+x +...x, =1,
potom bod (69.9) splyne s bodem

(69.11) x4y + 2,4, + ... + x4, .

Nebot Ze tomu tak je, volime-li poéatek P = A4, , je jasné; na druhé
strané bod (69.11) za pFedpokladu (69.10) je nezdvisly na volbé
poc¢atku P. Tim je dokazano, Ze linedrni{ podprostor E, prostoru E,,
uréeny linedrné nezdvislymi body (69.5) je mnoZina vlech bodi tvaru
(69.11),"kde &isla x, , x, , ..., ; jsou podrobena pouze podmince (69.10).
Vyjadreni (69.11) ma proti vyjadfeni (69.9) tu pfednost, Ze je z ného
pfimo patrné, Ze linearni podprostor E, je nezavisly na pofadi bodid
(69.5). Ctenaf sam snadno dokaZe, Ze zaméFeni V, prostoru E, je mnotina

!) V prvém svazku jsern psal v obdobnych piipadech ,,tehdy & jenom tehdy,
jestliZe*’. VystiZny vyraz ,,pravé kdyZ‘ zavedl K. Rychlik.



vdech vektord tvaru (69.11), kde &isla zy,z,, ..., 2, jsou podrobena
pouze podmince (69.7).

Formulujme je$té znovu vysledek ve zvlastnim pFipadé k = 1.
Jsou-li A, B dva rizné body, potom pfimka AB je mnofina vdech bod
tvaru

(69.12) 24 +yB, kde z+y=1.

Ctenaf snadno prokaZe sprivnost tohoto dilezitého doplitku: Usecka
AB je mnoiina viech téch bodu tvaru (69.12), ve kterych z, y jsou
nezaporna ¢isla; vnitfek usetky AB je mnozina vSech téch bodu tvaru
(69.12), ve kterych « , ¥ jsou kladnd ¢&isla.

V pfedchézejicim jsme uvazovali linearni kombinace bodii. Snadny
je piechod k linedrnim kombinacim bodi a vektord tvaru

(69.13) X +cX' ' +...4+av+av +...

Takové linedrni kombinaci dime smysl v ptipadech (69.3) a (69.4);
v obou pfipadech necht v znamend vektor (69.2). Potom za p¥edpo-
kladu (69.3) znamend (69.13) wvektor u 4+ av + a'v’ ++ ...; za pied-
pokladu (69.4) znamend (69.13) bod P + u + av + a'v’ + ...

70. ARITMETICKE BODY EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU.
Méli bychom nyn{ zkoumat podetni pravidla platné pro vyrazy tvaru
(69.1) a pro obecnéjsi vyrazy tvaru (69.13) vztahujici se na ty ptipady,
v nichZ jsme témto vyrazim dali uréity geometricky smysl. Odvozo-
vani takovych novych pravidel je v8ak zbyteéné, nebot jak se ukaze,
jsou zahrnuta ve znamych nam pravidlech o poéitini s vektory.

Zavedme nejprve nékolik definic. Dvojici (4 , k) sloZenou z bodu 4
a z &isla k razného od nuly nazveme vlastnim aritmetickym bodem
(zkracené vl. ar. bodem). Body v dosavadnim smyslu nazveme pro
jasnost eukleidovskymi body (zkracené e. body). Polohou vl. ar. bodu
(4, k) nazveme e. bod A, koeficientem téhoz vl. ar. bodu nazveme
¢islo k. Vsimnéme si, Ze podle nasi definice koeficient vlastniho ar.
bodu je vidy razny od nuly. Vi. ar. bod (4 , 1), jehoZ koeficient je roven
jedné, povaZujeme za totoiny s e. bodem A .

Nevlastni aritmeticky bod (zkracené n. ar. bod) budiZ prosté novy
nazev pro vektor; koeficientem kazidého n. ar. bodu rozumime d&islo
nula. Polohou n. ar. bodu u =+ o rozumime sniér {u} ; nulovy vektor
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nemd Zddnou polohu. Qznaéme W, ., mnoZinu viech, vlastnich i ne-.
vlastnich, ar. boda.

Predpokladejme, Ze v prostoru E, je zavedena linearni soustava
soufadnic

(70.1) (P;e,...,e)>.

Piifadime kazdému ar. bodu m + 1 é&isel, kterda nazveme jeho sou-
Ffadnicemi a které rozlisime jako

nultou, prvni, ..., m-tou

soufadnici. Pfi tom nultou soufadnici kazdého ar. bodu « bude jeho
koeficient. Pokud se tyce ostatnich soufadnic, rozeznivejme dva
piipady podle toho, zda « je vl. ar. bod ¢i vektor. Jestlize pfedné

(70.2) & =(a,...,0,)

je vektor, potom prvni aZ m-tou soufadnici budoutdzéislaa,, ..., a,,
ktera nesla tento nazev dosud; nultou soufadnici je ¢éislo 0 a piseme

x=(00,a,,...,a,),

coz tedy znamend totéz jako (70.2). Jestlize za druhé « = (4 , k)
je vlastni ar. bod, potom jeho prvni aZ m-tou soufadnici rozumime
soudin ¢isla k s prvni aZ m-tou soufadnici e. bodu 4; nultou soufadnici
ar. bodu « , jak bylo jiZ poznamenano, je koeficient k. Je-liax = (4 , k),
kde

(70.3) A=a,,...,a,],
piseme

a=1(k,ka,,...,ka,).

Jezto podle pfedchéazejiciho ar. bod (4, 1) s koeficientem rovnym
jedné povaZzujeme za totoiny s e. bodem A4 , znamena

4=01,a,,...,a,)
totéz jako (70.3).

Tedy po zavedeni lineirni soustavy soufadnic (70.1) kaZdy ar. bod
m4 uréitou nultou, prvni az m-tou soufadnici. Obracené, jsou-li dina
libovolné realns ¢isla gy, a, , ..., a,, , existuje pravé jeden ar. bod

(a’Oia’l""ram):



ktery je vlastni pro a, + 0, nevlastni pro a, = 0. Jsou-li nyni
= (B, ,...,08n); B=1(by,by,...,0,)
libovolné dva ar. body, polozime
(70.4) o +pf=(ay+by,a, +b,...,an +b,)
a je-li ¢ libovolné realné ¢islo, polozime
(70.5) cx = (CAy, €Ay, .. ) CAp) .

Na zakladé téchto definic mnofina W,., vdech ar. bodi je vektorovy
Mm o~ T; mno#ina V,, viech vektora (neboli n. ar. bodi)
]e ve W,,‘a,1 ‘obsaZena linearni soustava d_y_nense m . Mnozina E,, viech
e. bodi se sklidd z téch ar. bodu, jejichz nulta soutadnice je rovna
]edné nelvorﬂmeaml éoustavu ve W, . E. bod P spolu s line-
arne nezav1sTym1 vektmy € ,...,€pn tvoii basi vektorového prostoru
W,.., ; je to specialni base splnujici tu podminku, Ze nulta soufadnice
jé Tovna jedné pro prvni prvek base a rovna nule pro ostatni prvky

base.

Jsou-li nyni X , X’, ... libovolné dané e. body a jsou-li ¢, ¢,
libovolné dana realna ¢isla, potom podle pravé formulovanych definic
vyraz (69.1) znamena v kazdém piipadé uréity ar. bod a snadno
se zjisti, Ze v pfipadech (69.3) a (69.4) nové definovany smysl vyrazu
(69.1) splyva s dfive definovanym jeho smyslem. Tim je zarovei
potvrzeno, Ze skuteéns, jak jsme uvedli na pocatku tohoto é&linku,

_neni tfeba zkoumat pocetni pravidla pro vyrazy tvaru (69.1), jeZto
tato pravidla jsou zahrnuta ve zndmych ndm pravidlech pro poéitdni
s vektory. Poznamenejme jesté, Ze definice souétu A + u bodu 4
s vektorem u, podand v prvnim svazku, je zvlastnim ptipadem defi-
nice (70.4). Rovn tak i d¥ivéjsi popis smyslu vyrazu (69.13), platny
tehdy, plati-li (69.3) a (69.4), je zfejmé v souladu s nynéj$imi defini-
cemi (70.4) a (70.5).

Dulezité je dokazat, Ze definice (70.4) a (70.5) jsou nezavislé na volbé
linearni soustavy soufadnic (70.1). Pfedeviim je zfejmé, Ze jestlize o
je vektor, potom souéin cx definovany v (70.5) ma tyz smysl jako
soudin cx definovany v prvém svazku. Jestlize v (70.5) je o« = (4 , k)
vl. ar. bod, je patrné, Ze cx = o v pfipadé ¢ = 0, cx = (4, ck) v pii-
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padé ¢ + 0. Tedy smysl souédinu (70.5) je ve viech pfipadech nezi-
visly na volbé linearni soustavy soufadnic (70.1). Pfistupme k souctu
(70.4). Jsou-li pfedné «, g vektory, potom souet « + § definovany
v (70.4) ma tyZ smysl jako soucet « + § definovany v prvém svazku.
Jestlize v (70.4) jex = (4 , k) vl. ar. bod, § = v vektor, zjisti se snadno,
ze ’

oc+ﬂ=(A+71-v,k),

kde prava strana je nezdvisld na volbé linearni soustavy soufadnic
(70.1); podobné tomu je, jestlize « je vektor, § vl. ar. bod. Zbyva
pfipad, Ze

jsou vl ar. body. Zde jsou dvé moznosti. Jestlize pfedné & + k = 0,
je patrné, Ze soudet « + f znamend vektor k(4 — B). Jestlize
za druhé b 4+ k£ + 0, potom se snadno zjisti, Ze « 4+ § znamena vl. ar.
bod (C, b + k), kde e. bod C je dan vyrazem

k h

R
se soultem koeficientd napravo rovnym jedné. Tim je prokazano,
Ze smysl souctu (70.4) je ve viech pfipadech nezavisly na volbé linedrni
soustavy soufadnic (70.1).

C = B

Z pravé provedenych uvah, které daly definicim (70.4) a (70.5)
tvar nezavisly na volbé linearni soustavy soufadnic, bezprostfedné
plyne dulezity vysledek. Je-li prostor E, vnofen do_prostoru E,
a znamena -i W,,, mnoZinu vSech ar. bodl. prostoru .E,, Wp,

mnozmu  vSech ar. bodu prostoru E,, , potom jsou-li « , g prvky mno-
zmy Wiiy, ma]1 _operace & + f, ¢« tyz vyznam v _prostoru Wi,

jako v prostoru W,,.,,l. Z toho plyne ie W,., je linedrni. soustava
vekiorového prostoru W,., . Totéz plyne ostatné i ptimo z pavodnich
definic (70.4) a (70.5), volime-li lineArni soustavu soufadnic (70.1)
v E,, tak, aby bylo

Ec={Pi,e,...,e}.

Poznamenejme jesté, Ze jeito jsme vl. bod (4, 1) ztotoznili s e.
bodem A4 , plyne z definice (70.5) pro libovolny vl. ar. bod (4 , k), Ze
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(70.6) (A4,k)=EkA.
V dalsim tudiz oznaceni (4 , k) pro vl. ar. bod je nepotiebné.

71. POJEM PROJEKTIVNIHO PROSTORU. Uvahy pfedchézeji-
cich dvou ¢lankd jsou pocetnim podkladem pro zavedeni pojmu
projektivniho prostoru, ktery hral velmi dileZitou ulohu v historii
geometrie. Ackoli pojem projektivniho prostoru ddvno ztratil své
nékdejs$i dominujici postaveni, je stile je§té beze sporu jednim z nej-
vyznamnéjsich geometrickych pojmi.

Budiz dan eukleidovsky prostor E, . Nazveme projektivnim_roz-
Sifenim prostoru E,, a oznacime E,, mnoZinu slozenou jednak z boda
prostoru E,, , které jako v predchazejicim &lanku nazveme eukleidov-
skymi body (e. body), jednak ze sméra prostoru E, , t. j. z linedrnich
soustav dimense 1 obsaZzenych v zaméfeni V,, prostoru E, , které
nazveme ubéiné body. Spoletny nazev, ktery zavedeme pro euklei-
dovské i pro béiné body, tedy pro vsecky prvky prostoru E,, , bude
geometrické body (zkricené g. body). Casto se také ¥ika e. bodim body
v koneénu, tbdinym bodim body v nekonelnu. Posléze jsou
v literatufe béiné také tyto nazvy: vlastni geometricky bod (zkricené
vl. g. bod) misto e. bod, neviastni geometricky bed (zkracend n. g. bod)
misto abézny bod.

Tyto posledni nazvy naznaéuji souvislost s Gvahami pfedchazejiciho
¢lanku, kde jsme zavedli vlastni i nevlastni aritmetické body; necht
opét W,.., znamend mnozinu vSech (vlastnich i nevlastnich) ar.
bodi. Z nasich definic plyne ihned, Ze poloha kadého vl. ar. bodu je vl.
g. bod; obricené pak kazdy vl. g. bod je polohou nekoneéné mnoha
vl. ar. bodu, které se navzajem lisi pouze svymi koeficienty; je-li 4
jeden z t&chto vl. ar. bodfi, potom viecky maji tvar cA , kde ¢ probiha
vSechna realnd éisla riznd od nuly. Podobné poloha kaidého n. ar.
bodu neboli vektoru, s vyjimkou nulového vektoru, ktery neméa
zadnou polohu, je n. g. bod; obricené kazdy n. g. bod je polohou
nekoneéné mnoha n. ar. bodd (nenulovych vektori); je-liv + o jeden
z nich, potom viecky maji tvar ¢ . v, kde ¥ opét probih4 vSecka realna
¢isla razna od nuly. Kazdy aritmeticky bod (at vlastni ¢i nevlastni),
jehoZz polohou je urdity geometricky bod, nazveme aritmetickym
zdstupcem (ar. zastupcem) tohoto g. bodu. Podetni dikazy geometric-

12



kych vét se provadéji tak, Ze kazdy g. bod nahradime néjakym jeho
ar. zastupcem (volenym zpravidla libovolné, ale nékdy je vyhodna
néjaka specidlni volba ar. zdstupce).

Je v3ak velmi Gdelné zaujmout abstraktnéjsi stanovisko. Budiz
dén vektorovy prostor W,,., konedné dimense m + 1 s nulovym
vektorem o, pfi éemz m > 1; prvky prostoru W,., nazveme arit-
metické body (ar. body). Na,zveme projektivnim prostorem dimense m
nebo m-rozmérnym projektivnim prostorem a oznadime P,, mnoZinu
prvki, které nazveme geometrické body (zkricené g. body) a které jsou
vzajemné jednoznacéné pfifazeny linedrnim soustavam {X} dimense
jedna obsaZenym ve W,.,; zpravidla miZeme piimo ztotoznit g.
body s takovymi linedrnimi soustavami {X}. Kazdy ar. bod X + o
jednozna¢né uréuje g. bod {X}, ktery nazveme polokou ar. bodu
X #+ o. Tedy o nema Zidnou polohu, kdezto kazdy ar. bod X * o
ma urdéitou polohu. Je-li g. bod polohou ar. bodu X , takie X + o,
nazveme ar. bod X aritmetickym zdstupcem (af. zistupcem) tohoto
g. bodw. Tedy- kaidy g. bod {X} md nekonetné mnoho ar. zastupct;
je-li X jeden z nich, maji v8ichni tvar ¢X , kde ¢ probiha v3ecka reilna
¢isla riznd od nuly. Velms Casto pro strucnost mluvime o°g. bodu X ,
etz Thinime g. bod, jehoz ar. zastupcem je dany ar. bod X +o.
Je-li tedy ¢ + O realné éislo, potom g. bod X je totoiny s g. bodemeX ,
ackoli ar. bod X je razny od ar. bodu ¢X .

Mluvime-li struéné o bod¢ projektivniho prostoru P,, , mdme oviem
na mysli g. bod nalezejici do P,

Podle nasich definic projektivni rozsifeni E,, m-rozmérného euklei-
dovského prostoru E,, je pfikladem m-rozmérného projektivniho pros-
toru P, . V_tomto pripadé mémé dvoje g. body, vlastni a nevlastni;
v obecnem pripadé pI‘O]ektIVIllhO prostoru P, rozliovini g. bodi
_na vlastni a nevlastni odpada Poznamenejme jests, %e v nadi termino-
logii dimense prOJektlvmho prostoru P,, neni rovna dimensi vektoro-
vého prostoru W,,,, nybrz je o jedni¢ku mensi. Vektorovy prostor
W,.+, nazveme aritmetickym zdkladem (zkricené ar. zikladem) pro-
jektivniho prostoru P,

Projektivni pfimkou nazveme jednorozmérny projektivni prostor
P, , projektivni rovinou dvojrozmérny projektivni prostor P,; pro
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urditost nazveme piimku E, a rovinu E, ve smyslu prvnfho svazku
eukleidovskou primkou a eukleidovskou rovinou.

Basi vektorového prostoru W, ., , ktery je aritmetickym zdkladem
projektivniho prostoru P, , nazveme aritmetickou basi (ar. basi)
prostoru P, . Jeli 4,,4,,..., A4, ar. base, je v oznafeni prvého
svazku

Woir ={40,4,,...,4,}.
Budeme psat

(71.1) P,={4,,4,,...,4.),;
index g naznaduje, Ze P,, (na rozdil od W,,.,) se sklddd z geometric-
kych bodu.

Je-li ddna uréitd ar. base 4,, 4,, ..., 4, projektivniho prostoru

P, , potom kaZdy ar. bod ma tvar
X =24y + 4, + ... + Tndn

8 jednoznaéné urlenymi &isly 2y, 2, , ..., Zn, jeZ jsou souradnicem:
ar. bodu X (vzhledem k dané ar. basi); piSeme

X=(xg,21,...,%p).
Taz &sla z,,z,, ..., z,, jsou také soufadnicemi geometrického bodu

{X} a nazyvaji se homogennimi soufadnicemi tohoto g. bodu. G. bod
je oviem urcen jednoznaéné svymi homogenmml souradnicemi,

jez jsou IOMny _pouze té podmlnce, Ze nejsou vsecEy soucdasné
rovny nule. Aviak g. bod nemé jednoznadng - onx

fadnice, nebot zdrovets s &isly x, xl s oo s Ty J80U PFI Libovolné zvoleném
¢ + 0 také éisla cx,,czx,,...,cx, ﬁbmbgé'}im’mi souradnicemi 1éhos
g. bodu.

" O dimensi m projektivniho prostoru P,, jsme predpokladali, Ze
m 2> 1; dimense ar. zdkladu W, ., je m + 1 = 2. Prostor P, se podle
definice sklad4 ze vSech linedrnich soustav dimense jedna obsaZzenych
ve W, ., (= g. bodi). Nékdy je ucelné nevylucovat piipady m = 0
am = — 1 ; chceme-li zahrnout tyto pfipady, mluvime o projektivnim
prostoru v ir§im smyslu. Pro m = 0 mame projektivni prostor v 8ir-
Sim smyslu P,, ktery obsahuje jediny g. bod; jeho ar. zdklad W,
je vektorovy prostor dimense 1. Pro m = — 1 mame projektivni
prostor v 8ir8im smyslu P_,, coZ je prosté prdzdnd mnoZina (neobsa-
huje vitbec Zadny g. bod); ar. zdklad W, obsahuje pouze nulovy vektor.
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72. LINEARNI PODPROSTORY PROJEKTIVNIHO PROSTORU.
Budiz din projektivni prostor P, dimense m a budiz W,,., jeho ar.
zdklad. Je-li W,,, linedrni soustava dimense k + 1 => 2 obsaZens
ve W,.,, je W.., vektorovym prostorem dimense k 4 1 a tudiz
W,.,, je ar. zdkladem projektivniho prostoru P, dimense k, ktery
je Gasti projektivniho prostoru P, . Pravime, Ze projektivni prostor
P, je vnofen do projektivniho prostoru P,, nebo Ze P, je linedrni pod-
prostor projektivniho prostoru P,,. Podle véty 13.2 je £k < m, pii
demZ rovnost nastane pouze tehdy, je-li W,., = W, .., t. j. pouze
tehdy, je-li P, = P,,. Nékdy je ucelné nevylucovat piipady k£ = 0
a k = — 1 ; nevylutujeme-li tyto pfipady, mluvime o linearnim pod-
prostoru v $irdim smyslu dimense k . Linearnim podprostorem v $ir$im
smyslu dimense 0 je kazdy jednotlivy g. bod prostoru P, ; linearni
podprostor v §ir§im smyslu dimense — 1 je prazdnda mnozina.
Dulezity je ptipad k = m — 1; linearni podprostor dimense m — 1
projektivniho prostoru P,, se nazyva nadrovina prostoru P, . Pro
m = 1 nadrovina projektivni pfimky P, neni nic jiného neZ g. bod
piimky P,; pro m = 2 nadrovina projektivni roviny P, neni nic
jiného neZ projektivni pfimka vnofend do P,; pro m = 3 nadrovina
projektivniho prostoru P, neni nic jiného neZ projektivni rovina
vnofend do P, .

Linedrni nezdvislost g. bod# projektivniho prostoru P, definujeme
tak, Ze znamen4 linedrni nezavislost jejich ar. zdstupcil ve vektorovém
prostoru W, ., , pfi éemZ je patrné, Ze na bliz§i volbé téchto ar.
zastupct nezaleZi. Linedrni nezdvislost e. bodi definovand v élanku 18
je, jak se snadno dokaZe, zvlistnim piipadem linedrni nezdvislosti
v pravé definovaném smyslu. V projektivnim prostoru P, nelze udat
vice nez m + 1 linearné nezivislych g. body; da.nz’mi k+1 (1<
< k < m) linearné nezdvislymi g. body prochizi pravé jeden linearni
podprostor dimense k (a Zadny linedrni podprostor' niz$i dimense);
je to [viz (71.1)] linedrni podprostor

{AO’A].)"- k}nn
kde 4, (0 < r < k) jsou libovolné voleni ar. zastupei danych g. bodu.
Predpoklidejme nyni, e vySetfovany projektivni prostor P,, = E,
je projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru E, . Je patrné, Ze
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mno#ina viech ubéinych bodi prostoru E,, je nadrovma prostoru E,,
kterou nazveme wbéfnou nadrovinou prostoru E,. Casto je ucelne
nazvat béznou nadrovinu projektivniho rozsifeni Em eukleidovského
prostoru E,, struéné ibéznou nadrovinou eukleidovského prostoru E,,
Prom = 1 tbéznou nadrovinou (v $ir§im smyslu) eukleidovské ptimky
E, je jediny Gbéiny bod nalezejici do projektivniho rozsiteni euklei-
dovské primky E, ; tento ubéiny bod neni ni¢im jinym neili smérem
e. piimky E, . Pro m = 2 Gbézna nadrovina e. roviny E, je jeji #béinou
pfimkou; pro m = 3 GbéZnd nadrovina obyéejného prostoru E, je jeho
ubéZnou rovinou.

Projektivni roziiteni E,, eukleidovského prostoru E, je dilezitym
plikladem projektivniho prostoru dimense m . Jinym neméné dilezi-
tym prikladem projektivniho prostoru dimense m je ubéina nadrovina,
eukleidovského prostoru E,,,+1 ; tento pfiklad projektivnilio prostoru
je pozoruhodny tim, e zde odpada rozlifovani g. bodd na »»viastni*
a ,,nevlastni*; vsecky g. body tohoto prostoru maji stejnou strukturu
V daliéim poznime ¥adu jinych dulezitych projektivnich prostori
a lépe si uvédomime dilezitost tohoto pojmu.

BudiZ opéi dan eukleidovsky m-rozmérny prostor E,, a budiz din
jeho k-rozmérny linedrni podprostor (1 < k << m) ve smyslu ¢lanku 18.

Zvolime-li libovolné e. bod P nalezejici do E, a basi {u,, ..., u,} pro
zamé¥eni e. prostoru E;, jest

E, = {P;u,..., u}.
V disledku ptedchazejicich definic je

—E_k:{Pvul)'--)uk}a;

projektivni rozsifeni E, e. prostoru E, vnofeného do e. prostoru E,,
je tedy projektivnim prostorem vnofenym do projektivniho prostoru
E,. . G. body prostoru E, jsou tedy jednak g. body prostoru E, (vlastni
g body prostoru E,), jednak sméry obsazené v E, (nevlastni g. body
prostoru E,). Tedy projektivni rozsifeni E, linearniho podprostoru E,
eukleidovského prostoru E,, je linedrnim podprostorem projektivniho
prostoru E,, . Takovéto linedrni podprostory prostoru E, nazveme
vlastnimi linedrnimi podprostory prostoru E,,

Nevlastni linedrni podprostor prostoru E, je linedrni podprostor
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(ib&#né nadroviny prostoru E,, . Je-li ¥, (2 < & < m) linedrni soustava
dimense h obsaZena v zaméfeni V,, prostoru E, , je ¥, ar. zakladem
urditého nevlastniho linearniho podprostoru dimense # — 1 prostoru
E, a kaZdy nevlastni linedrni podprostor prostoru E,, vznikne timto
zpusobem. )

Je-li P, linedrni podprostor projektivniho rozsiteni E,, eukleidovského
prostoru E, , miZe se stit, Ze P, obsahuje pouze nevlastni g. body;
v tomto piipadé P, je ziejmé nevlastnim linearnim podprostorem
ve smyslu pravé definovaném. V opa¢ném pfipadé zvolme libovolné
e. bod P obsaZeny ¥ P, ; podle véty 13.1 je mozné k P ptipojit daldich &
ar. boda @, (1 < r < k) tak, Ze vznikne ar. base P , @, , ..., @, pro P, .
Je-lie, (1 < » < k) koeficient ar. bodu @, , je patrné, ze ar. bod v, =
= @, — c,P m4 koeficient nula, t. j. Ze u, je vektor; zaroven je patrné,
7e P, u,,...,u, je nova ar. base pro P, . Z toho viak snadno plyne,
Ze P, je projektivni rozsifeni linedrniho podprostoru

Ek:{P;ul,...,uk}

eukleidovského prostoru E,, . TudiZ P, je vlastni linedrni podprostor
prostoru E,, ve smyslu definovaném vyse.

Tim je zjisténo, jaké jsou linedrni. podprostory projektivaiha roz-
Siteni E,, eukleidovského prostoru E,, . Jsou to jednak linedrni pod-
prostory b&7né nadroviny prostoru E,, , které obsahuji pouze ubéZné
body, ]ednak to jsou projektivni rozsifeni. linedrnich -podprostori

eukleidovského prostoru E,, .

73. SPOJENT A PRUNIK DVOU LINEARNICH PODPROSTORU
PROJEKTIVNIHO PROSTORU. Budtes nyni P, , P, dva linedrni
podprostory projektivniho prostoru P, sdimensemi &, k, kde 1 < A <
<m, 1< k<m, tedy m > 2. Budtez W,.,, Wi.,, W,., ar.
zakiady projektivnich prostora P, P;, P, . Wi, W; +1 jsou linedrni
soustavy vektorového prostoru W, ., ; dimense W,.,, Wi, Wpu
jsoupotadé b + 1,k + 1, m + 1.V ¢lanku 24 jsme zavedli pojem
pruniku a spojeni lmearmch soustav: pranik linedrnich soustav W, .,
W, ., oznaéme T, spojeni S,; jsou to linearni soustavy obsaZené
ve Wp.,. Oznadme jests 7', pranik linedrnich podprostord P, , P,

prostoru P, , t. j. mnoZinu viech g. bod& nalezejicich jak do P,,
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tak ido P, dile S, spojent linedrnich podprostori P, , P, prostoru P,, ;
S, je nejmensi linedrni podprostor obsahujici jako &ast jak P, , tak
i P,. PH tom S, je ar. zdklad projektivniho prostoru §,; ma-li S,
dimensi s, ma S, dimensi s + 1. Podobné T, je ar. zaklad pro 7T, ;
ma-li 7', dimensi ¢, ma 7', dimensi ¢ 4+ 1. Na rozdil od S, miZeme
o T, tvrdit pouze, Ze je to linearni podprostor v &ir§im smyslu pro-
jektivniho prostoru P,, : mize byti ¢ = — 1, t. j. pranik 7', linedrnich
podprostort P,, P, muZe byt prazdny; také muze byt ¢t = 0, t. j.
prinik 7', linedrnich podprostori P, , P} miZe obsahovat jediny bod.

Cisla s , t vedle zfejmych nerovnosti

(73.1) — 1<t < min(h, k),

(73.2) max(h , k)< s<m
podle ¢lanku 24 spliuji daleZitou rovnost

(73.3) t+s=h+k.

Pfi tom rovnosti t = min(h , k)., s = max(h, k) budto plati obé nebo
neplati Zadna; plati pak, pravé kdyz jeden z obou linearnich pod-
prostora P, , P, je &asti druhého.

Budiz zejména k=m—1, t. j. P, = P, _, budiZ nadrovina
prostoru P, . Potom ¢ > m — 1, a jestlize prostor P, neni obsaZen
v P,,_,, nemiZe byt s = m — 1, takie musi byt s = m , nacez podle
(73.3) je t = h— 1. Tedy: Pfimka P, , kterd neleZi v nadroviné P,, .,
md s touto nadrovinou prdvé jeden spoleény bod. Linedrni podprostor
P, dimense h > 2 , ktery nelezi v nadroviné P,,_, , protne tuto nadrovinu
v linedrnim podprostoru dimense h — 1. Jednoduchy piiklad na tyto.
véty dostaneme, je-li P, projektivnim rozsifenim E,, cukleidovského
prostoru a je-li P, _, Ubéznou nadrovinou. Potom nase véty se re-
dukuji na znamy fakt, Ze eukleidovska pfimka ma pravé jeden ubéiny
bod a Ze 0béiné body eukleidovského lineirniho podprostoru E,
dimense k> 2 tvo¥i v E, nevlastni linedrni podprostor dimense
h — 1.V eukleidovském prostoru E,, pfimka E; , ktera nelezi v nad-
roviné E;, , , miZe mit k E, _, dvoji vzdjemnou polohu: budto je E;
rovnobézna s E;,_, anemd s Ej _, zddny spoleény bod, nebo E; ma
s E, _, pravé jeden spoleény bod. V obou piipadech ma projektivni
rozsireni E_l' s projektivnim roziifenim E’,_, pravé jeden spoleény bod,
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ktery v prvém pfipadé jé ubézny, ve druhém eukleidovsky. Podobné
tomu je i kdyZ misto pfimky E, uvaZujeme linedrni podprostor E,
dimense k = 2. Vidime, Ze jestliZe nerozliSujeme mezi eukleidovskymi
a UbéZnymi body, chova se projektivni prostor E, jednoduSeji nez
eukleidovsky prostor E,, ; to plati nejen pii studiu otdzky vzajemné
polohy nadroviny k jinému linearnimu podprostoru, nybrz i pfi studiu
obecné&jii otazky vzdjemné polohy dvoulinedrnich podprostori. Ctenaf
necht znovu odvodi vysledky ¢lanku 25 o vzijemné poloze linearnich
podprostort E, , E; eukleidovského E, na zékladé vysledku (73.1)
a% (73.3) tykajiciho se projektivnich rozsiteni E; , Ej . Pii tom jest tfeba
rozeznavat dva ptipady podle toho, zda prinik T, projektivnich pro-
stort E, , E] je & neni obsazen v tbé7né nadroving prostoru E,,

Zde si v8§imnéme pouze jeSté piipadu h =k =1, t. j. Vza]emné
polohy dvou pfimek P;, P projektivniho prostoru P, . Zde je t < 1
ajeli P, +P],jet <1, t. j. budto ¢t = 0 nebo ¢t = — 1 ;podle
(73.3) je v prvém pfipadé s = 2, ve druhém s = 3. Tedy dvé razné
primky projektivniho prostoru leZi vidy obé v trojrozmérném linedrnim
podprostoru; pravé kdy% maji spoleény bod (jisté jediny), lei obé primky
v téZe roviné. V eukleidovském prostoru E, dvé rizné pfimky leZici
v téZe roviné budto byly rovnobéiné nebo meély spoletny bod; po
pfechodu k E,, mame spoleény bod v obojim ptipadé, v prvém piipadé
ubéiny, ve druhém eukleidovsky.

74. PRINCIP DUALITY. Poznali jsme dosud v podstaté dva kon-
kretni pfipady m-rozmérného projektivniho prostoru P, , totiz pfedné
projektivni roz$ifeni eukleidovského m-rozmérného prostoru E,
skladajicf se jednak z bodd, jednak ze smért prostoru E,, , za druhé
pak @béinou nadrovinu eukleidovského (m + 1)-rozmérného prostoru
E,.., sklddajici se ze sméra prostoru E,,,, . JiZ na str. 16 jsme pozna-
menali, Ze existuje Fada jinych vyznamnych piikladd projektivnich
prostori, s nimiz se pozdéji seznamime. V tomto ¢lanku udinime prvy
velmi dilezity krok v tomto sméru. DokéaZzeme totiZ, Ze je-li dan
hbovolny m-rozmérny projektivni prostor P, , potom mnozZina vsech
nadrovin prostoru P,, , kterou oznadime P, tvofi’ novy m-rozmérny
projektivni prostor, ktery nazveme dudinim k pivodnimu projektiv-
nimu prostoru P,, . To je velmi dileZitd véc. DokéZeme-li totiZ jakou-
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koli vétu spravnou pro kazdy. m-r_ozmerny _projektivni prostor P, ,
“mtZeme tuto vétu aplikovat na duilni prostor P, ; tim vznikne nova
“véta, zvana dudlni vétou k vété pivodni, kterou uz neni tfeba zvlast
doka,zo'vat protoze jéﬁiukaz je uZ obsazen v dikaze pivodni vity.
V tom spocwa, t.zv. princip duality, ktery velmi ZJednodusu]e vysetro-
vani pi proj ek—t’n‘r_nﬁlaliv figgtbru
N4as cil je tedy dokazat, Ze mnoZina vSech nadrovin m-rozmérného
projektivniho prostoru P,, tvoii novy m-rozmérny projektivni prostor.
Pro m =1 je to ziejmé, nebot pro m = 1 pojem nadroviny splyva
s pojmem bodu, take dudlni prostor P, je prosté totoiny s prostorem
P, . Pres to nasledujici avahy plati i pro m = 1, nedavaji oviem pro
m = 1 nic podstatné nového.
+V ¢lanku 46 jsme zavedli linedrni funkce vektoru a odvodili jsme
jejich zakladni vlastnosti. PFi tom jsme sice méli na mysli specialni
vektorovy prostor, ktery je zaméfenim eukleidovského prostoru,
jezto vSak dva vektorové prostory téie dimense jsou (viz ¢lanek 14)
navzajem isomorfni, je patrné, ze véty ¢lanku 46 jsou spravné pro
kazdy vektorovy prostor kone¢né dimense. UZijeme jichnyni na vekto-
rovy prostor W,,,, dimense m + 1, ktery je ar. zdkladem projektiv-
niho prostoru P, dimense m . Misto nidzvu linedrni funkce vektoru
zavedeme ndazev linedrni forma, coz tedy je pravidlo f , které kazdému

ar. bodu X piifazuje realné ¢islo f(X) , pfi ¢emZ jednak

(74.1) (X +Y) =f(X) + [(T)
pro libovolné dva ar. body X , Y , jednak

(74.2) f(cX) & cf(X
pro libovolny ar. bod X a pro li volné realné &islo ¢ . Je-li ve W,
zavedena uréita base 4,, 4, , ...,'4,, , potom pro

(74.3) X =(@,2y,...,%m)
mame

(74.4) (X)) =ayy + a2, + ... + apZy, .
Pii tom jsou a,,a,,...,a, urfitd reidlnd &isla, zvand koeficienty
linedrni formy. V algebfe nazyvime linearni formou specidlni funkei
proménnych zy,z;,...,%, tvaru ag, + az, + ... + a,z, , kde
ay,a,,...,0a, jsou dané konstanty. V geometrii je vSak vyhodnéjsi
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definovat linedrni formu vlastnostmi (74.1) a (74.2) nezavislymi na
volbé base vektorového prostoru W,, ., .

Jako v ¢lanku 46 definujeme zpisobem zcela na snadé lezicim soudet
dvou linearnich forem a souéin reilného éisla s linearni formou. V du-
sledku téchto definic mnoZina viech linedrnich forem, kterou oznadime
Wm ,» Je vektorovym prostorem téZe dimense m + 1, kterou ma
ptvodni vektorovy prostor W, . Nulovym vektorem ve W,,,
je Ta Tinearni forma, kterd “kazdému ar. bodu prifazuje ¢islo 0 (neboh
ta linedrni forma, kterd pii jedné a tudiz pii kterékoli volbé base ma
viecky koeficienty rovné nule); ozna&ime ji o .

Pozndmka. V ¢lanku 46 i v élanku 49 v prvém svazku jsme uzivali
vodorovného pruhu (psali jsme o misto o). Jezto viak nyni vodorov-
ného pruhu jsme uZili pro projektivni rozifeni eukleidovského pro-
storu, uzivame pro dualitu radéji vinitého pruhu.

Z véty 46.1 plyne, ze je-li f + o line4rni forma ve W, existuje
nadrovina p prostoru P,, tak, Ze g. bod {X} lezi v p , pravé kdyz ar. bod
X spliiuje rovnici f(X) = 0. Pravime, ze f(X) = 0 je rovnice nadroviny
o v projektivnim prostoru P, . Obracené podle véty 46.1 ke kazdé
nadroviné g prostoru P, existuji linearni formy, které jsou v pravé
popsaném vztahu k ¢ ; je-li f jedna z nich, jsou vSecky tvaru c.f,
kde ¢ probiha vSecka realnd ¢isla riizna od nuly. A z toho pravé plyne
uz spravnost vySe formulované zakladni véty, Ze nadroviny prostoru
P, muZeme povaZovat za body mnového projeltivniho prostoru, ktery
oznadime P, , ktery nezveme dudlnim prostorem k P, a kterj ma touz
dimensi jako puvodni prostor P, . Mimo to je patrné, ze vyse defino-
vani mnozina W,, +1 V8ech linearnich forem ve W,,,, je ar. zdkladem
dualniho prostoru P,, . V dusledku toho je tcelné dat nizev aritmetické
nadroviny (zkricené ar. nadroviny) linedrnim formim ve W,,.,;
pro jasnost budeme, je-li toho tfeba, mluvit o geometrickijch nadrovi-
ndch (zkricené g. nadrovinich), mame-li na mysli nadroviny prostoru
P,, neboli body (g. body) dudlniho prostoru P, . Nazyvime tedy:

ar. body prvky mnoziny W,
g. body prvky mnoZiny P, ;
ar. nadroviny prvky mnoziny W,, o
g. nadroviny prvky mnoziny P,

+1
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Prom = 2 mluvime o ar. a g. pfimkdch, prom = 3 o ar. a g. rovindch.

V pfedchazejicim jsme ar. nadroviny, t. j. prvky vektorového pro-
storu W,, +1 > uplné ztotoznili slinedrnimi formami ve W, , . To viak
neni podstatné a muZeme pod ar. nadrovinami rozumét také jiné
objekty nei linearni formy ve W, ,, jen kdyZ jsou tyto objekty
vzajemné jednoznadné prifazeny linedrnim formdm ve W,,, . Této
poznimky muZeme uzit k tomu, abychom vztah mezi obéma vektoro-
vymi prostory W,,,, a W, +1 8 tudiZ i vztah mezi obéma projektivnimi
prostory P,, a P,, vyjadiili v takovém tvaru, aby v ném oba uvaované
prostory vystupovaly tplné symetricky.

Predpokladejme nejprve, Ze byla zvolena néjaka base 4,,4,,...

, A, vektorového prostoru W,,,, a oznaéme ar. bod (74.3) misto
(74.3) urditéji
(74,3) X =(2g,2Z1, ..oy Tl »

kde index b naznatuje, ze X je ar. bod, t. j. prvek prostoru W, ;.
Ptifadime nyni uvazované basi 4, , 4,, ..., A, vektorového prostoru
W, ., urditou basi vektorového prostoru W,,, “takto. Prostor W, 1
se skldda z linearnich forem ve W,,,, (nebo z ]mych prvka vzajemné
Jjednoznaéné piifazenych takovym linedrnim formam); linearni forma
fve W,,, mi vak tvar (74.4) a je jednoznaéné uréena svymi koefi-

cienty a,,qa,, ..., a, ; miZeme ji oznaéit
(74.5) @,y 5. 0B,
kde index r naznaduje, Zze bézi o ar. nadrovinu, t. j. o prvek prostoru
W,.,,. Oznadme f,,f,,..., fn ty linearnf formy ve W, , které
v ar. bodé (74.3') nabyvaji hodnot
IO(X)ZxOv fl(X =Ty en lm(X) = T »
. je patrné, Ze linearni formy fo,f,,...,[n tvoli basi vektorového

prostoru W, , kterou nazveme dua.lni k dané basi prostoru W, ,,
a Ze linedrni forma (§4.5) ma tvar

aofp +afi + oo + Gufm .

Mime tedy ddnu uréitou basi jak ve vektorovém prostoru W,_,,
tak i ve vektorovém prostoru W, , . Je-li

(74.6) X =(2g, %1, .- s Ty
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libovolny prvek prostoru W, , a je-li

(74'7) Y = (?/0 s Y10 -0 ym)r

libovolny prvek ve W, , , polozime
(74.8) AX,Y) =2y + Yy + o + Ty -

Pomoci vyrazu d(X , ¥) je vztah mezi W,,,, a VV,MI vyjadfen zpiiso-
bem naprosto soumérnym vzhledem k obéma vektorovym prostorim.
Existuje vzajemné jednoznaény vztah mezi ar. nadrovinami (prvky
vektorového prostoru W,,,+1) a mezi linearnimi formami v prostoru
W,..., PIi éemi ar. nadroviné

A=(a,,a,,...,08,),

odpovida ta linearni forma, ktera libovolnému prvku (74.6) prostoru
W,,.¢ pfifazuje éislo

d(X , A) = ay, +ax + ..+ Ay

Stejné v8ak také existuje vzajemné jednoznacény vztah mezi ar. body
(prvky vektorového prostoru W, ,) a mezi linedrnimi formami
v prostoru W,,,,, pii ¢emz ar. bodu

A=(a,,a,,...,8,)
odpovida ta linedrni forma, kterd libovolnému prvku (74.7) prostoru
W, ., pfifazuje ¢islo
d4,Y) =ay, + ey, + ... + Cuiym -

Vztah mezi obéma vektorovymi prostory W,, ., W,,,,, ktery jsme
pravé popsali uzivajice uréité base pro W, , a base k ni dualni pro
W, +1 byl popsin zpisobem nezivislym na volbé basi v ¢lanku 49.
Charakteristické vlastnosti zdkladniho vyrazu d(X , Y) jsou popsiny
ve (49.1) az (49.6), pfi éemz mame pouze ten formalni rozdil, Ze tehdy
jsme uZivali vodorovného pruhu, ktery jsme nyni nahradili vlnitym
pruhem. Mimo to oba navzijem dudiné sdruZené vektorové prostory
tehdy byly oznageny V,, ¥, , nyni W,,,, V.V,,,“; jejich spole¢nd
dimense tehdy byla oznacena m , nyni pak je m + 1. Pfipomeiime si,
Ze véta 49.3 pravi, Ze ke kaidé basi prostoru W, ; mame privé jednu
dudlni basi prostoru W,, .1 tak, Ze plati (74.8).
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75. LINEARNI PODPROSTORY DUALNTHO PROSTORU. Budiz
dan m-rozmérny projektivni prostor P, a budiz P, projektivni prostor
k nému dudlni. Jako dosud ponechime nizev bod (uréitéji _g. bod)
pro prvky puvodniho prostoru P,. ; prvky duélniho prostoru . P jsou,
jak vime, na,drovmaml (urmte]l g. nadrovinami) prostoru P, . Pone-
chaviame nizev nadrovina pro ‘nadroviny prostoru P,, , ale oviem mame
také nadroviny prostoru P,, , které jsou prvky projektivniho prostoru
duélrﬁﬂfiﬁé?ﬁ' P, Jeito “podle predchaze31c1ho jsou prostory
P,., P, navzdjem duilni, musi nadroviny prostoru P, byt ve vzdjemné

jednozna¢ném vztahu s body puvodniho prostoru P, . Tento vzajemné
]eafﬁﬁmcny vztah je nadmiru jednoduchy: ukazule se, Zze nadrovina

prostoru P,, je prosté mnozina vsech téch nadrovin ptivodniho prostoru
P, , které prochézeji uréitym bodem prostoru P.. , a Ze také obracens,
zvolime-li v P,, libovolng bod, potom mnoZina v3ech nadrovin (pro-
storu P,,) prochézejicich zvolenym bodem tvo¥i nadrovinu prostoru P,,
Tento vysledek j je. zvlastmm piipadem % = 0 nasledujiciho 0becne_151ho
vysledku. T

Budlz—1<h<mabud1z
(75.1) h+k—m—l

takze také —1 < k< m. Oznacme P,l llbovolny linearni podprostor
v Sir$im smysT'“pI‘Usttrru-—P,-,r dimense % ; jako obvykle znamena P,
libovolny linedrni podprostor v Sirsim smyslu prostoru P, dimense £ .
DokéZeme, Ze existuje vzdjemné jednozna¢ny vztah mezi vSemi P,,
na jedné strané a viemi P, na strané druhé tak, Ze libovolné dany P,
je mnozina vech nadrovin (prostoru P,) prochdzejicich- kazdym bo-
dem pi‘lslusneho P.,atze také obracens pro libovolné dany P, mnoZina
v8ech nadrovin (prostoru P,) prochdzejicich kaidym jeho bodem
tvoii P,l

Pro

h=—1 je k=m, tedy P, = P, ;

P_, znamena prizdnou mnozinu a skutgéné mnozina viech nadrovin
prostoru P, prochizejicich kaidym bodem tohoto prostoru P,

je prizdna. Proh = m je k = — 1 P, =P,;P.j je mnozina obsahu-
jici kaZdou nadrovinu prostoru P, a skutetnd muzeme tvedit; Ze zcela
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libovolnd nadrovina prostoru P,, prochazi vsemi body prostoru P,
nebot P, = P_, je prazdnd mnoZina, ktera vibec Zadnych bodi nema.

Budiz tedy 0 < k< m—1, takie také 0 < k< m — 1. Budiz
W, ., ar. zaklad projektivniho prostoru P, , W, ar. zdklad prostoru
P, ,takie W, ,, W, , jsou dva dudlnd sdruzené vektorové prostory
spoleéné dimense m + 1. Podle pfedchizejiciho mame pro kazdy
prvek X prostoru W,,,, (ar. bod) a pro kazdy prvek Y prostoru W,,.,
(ar. nadrovinu) definovano dislo d(X , ¥), pti éem# z avah ¢&lanku 74
je snadno patrny ten zakladni fakt, Ze pro X =+ o, Y +o jed(X , V) =
=0, prdvé kdyf bod {X} lesi v nadroviné {¥} neboli, coz je totéz,
prdvé kdys nadrovina (Y} prochdzi bodem {X} .

Nyni podle éldénku 72 kazdy P, ma za ar. basi uréitou linearni
soustavu W, , dimense k¥ + 1 vektorového prostoru W,,,, a obracené
kaZd4 takova linedrni soustava je ar. basi uréitého P, . Podobné oviem
i kazdy P, mé za ar. basi urditou linedrni soustavu W,,, dimense
h + 1 vektorového prostoru \}’m +1 @ obracené kaZda takova linedrni
soustava je ar. basi uréitého P, . AvSak z vét 49.5 a 49.6 (ve kterych
ovSem &islo m musime nyni nahradit ¢islem m + 1) vyplyva, Ze existuje
vzajemné jednoznaény vztah mezi viéemi W, , na jedné strané a viemi
W,,. na strané druhé tak, 7e p¥i daném W,_, je W, , mnozinou viech
téch ar. nadrovin Y , pro néz d(X , ¥) = 0 plati pro vsecky ar. body X
néleZejici do W,,,, a obracené pfi daném W,,, je W,,, mnoZinou
vSech téch ar. bodd X, pro néz d(X ,Y) = 0 plati pro vSecky ar.
nadroviny ¥ nélesejici do W,,, . Stad nyni si pfipomenout vyznam
rovnice d(X ,¥) =0, abychom si uvédomili, Ze v tom je "obsaZen
dikaz vySe formulovaného vzijemné jednoznaéného vztahu mezi
véemi P, na jedné strané a vSemi P, na strané druhé.

Lineirni podprostor (v §ir§im smyslu) projektivniho ptostoru P,
dudlniho k danému projektivnimu prostoru P, nazveme dudinim
Wem (v_8ir$im smyslu) prostoru P,, . Tedy kazdy dudlni pod-
prostor v &irsim smyslu P, dimense prostoru P,, je mnoZina vsech
téch nadrovin prostoru P, , které prochazeji uréitym linearnim pod-
prostorem v $ir§im smyslu P,,_,_, dimense m — b — 1 prostoru P,.;
pravime, Ze P,._»-, ie vrcholem duélniho podprostoru P, pii Cemz

obricend kaidy P, .,., je vrcholem pravé jednoho P,. Jsou-li P’,
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P” dva linedrni podprostory v &irSim smyslu prostoru P, a jsou-li
P’, P" ty linearni podprostory dualniho prostoru P,,, jejichz vrcholy
jsou P’, P”, je patrné, ze P’ je tasti P”, pravé kdyZ P” je d4sti P’; mimo
to, jestliZe dim znamens dimensi, je dimP’ < dimP”, pravé kdy%
dimP’ > dimP".

Budtez nyni dany dva linedrni podprostory P’, P” prostoru P, ;
oznaéme S spojeni a T prunik podprostori P’, P”, takze také S, T
jsou_linedrni podprostory (v sirSim smyslu) prostoru P, . BudteZ
P, P, 8, T ty dudlni podprostory (v SirSim smyslu), jejichz
vrcholy jsou P’, P”, S, T. Potom plati, Ze T je spojeni a Ze S je primnik
dudlnich podprostort P’, P". Nebot S je linearni podprostor nejvyssi
dimense mezi témi linearnimi podprostory, které obsahuji jako cast
jak P’, tak i P”. Podle predchizejiciho tedy S ma nejvyssi dimensi
mezi viemi témi dudlnimi podprostory v SirSim smyslu, které jsou
obsazeny jako ¢4st jak v P’, tak i v P, a to pravé znamena, ze S je pra-

nikem dualnich podprostoru P, P". Ze T je jejich spojenim, dokaze
se uvahou zcela stejného typu.

76. DVOJPOMER. V tomto &lanku budeme vySettovat projektivnf
piimku P, . Nazveme struéné &tvefici na pfimce P, Styfi v urditém
potadi dané a navzdjem rizné g. body piimky P, a prifadime kazdé
takové Gtvefici urdité realné ¢islo, které oznadime (ABCD) a které
nazveme dvojpomérem Ctvefice. Body ¢tvefice budtez diny svymi
ar. zdstupci 4, B, C, D. Jeito {A} + {B}, jsou ar. body 4, B
linedrné nezavislé a tvoii tudiZ ar. basi pro P, , takie existuji redlnd
gisla u, , u, , v, , v, tak, ze

(76.1) C =ud + uB, D =v4 + v,B

Podminka, Ze g. body ¢étvefice jsou navzijem ruzné, je vyjadrena
jednak linedrni nezavislosti ar. boda 4 , B, jednak je$té nerovnostmi

(76.2) U U0, F 0 ," U Vs P Ul .
Muzeme tudiz polozit
i
(76.3) (ABCD) = wv,
2 mime
(76.4) 0 + (ABCD) # 1
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Snadno zjistime, Ze ¢islo (76.3) se nezméni, jestlize u nékterého z da-
nych ¢étyF g. bodd zménime jeho ar. zastupce. Nebof misto

(76.5) Uy, Uy, Uy, Uy

mame
u ck, u,, vk, v,,
jestlize misto 4 zvolime kA . Podobné jestlize misto B zvolime kB ,
potom misto (76.5) mame y
U, Uk, v, v,:k.

Jestlize misto C zvolime kC , potom misto (76.5) mame

ku,, ku,, v, v,.
Jestlize misto D zvolime kD , potom misto (76.5) mame

uy, Uy, kv, kv,.
Je patrné, Ze pii kterékoli z téchto ¢tyf zmeén é&islo (76.3) zistdva
nezménéno. Je tedy toto ¢islo jednoznacéné uréeno danou étvefici,
bylo jiZ fedeno, Ze je nazyvame dvojpomérem étverice.

Vime, Ze pro dvojpomér plati nerovnosti (76.4). Obracené plati:

VETA 76.1. Budtef ddny na projektivni pfimce P, tFfi rizné g. body
A | B, C abudiZ dino redlné &islo A tak, ze

(76.6) 041 +1.

Potom existuje na P, prdvé jeden g. bod D rizny od vdech tFi danych
g. bodi, pro ktery dvojpomér (ABCD) je roven 1 .

Dtxaz. Zvolme libovolné ar. zastupce 4, B, C. Ar. body 4, B
tvori ar. basi pro P, a existuji &isla u, + 0, u, + 0 tak, ze C =
= ;4 + u,B . B&Zi o to, urdit &isla v, , v, tak, aby platily nerovnosti
(76.2) a aby bylo u,», = Au,v, . Je patrné, Ze v, + 0 mizeme libovolné
zvolit, nadez v, + 0 je jednoznacéné urceno; (76.2) plati podle (76.6).
Piseme-li D = v, 4 + v,B, plati (76.3), pfi éemZ neni sice jednoznaéné
urcen ar. bod D, je v8ak jednoznaéné uréen g. bod D .

Pozndmka. V pfedchézejicim jsme volili ar. zistupce 4, B, C
libovolné. Je viak patrné, Ze je miZeme volit tak, Ze

(76.7) C=A4+8B,
nacez (ABCD) = A pro
(76.8) D=234 +B.
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Z definice dvojpoméru plyne snadno:
VEra 76.2. Je-li 4, B, C, D, E pé riznych g. boda na projektiont
primce, potom pro jejich dvojpoméry plati
(ABCD) . (ABDE) = (ABCE) .
Dvojpomér étvefice je zavisly na pofadi bodd, ze kterych se sklada
étverice. Z definice je pfimo patrné, Ze

1
(76.9) (ABDC) = T4BCD) °
1

Daéle uvazme, ze ze (76.1) plyne

UyV, — UV, v,

B;%—Aju_c D= 4+220,
Uy Uy Uy
takze )
. (ACBD) = ¥1¥%: "%
Uy Uy
Porovname-li se (76.3), mame
(76.11) (ACBD) =1 — (ABCD).

Vzorce (76.9) az (76.11) ukazuji, jak se zméni dvojpomér étvefice,
jestlize vyménime tfeti bod se ¢tvrtym, nebo prvni s druhym, nebo
druhy se tietim. Je-li (4BCD) = 1, dospéjeme opétovnym uzitim
téchto vzorcl posléze k vysledku:

(76.12) (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = 1,

(76.13) (ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) =1—1,

(15.14)  (ABDC) = (BACD) = (CDBA) = (DCAB) % ,

/(76.15) (ACRB) = (BDCA) = (CABD) = (DBAC) =

|
|

T-—-1'
(76.16)  (ADBC) = (BCAD) = (CBDA) = (DACB) = ’1_1-1 ,
(16.17)  (ADCB) = (BCDA) = (CBAD) = (DABC) = ——_’1_ ;-
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Je-li tedy 1 hodnota dvojpoméru pii uréitém pofadi bodi, z nichz
se sklada &tvefice, potom pfi v8ech mozZnych 24 pofadich mame 6
zpravidla navzijem raznych hodnot dvojpoméru:

1 1 A—1 A

(76.18) 2, 1—2, =, y—=» —5—» 71

Pii tom kaZzda ze 6 hodnot (76.18) odpovidd étyfem riznym poradim
bodu ve étvefici. Viimnéme si téch étyr poradi (76.12), ve kterych
dvojpomér je roven A. VSecka tato ¢tyfi pofadi maji to spoleéné,
7e Gtvetice A , B+, C, D je rozdélena na dvé dvojice:

(76.19) A,B; C,D.

Pfi tom muzZeme obé dvojice (77.19) mezi sebou vyménit beze zmény
hodnoty dvojpomeéru, t. j. na vzijemném potadi obou dvojic nezalezi.
Naproti tomu zileZi na pofadi bodi uvnitt jednotlivé dvojice, a to
tak, Ze beze zmény hodnoty dvojpoméru muZeme v obou dvojicich
zarovel zménit pofadi bodu, ze kterych se dvojice sklada.

Pri tom jsme predpokladali, Ze v3ecka ¢isla (76.18) jsou navzajem
razna. Jezto 0 + A + 1, zjistime snadno, Ze néktera z ¢Cisel (76.18)
mohou splynout pouze tak, Ze budto 4 je rovné jednomu ze t¥i ¢isel

(76.20) —1, 2, 1}
nebo je X
(76.21) A2—2+4+1=0.

Aviak rovnice (76.21) nem4 redlné kofeny a jeZto vySetfujeme pouze
redlné hodnoty, mame ten vysledek, Ze pfi vSech moZnych zménédch
poradi bodii ve &tvefici nabude dvojpomér méné neZ 6 riznych hod-
not, pravé kdyZ pii nékterém pofadi je dvojpomér roven jednomu
ze tIi ¢isel (76.20). Je-li tomu tak, je dvojpomér roven jednomu ze tii
¢isel (76.20) pi¥i kafdém potfadi bodn &tvefice, a to tak, Ze kazda
z hodnot (76.20) plati pravé pro osm riiznych pofadi..Zv1ists dilezitd
jsou ta pofadi, u kterych dvojpomér je roven — 1. Je-Ti
(76.22) (ABCD) = —1,
pravime, 7e g. body A, B, C, D tvoii harmonickou &vefici. Pojem

harmonické étvefice je tedy zdvisly na pofadi bodi, ze kterych se
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étvefice sklada. Je-li ¢étvefice harmonicka pri nékterém potadi,
je harmonické pfi pravé osmi ze viech 24 moZnych pofadi bodd ve
étvefici. Spoleéné viem témto pofadim je to, Ze dand étvefice je uréi-
tym zpisobem rozdélena na dvé dvojice (76.19). Naproti tomu ne-
zdlezi na vzajemném pofadi bodi uvniti nékteré dvojice, ani na vza-
jemném pofadi obou dvojic. V dusledku toho zavadime pro(76.22)
jesté jiny zpusob vyjadfovani: pravime, Ze body C, D jsou harmo-
nicky sdruZeny vzhledem k bodim 4 , B nebo Ze bod D je harmonicky
sdruZen s bodem C vzhledem k bodim 4 , B . Spravnost tohoto réeni
zistane tedy nedotcena, jestlize vyménime mezi sebou body 4 , B,
nebo jestlize vyménime mezi sebou body C , D , nebo jestlize vyménime
mezi sebou obé dvojice (76.19).

BudiZz nyni déna eukleidovskd pfimka E, a na ni tfi rizné e. body
A, B, (. Potom existuje &islo t tak, Ze

A=C+¢B—C)

aje0 +t + 1. Vektor u = B— C je ar. zistupcem ibéziného bodu
naE,.Je B=C + u,A = C + tu, takie podle definice dvojpoméru
(CuAB) =t neboli podle (76.12): (ABCu) = t, takie podle dlanku 27
je

(76.23) (ABCu) = Ca

CB’

Jsou-li 4, B, C', D &ty¥i razné e. body na e. pfimce E, , potom vedle
(76.23) mame téz

(ABDu) = ];).{1. ,
DB
takze podle véty (76.2) je
(76.24) (ABCD) = M
B.DA4
Zavedeme-li do (76.23) znacku pro délici pomér [viz (27.7)], méme
(76.23") (ABCu) = (C ; A, B)
a (76.24) zni
, (C;4,B)
(76.24") (ABCD) = (D, 4 B_)'
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Dvojpomér étvefice e. bodt je tudiz pomérem dvou délicich poméri;
to je divodem pro nizev dvojpomeér.

Je-li C stied dvojice A, B, potom (76.23) davd (ABCu) = — 1.
Plati tedy:

ViEra 76.3. UbéZng bod e. pFimky AB a stfed dvojice A , B jsou harmo-
nicky sdruteny vzhledem k e. bodim A , B .

77. ORIENTACE PROJEKTIVNI PRIMKY. V é&léncich 29 a 30
jsme zavedli pojem orientace eukleidovského prostoru E,, tak, Ze tato
orientace byla zavisla pouze na zaméfen? V,, prostoru E,, . Pfi tom bylo
podstatné pouze to, Ze V,, je vektorovy prostor dimense m , takZze
miiZzeme obecnéji mluvit o orientaci libovolného netrividlniho vektoro-
vého prostoru koneéné dimense. Nyni ar. zaklad W, ., m-rozmérného
projektivniho prostoru P, je vektorovy prostor dimense m + 1.
V souhlase s citovanymi ¢lanky muZeme tedy zavést tyto definice.
Jsou-li

(77.1) Ay, A ,..., Ay; B,,B,,...,B,
dvé base prostoru W,,., (neboli dvé ar. base prostoru P,), existuji
realni disla a,, (0 < 7, s < m) tak, Ze
B, =a,d, +a,4, +... + a,,4, pro 0 r< m.

Determinant

Qoo Qo Ao
ap G Qym
Amop Cm1  «-- QAmm

je vidy rizny od nuly; nazyva se determinantem pfechodu od prvé
ke druhé z ar. basf (77.1). O determinantech pfechodu plati véty ¢lanku
29. VSecky ar. base prostoru P,, muZeme rozdglit na dvé tiidy (viz
podatek clanku 30) tak, Ze dvé ar. base téze tFidy jsou vidy souhlasné,
t. j. determinant pfechodu od jedné ke druhé ar. basi je kladny, kdezto
dvé ar. base riznych t¥id jsou vidy nesouhlasné, t. j. determinant
piechodu od jedné ke druhé ar. basi je zaporny.

V souhlase s obdobnou definici &lanku 30 je nasnadé definovat,
Ze orientovat prostor P, znamema vybrat jednu z obou pravé zminé-

31



nych tfid, ar. base této tfidy nazvat kladné a ar. base druhé tiidy
nazvat zdporné. Naznacdime si divod, proé takova orientace prostoru
P,, pfi sudém m neni Gdelnd. Prechodu od ar. base 4,,4,,...,4,,
k ar. basi By, B, , ..., B, miZeme pfifadit transformaci vektorového
prostoru W, ., , ktera ar. bod

X =xdy+ 24, + ... + 2,4,
~
pfevadi v ar. bod

X =2By + B, +... + z,B,,

S touto transformaci vektorového prostoru W,,., je sdruZena trans-
formace projektivniho prostoru P,, , ktera g. bod {X} pfevadi v g. bod
{X'} ; takova transformace prostoru P, se jmenuje kolineace. Kolineace
budeme podrobné studovat v nasledujici kapitole. Nyni piechodu
od ar. base 4,,4,,...,4, k ar. basi —A4,,—A4,,...,— A,
odpovidajici kolineace neni nic jiného neZ identickd transformace
projektivniho prostoru P, , ackoli takovy prechod pf#i sudém m zna-
mena zménu orientace. Pro licha m naproti tomu se ukazuje, Ze na-
znacena definice orientace prostoru P,, je uéelna, a také ji uZijeme
v ¢lanku 83; ale pro liché m > 1 popis geometrického vyznamu orien-
tace prostoru P, pfesahuje rimec této knihy a p¥i studiu geometric-
‘kého vyznamu orientace se proto v nasledujicim omezime na piipad
m = 1 projektivni pfimky.

Budiz déana orientovand projektivni pfimka P,, coi podle pred—
chéazejiciho znamend, ze ar. base pfimky P, jsou rozdéleny na kladné
a zaporné tak, ze je-li 4,, A, kladna ar. base, potom druhi ar. base

B, = ad, + b4, , B, = c4, + dA,

je kladna, pravé kdyz determinant pfechodu ad — bc je kladny.

Jsou-li nyni na nadi orientované ptimce P, dany tfi g. body {4},
{B}, {C} (v urtitém porfadi), definujeme znameni trojice {4}, {B},
{C}, které oznacime '

(77.2) sgn(4ABC) ,
takto. Jestlize predné {A} = {B}, je &slo (77.2) rovné nule. Jestlize
za druhé {4} + {B}, potom ar. body 4, B tvofi ar. basi pro P,

o které muzeme piedpoklidati, Ze je kladni. Potom existuji redlnd
¢isla x, y tak, Ze C = zd + yB . Volime-li jiné ar. zastupce ad ,
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BB, yC , kde oviem «fy # 0 a mimo to xf > 0, aby také ar. base
x4 , BB byla kladna, potom misto ¢isel x , y budeme mit éisla yx : & ,
yy : B a tedy misto soudinu zy bude k.zy, kde &islo k = y%: «f
je kladné. MaZeme tedy definovat zcela jednoznacné, Ze éislo (77.2)
je rovné: nule pro zy = 0, jedné pro xy << 0 , minus jedné prozy > 0.
Z definice plyne:

VETA 77.1. Splynou-li nékteré dva z g. bodi A , B, C, je &islo (77.1)
rovné nule. Jsou-li g. body 4 , B, C navzdjem razné, je &islo (77.1) rovné

+1.

Ziejmé je vidy

(77.3) sgn(BAC) = —sgn(4BC) .
Dale je
(77.4) sgn(ACB) = — sgn(ABC),

co? vyzaduje dikazu pouze pro ten p¥ipad, Ze g. body 4 , B, C jsou
navzijem ruzné. Volme ar. body 4, B tak, aby tvorily kladnou
ar. basi a volme ar. bod C tak, aby bylo C = x4 4 B, takZe také
ar. body 4 , C tvoii kladnou ar. basi. Potom je sgn(4BC) rovné 1 pro
x < 0,rovné — lprox > 0.Aviak B = —z4 + C , takZe sgn(4ACB)
je rovné 1 prox > 0, rovné — 1 pro x < 0. Z toho je patrna platnost
(77.4). Ze (77.3) a (77.4) se zjisti postupné, ze
sgn(ABC) = sgn(BCA) = sgn(CAB) =
= —sgn(4CB) = —sgn(BAC) = — sgn(CBA4) .

Porovname-li definici dvojpoméru s definici éisla (77.2), vidime
ihned, Ze plati:

(71.5)

VETa 77.2. Jsou-li A ,B,C,D &tyfi razné g. body pfimky P, , je
sgn(ABC) = sgn(ABD) , je-li dvojpomér (ABCD) kladny, sgn(ABC) =
= —sgn(ABD), je-li dvojpomér (4 BCD) zaporny.

Dale plati:

VEta 77.3. Jsou-li A,B,C,D &yfi g. body primky P, a je-li
sgn(ABD) = 1, sgn(BCD) = 1, je také sgn(ACD) = 1.

DUxraAz. Jeito sgn(ABD) £ 0, jsou g. body 4, B, D navzijem
rizné. Jezto sgn(BCD) + 0, je g. bod C ruzny od Biod D, je viak
také rizny od A, nebot podle (77.3) je sgn(CBD) = — sgn(BCD) ,
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takze sgn(ABD) =+ sgn(CBD). Jsou tedy g. body 4 ,B,C, D na-
vzajem rtizné. Podle (77.5) je sgn(BDA) =1, sgn(BDC) = —1,
takze podle véty 77.2 dvojpomér (BDAC) je zaporny. Podle (76.12)
a (76.13) je (CDAB) = 1 — (BDAC), takie (CDAB) > 0 a podle
véty 77.2 je sgn(CDA) = sgn(CDB) . Podle (77.5) je viak sgn(CDA) =
= sgn(ACD), sgn(CDB) = sgn(BCD) a jeito sgn(BCD) =1, je
sgn(CDA) = 1. Ctenaf ostatné snadno dokéaze vétu 77.3 piimo bez
uiiti véty 77.2.

Z definice plyne:

VETA 77.4. PFi 2méné orientace projektivni primky &islo (77.2) se znd-
sobi éislem — 1.

BudiZ nyni ddna eukleidovskd piimka E, . Orientovat E, ve smyslu
¢lanku 27 znamend rozdélit jeji nenulové vektory na kladné a na za-
porné tak, Ze je-li u kladny, je xzu kladny, pravé kdyz « > 0. Pfed-
pokladejme, Ze E, je orientovana a zvolme na E, e. bod A a kladny
vektor u . Potom dvojice ar. bodii 4 , u tvoii ar. basi pro projektivni
rozsiteni E, nadi e. pfimky a prohldsime-li tuto ar. basi za kladnou, je E,
orientovana. Tato orientace projektivni piimky E, je zvisla pouze
na dané orientaci eukleidovské pfimky E, , nebot vezmeme-li misto
e. bodu 4 e. bod B = A4 + zu a misto kladného vektoru u kladny
vektor v = zu , kde tedy > 0, potom determinant pfechodu od ar.
base A , u k ar. basi B, v je roven x , je tedy kladny. Tedy dané orien-
taci E, ptislusi urditd orientace E, a je patrné, Ze obracené orientace E,
uréuje orientaci E;, pfi které pro dva rizné e. body vektor B — A4
je kladny, pravé kdyz 4 , B je kladna ar. base pro E, .Tedy orientace
E, a orientace E, si navzajem odpovidaji a bez obavy z nedorozuméni
je maZeme ztotoZnit.

78. PROJEKTIVNI INTERVALY. V tomto ¢&lanku opét pred-
pokldddme, Ze je déna projektivni pfimka P, a viecky vySetfované
body lezi na P, .

Zvolme dva rizné body {4}, {B} a rozdélime vSecky ostatni body
{X} na dvé tfidy tak, Ze do jedné t¥idy dame vSecky ty, pro néz
ve vyjadfeni

X=zA4+ x,B
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obé é&isla z, , z, (rizna od nuly, jeito g. bod X je rizny od g. bodd
A, B) maji totéZz znameni, do druhé tfidy pak ty, pro néz znameni
&isel z, , x, jsou navzdjem opaéna. Je zfejmé, Ze toto rozdéleni na t¥idy
je nezavislé na volbé ar. zastupct uvazovanych g. bodi. Jestlize body
C, D nalezi kazdy do jiné tiidy, fekneme, ze dvojice 4 , B oddéluje
bod C od bodu D . Z definice dvojpoméru je patrné, ze plati:

VETa 78.1. Dvojice A , B oddéluje bod C od bodu D , prdvé kdyZ dvoj-
pomér (ABCD) je zaporny.

Z véty 78.1 plyne podle (76.12):

VETA 78.2. Jestlife dvojice A , B oddéluje bod C od bodu D, potom
dvojice C , D oddéluje bod A od bodu B .

Ze (76.12) aZ (76.17) plyne snadno:

Vitta 78.3. Ctyii rizné body projektivni pfimky lze prdvé jednim
zptisobem rozdélit na dvé dvojice tak, aby jedna (podle véty 78.2 ktera-
koli) dvojice oddélovala jeden od druhého body dvojice druhé.

Porovname-li nynéjsi definici oddélovdni s definici oddélovani
na eukleidovské pfimce vyslovenou v prvém svazku na str, 74, dosta-
neme:

VETA 78.4. Jsou-li A, B, C tFi rizné body eukleidovské pFimky E, |
potom bod C oddéluje A od B na E, , pravé kdyZ bod C spolu s ubéinym
bodem oddéluji A od B na projektivnim rozdifeni E, .

Jsou-li A, B dva rizné g. body, nazveme intervalem AB mnozinu
slozenou z g. bodu 4, z g. bodu B a ze viech téch dalsich g. bodu
piimky P, , které nalezeji do jedné z obou tfid definovanych na po-
¢atku tohoto ¢élanku. Jsou tedy na projektivni pfimce AB dva ruzné
intervaly AB, které dohromady vyplni celou projektivni primku
a které maji spoletné pouze body 4 , B, jez nazyvame krajnim: body
kaZzdého z obou intervali AB. Kaidy jiny bod nasi pfimky nalezi
do jediného intervalu AB a pravime, Ze je jeho wvnitfnim bodem.
Interval AB je jednozna¢né urden teprve tehdy, jestlie vedle obou
krajnich bodt 4 , B je din je§té jeden vnitini bod C ; miZeme nazvat
intervalem ACB ten interval 4B, jehoZ vnitinim bodem je bod C.
Z véty 78.1 je patrné, ze bod {X} + {C} je vnitinim bodem intervalu
ACB, pravé kdyZ dvojpomér (4BCX) je kladny; je-li D bod pfimky
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P, , ktery nenalezi do intervalu ACB, potom X je vnitfnim bodem
tohoto intervalu, pravé kdyz dvojpomér (ABCX) je ziporny.

Je-li C bod eukleidovské piimky E, a je-li u ibéZiny bod téze pfimky,
plyne z véty 78.4, Ze intervaly Cu na projektivni pfimce E, vzniknou,
jestlize polopfimky s podatkem C obsaZené v piimce E; roz$itime
o abéiny bod u. Jsou-li 4, B dva rizné body eukleidovské pfimky
E, , potom usetka AB je jednim z obou intervali 4B . Nebot je-li u
ubézny bod primky E, a je-li X e. bod rizny od 4 i od B, potom podle
(76.23) dvojpomeér (ABXu) je zaporny, pravé kdyz vektory X — 4 ,
X — B jsou nesouhlasné, t. j. pravé kdyz X je vnitfnim bodem
usecky AB.

Nyni si promluvime o souvislosti pojmu intervalu s pojmem orien-
tace projektivni pfimky P, . Pfedpokladejme, Ze pfimka P, je oriento-
véna, takZze pro kaZzdé tii body A ,B,C je definovino znameni
8gn(ABC). Je-li nyni D uréity bod pfimky P, , oznaéme P, — D mno-
zinu, ktera vznikne z mnoziny P, odstranénim g. bodu D . Jsou-li
X ,Y dva body mnoziny P, — D, polozme

(78.1) sgn(X ,Y) =8gn(X , Y, D).

Z véty 77.3 plyne, Ze symbol sgn(X , ¥Y) ma vlastnosti («x), (8), ()
vyslovené v ¢lanku 26, takie je jim uréeno uspofdadani mnoiiny
P, — D, které nazveme pfirozenym uspofdddnim mnoziny P, — D
piislusnym dané orientaci pfimky P, . Je patrné, Ze pfi zméné orien-
tace toto uspotadani pfejde v uspofiddéni k nému opaéné.

Viimnéme si toho piipadu, 3¢ P, = E; je projektivni rozsffeni
eukleidovské ptimky E, a Ze D = u je ubéiny bod, takie P, — D =
= E, . Vime (viz str. 34), Ze orientaci P, odpovida uréit4 orientace E,,
které opét podle ¢ldnku 27 odpovidd urlité piirozené usporadani
piimky E, . DokaZeme, Ze toto pfirozené usporidani splyva s ptiro-
zenym uspotidanim zaloZenym na symbolu (77.2). Nebot necht e. bod
A leii pied e. bodem B v pfirozeném uspofddani ve smyslu ¢lanku 27.
MiZeme pfedpoklidat, %e u je kladny vektor, takie B = A - zu,
kde z > 0. AvSak 4 , u je kladna ar. base pro E, , takZe sgn(4AuB) =
= —1 a tedy podle (77.4) sgn(4Bu) = 1 neboli sgn(ABD) =1,
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t. j. A lezi pted B i ve smyslu pfirozeného uspofadani definovaného
pomoci (77.1).

BudiZ nyni dan interval J na pfimcée P,. Jeito P, je orientovana,
muzeme rozli§it krajni body intervalu J na poédteéni a koncovy bod
tak, aby pocateéni bod lezel pfed koncovym v pfirozeném uspoiadani
mnoziny P, — D , kde bod D zvolime na piimce P, tak, aby nenalezel
do intervalu J . K této definici jsme opravnéni, nebot jsou-li D, , D,
dva ruzné body pfimky P, , z nichZz zadny nendlezi do intervalu J ,
a jsou-li 4, B krajni body tohoto intervalu, potom podle definice
intervalu dvojice 4 , B neoddéluje bod D, od bodu D, , takie podle
véty 78.1 dvojpomér (ABD,D,) je kladny, a tudiz podle véty 78.2
je sgn(4BD,) = sgn(ABD,) .

Jsou-li 4, B dva rtzné body na piimce P,, a jsou-li J,, J, oba
intervaly AB, zvolme vnitini bod D, intervalu J, a vnitfni bod
D, intervalu J, . Podle definice intervalu dvojice 4 , B oddéluje bod
D, od bodu D,, takie podle véty 78.1 dvojpomér (ABD.D,) je za-
porny. Jestlize nyni na prf. pro interval J, bod A4 je po¢iteénim abod
B koncovym, je sgn(ABD,) = 1, jeito D, nenalezi do J, . Podle véty
77.2 je potom sgn(ABD,) = — 1, takze podle (77.3) je sgn(dBD) = 1
a jezto D, nenaleii do J, , je pro interval J, bod 4 koncovym a bod B
pocatecnim. Plati tedy

VETA 78.5. Jsou-li A , B dva rizné body orientované projektivni pfim-
ky P,, potom pro jeden z obou intervalts AB je A bodem poédteénim, B
bodem koncovym, pro druhy pak je obrdcené A bodem koncovym, B
bodem poédteénim. ‘

Je-li D bod, ktery nenilezi do intervalu J, potom pfirozenym
uspofdddnim intervalu J rozumime to uspofidani, které je urceno
piirozenym uspofddianim mnoziny P, — D, jejiz ¢éasti je interval J .
Predevsim plati:

VETA 78.6. V pfirozeném uspofdddni intervalu J je prvnim jeho bod
poldteéni, poslednim jeho bod koncovy.

Je oviem tieba dokézat, Ze pojem pfirczeného uspofddani intervalu
J je nezavisly na volbé pomocného bodu D, Ze tedy smysl vyroku
»X je pred Y, kde X , Y jsou dva rizné body intervalu J , je neza-
visly na volbé bodu D . To plyne z véty 78.6 pro ten piipad, Ze aspoii
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jeden z obou bodi X , Y je krajnim bodem pro J ; pfipad, Ze oba body
X , Y jsou vnitinimi body intervalu J , je vyfizen nasledujici vétou.

VETA 78.7. BudiZ A poldteéni, B koncovy bod intervalu J na oriento-
vané projektivni pfimce P, . Jsou-li C;,C, dva razné wnitFni body
intervalu J , legi C| pred C, v pFirozeném uspofiddni intervalu J , pravé
kdyz dvojpomér (ABC,(,) je mensi nez 1.

Pozndmka. Z véty 78.1 plyne, Ze dvojpomér (4ABC,C,) je kladny;
podle (76.4) je (ABC,C,) + 1.

Dtxaz. Prirozené uspofadani intervalu J je urfeno pfirozenym
uspofadanim mnoZiny P, — D , kde D je bod zvoleny mimo interval J .
Pii vhodné volbé ar. zastupct bude

(78.2) D=A—B.
Jeito sgn(ABD) =1, je pii této volbé A, B kladna ar. base. Pro
kazdy vnitfni bod C intervalu J je sgn(ABC) = — 1, takZze pfi
vhodné volbé ar. zastupce je ' = A + «B, z > 0. Budtez nyni

(78.3) C,=4 + =8, C,=A4 + z,B
dva rizné vnitini body intervalu J , takie

(78.4) z, >0, z, >0, T, ¥2,.
Podle definice dvojpomeéru je

(78.5) (ABC,C,) =z, : z,.
Nyni ze (78.2) a (78.3) plyne

(x, — x,)D = — (1 + x,)C, + .(1 + x,)C, ,

takZe podle (78.4) éislo sgn(C,C,D) je rovné + 1 nebo — 1 podle toho,
zda C, , C, je kladné & zdporna ar. base. AvSak determinant pfechodu
od kladné ar. base 4, B k ar. basi C, , C, podle (78.3) je x,— =, ,
coz podle (78.4) a (78.5) je kladné, pravé kdyz (4BC,C,) < 1. Tedy
sgn(C,C,D) = 1, pravé kdyi (ABC,C,) < 1, ¢imZ je vSe dokdzano.

VETA 78.8. BudiZ A poldteéni a B koncovy bod intervalu J na oriento-
vané projektivni pfimce P, . BudiZ D bod nendleZejici do J . Potom bod C
je vnitrnim bodem pro J , pravé kdyZ C leZi mezi A a B ve smyslu pfiro-
zeného uspofdddni mnoZiny P, — D .
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Dioxraz. Volme opét ar. zastupce 4 , B, D tak, aby platilo (78.2),
nacez A , B je kladna ar. base, jeito sgn(4BD) = 1. Potom bod C
rizny od 4 i od B pfi vhodné volbé ar. zlistupce méd tvar C = 4 +
+ zB, kde = + 0. Bod C je vnitinim bodem pro J, pravé kdyz

sgn(ABC) = —1, t. j. pravé kdyz x > 0. Mame tedy dokazat,
7e x > 0, pravé kdyz zaroveil sgn(ACD) = 1, sgn(CBD) = 1 neboli
[viz (77.5)], pravé kdyz zaroven sgn(DAC) =1 ,sgn(DBC) = —1.

Jezto viak D =4 —B, C =A + xB, jsou D, A; D, B kladné
ar. base. Mimo to

C=—2D+(1+x)A =D+ (1 +x)B,
takZze skuteéné =z > 0, pravé kdyz =zaroveir sgn(DAC) =1,
sgn(DBC) = — 1.

Z véty 78.8 plyne snadno:

VETA 78.9. Budif C vnitini bod intervalu J s krajnimi body 4 , B
na projektivni primce P, . Potom existuje interval J, s krajnimi body
A, C a interval J, s krajnimi body B , C tak, Ze J, , J, dohromady tvoii
interval J , pfi emZ je C jeding spoleény bod interval J, , J, .
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