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CarrtoLo IX.

~

QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE X (C).

§ 79. — Trasformazione delle equazioni fondamentali.

In questo Capitolo riprenderemo le ricerche geometriche ini-
ziate al Cap. III relative all’intorno d’un punto; in particolare
dimostreremo un teorema di Moutard relativo alle coniche osculatrici
delle sezioni piane. Oltre diversi risultati nuovi dimostreremo del
resto anche qualche fatto gia stabilito al ricordato Cap. III col-
Iuso di coordinate particolari (asintotiche), dandone, a base delle
formole dedotte al Cap. VI, I’espressione valida in coordinate
curvilinee qualunque. Cominciamo con una trasformazione delle
equazions fondamentali (Cap. II § 14 A)

Lps = Za:"s g + Qg X + Drs
&r: = ‘-‘a'f-: &l' + a’rlE + TE,,& (*)
e precisamente dimostriamo che esse equivalgono alle

1
— dFy+F,
Pr="__ g

_29,,du, 8%,
F 2

F,

= pe + F,X+ Pa,

(*) Supporremo al solito che il fattore delle coordinate = sia scelto in
modo qualunque. Si avvertird esplicitamente quando si vorranno usare coor-
dinate e forme normals.
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1)

Lar, —r,

2t =2 dt +

. 29,, du, 82
F,

us + Fs
F, DXy p

W2 4 1§,
dove, si ricordi
P =2Xp,du.du,, Il =2Zx,du.du,

9% sono i differenziali secondi contravarianti (Cap. 11 § 9 A), Dy,
sono i differenziali coniugati (Cap. VI § 56),

Dz = z,Du + 29Dv, D§{=§ Du -+ §, Dy
F; = Ya,,du,du,Du, (Cap. VI § 57).

Infatti & evidente per la definizione stessa dei differenziali
secondi controvarianti che le equazioni ricordate possono mettersi
sotto la forma

d?x = Zx, 8%, + Zai, x,du.du, + F, X + Pz,

d2g = z&z 6Zul - za:seidurdu: + F2E + Il&;

sicché per provare le (1) occorre soltanto verificare lo identita

__ 1 dF, 29, du,. O%u, Dz
(2) thz?zui-— -—2— F2 dx + F, )
1 dF e29,,du, 32
2., — 2 rs WU, s DE
@ BPu=g prdt —F ’
Sai, z,du, du ———I—’—:’—da:—e—;-Dx
(3) rs Wi ” s T Fz -Fy2 ’

i P F, )
(3)bls Ears ei durdu: = - T,;' dt —e -FTz DE
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E ci basta dimostrare le (2) e (3), le (2)us € (3)s, dimo-
strandosi in modo perfettamente simile.

>

Supposto Fy <0 (*) i punti dz e Dz sono linearmente indi-

pendenti, essendo (Cap. VI, § 56, (5)us)
€
duDv — dvDu = —l‘/ITZ—TFzzO H
e quindi i punti z,, x, e dunque anche i primi membri delle
{(2) e (3) ne sono combinazioni lineari, cosicché possiamo porre
Zx,8%u; = Mz 4- Dz,
()
a2 du, du, = pdx + p’ Dz,

dove A, N, u, ' sono incognite da determinarsi. A tale fine
moltiplicheremo le («) per d oppure D&, osservando che

Sxdé = —a du—aydv ,

Sz, D§{ =—a,Du—ay Dy,

Sdxdf = —F,, SDxD§ = — Zay Du,Du, =¢cF, (Cap. VI§ 56, (5)),
SDxd§ = — Za, du;Du, =0 .

Troviamo cosi :

- zaﬂtduk 62“;‘ = - )\Fz b _— Za‘k Duk 62ui = S)\’Fz )
- Za:s Ay, duk du,. du‘ = — za,.‘h duk du,- du. = — Fs = _l-LFa y
— Za,;Dudu, du, = — Fy = ep/Fy .

{(*) Se F,=0 1le formole da dimostrarsi perdono ogni significato. Esse
si possono in tal caso sostituire con altre formole analoghe. Cfr. pii avanti
il § 84.
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Per dimostrare le (2) e (3), occorre vedere ancora che

Ea,-h du;(v 82 Uy = '—é- d.laz y

Yay Du, 8%y, = — 33,,du, S2u, .

Ora la prima di queste due identitd & gid scritta al Cap. II § 9;
per dimostrare la seconda basta -scriverla nella forma :

3%u(ay, Dt + a,,Dv) + 820(a19Du + a5, Dv) = — VA (dud2 — dvd®u) ,
e ossex-'vare (§ 56 (3)quater ) che

! (@12 Du 4 a9, Dv) , do 1

W=y ~ Vil

(@4, Du 4 a3 Dv) .

Le formole (1) sono quindi dimostrate.

§ 80. — II teorema di Moutard.

4) Un lemma.

Fissato un punto O di wuna superficie mon sviluppabile S e
in O una tangente non asintotica t ad S, il luogo delle coniche oscu-
latrici (*) in O delle sezioni di S mediante tulti 7 piani che pas-
sano per t € una quadrica non cono (**) che diremo la quadrica di
Moutard appartenente alla tanyente t.

Ricordiamo dapprima il teorema (Cap. I § 8): Indicando
con z le tre coordinate omogenee dei punti di una curva piana C

(*) a contatto cinquepunte.
(**) Se S fosse sviluppabile, la quadrica di Moutard sarebbe un cono.
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e con £ le tre coordinate omogeunee delle rette tangenti di essa,
e scelti i fattori arbitrari delle x e & in modo che sia identicamente

(1) S (dxd?t —d?zdt’) =0,
la polare del punto
ro& 4 rdw -k rydix
rispetto alla conica osculatrice ‘a Cin x &
70€ -l rydt’ + ryd?E .

Per il nostro scopo abbiamo bisogno di generalizzare questa proposi-
zione alle curve piane nello spazio. La modificazione dell’ enunciato
¢ evidente : Se con x indichiamo le quattro coordinaie del punto mo-
bile sulla curva piana C, e con & le quattro coordinale di un piano
scelto ad arbitrio (*) fra i piani tangenii a C in x, il piano

"0&’ - rld&, + ngzgl
contiene lu polare del punio
ro® + ridx + rod’x

rispeito alla conica osculatrice a C in X sempreché sia soddisfalia
lungo C la (1). Infatti, se il piano di C & un piano del tetraedro
di riferimento, il teorema si riduce subito al precedente; d’altra

parte I’enunciato & evidentemente indipendente dalla posizione del
tedraedro di riferimento.

B) Dimostrazione del teorema di Moutard.

La proposizione ora enunciata, insieme colle formole (1) del
§ 79, permettono non soltanto di dimostrare il teorema di Moutard,
ma anche di scrivere I’equazione della quadrica di Moutard in

(*) purche diverso dal piano osculatore in x a C.
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coordinate curvilinee qualunque. Precisamente dimostreremo che:
Se i differenziali du, si riferiscono allo spostamento infinitesimo
lungo la tangente t, il piano polare del punto

Y = po% - pydx + py Dx 4 pz X

rispelto alla quadrica di Moutard appartenente a t é il piano

M =6yt + 0,d§ + 6, D¢ + 3 E

dove
2 F, F,
Gy = —— =2p;+ 2 —=p, +
0 Po + 3 F2 Pl F2 pZ
2 Bu,gdu, du,du, du; 2 F% F2 TII—P
+(_3— Fg - 9 Fa +2 F3+ F )Paa
(2)
2 F F,

Gy =M "'gfv‘g‘Psa Gy = Pp 4~ 2E'ﬁP3a O3=P3,

e inversamente

2 Za,,,du, du, du, du; 2 F3 F¢  pP—1II
+(——3— N —-5*73;'!‘257'34"7—)53»

(2) bis

2 F Fy
91=°1+"’3—’F_§'03a pz_c,-—2eF, 63y P3=03.

Prima di passare alla dimostrazione delle (2) (*) osserviamo che,

(*) le (2)uis Sono conseguenza immediata delle (2).
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se escludiamo il caso J =0 delle rigate, la prima riga delle (2)
e (2)y, pud scriversi pitt semplicemente (*)

2 F F,
GOZPO+'§"F%91+2FEPZ+

1dJF, 2 XyDu.F; 16 F} )
+<’§“7F5’“T—F§_‘__ T

2

1 J”
X (? 7 + q)r) Qrsy dus dut

+ F2 Ps )
(z)tor
2 F, F,
Po —00_—3"1‘;;;51—2"572"32 +

1 J- :
pY (_2' J + ‘P’) Oy du’sdut

Gg .
F 3
2

Inoltre segue subito dal teorema che dimostreremo che il punto

Po - pydz + pp Dz 4 py X
sta sulla quadrica di Moutard se

’

4 F F
2pq ps—F'5 (p] — ept) +'§‘Tj P1Ps + 4}%92 s +

(*) Basta ricordare dal Cap. VI le formole § 57 (4), § 58 (1) o (8)ter -
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2quuter

2 X, du, du,du, du, F? o _3',_2 n—r~r
(? 7 —T R t¥EE tF Tt

4—sxa)ﬁ:=0 5.

C) Dimostrazione.

Veniamo alla dimostrazione del teorema di Moutard. Nell’ap-
plicare il lemma del § 80 A al caso di una curva piana C tracciata
sulla superficie S possiamo scegliere per il piano £ il piano tan-
gente a S, prendere ciod &' proporzionale a £ L’identita (Cap. JI
§ 13 B)

S [dzd? (p) — d* wd (p€)] = 2pF5 — 3dp
dimostra subito che la (1) & soddisfatta ponendo

2 (F
3)F,

’

=e

Il lemma ci dice pertanto che la polare del punto

Y= 1,2 | rdz + ryd’x

(*) Se J%0, cid pud scriversi

4

e o 4 F F
2?0?3"F2(Pl—-592)+‘3“”FTiPAP3+4'FTfPaF’3+

4 [LAIFs 2 ZpDu.F 16 F3
3JF§ 3 F§ 9 pi

p ( -;— —g— + ¢r )am dus duy
+ 7 —K p§=0.
2
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rispetto alla conica osculatrice a C in z sta nel piano

_Ej'_&

3 ) F, ) , 9 pr

n=e (ro& + rd€ + r,d%E) =

. 2 F, F3 4 F}
_[To—}—?F 1+( F2+ gF_)fz]&“‘

\
U ALY

|

2

Sostituendo ai differenziali secondi d?z e d?& i valori (1) del § 79
troviamo che

- dFy - F,
y = (1o -+ Pry)x + "1+*‘——Fz—— dx +

/

29, du, 0%u, — Fy
+e quu Sry Dz 4+ FyryX

2 F 2dF 4 F%
'f]:[To’*‘—E;—'FT:'rl'i_(n—}“ a+9F2)]€+

1 +—3- Fy
+ 7'1+ ry | d& -+
F,
du, 2%, 4 F, -
-+ sz‘(}"du’qu + 2rg Dt + For, B .

Ponendo
Y = po% + p1dx + py Dz + p, X

N = 6§ + 0,dE + 0, Df + 6, E

sard pertanto :
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L
~ @Fy + Fy
po =719+ Pry, py :’-‘"1+——FQ— e
29,,du,. % u, — F, .
pp =¢ 7. 37’2a ps=F,ry,
2
2 F, 2 4B, 4L
Oo——fo+—‘3—F—2"1+(H+§-dF2 g T3,
1 1
5t 5 9., du, 8%, + F
6, =17 + —_——_—F, Tay Og =E 7, T2)
03=F2 ’rz .
Se ne deduce :
2¢ Fy F,

83 =1p3, Oy =p2t+ 7, "a=92+297§‘937

2F3r 25_
01—91—?F2 2 = M ‘3‘1;% Pa >
2 F 2 dF. 4 F2
w=tot gt (=Pt 35 4 g R =

Queste equazioni equivalgono alle (2). Vale infatti la formola (*)

(*) Noi la dimostreremo fra poco.
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deFg-%sz. Fs =
(3)
= F 251 dutr duts doy duy + 3e 28,5 du, 22 us . Fa (%),
Fed Fs— L (8dF + Py fi_J) Fy—
2 T
(3)uis

= — e Fg [F2 2; Du; — 3 2%y, duy 32 us |

in virtu della quale

2, 1| FsdF, 2 dFs _ F3dFp _
3 F: 3 gt 3 F I R

- 2 30,5 duy dus duy dug

+ 2e3%,s dur &% u, . &

3 Fy Fy’
sicche :
. 2 Fy Fs .
G0 = po + 3R P14 2¢ -ﬁz&"du,-a us 72 -
2 By dur du, duy du; 2 F3\
+(n—.P+3_ s _—9_},?5'> =
2 F Fi
=po+-3—T:m+2 - et
2 Zapui dur du, dug duy 2 F3 Fi2 n—P

che & appunto I’ ultima delle (2).

(*) Se JF0, la formola pud seriversi (cfr. Cap. VI, § 56 (3)uise § 58 (1)).
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Il teorema di Moutard si prova ora subito (*). Infatti, nelle
(2) non compaiono i differenziali secondi, sicche, variando la
curva C in modo che il piano di essa passi costantemente per la
tangente fissa ¢, i coefficienti delle (2) non mutano e le (2) defi-
niscono pertanto una correlazione fissa fra il punto y e il piano v
che gode la seguente proprieti: Scelto comunque un punto y dello
spazio, le polari di esso rispetto alle coniche osculatrici in = a
tutte le curve piane di S che toccano ¢ in « stanno nel piano
7 corrispondente a y nella nostra correlazione. Il luogo delle
dette coniche osculatrici € pertanto identico al luogo dei punti
incidenti ai piani loro corrispondenti nella correlazione, lnogo che
&, come & ben mnoto, una quadrica. Ma la correlazione definita
dalle (2) ¢ appunto la polarita rispetto alla quadrica dei punti
d’incidenza. Infatti dalle identita subito stabilite (cfr. Cap. II § 12
(10), (185, (2)oss § 16 C (9, ece.).

Szt =0, Szdt =0, SzDé =0, SzE=1,

Sdx. & =0, Sdz.dt = —F,, Sdx.Dt =0, Sdz.BE= 0,
(4)
SDz.t =0, SDx.dt =0, SDx.Dt =cF,, SDz.E =0,

SX¢ =1, SXd¢ =0, SXD¢ =0, SXE=Q=—K—J
si deduce subito che la correlazione definita dalle

0, = broPO + brl P1 + br2 P2 + bz'3p3 (T = 07 13 27 3)

(*) 11 teorema di Moutard si potrebbe anche dedurre semplicemente
dal lemma : Se due superficie hanno in un punto O un contatto del secondo
ordine, e se un piano le interseca in curve che hamno contatto del quarto
ordine, ognt curva situata su una delle due superficie che toceq in O la se-
xtone piana ora menxionata ha pure contatto del quarto ordine con U altra
superficie. Infatti basta applicare il lemma a S e a quella quadrica che ha in
O contatto del secondo ordine con S e che passa per la conica osculatrice in
O a una delle curve C. Il lemma si dimostra subito se si prendono il piano
della conica e il piano tangente come due faccie del tetraedro di riferimento
7. Ma per le ricerche che seguono (Cap. X) abbiamo bisogno dell’ equazione (2).
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& polarita rispetto alla quadrica dei punti d’incidenza allora ed
allora soltanto che

bigFy 4 b3y =0, —ebyFy+ bz =0, by 4eby =0,
b00+9b30—b33=0, 601+Qb31—l¥b13F2=0,
boy + Qbgy — ebyy Fy = 0,

condizioni dalle (2) tutte soddisfatte,

Resta da provare la formola (3). B
AFs = d2aps du, dug du, =
+ D @rori duy dus duy dug 4 3 Zaps dur dus 82 u,
Moltiplicando per Fo == Zas du; dus risulta:
Fad F3 = Fs 20rs; duy dus duy, duy + 320rs as dur dus dug duy 82 w; .
Sottraendone 1’ identita

% dFy . Fy = 3Zau du; 8 wn Saps duy du, du, —

= 3 Zarse ain duy dus duy du; 3° uy ,

si ricava:
Fad Fy — % A Fy . Fy = Fs S0r dup dus duy du; +

+ 3 Zans ain dur dus dug (a’ wy Ay, — du, 5% wy, )
da cui si arriva tosto alla (3), essendo

Drst ain Aur dres dug (32 uy duy, — duy 3% up ) =

=—cJ|A| (dud® v — dvd® u) 29 are ain duy dus dug = (¥)

(*) Cfr. Cap. VI, § 67, (8)ter.

Fusint e GecH, Lexfoni di Geometria proisttivo-differenxiale, 81
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= s}/lAl (dw 2% 0 — dov 8% u) bk, ain dun du, du; =
= 2 ¥ps Aty 52 ug Tbrs; duy dus du; —
=& 29y duy 32 u, F3

Nello stesso modo si dimostra anche la formola simile alla (3)

ngFQ—%ngFé:

(3)ter
=Fy Zbpsu dur dus duy dug + 32 % dur 8% us . F3 . (¥)

§ 81 — Le corrispondenze X. (**)
A) Loro definizione.

1. Studieremo al prossimo Capitolo la posizione delle quadri-
che di Moutard appartenenti alle diverse tangenti ad una super-
ficie in un suo punto fisso. Ci occuperemo qui di alcune corri-
spondenze biunivoche fra la stella dei piani passanti per un punto
fisso « della nostra superficie S e il piano § punteggiato tan-
gente ad S in =z, che ci saranno utili per lo studio accennato. Pre-
cisamente indicheremo con 2 (c) (***) la corrispondenza in cui al punto

To% 4 71 -+ 752,

(*) Se JF0, essa pud scriversi

deFé—_;‘(3ng+Fz%{ F:;:

(3)quatar
= — F3(Fe 2¢i Duy — 3 Z ¥y dusr 8% u; ).

(**) Le corrispondenze = che qui studieremo sono state introdotte da

Cech nel Casopis pro p\e/st. mat. a fys., t. 50, 1921,
(***) ¢ essendo una costante arbitraria.
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corrisponde il piano

808 + 8161 + 82d,

essendo

2¢ .
roiry iy = | 820, 8,8, — 5 20 Si Sk Sr ) ¢

1)

18, 20,85y 1 8350, 8,8

e quindi, come si vede subito:

2¢
Sp 188y = (r(,Eat,-,b r 1, + 5 3@ it )

(l)bla
I PR SUNER D S

Dalla definizione si vede subito che ogni X (¢) ha significato
intrinseco ed invariante. Anzi, il confronto di (1) e (1)u, dimostra
che X (c) & anche invariante per correlazions. "

B) La polarita di Lie.

E pure evidente la proposizione: la corrispondenza X (0) &
subordinata alla polarita rispetto alla quadrica di Lie (*). Se 8 &
una quadrica, tutte le X (¢) si confondono con X (0); in caso
opposto, esse son tutte diverse (**).

Si pué dire anche che la corrispondenza 2 (c¢) associa il punto

roac+r1dac
al piano
soE 4+ s1dE,

(*) Cfr. Cap. III § 21.
(*) eccettuati gli eventuali punti di S dove tutte e due le asintotiche
avessero simultaneamente un flesso.
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se
2¢
ro:7r1= Fzso-—'-s—Fasl :ngl,
(l)ter

So s S1 = ( Fgro-f-—%iFsm)ZFgrl.

Scrivendo qui Dw; al posto di dwi si vede che la =-(¢) associa anche il
punto

7o & -+ 72 Dx
al piano
soE+s2 DE
)
2¢ ’
roiTe = Fzso-i-—g-FaSz :Fosy,
(l)quater

Sot Sp = (Fzro— —250— F:’;rz):Fzrs.

O) Corrispondenza di Segre.

La corrispondenza X (— 3) é la corrispondenza di Segre gia
studiata al Cap. IIT § 22. Cio si vede subito scrivendo la (1)
in coordinate asintotiche e confrontando con le equazioni del citato §.
Ma si possono anche facilmente trovare direttamente le equazioni della
corrispondenza di Segre, definita geometricamente al 1. c., in coor-
dinate curvilinee qualunque:

Infatti, la corrispondenza di Segre associa evidentemente il punto
(EdEd?E) al piano (xdxd?x). Ora dalle (1) del § 79 si deduce

29vs dtty B2 s + Fy

(EdEd®m) = . (€4EDE) + F2 EAET)

29,5 dur 82 s — F

2 —_
@dad*z)=s I

(@dzDz)+ Fs (2dzX) .

Ora (Cap. II, § 12 B (15))

(xdxDx)=(x, %1 du + 2 dv, ¥1 Du + 3 Do) =
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=V|4| (duDv —doDu)E ,

R (EdEDE)=¢ V|4 (duDv—dvDu)z ,
sicché (Cap., VI § 56, (5)bis)
2) (zdzDz) = —eFs 8, (EdEDE)=—Frz.
D’altra parte, essendo (Cap, II, § 14 A, (8) e (4))
SzdE=SXdf= Sz DE=SXDEt=0,
si possono determinare A e p in modo chs.sia
(zdxX)=AdE+pDE.
Moltiplicando per dz, oppure per Dz se ne ricava (cfr. le (4) del § 80)
A=0, epFe= 8 (z,dz, X) D2 = — (z, dx, Dz, X) .
Ora dalla (2) si deduce:
(xdzDxX)=S (zdxDz) X = — eFys SEX =—¢F;,
sicché si trova la prima delle identitd
(2bis (z, dz, X) = DE, (§,dE,E)=c¢eDz;

la seconda si dimostra nello stesso modo. Dalle (2) e (2)u1s segue tosto

(z,dz,d? 5) = (F3 — 2%n, du, 32 u; ) E+ F2 DE,
) ’
€ (E dE, d°E) = — (F3 + 29 duy 32 us ) z + Fo Dt .
Posto
(EQEDE) =7k +r2 Dz, (xdzDa)=sok+s2DE,

si vede pertanto che

30:32=(F2r0+2F§rg):Fgrg.
Confrontando con (1)quater Si vede che la corrispondenza di Segre coincide
cen Z(— 3) come abbiamo enunciato,
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Tutte le proprieta della corrispondenza di Segre segnalate al
Cap. III § 22 valgono tali e quali per ogni X (c).

D) La corrispondenza di Moutard.

Un’altra corrispondenza notevole & la X (1) che diremo
la corrispondenza di Moutard. Essa fa corrispondere ad ogni punto P
del piano tangente ad S in x il suo piano polare rispetto alla
quadrica di Mouta7d appartenente alla tangente (xP). *

Cid si vede immediatamente ponendo p, = pg = 0 nelle (2)
del § 80 e confrontando con la (1), § 81. ‘

Dalla definizione delle X (c) si vede subito: I piani corrispon-
denti nelle diverse X (c) ad un punto P scelto comunque su §
formano-un fascio intorno alla tangente contugata a (xP); tal fascio
¢ proiettivo al sistema dei valori di c, il piano & stesso corrispondendo
a c=ow. In particolare, scelto su & un punio qualsiasi P, ed
essendo Ty, Ty, Ty ordinatamente i piani corrispondenti a P mnella
polarita di Lie, nella corrispondenza di Moutard e mnella corrispon-
denza di Segre, il birapporto (§ny Ty Ts) é uguale a — 3; e cor-
relativamente. (*¥)

Daremo tosto (al § 83) una definizione geometrica della

corrispondenza 2(— %) Ci saranno pure utili, per la costru-

zione delle quadriche di Moutard appartenenti alle diverse tan-

genti ad 8 in z, le corrispondenze X <—g—> e X (—— —Z—)

E) Proprieta delle corrispondenze Z per le rigate.

Abbiamo gia osservato che le proprieta della corrispondenza
di Segre segnalate al Cap. III § 22 valgono tutte per ogni
2 (¢) ¢+ 0). Qui aggiungeremo ancora qualche altra proprieta.

(*) Invece nella corrispondenxa di Segre a P corrisponde il suo piano
polare rispetto alla quadrica di Moutard appartenente alla tangente coniugata
alla (xP). Cid si vede come nel testo, usando la (1)quater @l posto della (1)ter.

(**) Se il punto P sta su uma tangente di Darboux, i piani nz, 7a, =s
coincidono e il birapporto é indeterminato.
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In coordinate asintotiche le equazioni (1) e (1)ss di 2 (c) sono
(quando

ro% 1%, 4792, , 858 4+ 8.8, + 886,

siano un punto e un piano omologhi) :

¢
4 TgifyiTy = [30.9132——3— (Bs‘{—}-*;sg)] 16718518, 83,

c cp e e 2
Sp:8;:8y = [707'17'2 4+ 3 (B3 + 1r§)] 1Ty T

Se By z 0 (in un punto generico di una superficie non rigata)
la borrispondema J(c)(ck0) ¢é cubica; se invece p. es. B =10,
Y+ 0 (in un punto non flecnodale di una superficie rigata), la
corrispondenza € quadratica. Cominciamo lo studio col considerare
un punto generico di una rigata; sia pertanto B =0, 7<0 (le

>

v cost. essendo le generatrici).

Dimostreremo che: Ad wun fascio di piani, il cui asse passa
per un punto X di una superficie rigata senza esservi tangente alla
rigata, corrisponde in X (c) una conica situata nel piano § tangente
alla rigata in x; tale conica passa per X, tocca wi la tangente

e . \ . 2¢c

all’ asintotica curva, e la sua curvatura in X € il prodotio di — 5
Y aies ek . . 3

per la curvatura dell’ asintotica (*); (in particolare, se ¢ = — 5

la conica e U asintotica hanno in X contatto del 2° ordine); la conica
interseca la generatrice della rigata, olire che in X, in un altro punto y,
e la tangente in y alla conica é la polare del fascio di piani (cui
corrisponde la conica X (¢)) rispetto alla quadrica di Lie (che, si
ricordi, coincide con I’iperboloide osculatore).

(*) In apparenza, introduciamo nell’ enunciato un concetto metrico, quello
della curvatura della conica e dell’ asintotica. Ma basta osservare (il lettore
faccia la facile dimostrazione) che: Se due curve hanno in un punto x la
stessa tangente e lo stesso prano osculatore, il rapporto delle loro curvature
m X non muta per collineaxtont.
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Corollario : Dato lungo una generatrice di una rigata 1’ iperbo-
loide osculatore, per determinare la corrispondenza 3 (¢) appartenente
ad un punio X di questa generairice, basta conoscere la curvatura
in X dell’ asintolica curva della rigata. )

Al fascio di piani d’asse
8y == @ 83 - Ay 8,

carrisponde la punteggiata dei punti ryx + r o, + 7%, dove

o, .
Toify:Ty = <alsf+ @2 818 — 3 2):8’}.8182
situata sulla conica

(41
7y (rg — @17 — By7y) + 3 $=0.

Variando ¢, tale conica descrive un fascio cui appartiene la retta
r, =0, ciod la generatrice (zx,), contata due volte, e cui appar-
tiene pure la conica spezzata nella retta r; =0, ciod nella tangente
(x =,) all’asintotica curva, e mnella retta 7y = a,7, + ay7,,
che si vede subito essere la polare del fascio di piani rispetto
alla quadrica di Lie. Resta a dimostrare cid che si & detto sulla
curvatura in x della nostra conica. Il lettore vedra facilmente
che le curvature in 2z delle diverse coniche del fascio (ottenuto
variando ¢) son proporzionali a ¢, .sicché dobbiamo provare sol-
tanto che, se ¢ = — —2—, la conica ha in x contatto del secondo
ordine con I asintotica » =cost. Ora un punto dell’asintotica
vicino ad « &

x—}—x,,dv—}——;-x,,,dvz—i—...:
=(14+ L p a0 LI I
= —2-p22v+... z -+ —2—1v—|-... z, +

+(dv+.;_evda2+...) 4+ (-.) X,
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i termini trascurati essendo divisibili per dv3. Posto pertanto

1 1
r0=1—|——2—p22d02+..., rl=-§-*{dvz+...,,

ry= dv + ——;—evdvﬂ—}-...,

ed osservando che allora

c 1 c 2
1y (ro — ay 7y —ay7p) + -g-rﬁ =1 ('g‘ +?> v + ...,

risulta evidente cid che si voleva provare.

F) Proprieta delle corrispondenze Z per superficie non rigate.

Consideriamo ora invece un punto generico di una superficie

8 mnon rigata riferita alle asintotiche, sicch® By > 0. La retta

<
(zx,) genera, se v solo wvaria, una rigata R ; la retta (zz,)
genera, se u solo varis, una rigata R, Le rigate R, e R, somo
pertanto ¢ luoghi delle tangenti asintotiche lungo una curva asinto-
tica dell’ altro sistema ; noi le diremo le rigate asiniotiche di S ;
R, sard la prima, R, la seconda rigata asintotica. (¥)
Dimostriamo che: Dato un piano & passante per un punto X
di una superficie mon rigata S, per determinare il punto z che
corrisponde a § mella corrispondenza X (c) appartenente a S, si
costruiscano i punti 2z, e 2, corrispondenti ordinatomente o §
nelle corrispondenze X (2c) (**) appartenenti alle rigate asintotiche
R; e R,: il punto cercato z é il coniugato armonico di X rispetto
ai puntt z, e 2y,

(*) 1 concetto di rigata asintotica & dovuto al Wilezynski (osculating
ruled surfaces); ma il teorema che segue & di Cech.
(*¥) Con 2¢ al posto di ¢; I’ osservazione fatta a pag, 5 riga 6 della

Memoria di Cech: L’intorno d un punto d’una superficie considerato dal
punto di vista protettivo (Ann. di Mat., t. 81 (3), 1922) non & corretta.
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Corollario: (*) Le corrispondenze X (c) somo completamente
determinate dalla X (0) (che, si ricordi, & subordinata alla polarita
di Lie) e dalle curvature in X delle due asintotiche.

Per fissare le idee, supponiamo che il punto z di 8 corrisponda
ai valori 4 =v= 0 dei parametri. La rigata R, & generata dal
punto

x-|-7wc,,, dove u =0,
variando # e v. Il suo piano tangente &
£+ ut,, dove u=0

dove il fattore di & - u &, ® gia associato al fattore di = 4 " z,

al solito modo. (**) Calcoliamo le forme F, e Fg per R, indi-

candole con F{) e FY. (***) In tutti i calcoli e formole riguar-

danti R, si deve sempre porre u =0; si prega il lettore

di ricordarsene, anche se omettiamo di rilevarlo nelle notazioni.
E

Fp =—8d(z+ uz,)d(E+ wg,) =
= — S [(@ + uayX) dv + x,du)] . [ + uay, E) dv + &, du] =
= 2a,du dv — u Qdo? . (¥

La R, essendo rigata e le v = cost. le sue generatrici, la forma
F{) si pud calcolare (****) dalla

(*) Si ricordi il corollario del § 81 E.

(**) Cfr. Cap. IV, § 32 B.

(***) Per il nostro scopo basterebbe calcolare soltanto per % =0; ma
piu tardi avremo bisogno anche dei coefficienti di .

(*++*) Si ricordi che Q=S8XE.

(*+sxxj Cfr. Cap. IV § 31.
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dove
y—mztTo,, =E+ k.
Derivando si trova

ay - 8%y - .
wH =z, 4+ ua, X, Fpe = &,, + ua, (X, + 0,X),

QD

9 - e
_ag=&v+ua12‘=1 a—n_évv+ua12(uv+0 E).

Ora per le equazioni fondamentali

xvv=7xu+evxu+p22x) Evv=—76u+6u&v+“22&1

1
X, =1lx+ ;172 (mog 2, + My ,)

- 1
B, = ME+ ;1—2 (Pag b + P1260) ;5 (*)

si trova percid :

0 - = - u
S a_y __2 = a3, [¥ 4+ u (T3 — Py + 0.Q) + uPapr,],

Q)

an 0% — .
‘Sﬁg a‘fé =ay [— 1+ 4 (Pag— T2 4 6,Q) + w?ayyl,] .

Ricordando la (4) del Cap. I § 16 A si arriva dunque anche
alla seconda delle formole

FY = 2a,du dv — u? Q da? |

1

5) FP =ay, |14 % (1u + 0.7) + 5 uag, (\g—1y)| do?
(5) 2

*) B poe=ps, mp=ms, cfr. Cap. Il § 14 C.



480 CAPITOLO NONO 1§ 81, F)

dove » =0. (%

Similmente si trovano le forme fondamentali di B,:

FY =2, dudv — v%Qdu?
(B)bis

FP=ay, B+ v (Bo + 6.B) + ';—7’2“12 (A —1)| dud,

dove v=0.
Por s —0v=10 lo (5) © (B)us si riducono’a
FP =2a,dudv, FP =a,qdd
FP = 2a,dudv , FP = a,Bdv?

che permettono di scrivere le equazioni delle X (c) corrispondenti
a R, e R,. Confrontando con la (4) che da le X (c¢) corrispon-
denti ad 8, si vede subito I’ esattezza del teorema enunciato.

(*) L’espressione trovata per FY) mostra che il coniugato armonico di
 rispetto ai punti flecnodali di R, &

(Yu + Ouy) 2 — 2720
ossia

1 dlog (aav)

—_ z
2 Ou

Ty —

che & un punto della (seconda) direttrice di S. Il risultato enunciato al
Cap. III § 25 B e dimostrato al Cap. IV alla fine del § 37 & cosi con-
fermato mediante calcolo diretto.
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§ 82 — Le corrispondenze X appartenenti
ad una generatrice di una rigata. (*)

4) Trasformazioni birazionali = (c¢) nello spazio.

Le corrispondenze X definite al § precedente appartengono ad
un punto x della superficie in considerazione, riferendosi ai punti
del piano tangente § alla superficie in « ed ai piani passanti per x.
Consideriamo in particolare una superficie rigata R (non svilup-
pabile); fissandone una generatrice p = (yz),” & chiaro che le
corrispondenze X (c) (c fisso) appartenenti ai diversi punti di p
si possono riunire in una corrispondenza birazionale che si rife-
risce a tutti i punti e piani dello spazio: per costruire p. es. il
punto che corrisponde ad un piano scelto comunque nello spazio,
si consideri I’intersezione « = y + uz del piano con la genera-
trice p, e quella corrispondenza X (c) che appartiene a x. Indi-
cheremo la corrispondenza a tre dimensioni con lo stesso simbolo
2 (c) come quella sua parte che si riferisce ad un punto di p;
e dove vi sarebbe pericolo di equivoco, parleremo di corrispondenza
2 (c) appartenente alla generatrice p di R. Per ottenere le equa-
zioni di ¥ (c), supponiamo il punto generico di R dato da
x =y -+ uz, i punti ¥ e z dipendendo da v, e scegliamo in par-
ticolare ¥ e z in modo che Ie u = cost. siano le asintotiche curve
(cfr. Cap. IV, § 34 A). Di piu si scelga » in modo che sia
a;; =0 = 1; sicchs: (Cap. IV, § 31):

Fy, = 20dudv, F;= o (4 + 2Bu 4 Cu?)dv®.

Le equazioni (4) del § 81 mostrano che in % (¢) si corrispondono
il punto .

(*) I teoremi di questo § sono .stati esposti da Cech nella Memoria
‘¢ Projektivni geometrie p\é’z‘ soumexnych mimobexek ,, (Géometrie projective
de cing droites infiniment voisines) Publ. de la Fac. des Sc. de I’ Univ.
Masaryk, 1921, no 4,
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7o (¥ + u2) + 112+ 72 (v + u2')

e il piano
so(n +ul) + 88 + 8 (0 +ul'),
quando sia
ToifyiTg = [sosz-—%(A + 2Bu + Ou’)] : 3132:&3 ,

St 8y t8y = [r0r2+ -—;—(A + 2Bu +C’u2)] tryrg i

Un facile calcolo permette di scrivere cid in un altro modo che &
pilt conveniente per la discussione che faremo: La corrispondenza
3 (c) appartenente alla generatrice (yz) associa il punto

ly +mz+ 1Ly +m2
ed sl piano

M4 el 4 M 4wl

essendo
ANipidgipg =

= [l (mly — Imy) + ';_Zl (AR + 2Blym; + C’mf)] :
) ¢ [ ot — ) e (48 2By + O]

2l (mly — Wmy) : my (mly — Imy)

lim:l,:m, =

= [x (hy — Apy) — -,%—11 (AN + 2Bhpy + Cuf)] :

D [ b — Do) — g (AN 2B+ D) :
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DA (A — Ay ¢ g (A — Apy)

<

Osserviamo che, se R non & riferita alle asintotiche, basta
scrivere ¢, £, 7, C al posto di ', 2, 4, ¢. Dalle (1) si vede
subito : Le corrispondenze X (c) (c+0) appartenenti ad una gene-
ratrice p di una rigatla R sono corrispondenze birazionali cubiche,
se il regolo osculatore ad R lungo p mon iperoscula R. ()

B) Curva omologa di un fascio di piani.

Ad un fascio di piani corrisponde pertanto in generale una
cubica sghemba. Noi sappiamo dal § 81 che, se 1’asse del fascio
® tangente a R (naturalmente in un punto di p) la cubica si
riduce ad una retta (la tangente coniugata all’asse del fascio); e
so I’asse del fascio incontra p, senza essere tangente ad R, la
cubica si riduce a una conica. Ma si presentano altre riduzioni
che & importante rilevare: Se l'asse del fascio di piani inconira
una tangente flecnodale di R (appartenente alla generatrice p) la
curva che vi corrisponde in X (c) (¢ 0) é in generale (**) una
conica. Per dimostrarlo supponiamo, come & lecito, che la tangente
flecnodale sia (yy'), sicche 4 =0, e p =ap, (x costante) per i
piani del fascio. Si vede immediatamente che, posto p = ap,,
nelle (1), a destra si pud scartare il fattore w,, Da questa di-
mostrazione si vede subito che, almeno se B% — AC % 0, se ciod
le tangenti flecnodali appartenenti a p son distinte, vale il teorema:

Se Uasse r del fascio di piani appartiene alla congruenza
lineare osculatrice di R (corrispondente alla generatrice p), ma
non interseca p e non sta su H, la linea 1’ che vi corrisponde in
2 (c) & semplicemente una retia.

Ma dimostriamo tal teorema in allra maniera, valida anche se
B2—AC =0. (** Una retta r che non interseca p si pud
scrivere sotto la forma

(*) Nel caso escluso sarebbe 4 =B=C=0 e tutte le = (c¢) si ridur-
rebbero a = (0) (polaritd rispetto all’ iperboloide osculatore H).

(**) Essa pud essere retta ; v. piu avanti.

(***) Del resto le formole della dimostrazione che segue ci saranno ancora
utili in questo paragrafo.
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r=(n+00+7, ant+bl+l)=
= (@303 — a30) (M0 —a, () + b, (L") + a; (¢) —

—b )+ @)= (9
2)
= o [(a,6, —a;36y) (y2) + a5 (yy') — b, (%) +

+ by (42') —ay (29) + (2] .
Posto, come al Cap. IV, p =(y2), ¢ = (y'7) & dunque

a b, ,
w? = (a;bg —dayb;) p + '1—-2L—2P +q+

a, —b
+a’2(yy,)_ ! 9 2

[(#2) +(e9)] — b1 (%) -

Se r appartiene alla congruenza lineare osculatrice di R (corri-
spondente a p), 1’ espressione precedente & combinazione lineare di
P, ¥y ¢, ¢ e viceversa. Dal Cap. IV, § 37, (2) risulta che cid
accade allora ed allora soltanto che

(3) by:(bp—ay):—ay,=A:2B:C.
D’altra parte cerchiamo quando mai, posto
A=a M +agpq, p=0A +0bu,

si pud scartare un fattore quadratico a destra delle (1)ys . Sostitujti
i valori precedenti di A e p, le due espressioni

pA; — Ay, e AN 4 2BAp, + Cpd
devono differire soltanto per un fattore, e si ricade nella (3), come

si voleva dimostrare. Cerchiamo ancora la posizione della retta

(*) Cap. 1v, § 32.
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7 che corrisponde in I (c) al fascio d’asse r, se valgono le (3).
Scriviamo le (3) nella forma

A:by=2B:(by—a)=0C:—ay=r7.

Ai due piani a4+ 6,8+ 7, @ +b,+ ¢ corrispondono in
2 (¢) rispettivamente i punti (v. (1))

T ’
(al—%—) y+bz24+Yy,

\

asy +<b2——€—;—) z 42,

~

La retta 7" cercata & quindi (*)
, cT , ct ,
r =[<“1—‘§“) y+biz4y, ay +<bz-— ~—?;-> z +z]=
\

@hs = [“162 —a bl—%t‘ (a, + bz)] (y2) — ap (yy') +

+b, @) +{ o — ﬁg—> W) — <bz - —"3‘—> @)+ W)

Confrontando le espressioni (2) e (2),,, si arriva facilmente al
teorema : La refta 1, coniugata armonica di p rispetto alla coppia
di rette v e 1 del teorema precedente (nel regolo determinato
dalle rette p, 7 e ') appartiene ad H. Scegliamo il parametro ¢
in modo che

ro=0r+1r 4 tp

rappresenti una retta. Dalle (2) e (2)y, si deduce subito che

(*) Naturalmente anche »’ appartiene alla congruenza osculatrice.

Fusint e CecH, Lexiont di Geometria proiettivo-differenxiale. 32
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- ct
Ty = tp-|——§-p'—}—2q,

dove il valore di ¢ non ci interessa. La retta r,, dipendendo
linearmente da p, p" © ¢, appartiene ad H (Cap. IV § 37). Per
dimostrare il teorema, basta pertanto provare che (prorr’) = — 1.
A tale scopo, supponiamo che (yy') sia una tangente flecnodale
(per il valore di v appartenente a p) ossia che 4 =0 e quindi
per le (3) anche b, = 0. Bi trova ora subito che le intersezioni
di p, 79, 7, ¥ con (y¥') sono ordinatamente i punti

cT cT

Y, <a1+b2—7>y+2y’, bzy+y’,<d—-§-)y+y'

che formano una quaterna armonica c. d. d.

C) Determinazione delle Z.

Scegliendo comunque la retta T purché non incontri p né stic
su H, tutte le corrispondenze % (c) appartenenti a p sono determi-
nate se st conosce p, H e la curva (*) r' corrispondente al fascio di
piani &’ asse v in una delle T (c) (¢4 0). Infatti a un piano =,
scelto ad arbitrio, che intersechi p nel punto P, corrispondono in
2 (0) (che &la polarita rispetto ad H), in ¥ (¢) ed in 2 (¢') ordi-
natamente dei punti P,, P,, P, che sappiamo (§ 81 D)
stare su una retta insieme con P e tali che il birapporto

(PPyP,P,)y=¢":c.

Basta pertanto saper costruire P, per quel valore di ¢ cui appar-
tiene #’. E ci0 si pud fare facilmente :

Sia @ il punto d’incontro di = e r. Al fascio di piani d’asse
PQ (cui appartiene il piano dato =) corrisponde in X (¢) una

(*) che é una cubica sghemba, oppure conica, od infine retta, secendo la
posizione di 7.
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conica C situata nel piano tangente t ad R in P. (*) Il punto
P, cercato & I’intersezione (diversa da P) di O con la retta che
congiunge P al polo di = rispetto ad H. (**) Tutto si riduce
quindi a costruire nel piano ¢ la conica C. Ora C tocca nel punto
P la tangente all’asintotica curva di R (che conosciamo, perch®
& generatrice di H), e tocca anche la polare di PQ rispetto ad
H (***); di piu, C passa per il punto d’incontro (non situato su
p) di © ed ' (*™**); la conica C si pud dunque costruire, giacchs
ne conosciamo tre punti, e le tangenti in due di essi.

In generale, (se cioé B2— AC+0, B2— A'C'+0) le cor
rispondenze X (c) appartenenti ¢ p Si possono costruire, se si cono-
scono le due quadriche H ¢ W, (*****) ¢ I invariante h (**¥*¥),

Per il teorema precedente, basta trovare il luogo dei punti
corrispondenti in una delle X (c) (¢ 4 0) ai piani passanti per una
retta r. Per le ipotesi fatte, possiamo far uso delle formole (7)
§ 38 del Cap, IV, riferendo R alle linee flecnodali. Riguardando
le I, m, I, m; come coordinate del punto

ly +mz+ Ly + m4

e A\ 1 XA, p; come coordinate del piano

Ml A+
le equazioni di X (¢) sono le (1) e (1), dove
A=0=0, B=1.

Se poniamo p. es.

(*) v. il teorema di § 81 E.

(**) v il teorema di § 81 D.

(***) v. il teorema citato su (**).

(****) che corrisponde in Z (c) al piano (Pr) del nostro fascio.
(*****) la quadrica W, & stata definita al Cap. Iv, § 35 C.
(*+*+*) Cap. IV, § 35 B.
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n
(4) )‘='§'P‘11 P‘=01
sara

8¢ ., .). 8¢
lim:lim, = <—39-)q —|-n2p.;): —3-klp1:2nl1p.1:2npf.

Dimostriamo che, scelto convenientemente ¢, tutta la conica di
questi punti ly + mz + 1,y 4+ m; % sta sulla quadrica W,.
Essendo (*)

A=0=0, B=1, A=—28n, B=0,
C=2n, 8=+1.
I’equazione di W, & (cfr. Cap. IV, § 35 C, (14) pag. 215)
2 (Imy + mly) + dnlf —nmi = 0.

Affinchs i valori precedenti di I, m, I;, m, soddisfino a questa
equazione (identicamente in A;, w) basta che si scelga

38 , 3
*T T 16 6 "
Il piano della conica & evidentemente
8¢ 0
m:ll=-—3— :2n=—z—-n,
ossia il piano
(4)o1a on (yz%) — 4 (yyi) = onl + 4% .

Indichiamo con r la retta base del fascio (4) e con = il piano
(4)s;. Sappiamo per ora che: I punti che corrispondono in

(*) Cap. IV, § 38,
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b (_ %) ai piani passanti per la retta » formano la conica
intersezione della quadrica W, col piano = Per dedurre il
teorema enunciato, occorre indicare una costruzione della retta r
e del piano = mediante le quadriche H e W. Ricordiamo dap-
prima il significato geometrico del tetraedro ¥, 2, ¥, Z: (yz) &
la generatrice p studiata di R, (yy) e (2£) sono le tangenti flec-
nodali e (#%) & la generatrice principale di H (*). La retta r
congiunge il punto ¢ all infersezione ny — 2% della retta {y%)
colla generatrice principale

on? (y2) + 2n (yy) + 20nz 4 4 4 (9%)

della quadrica W, (cfr. (14),, § 35 C, Cap. IV). Il piano = con-
giunge il punto % a quella tangente di R in y che & la coniu-
gata armonica di p rispetto alle generalrici del secondo sistema di
H e di W, passanti per y. Lascio le verifiche al lettore.

Come una facile applicazione delle formole del Cap. IV, il
lettore dimostri ancora la proposizione: Se la rigata R possiede
una (ed una sola) retta direltrice d, ¢ punii cke corrispondono in
Y (c) (c£0) ai piani passanti per la generatrice principale della
quadiica W formano una conica C. Il piano di C contiene: 1° il punto
della generatrice studiata p situato su d, 20 U intersezione della tan-
gente flecnodale (diversa da d) con la generatrice principale di H,
Il piano che contiene © due puntt suddette ed é il piano coniugato
crmonico al piano di C rispetio ai due piani del loro fascio di cui
uno contiene p e Ualtro d, interseca W, in una conica C'. Le due
coniche C e C' stanno sopra un cono il cui vertice ¢ quel flecnodo
di p che non appartiene a d.

(*) Cap. IV, § 35. Dalle definizioni di (y#) risulta facilmente che essa
si pud ocostruire mediante le quadriche H e W,.
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§ 83 — Metriche di Weyl (*) e corrispondenze X (— %) .

4) Metriche di Weyl.

Gia ai §§ 15 F e 23 A abbiamo visto che per lo studio proiet-
tivo di una superficie non sviluppabile & utile considerare la me-
trica. di Riemann di elemento lineare F, = XZa;, du;du,. Qui
vogliamo mostrare che il risultato di 1. ¢. si puo estendere alle
metriche di Weyl. Una metrica di Weyl a due dimensioni & deter-

minata (!a una forma differenziale guadratica

Fy = aj;du® 4 2a,dudv 4 aygdv?
e una forma differenziale lineare che scriveremo
1) 2 (2, du + apdv),

convenendo che le forme
(2) pF,, 22a,~du,~—-‘i—p

definiscano la stessa metrica se p & funzione arbitraria di » e ».
Le cosidette geodetiche della metrica sono definite dall’equazione
differenziale

(B%2u — ol Fy) : (%20 — a®F,) = du:dv,

essendo a) solito o = ZA4,, a,, (**) e &%, indicando i differenziali
secondi controvarianti. Tale equazione si pud ev1dentemente seri-
vere anche nella forma :

(3) 2%, du, 0%, + Fyla;Duy =0 .

(*) Weyl Raum, Zeit, Materie, 4* edizione.
(**) Si verifica facilmente che 1’ equazione differenziale delle geodetiche
non cambia per 1’ operazione (2).
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Le metriche di Riemann sono un caso particolare delle metriche
di Weyl caratterizzato dall’equazione (a,, sono le derivate cova-
rianti di «,)

29 a4, =

che esprime che Xa,du, = da & un differenziale esatto (*). Ma
vi & un altro caso notevole che pare finora inosservato (**). Nel

caso attuale di due dimensioni, esso & caratterizzato dall’e-
quazione (***)

¢5] Sa* a,, = K

dove a,, son le derivate covarianti delle a,. (formate rispetto a Fy)
e K indica la curvatura di F,.

Occorre dimostrare che la condizione (4) & invariante per
I’ operazione (2). Per brevitd assumiamo i parametri », » in modo
che sia a;; =ay, = 0. Allora:

2
F,= 2a,dudv, K= — 1 _d%loglay| ’
@19 ougv
1 oa da,
rk . 1 2
Za ark - alg < av + au ) )

(*) Scegliendo nelle (2) p=¢2*, la forma lineare svanisce, ¢ la metrica

di Weyl si riduce alla metrica di Riemann di elemento lineare ¢2* F» (deter-
minato a meno di un fattor numerico).

(**) Nella teoria usuale della metrica di Weyl, ha ufficio fondamentale
il parallelismo di Levi-Civita generalizzato da Weyl. Considerando in un
punto P della varietd (», ») uno spazio (a due dim.) di vettori e trasportan-
dolo con parallelismo lungo una curva chiusa C ritornante in P, lo spazio
subisce, in generale, wuna simelitudine, Se tale similitudine si riduce all’ idezn-
tita, comunque si scelga il punto P e la curva chiusa C passante per P, la
la metrica 6 euclidea. Pil generalmente, se la detta similitudine si riduce
sempre ad una rotaxione, la metrica é di Riemann. L’altro caso particolare
cui accenno nel testo 6 quello in cui la similitudine & sempre un’ omotetia.

(***) Essa pud scriversi anche

| VAT )+ 5 O )| =x.
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sicché la (4) diventa:

(4)s4s ov + ou + ou 0v

Ora 1 operazione (2) muta rispettivamente a,q, o;, a5 in

1 dlo
plyey O3 — 5~ 14

lo
2 ou % <

1 o
T2 G

e si vede subito che la (4),, non cambia per tale sostituzione,
c. d. d. Vediamo di piu che scelto p in modo che, eseguita la
trasformazione (2), sia @,,=1 e quindi K=0, la (4),, diventa

. da. da. ] .
semplicemente —571 -+ _672 = 0, esprime cio& che
(Dter o, du — aydv = dA\(u, v)

~

& un differenziale esatto. Quest’osservazione permette di provare
semplicemente il teorema di Cech :

Se e¢siste in una metrica di Weyl (a due dimensioni) un siste-
ma doppio ortogonale (*) di geodetiche, la metrica soddisfa alla con-
dizione (4) ; viceversa le geodetiche di una metrica di Weyl soddisfa-
cente a (4) formano un fascio (**) e se me possomo pertanto formare
nfinits sistemi doppi ortogonali.

Per dimostrare i due enunciati, possiamo supporre

@y =0y =0, a,=1.

'

Supponiamo in primo luogo che la metrica possegga un doppio
sistema ortogonale di geodetiche definito da

dv

1 !
— + 8_2- A (w, v)
du —

(*) cioé coniugato rispetto a F,.
(**) nel senso di Cap. III § 23 D.
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L’ equazione differenziale /3) delle geodetiche diventa sotto le
=0 )

nostre ipotesi (a;; = ay 0y = 1)

(Bbis dlog —g::—\—.?(aldu——azdv) =0.

Sostituendovi i valori di —g:;— appartenenti al nostro doppic siste-

ma ortogonale otteniamo
a\ = a;du — oy, dv .

Tale equazione deve essere soddisfatta se

1
dv = eT)‘ du
e anche se
1

dv=—eT* du

ed & quindi soddisfatta identicamente; vale a dire a,du — a,dv

& un differenziale esatto, il che prova la prima parte dell’ enunciato.
Viceversa supponiamo soddisfatta la (4),.. L’equazione dif-

ferenziale (3),, delle geodetiche diventa

!
@ |

dlog =d\ (u, v)

ed integrata da

dv . .
= cer ¢ costante arbitraria
du b )

sicché le geodetiche formano un fascio di curve c. d. d.

B) Piani osculatori alle geodetiche di Weyl

Torniamo a considerare una superficie S non sviluppabile.
Scegliendo comunque il fattore delle coordinate omogenee = dei
punti di 8, consideriamo la solita forma quadrica
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Fy, =—_8dzdt,

e scegliamo ad arbitrio una forma lineare (1). Le due forme defi-
niscono sulla superficie una metrica di Weyl, di cui studieremo
le geodetiche definite dalla (3). Ma ricordiamo dapprima che si era
visto al Cap. III § 23 che si pud far corrispondere alla coppia di
forme F, e Za,du, una coppia di congruenze duali. E facile defi-
nire analiticamente le due congruenze senza far uso di coordinate
asintotiche. Infatti da 1. c. risulta subito che la generatrice della
prima congruenza & 1’asse del fascio di piani

(5) dt + Zo.du, .t

ottenulé variando i differenziali du,; similmente la generatrice
della seconda congruenza & il luogo del punto

(5)bis dz + Ba.du, . x.

Inoltre, si era osservato l. c. che la trasformazione (2) non cambia
le nostre congruenze sicché esse sono completamente determinate
data S e su essa la metrica di Weyl. Chiameremo le rette
della prima congruenza le normali della metrica di Weyl. (*)

Cid posto, dimostriamo che: I piani osculatori alle geodetiche
della nostra metrica di Weyl (**) in un punto arbitrario di S cor-
rispondono ai puntt della retta duale della normale della metrica

nella corrispondenza X (— —2—) ed inviluppano quindi in generale

~

(se ciod 8 non & rigata) um cono di terza classe ¢ cui tre piani
cuspidali passano per la normale della metrica e intersecano il piano
tangente ad S nelle tangenti di Segre (***).

Infatti, sostituendo nella prima delle equazioni (3) del § 81
il valore di X9,,du, 0%, tratto dall’equazione (3) delle geodetiche

(*) Le rette della seconda congruenza sono rette duali di quelle della
prima, corrispondono ciod ad esse in 2 (0).

(**) Che, si noti, 6 la pit generale metrica di Weyl su S che abbia
come curve minime le asintotiche di S,

(**%) Una parte di questa proposizione & gi4 stata provata, in coordinate
asintotiche, al Cap. IIT § 23 D.
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studiate si deduce che il piano osculatore ad una geodetica della

~

metrica & rappresentato da
(F3 + FyZa,.Du,) & + Dyt

© 16 (1)yuater del § 81 B mostrano che tal piano corrisponde in

3
py (— —?) al punto
Dx 4 F, . Za,.Du, . x

situato evidentemente sulla retta duale della normale della metrica.

C) Geodetiche formanti fascio.

In particolare, se la metrica & di Riemann, La,du, & un dif-
ferenziale esatto e alle sviluppabili della congruenza delle normals
della metrica corrisponde su S un sistema coniugalo ; o vale anche
il teorema inverso (Cap. III § 25 A). Sappiamo inoltre che (*),
la pit semplice di tali metriche intrinsecamente definita & quella
in cui

1 dJ
du, = — —
Zo,.du, 5 7
0 in coordinate normali

Za,.du, = 0.

La normale di questa metrica & la normale prosettiva di S.
Invece il caso particolare in cui vale la (4) & caratterizzato
geometricamente dal fatto che le geodetiche della metrica formano
un fascio. Viceversa dato su S un qualsiasi fascio, esiste su S una
e una sola metrica dv Weyl del tipo studiato (per cui ciod le asin-
totiche di S siano le curve minime) che ha le curve del fascio per

(*) se S non ¢ rigata.
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geodetiche. Si scelga infatti nel fascio un doppio sistema coniugato
(cio & evidentemente possibile in ! modi) e, in ogni punto = di
8 si costruisca la rétta r che congiunge i punti corrispondenti in

9
-

P (—-— -—3—) ai piani osculatori delle due curve del sistema coniu-
gato. La (5),, mostra subito che una ed una sola delle nostre
metriche di Weyl ha, per ogni posizione di «, la retta duale di
r come normale. Dal teorema di § 83 B si deduce che le curve
del sistema coniugato sono geodetiche di tale metrica. Per la
prima parte del teorema di § 83 A, tale metrica soddisfa alla
condizione (4); onde la seconda parte dello stesso teorema dimostra
che tutte le curve del fascio dato ne sono geodetiche. E simil-
mente si vede pure che non pud esistere altra metrica di Weyl
che soddisfi alla condizione dell’enunciato. Se ne deduce tosto il
teor. (Cfr. § 23).

Dato su S un qualsiast fascio di curve, i piani osculator: alle
curve del fascio in un punto qualunque di S inviluppano un cono
di terza classe che possiede ire piani cuspidali imlersecantisi in una
retta. Di pin sappiamo che i tre piani cuspidali del cono contengono
rispettivamente le tre tangents di Segre.

§ 84 — Le rette canoniche in coordinate generali. (¥)

1. La proposizione che chiude il § precedente permette di
ritrovare senza ulteriore calcolo i risultati trovati al Cap. III
§ 23 B, sulla posizione dei piani osculatori alle curve di Darboux
e di Segre. Basta osservare che esiste su 8 un fascio (**) che
comprende tutte le linee di Darboux e di Segre ed applicare la
proposizione citata. Ne segue senz’altro che esiste su S una
metrica di Weyl del ‘tipo studiato al § 83 di cui le linee di
Darboux e di Segre sono delle geodetiche particolari. (***) La nor-

(*) In questo § supponiamo che S non sia rigata (J + 0).

(**) Definito in coordinate asintotiche da Bdu3 + cydv® =0 con ¢ costante
arbitraria,

(***) Questa metrica soddisfa evidentemente la condizione (4) del § 83.
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male di tale metrica & evidentemente I’asse di S. Ne segue che
Passe di § & la retta base del fascio di piani rappresentato da
(5) § 83 appena si determini il sistema covariante o, in modo
che la (3) del § 83 abbia le linee di Darboux (*) come curve
integrali particolari. Ora la (3),, del § 80 C mostra che le curve

di Darboux soddisfano all’ equazione
F,2¢.Du, — 3%%,,du,0%u, = 0.

Confrontando con la (3) del § 83 A vediamo pertanto che 1’asse d¢
S ¢ la retla base del fascio di piani (ottenuto variando du, : du,)

1) dg — —;—th,.du, e (™

Conosciamo pertanto le equazioni in coordinate curvilinee
qualunque di due delle rette canoniche: la normale proiettiva e
I’asse. Per determinare le altre rette canoniche basta ricordare dal
Cap. III § 27 i valori (costanti) dei birapporti fra esse. Troviamo
cosi che la direttrice é la relta base del fascio

1 1dJ
(l)bil ds — 5 (Z<Pld“4+ ) _J_) ¢

e lo spigolo ¢é la reita base del fascio

1 1 dJ
(2 & — (T — 5 ) ¢

(*) Si potrebbe partire anche dalle linee di Segre.
(**) Per il significato invariante dell’asse se ne deduce tosto che la
forma differenziale lineare

3 dJ
ch‘ d'u{ + ? —J—

6 intrinseca ed “nvariante, come abbiamo gia enunciato al Cap. VI § 58 A.
Inoltre facendo uso della penultima nota a pié di pag. si conferma ii risultato

(Cap. VI.§ 60 A) che K = — % Zars §ps & la curvatura di F,.
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Come corollario si deduce che il fascio canonico interseca il piano
tangente lungo la tangente

3 DJ
(l)quater th; Du,; + - T =0,

2. E facile verificare questi risultati con calcolo diretto. A tale scopo
dimostriamo dapprima: In wno spostamento infinitesimo lungo una curva
asintotica di S valgono le formole (*)

-5 75+ %}anrdu,.) dz +- Az + Pz,
@)

o (1aF, 14 1
d‘ﬁ——(—s—'F—;—'g'J— +§zq’rdur)d§_AE+H§a

dove abbiamo posto
(2)bis Au; = }Jaf:, duy dus , AT =Zx; Aw; , AE=ZE; Au; .

Cominciamo coll’osservare che, muovendosi lungo un’ asintotica &€ (**) duDv —
— dv Du=0, sicché possiamo porre :

Du=2rdu, Dv=2rdv,
ossia

a1z Au 4 age dv = — eAV|4] du,

an du 4+ a2 do = ElVl_A—ldﬂ .
Se ne deduce

ms + A V4] as

an aie — e VIA‘

onde l=}/_e— ,

=—A—-2|4|=—|4| (N2 +¢)=0

(*) Si confronti con le formole (1) del § 79 valide se F, fo0.
(**) Cap. VI, § 56, (5) bis.
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3) Du; :V:dui, se Fa = 0. (%

Sostituendo nella (1) del Cap. VI § 57 si trova poi (**)

(3)his Fi=VeF,, so Fs=0.
Di pia
3 2
1 | en e du 8w
(Audo — dvd*u)? = — ==
: 4 aye a dv 3w
Saw du; dur, Zaip dug 8% up 0
= =0,
S dug B2ur  Saix 3 ug 3uy
essendo
Samdu; du,=Fs =0, 23andu; 3ur =dF2=20,
sicché

Pu=pdu, 3v=pdv-
Per calcolare p sostituiamo nella formola

dF 3 = Zarss dur dus duy du; + 33 arg duy dus 32 ug
onde

dF
IJ.Z%' Ts —_ —3—;—2(17‘:!1 dur du, du, du; 3
3 3

sicche si ottiene, ricordando la (1) del Cap. VI § 58,

oty — — —3 — g . —=0.
(3)ter 2%y = T T, s 5+ 3 Zp dur ) du; , se Fo=0

Ora dalle equazioni fondamentali si deduce subito che
Br=3z 3u. 4+ Az 4+ P.z,

@ E=3§, B%ur — AE 4 1. E,

o basta osservare la (3)wr per arrivare alle (1).
Osserviamo anche le formole (valide gualungue siano du, )

(*) Passando ad un’asintotica dell’ altro sistema, dobbiamo cambiare il
segno di Vs .

(**) La formola (3)vis si potrebbe dedurre anche dalla (4) del Cap. VI
§ 57.



500 CAPITOLO NONO (§ 84

(4) 23;kdu¢ Aup = — F;,
(4)bls EaihAu.- Auy = — —é—JF;

La (4) si dimostra subito. Infatti, per la (3) del Cap. VI § 57 e per la
(Qwts €

294 dus Auy, = 29y af, dui duy dus = — Z by dug du, dus .

La (4)uis diventa, sostituendovi i valori di Aw; ,

4eer Srs @ pgi Bttr s duy dutg = — -;— JF3 .

Per dimostrarla, ricordiamoci la dimostrazione della formola (9) del Cap. IV,
§ 59 D; vediamo subito che nello stesso modo come la formola citata si
pud anche dimostrare che

Zai,apq;-:" T 1P dug = —;— Zapst t DT dug = -lé. Barst” 18 Tamtt dug ,
<" essendo un sistema controvariante arbitrario. Scegliendo " — du, si ottiene
la (4)ter sotto 1'ipotesi J= —1 fatta I. c. Si passa poi immediatamente al
caso di J qualunque.

Se in particolare Fz = 0, sicché il punto dx sta su una tangente asin-
totica, la (4)nis dimostra che il punto Ax sta pure su una tangente asintotica,
che 8, per la (4) diversa dalla precedente. Cid posto, le (2) permettono di
rifare, in coordinate curvilinee gqualunque, il calcolo fatto al Cap. III § 26
per trovare lo spigolo.

Infatti posto (supponendo che Fg = 0)

(xdx)
t=—73—,

VF,

dalle (1) si trova subito

1 1 dJ (xAx)
dt_——3 (Eq)rdur—? - t+ =5
V',
sicché (Cap. I § 7 D) la polare del punto
1 1 dJ
— b, doty —
(6) dx 7y ( $r Aty 3 J) x

rispetto alla conica osculatrice dell’ asintotica su cui supponiamo muoverci é
la retta (xAx) che abbiamo visto essere la tangente all’ altra asintotica in .
Se ne deduce subito che 1’ espressione rappresenta la retta duale dello spigolo.
Lascio al lettore di fare un calcolo analogo per la direttrice.
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