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APPENDICE II1*

I fondamenti geometrici della teoria proiettiva
delle curve e delle superficie
p1 Exrico Bompran:

In un gruppo di lavori qui appresso elencati (*) ho cer-
cato di dare un fondamento geometrico diretto alla teoria proiet-
tiva delle curve e delle superficie (nello spazio ordinario).

(*) A = Corrispondenza puntuale fra due superficie e rappresentazione
conforme. Rendic. R. Accad. dei Lincei, s. V., vol. XXXII, 1923.

B - Noxioni di geometria proiettivo - differensiale relative ad wuna su-
perficte dello spazio ordinario. Ibidem, vol. XXXIII, 1924,

C - Costruzione di invariants protettivo-differenziali di wna super-
ficie. Ibidem s. VI, vol. IT, 1926.

D - Imvarianti prodettive di contatto fra curve piane. Ibidem, volu-
me III, 1926.

E - La geometria delle superficie considerate nello spaxio rigato. Ibidem,
vol. III, 1926 (2 Note).

F — Determinaxiont proiettivo - differenzials - relative ad wna superficie
dello spaxto ordinario. Atti R. Accad. Scienze di Torino, vol. LIX, 1924.

G - Le forme di Fubini nella teoria proiettiva delle superficie. Rendic.
Istituto Lombardo, vol. LVII, 1924,

H ~ Sulle geometria proiettivo - differenziale delle superficie. Rendic.
Semin. Matem. dell’ Universita di Roma, vol. II, 1923-24.

I — Sistem?i condugati e sistems assiali di linee sopra wune superficie
dello spaxio ordinario. Bollettino Unione Matem. Ital., a. III, 1924,
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Chi abbia letto il presente Trattato ha certo notato I’impor-
tanza che nello studio di tali enti assumono certe forme differen-
ziali (arco proiettivo delle curve piane o sghembe; eclemento
lineare proiettivo di Fusisi; etc) e come da esse dipenda la
costruzione di invarianti numerici (p. es. curvatura proiettiva delle
superficie) o geometrici (p. es. normale proiettiva di Fuemi) fon-
damentali per la teoria. L’introduzione di queste forme ha carattere
analitico ; la loro invarianza risulta da proprieta formali.

Se si confronta questa teoria con quella metrica delle curve
o delle superficie (considerate o nel gruppo dei movimenti o nel
gruppo delle applicabilitd) si scorge subito una diversita profonda
nel loro modo di sviluppo: ché infatti in quest’ultima le forme
differenziali che stanno a base della trattazione hanno un signi-
ficato geometrico immediato (che si riconduce in ogni caso all’in-
variante elementare « distanza di due punti» o «angolo di due
direzioni»): ed & proprio questo significato che ne suggerisce o
ne giustifica I’ uso.

K — Contributo alla geomnetria protettivo - differenxiale di una superficie.
Ibidem, a. III, 1924.

L - Sulla corrispondenza puntuale fra due superficic a puntc planari.
Ibidem, a. IV, 1925.

M — Per lo studio protettivo-differenziale delle singolariti. lbidem,
a. V, 1926,

N - Le forme elementari e la teoria protettiva delle superficie. Ibidem.
a. V, 1926.

O — DProprieta generalt della rappresentaxione puntuale fra duc super-
ficte. Annali di Matematica, s. IV, t. I, 1923-24,

P — Rappresentaxtone geodetico- proiettiva fra due superficie. Ibidem,
t. III, 1925-26.

Q - Sul contatto di duc curve sghembe. Memorie Accad. Scienze di Bo-
logna, s, VIII, t. III, 1925-26.

R - Corrispondenza fra wuna superficie e le sue parallele. Mathem.
Zeitschrift. Bd. 24, H. 2, 1925.

Questi Lavori saranno citati includendone la lettera d’ordine nel testo
fra []. [ richiami al vol. I del presente Trattato saranno fatti cosi:
[G. P. D. pag....].
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Non & cosi nella geometria proiettiva. E la differenza ha
origine da una difficoltd sostanziale che si presenta in questa
teoria e che conviene porre chiaramente in evidenza.

La domanda da esaminare & questa: quale pud essere il
significato proiettivo di una forma differenziale (del primo ordine)?

Sia data una varieta di elementi, « punti», individuati sulla
varietd stessa per mezzo di un sistema di coordinate essenziali
u; (¢! =1,..., n). Una forma differenziale (di qualsiasi grado e)
del 1° ordine in queste coordinate acquista un valore ben deter-
minato quando sia data un’n — upla di valori per le coordinate ;
(che in generale figurano nei coefficienti della forma) e un’z—pla
di valori per i loro differenziali du,. In termini geometrici, la
forma acquista un valore ben determinato quando sia dato un
punto P (u;) e un punto P’ (u; + du,) della nostra varietd. Se
la forma ¢ invariante rispetto a determinate trasformazioni, cioé
se essa ha un significato geometrico per la geometria della varieta
relativa ad un determinato gruppo, ci¢ vuol dire che & possibile
costruire un invariante (rispetto a quel gruppo) di due punti
infinitamente vicini P e P'.

Se il gruppo considerato ¢ quello metrico (fondamentale) la
distanza fornisce 1’invariante desiderato. Ma se il gruppo & quello
proiettivo la nostra esigenza sembra contrastare col fatto che I’in-
variante elementare (birapporto) di questo gruppo acquista un
senso solo per quattro (e non per due) elementi di una forma di
prima specie.

A sciogliere questa apparente contraddizione (in cui risiede
la difficoltd sopra accennata) intervengono alcuni invarianti proiet-
tivi infinitesimi di contatto (fra curve o superficie) che dipendono
effettivamente, per dirla in breve, da due soli elementi infinita-
mente vicini. Questi invarianti infinitesimi sono, a mio modo di
vedere, la chiave di volta per la ricostruzione geometrica di tutta
la teoria del Fusini; ma, anche prima di vedere che cosa precisa-
mente essi siano, & facile intendere ch’essi hanno una portata
che trascende di gran lunga questa teoria. K noto infatti che
tutt’i gruppi che hanno un reale interesse geometrico si lasciano
considerare come gruppi lineari (con certe varietd algebriche in-
varianti) : or bene, i nostri invarianti (birapporti) infinitesimi
forniscono per ciascuna di queste geometrie un metodo razionale



674 APPENDICE 1I.

per la costruzione delle forme differenziali invarianti che la carat-
terizzano (*).

Illustrerd la natura e I’ ufficio di questi invarianti infinitesimi
ricostruendo rapidamente la teoria delle curve e delle superficie.
Data I’importanza di queste, esporrd altri due metodi, non di
portata generale come il precedente, ma particolari a questi enti,
per ottenere le forme fondamentali di Fusixi, la curvatura proiet-
tiva, il fascio canonico etc.: il primo modella la teoria delle
applicabilita proiettive su quella delle ordinarie applicabilitd (in
senso metrico) sostituendo alle geodetiche un sistema doppiamente
infinito di curve proiettivamente invarianti della superficie; il
secondo studia la geometria della superficie come ente dello spazio
rigato e si giova della rappresentazione iperspaziale delle con-
gruenze delle tangenti asintotiche sulla quadrica di §;. E il
Lettore avra cosi occasione di riconoscere quale sia la feconditi e
la generalita delle ricerche di geometria iperspaziale, qui riassunte
nell’ Appendice III, che, come sopra ho accennato, sintetizzano,
per cosi dire, ogni ramo di geometria differenziale,

I. — Curve piane.
1. — Invariante di Segre.

Siano C e C due curve piane aventi in un punto O un
contatto di ordine =, intero (=1), e sia O punto ordinario per
esse.

Si consideri una trasversale prossima ad O la quale seghi
C, C e la tangente ¢ comune in O rispettiv. nei punti P, P, T
(prossimi ad O). Sia M un punto preso a piacere sulla trasversale
(diverso dai tre considerati) e si formi il birapporto D = (PP T M).

(*) 11 Fusini, mella sua idea primitiva, pensava al gruppo proiettivo am-
pliato ; e percid, abbandonati i punti e i birapporti si riferiva agli elementi
(di ordine elevato il minimo possibile) della varieta studiata: cioé nel caso
delle superficie ad «, y, #x, p, g, 7, s, ¢,....
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Si faccia ora tendere la trasversale (con una legge scelta a piacere)
a passare per O, con la sola condizione che la posizione limite
sia ¢, e pure con legge arbitraria si faccia variare M su di
essa, con la condizione che la posizione limite di M sulla posi-
zione limite della trasversale sia  O.

Si deve a C. Srere (*) il seguente risultato: il limite del
birapporto D ¢ un’ invariante proiettivo delle due curve considerate
i O: esso non dipende affatto dalle posizioni limiti della trasver-
sale e del punto M.

Se le equazioni delle due curve, riferite ad un qualsiasi
sistema di coordinate proiettive non omogenee avente origine in O
e la tangente ¢ come asse x sono

0 =a2Ba;2' (a,40), (1) y=22Za," (2,40

detto invariante vale a, | a,.

Questo invariante di Skere, come lo chiameremo, & dunque
un carattere proiettivo finifo relativo al contatto delle due curve;
esso vale 1 se le due curve hanno un contatto d’ordine superiore

al primo (»n >1).
2. — Invariante assoluto di un’ equazione di Laplace.

Di questo invariante di Seere vogliamo far subito an’appli-
cazione di cui ci gioveremo in seguito.
Data I’ equazione di Laplace (**)

02x dx ox
dude T @ gu T0 g, tew=0

& noto che n+ 1 soluzioni z; indipendenti di essa si possono interpre-

(*) Su aleunt punti singolari delle curve algebriche ete. Rend. Accad.
dei Lincei, s. V, vol. VI, 1897.

(**) Si veda p, es. la Memoria Sull’ equaxione di Laplace. Rendic. Circ.
Matem. di Palermo, t. XXXIV, 1912,
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tare come coordinate proiett. omog. di un punto (di uno 8,) che descri-
ve al variare di », v una superficie ® sulla quale le linee u (v =
= cost) e v(u = cost) costituiscono un doppio sistema coniugato.
Se da un punto P (x;) di ® si passa ai punti P! di coordinate x} =

= %—? +az, e P7' di coordinate ;' = %% + bx; questi punti

descrivono a lor volta due superficie ®! e &1 (trasformate di
Laplace di ®) sulle quali le linee u (dv=0) e v (du=0)
formano ancora doppi sistemi coniugati. Il piano tangente in P
a ® & osculatore alla linea » passante per P! su ®! e alla linea
v per P7' su ®': sicché in esso si pud considerare una conica
I't osculatrice in P! alla linea u e tangente in P~' alla linea v
e un’altra conica I'! osculatrice alla » per P! e tangente alla
u per Pi,

E pure noto che I’equazione di Laplace possiede due inva-
rianti relative

da ab
h=-5;+ab—c, k=%+ab——-c

e quindi un invariante assoluto h/k. Eccone il significato geo-
metrico [E]:

L’ invariante assoluto di wun’equazione di Laplace é proprio
U invariante di Segre (relativo a P! o a P~!) delle due coniche bi-
tangenti I'' e I, Se U equazione ha invarianti (relativi) wuguali le
due coniche coincidono e st ha 1l teorema di Koenigs,

3. — Invarianti di contatto fra curve piane [D].

Ritorniamo alla considerazione del birapporto D. L’equazione
della trasversale r sia

(2) z=oa()y+¢
variabile con ¢ in modo che oy =1lima (s) sia finito; ha fun-
e—>»0

zione a (che per semplicita si pud supporre analitica) caralterizza
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la ! di rette in cui varia r. Il punto M appartenente ad r
abbia coordinate =z,, y, (in generale funzioni di ¢); e sia

limM%0.
=30
11 calcolo effettivo di D == D, + D,s ++ Dyc% + ... fornisce

i seguenti risultati:

A. coxtaTTO DEL 1° ORDINE FRa C k C.

1. - LimD = ao/;l,:l: 1: tnvariante di Segre.
g—>»0
2. = It termne del 1° ordine in D dipende dalla posizione
limite di r (per ¢ —>»0), ma non da quella di M.
Esiste quindi una retta 1, proietiivamente invariante determinala

dagli intorni del 3° ordine di O su C e C per la quale ¢ D, =0.
Eccone una costruzione: si consideri wuna qualsiasi conica avente
un contatto del 3° ordine con € in O, ¢ una conica analoga per
C: lo rette che da O proiettano gli ulteriori punti d’ intersezione
delle due coniche sono divise armonicamente da t e da 1.

3. — Si consideri il punto di contatto R, di 7y con la curva
inviluppo delle rette r: si pud determinare wuna posizione
M;,=1mM su r, per la quale & D, =0, si faccia variare R,:

-0
le punteggiate descritte da R, ed M, (su r,) sono proiettive.

Sicche: Gli inforni del 4° ordine di O su C e su C determi-
nano sulla retta invariante ry una proiettivita (non involutoria, né
parabolica) : il punto unito O, O €& quindi un punto proseltivi-
mente invariante.

Il birapporto di O, O, e det due punti ove la loro retla r,

incontra le coniche osculatrici in O a C e a C é proprio U inva-
riante di Segre.

4. - Se si prendono come rette r quelle per O, ed M =0,
ogns termine dello sviluppo di D ¢é un invariante per collineazions ri-

spetto a C e a C.

Fusint e CecH, Lexioni di Geometria proisttivo-differenxiale 44
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B. CONTATTO D’ ORDINE INTERO > 1.

1. - L’invariante di Skere & = 1.

2. - Il termine principale di log D [infinitesimo di ordine
n—1 in e se il contatto & d’ordine n] & un’ invariante proiettivo
dipendente esclusivamente dagli intorni di ordine n+ 1 di O sulle

due curve C e C: contrariamente a quanto avveniva per il con-
tatto semplice, esso non dipende affatto dalle posizioni limiti di »
e di M.

" 8. — Procedendo come nel caso precedente (A, 2) si trova
una retta invarianfe determinata dagli intorni di ordine =» 4 2 di
O sulle due curve.

4. — Invarianti proiettivi di una curva piana [D].

Se O & un punto regolare, non sestattico, di una curva piana
C si consideri la conica I'? osculatrice in O e la cubica I'?) no-

data in O, a contatto 7-punto in O con C: posto C=1I? e suc-

cessivamente C'=T" il risultato indicato al n° precedente in B.
2. fornisce due invarianti infinitesimi di C dipendenti rispett. dagli
intorni di ordini 5 e 7 di O (e di gradi 3 e 5 in ¢), ciod due
forme differenziali del 1° ordine (nel difierenziale del parametro che
individua i punti della curva), o anche, integrando lungo C, due
invarianti inlegrali, Il primo <nvariante infinitesimo e il rapporto
(finito) di convenienti polenze dei due forniscono, a meno di fattori
numerici inessenziali, I’ arco proiettivo ¢ la curvatura proiet-
tiva, utilizzata da L. BerwaLp e G. Sanyia per la riduzione a
forma intrinseca ed invariante dell’equazione differenziale di una
curva piana.

La retta invariante, di cui in B.3., & la normale proiet-
tiva a C in O.

Si hanno cosi con sole considerazioni geometriche tutti gli ele-
menti occorrenti per lo studio di una curva piana (priva di singolarita).
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5. — Singolarita : punti di flesso [M].

Lo studio dei punti singolari & generalmente evitato nella
geometria proiettivo-differenziale, mentre esso & proprio di sua
pertinenza.

Studiare I’intorno di un dato ordine di un punte (singolare
o no) di una curva vuol dire assegnare elementi geometrici (punti,
rette, etc.) comuni a tutte le curve aventi in comune quell’ intorno.

Per il flesso si hanno questi risultati:

Se O ¢ flesso di una curva C, le cubicke, a contatto 5-punto
con C in O, dotate di cuspide hanno le tangenii cuspidali passonti
per uno stesso punto Oy della tangente in O : questo punto rappre-
senta U intorno del 4° ordine del flesso su C.

Le cubiche cuspidate aven!t contatto del 5° ordine con C in O
hanno le loro cuspidi sopra una relta wuscente da O : questa retla
(insteme con Q,) rappresenta Uintorno del 5° ordine di O su C.

V'é una cubica cuspidata avente contatto del 6° ordine con C
in O: la sua cuspide O, (sulla retta precedente) individua (con O,)
Uintorno del 6° ordine di O su C.

Vale certo la pena (anche in vista della teoria delle superficie)
di caratterizzare analogamente gli intorni di altri punti singolari.

II. — Curve sghembe.

1. — Invarianti di contatto.

La teoria (proiettiva) del contatto di due curve sghembe, ana-
loga a quella per le curve piane, non & stata fatta. C. Seere (*)
ha studiato il caso di due curve aventi in comune la tangente e
il piano osculatore in un punto: si trova in questo caso un nva-

(*) Sugle elementi curviliner che hanno comune la tangente e il piano
osculatore. Rendic. Acc. dei Lincei, s. V, vol. XXXIII, 1924.
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riante (di Segre) finito; ma questo risultato & prevedibile perché,

nell’ipotesi attuale e finché non si esce dagl’intorni del 2° ordine

delle due curve, si rimane sostanzialmente nel problema piano.
Nel caso generale del contatto di ordine #, intero =1, in O

delle due curve € e C il procedimento da seguire per la ricerca
degli invarianti di contatto & il seguente: Si seghino le due curve
C, C e la tangente comune ¢ con un piano prossimo ad O nei
punti P, P, T'; poi si proiettino questi punti da una retta I
per O e si consideri il birapporto D dei tre piani =, E, T cosi
ottenuti e di un 4° piano arbitrario o per 1.

Lo studio di D, cioé della sua dipendenza da o, I, s fornira
gli invarianti di contatto delle due curve.

P.es.: Se » =1, il limD quando » tende ad O non dipende
affatto da o, e non varia comunque vari 7 in un piano per ¢; ed
& precisamente uguale al birapporto di questo piano, del piano
principale (di Harpmex) relativo alle due curve in O, e dei loro
due piani osculatori [si ha quindi un fascio di birapporti!.

Se questi coincidono (& il caso trattato dal Seere) I’invariante
precedente conserva ancora senso, ma non dipende piu affatto dalla
retta ! ed & nguale all’invariante di Skere relativo alle proiezioni
delle due curve da un punto qualunque sul piano osculatore
comune.

Ulteriori ricerche avranno certo interesse. Il fatto che si
ottenga un fascio di birapporti (ciod due essenziali) in relazione
ad ogni intorno di O sulle due curve dipende dall’altro (e serve
a precisarlo in modo proiettivo) che 1’aumento di un’unitd nel
loro ordine di contatto equivale a due condizioni indipendenti.

2. - Piano, retta e punto principali [Q].

Indipendentemente dalla ricerca precedente, possiamo subito
introdurre due nuovi tnvarianti geometrici relativi a due curve a
contatto d’ordine » in O.

Haverey ha scoperto il piano principale luogo di un punto
tale che i coni proiettanti da esso le due curve abbiano un con-
tatto d’ordine » -+ 1 lungo la generatrice per O,
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Analogamente si prova che: esistono in detto piano una retta
principale ¢ un punto principale tali che ¢ coni proiettanti le
due curve da un punto della retta o dal punto principale hanno
lungo la generatrice per O wun contatto d’ ordine n -+ 2 o risp,

n + 3.

3. — Invarianti proiettivi di una curva sghemba [Q].

Si associ al punto O di C la cubica sghemba osculatrice I'3.
Con essa e con le quadriche a contatto 7-punto in O con C (pas-
santi inoltre per il punto di Sannia) si ottiene un ben determinato
"sistema di riferimento (tetraedro fondamentale e punto unita).
L’arco proiettivo di C si ottiene da quello di una sua proie-
zione piana (p. es. sul piano osculatore) ; la conoscenza del punto
principale relativo a C e a I3 in O equivale alla conoscenza delle
due curvature proiettive (di Sanxia).

Sicché anche in questo caso, come per le curve piane, si
sono trovati in modo geometrico diretto tutti gli elementi fonda-
mentali della teoria.

III. — Superficie. - Le forme fondamentali.

A. METODO DEGLI INVARIANTI INFINITESIMI.

1. - Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie.

Una sistemazione organica della teoria delle superficie deve
fondarsi, come quella delle curve, sulla teoria del contatto di due
superficie, cio® sulla determinazione degli invarianti proiettivi,
finiti e infinitesimi, di contatto. La ricerca offre qui molto maggior
varieta che nel caso delle curve, per le varie circostanze che pos-
sono presentare le due superficie anche quando sia fissato il loro
ordine di contatto.
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Ma qui, in vista del particolare risultato che si vuol rag-
giungere (ricostruzione geometrica delle forme invarianti di Fusmsi)
basterd occuparsi- di un caso particolare della teoria stessa (cor-
rispondente a quanto si ¢ fatto per le curve piane in I-4).

2. — I’ elemento lineare proiettivo di una superficie [F].

Considero una superficie s non rigata e un suo punto O
generico (ciod tale che nessuna delle tangenti asintotiche sia a
contatto pitt che tripunto con o). Quando occorrerd, mi servird
della rappresentazione parametrica 2; (», v) in cui le linee u (dv= 0)
e v (du = 0) rappresentino le asintotiche e le x; siano le coordi-
nate normali di Fuemvt soddisfacenti al sistema [G. P. D., pagi-
ne 89-90]

Ly = a—lgiup—l Z, "‘l“ @x,. + nay
(4)
_ 0log By .
Ty = av xv+7a’u'{ v .

Questa scelta & fatta al solo scopo di rendere piu brevi i
calcoli, ma non & affatto necessaria: essa, com’® noto, dipende
dalla normalizzazione delle forme fondamentali, che noi ritrove-
remo in modo affatto indipendente; sicch® anzi le nostre costruzion:
geometriche danno un procedimenio diretio per raggiungere tale nor-
malizzazione (delle forme e delle coordinate prosettive).

Si consideri la quadrica @ di Lz [G. P. D., pag. 131] re-
lativa ad O. Sia r upa retta prossima ad O che seghi o, @ e il
piano t tangente in G a o rispettivamente nei punti 0’y Oy, T
prossimi ad O; e sia M un punto preso a piacere su r diverso
dai precedenti. Come varia il birapporto D = (0', Oo, T, M) al
variare di » e di M (su »)? Se O' tende ad O sopra una curva
non tangente ad una asintotica in O si ha:

a. limD =1 (& "analogo dell’invariante di Skere), indipen-
0-»0
dentemente dalle posizioni limit; della retia v e del punto M.



APPENDICE II. 683

B. Il termine principale di log D (invariante proiettivo in-
finitesimo) é indipendente dalle posizioni limiti (per O'—»0) di x
e di M e dipende soltanto dalla tangente in O alla curva sulla
quale O' tende ad O; esso vale

1 Bdud + ydo?
3 du dv

(ove du/dv da la tangente considerata), cioé fornisce un significato
immediato dell’ elemento lineare proiettivo di Fubini (¥).
7. Se O tende ad O sopra un’asintotica limD = 2/3 per
0—»0
la quadrica di Liz; mentre & =1 se ad essa si sostituisce una
quadrica avente (per generatrici le tangenti asintotiche in O e)

contatto del 3° ordine con I’asintotica.

3. — Le due forme normali di Fubini [F].

Pure con un birapporto infinitesimo si lascia esprimere la
forma normale quadratica di Fusiy1

Si consideri una qualsiasi curva di o uscente da O in dire-
zione du/dv e da un suo punto 0" si conducano le asintotiche
che taglieranno quelle per O in due punti O] e 0;; della loro
congiungente si considerino i punti ¢’ e €' d’intersezione con
la quadrica di Lie e il birapporto D' = (0{C" C"' 0;).

1l termine principale del birapporto D' quando O’ —=» 0 é un
invariante provetitvo infinitesimo che dipende solo dalla tangente in
O alla curva descritta da O e wvale

Bydudv

tolr—-l

ctoé (a meno di un fatlore numerico) fornisce il significato geome-
trico della forma quadratica normale di Fubini, @, = 2 7 dudv.

(*) Il Terracing, in una Nota Lincea in corso di stampa (1926,) ne da
la seguente interpretazione : lo due tangenti asintotiche in O e quelle in O°
segano la retta comune ai loro piani in 4 punti; uno dei loro birapporti ha
per termine principale, quando O"—» O, 4/9 del quadrato dell’ clemento
lineare proiettivo.
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II risultato vale, con un semplice cambiamento del fattore
numerico, quando invece della quadrica di Lie si prenda una
qualsiasi quadrica contenente le tangenti asintotiche di o in O.
In particolare, se la quadrica si spezza si ha il seguente risultato
espressivo :

Se da un punto generico (non appartenente a t!) si proieltano
sul piano tangente © le corde O00] ed 00, di o, il termine princi-
pale del birapporto di queste due rette e delle tangenti asintotiche

in O vale %B'{du dv  (qualunque sia il centro di protezione).

Questa semplicissima costruzione fornisce quindi direttamente
la forma normale ¢, e, insieme con la precedente, la forma cubica
normale ¢, = 287 (Bdu® + ydv3) : ed & proprio questa semplicita
che da ragione dell’importanza e dell’opportunitd della normaliz-
zazione raggiunta dal Fusivi per via analitica !

4. ~ Le prime forme elementari [N].

Chiamo cosi le forme monomie

du? dv?

g PR 1 du
la cui invarianza si dimostra subito sottoponendo le (1) ad una
qualunque delle operazioni che non mutano la superficie s e le
linee parametriche (asintotiche) su di essa. La considerazione di
queste forme elementari & forse piu vantaggiosa di quelle normali
del Fusmvi: anche il loro significato geometrico & piu semplice.
Esso si ottiene pure da birapporti infinitesimi (nei quali non inter-

viene la quadrica di Lig).

Si consideri un arco di curva 00’ (di o) uscente da O (w, v)
in direzione du/dv e il punto d’ interseziome O; dell’ asinlotica u
uscente da O e dell’ asintotica v wuscente da O': se T & il punio
ove la O;0" sega il piano tangente in O ed M é un punto qual-
siast di questa retta, il termine principale del birapporto (070'T M)
du®
(TV— )
analogamenle si ha Ualtra forma elementare considerando invece

al tendere di O ad O (purché M non tenda ad O) vale ——(1;— B
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di 07 i punto O, tniersezione dell’ asintotica v per Q con I asinto-
tica u per O,

La somma e il prodotio (der termint principali) di questt due
birapportt danno senz’altro U clemento lineare proiettivo di Fubini
e la forma quadratica mormale (a meno di fattori numerici).

Il prodotto di una delle due forme elementari per il qua-
drato dell’altra fornisce i due invarianti, dipendenti ciascuno da
un solo differenziale

d,s% = B2ydu?, dys® = B> dod:

& conveniente assumere d;s e d,s (determinati a meno di una
radice cubica dell’unitd) come elementi d’arco proiettivi delle
asintotiche in O.

Consideriamo ora il reticolato delle linee asintotiche su s e
in particolare una maglia di esso, definita dai vertici O (u, v),
(v + du, v), (u, v+ dv), (v -+ du, v 4 dv). La differenza fra gli
archi proiettivi di due lati opposti della maglia, p. es. di quelli
situati su asintotiche u (dv = 0) & I’invariante infinitesimo

1 dlogB*y , = dydys
T e P dys

sicche :

Le linee di Segre sono le diagonali di un reticolato di asinto-
tiche 1 cui lati contigui (infinitesimi) hanno archi proiettivi uguali
(per le linee di Darboux, che costituiscono U altro sistema di lince
diagonali, ¢ lati contigur sono uguali e di segno opposto). Le linee
canoniche sono diagonali di un reticolato di asintoliche in cut in
ognt maglia le differenze degli archi proiettivi delle coppie di lati
opposti sono uguali (e di segno opposto, per le linee coniugate a
quelle canoniche).

o 318\ B dud

Anche del rapporto (@) =
molto semplice: esso & il lermine principale del birapporto dei
punts 07 0}, del punto ove questa retta inconlra il piano tangente
e di un quarto punto arbitrario su di essa (non tendente ad O
con 0').

puo darsi un significato
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Dal prodotto dei birapporti che definiscono ¢, = 28ydudv e
p.- es. Bdu?/dv si ha il significato di d;s® (indipendente dalla
curva scelta a definire quei birapporti).

5. — Alcuni elementi geometrici.

La conoscenza delle forme e, quindi, delle coordinate normali
equivale geometricamente a fissare un tetraedro di riferimento rela-
tivo al punto O i cui vertici sono i punti =, z,,, ,, v, che indichero

.con O, Oy, Oy, Oy. Comunque si vari il fattore di proporzionalitd
delle w;, cioé si assumano in loro vece le y, =pa; con p(w, v)$0
nel campo che si considera, i punti analoghi ad O,, O, descrivono
le due tangenti asintotiche uscenti da O, mentre la retta 00; o
sempre la polare reciproca di O, O, rispetto alla quadrica di Lig,
Q@ (precisamente: i lati 0,0, e 0O, del tetraedro sono fissati
appena si assegnino i valori di p,/p e di p,/p, ciog il dlogp;
per fissare O, bisogna assegnare p). Se le x sono coordinate nor-
mali di Fusmi, il lato 00, ¢ la normule proiettiva di Fusivt. Essa
¢ stata definita geometricamente in vari modi. Il seguente @&
dovato al Terracist (*). K noto che esistono infinite omogratie
trasformanti la ¢ in una o’ avente un contatto del 3° ordine con
6 in O (e tali che ciascuna tangente asintotica in O abbia per
corrispondente s& stessa). Ogni tale omografia conserva anche
Pintorno del 4° ordine di s per una quaterna di direzioni di o
uscenti da O. Ad ogni retta uscente da O, considerata come retta
unita in tali omografie corrisponde (in due modi diversi) un fascio
di quaterne (associate) come le precedenti.

Se le quaterne. associate ad una retta per O sono apolari alla
terna di Segre (e percid basta che lo sia una) quella rettu & la nor-
male protettiva.

Un’altra costruzione della normale proiettiva, data di recente

(*) Sul significato geometrico della normale proicttira. Rend. Acc. dei
Lincei, s. VI, vol. 1II, 1926.
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dal Fusixt (**) la ricollega alla considerazione delle quadriche di
Lie relative ad O e ai punti infinitamente vicini sulle asintotiche
per O.

Passo a caratterizzare [B] il vertice O; del tetraedro fonda-
mentale, Si considerino le due rigate costituite dalle normali
proiettive uscenti dai punti delle due asintotiche per O. Il piano
tangente ad una di esse in O tocca l’altra in un punto C (%0)
della normale ; sia M 1’ ulteriore punto d’incontro di questa nor-
male con Q: il wveriice O5 € il quarto armorico dopo O, C, M.

La quadrica @ di Lir (osculatrice lungo la generatrice per O
ad una qualsiasi delle rigate delle tangenti asintotiche di un
sistema uscenti dai punti dell’asintotica dell’altro sistema passante
per 0) & un elemento essenziale nella determinazione sia degli
invarianti infinitesimi (forme fondamentali) sia degli altri elementi
geometrici (tetraedro relativo ad O). II seguente teorema [B] da
una proprietd dei singoli punti di essa:

Lu quadricy di Lie € il luogo dev punti singolari delle rete di
complesst determinata dalla corgruenza lineare speciule osculatrice
in O ad una delle asinlotiche e dal complesso lincare osculatore alla
rigata delle tangents asintotiche dell’ allro sistema nct punti dell’ a-
sintotica considerata,

Ancora da essa si pud far dipendere [B] la determinazione
delle terne di DarBoux e di Srere e delle due direttrici di Wirc-
zyxskl; per queste si ha il teorema [K]:

Si considerino © 4 punti (% O) in cui Q tocca il proprio invi-
luppo e i@ due lati, reciproci rispctto a Q, del quadrangolo (di De-
moulin) dt essi determinato; le due relte appoggicte ad essi, una
per O Ualtra nel piano tangenie wi ¢, sono le direttrici di Wile-
zynsks.

Altri elementi geometrici atti a caratterizzare i successivi
intorni di un punto O della superficie si troveranno applicando
p. es. le considerazioni fatte in I. 5 alle sezioni di & con piani
passanti per una tangente asintotica: ma una ricerca in tal senso
non & ancora compiuta.

(**) Nuova trattaxione elementare dei fondamenti efe. Rend, Istit. Lom-
bardo, vol. LIX, 1926.
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B, METODO DEI SISTEMI ASSIALI
1. — Definizione dei sistemi assiali.

All’ esposizione di questo metodo occorre premettere la defi-
nizione di sistema assiale di curve sopra una superficie [4, O].
Per ogni punto O di o si dia una retta (non contenuta in t); i
piani osculatori alle curve del sistema passanti per O contengono
la retta. Il sistema assiale si dird associato alla congruenza delle
rette date (assi).

Dualmente, a partire da una congruenza di rette contenute
nei piani © (ma non passanti per i relativi punti O di o), si pos-
sono definire i sistemi radiali (in corrispondenza alle due
interpretazioni della retta-asse e della retta-raggio).

Se le rette delle due congruenze di un sistema assiale e di
un sistema radiale una passante per O, I’altra contenuta in r,
sono polari rispetto a @ i due sistemi si diranno polari [G].

Ad ogni forma lineare 1g;=1(h;du — hydv) [ove ! & un

fattore numerico, ed &, e h, sono funzioni di u e v] ¢ associato
un sistema assiale definito da

B (dud?v — dvd%u) = — B (Bdud® — 1dv3) + @, (b, du — hydv)
e un sistema radiale (polare del precedente) definito da
By (duc?v—dvd?u)=B7 (Bdud — 1dv®) + @yl (hydu— h,dv)

ove O indica differenziali controvarianti costruiti rispetlo a o, =
= 2Bydudv [il fattore By & posto soltanto per dare a ciascun
termine carattere invariantivo].

L’importanza di questi sistemi per la teoria delle superficie

e delle loro corrispondenze apparira in seguito.

2. — Un invariante fondamentale. Curve anarmoniche.

Un secondo metodo [G] per la ricostruzione delle forme nor-
mali del Fusist & basato sulla conoscenza di un sistema o? di
curve di s invarianti per applicabilitd proiettive. L’ordinaria
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teoria dell’ applicabilitah si serve appunto del sistema oc? delle
geodetiche : ma mentre in questo caso il dato fondamentale ¢ il
ds® di significato noto, nel caso proiettivo & proprio la conoscenza
di una forma (p. es. quadratica) che ci manca e che anzi vogliamo
ricostruire. £ insomma la stessa difficolta segnalata fin dal prin-
cipio e che si ripresenta sotto altra forma.

A risolverla ci gioviamo qui del fatto che una direzione di s
uscente da un suo punto O possiede un invariante proiettivo. Tale
¢ infatti Pinvariante assoluto della quaterna di rette costitnita dalle
tre tangenti di Darroux e dalla direzione du/dv in O. Questc
invariante finito, del 1° ordine, vale, a meno di un fattore nume-
rico inessenziale I == g3/ cpg/z; e I’analogo, quando alle tangenti
di Darsoux si sostituiscano quelle di Skere & I' = ¢;/¢3°. Di
questi due invarianty finiti del 1° crdine s1 conosce dungue il signi-
ficato geometrico.

Chiamo curve anarmoniche quelle per le quali I = co-
stante. La loro equazione differenziale é
By (dwd?v — dvdiu) = —31— 9% (N

P3

2 o R2w
=1 (_6105:@’1 alu——————alot;’?j3 ! dv)(pz.

3 ou

I prani cuspidali del cono inviluppato dai piani osculatori «lle
curve anarmoniche in O passano per la relta di Segre relutiva ad O
(ciod per la retta, trovata da C/ECH, per cui passano i piani oscu-
latori alle curve di Secre in O).

3. — Le forme di Fubini [G].

Insieme ad I & naturalmente invariante dlog completamente
definito appena si dia un elemento del 2° ordine di una curva O;
si ha

3¢ 39
dlogl = — T2 By (dvd2u — dudv 3,
° P3- P2 B )+ Y3
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Da questo invariante differenziale del 2° ordine si ricava un
invariante del 1° ordine quando si calcoli per le curve di un
sistema o? proiettivamente definito su o (sostituendo ai &% in
dlogI i loro valori tratti dall’equazione differenziale del sistema).

Tale & p. es. il sistema assiale associato alla congruenza delle
refte di Segre (ritrovate or ora proprio in relazione ad I); indi-
cando con d,logl il valore di dlogI calcolato per una di queste
curve si ha

d,log I® = ¢, /¢,

che da il significato geometrico dell’ elemento lineare protettivo di
Fubini. Ma di piw

d,log I3 12 dsl'ogIz/3 3
[T—} = Puy [——IIT_] = %3

cioé la considerazione degli invarianti geomelrici I ed I' e del sistemu
assiale associato alla  ongruenza delle rette di Segre (pure definito
in modo geometrico, indipendentemenie da qualsiasi considerazione
analitica) formisce diretamente sia U elemenio lineare proiettivo di
Fubini sia le sue forme mormali. E 1 opportunitd della scelta di
esso risulta di nuovo messa in luce dalla semplicita e naturalezza
del loro significato.

4. — Altre forme invarianti del 1° ordine.

Con lo stesso metodo pud ottenersi il significato di altre
forme invarianti. Accenniamo brevemente ad alcune [G].

o) Sulle geodetiche di ¢, & d,logl =873/ p; e similmente
per d,logI'; sicché calcolando dlogl sopra un elemento di 2° or-
dine di una qualsiasi curva e sulla geodetica di ¢, tangente si ha

(&_)2 . (d —dy) IOEI_
[ (@ —dy)log I’

invariante finito del 1° ordine (e non del 2° come poteva atten-
dersi).
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B) Data la forma lg,=1(hjdu — hydv) ciod un sislema
assiale e il sistema radiale polure, si considerino i piani osculatori
in O (u, v} alle curve di questi sistemi in direzione d, il piano
normale (contenente la normale pr.) per d e il piano t tangente

in O a o: il birapporto di questt piani € U invariante finito del
I° ordine ¢, .17g,[ps. Troveremo in seguito il significato di Ig;.

1V. — Invarianti delle curve sopra una superficie.

1. — Curvatura proiettiva.

Data una curva C di o uscente da un suo punto O le due
forme normali, o 1’elemento lineare proiettivo, ne costituiscono
invarianti differenziali (infinitesimi) del 1° ordine [e con essi si
pud formare un invariante finito].

Vogliamo procurarci ora invarianti del 2° e del 3° ordine
(ciog dipendenti dai differenziali 2' e 38' di » e v) che diremo
curvatura e torsione proiettiva (della curva in 0).

Sara comodo porre ds?= ¢, ed indicare con &*u, &%v
i differenziali controvarianti rispetto a ¢,.

Si consideri [F] la tangente ¢ in O a € e la proiezione sul
piano tangente t, fatta da un punto della normale proiettiva, di
una corda OO0’ di C, e infine il birapporto D di queste due rette
e delle due tangenti asintotiche.

La parte principale del logD per O'—>0 su C ¢

PO

By (du d%v — dvdw) +_1_ﬂ
Pe 2 9

ove @, =2 B (Bdud —1dv3); questo invariante proietltivo infinitesimo,
diviso per ds, fornisce un’ invariante finito di C (curvatura proiet-
tiva).

Proprieta caratteristica dei sistemi ussialt di curve su 6 € che
la curvatura proiettiva é una funzione lineare det parametrs du/ds,
dv/ds della direzione che si considera uscente da O.

La curvatura asintotica di Fusint di Cin O & By (dud% —
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— dvdtu) /ds®. Il suo significato geometrico, facilmente ricava-
bile dal precedente, ¢ questo:

Su C e sulla geodetica di ¢, tangente a C in O st prendano
i punti Q' ed Q" e st protettino le corde 00" ed 00" da un
punlo della mormale protettiva sul piano tangente : il log, del birap-
porto di queste due proiezioni e delle due tangenti asintotiche in O,
diviso per ds, ha per limite, quando Q" ed 0" ->» 0, la curvature
asinlotica di C in O.

2. — Curvatura relativa di due curve.

Piu in generale [(] date due curve tangenti in O, in dire-
zione d, si consideri in O° =0 + dO il log. del birapporto delle
tangenti alle due curve e delle tangenti asintotiche. Il suo ter-
mine principale ¢ 1’ invariante infinitesimo

(dud?v — dvd?u)y — (dud?v — dvd?u),
dudv

(ove gli indici 1 e 2 a numeratori stanno a distinguere gli ele-
menti relativi alle due curve)., Questo invariante infinitesimo,
diviso per ds=}2Bydudv, puo dirsi curvatura proiettiva
relativa delle due curve in O.

Se una di esse & l’estremale di ¢, tangente all’altra si ha
proprio la curvatura asintotica di FusixI.

Si hanno inoltre i teoremi [G]:

L’ tnvariante ‘infinitesimo precedente relativo ad wuna curve
assiale e alla curva ad essa tangente del sistema radiale polare non
dipende affatto dalla scelta di questi sistemi (cioé dalla forma lg,
o dalla congruenza che Ui definisce) ¢ vale 2¢5/®,; e si ha qui
un nuovo mezzo per definire 1’elemento lineare proiettivo di
Fupixi.

L’ invariante infinitesimo relativo ad una curva di un sistema
assiale 1w O e alla curva, twi tangente, del sistema assiale associato
alla  congruenza delle normali proicttive wvale precisamente 21g,
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(forma che serve a defininire il primo sistema assiale). Si ha cosi
il significato dell’snvariante integrale 1 / g1 lungo una curva di o.
Altri risultati in [G].

3. — Le forme elementari e gli invarianti di curvatura [N].

La ricerca di un invariante di curvatura di una curva C
equivale in sostanza a determinare una scelta intrinseca dei dif-
ferenziali secondi sulla curva stessa. Nelle formole precedenti i
differenziali secondi &> sono appunto controvarianti rispetto alla
forma quadratica ds® = 2Bqdudv. Ma noi abbiamo in realtd due
forme invarianti indipendenti, p. es. le due forme normali di
Fusixi, o se si vuole le due forme elementari. Sicché appare piu
giustificato procedere in modo che tutt’e due queste forme gio-
chino nella formazione dell’ invariante cercato.

E si potra procedere cosi: Si prendano su € due archi (infi-
tesimi) OO e 0" 0" con la condizione che una delle forme ele-
mentari o una loro funzione assuma per essi lo stesso valore: si
determini poi la variazione subita dall’altra forma, o da un’altra
funzione delle due forme, per la sostituzione dell’arco O' Q"
all’arco O' O; questa variazione &, data la sua definizione, un
invariante (infinitesimo) di curvatura (da cui si passa subito ad
un invariante finito).

Per esemplificare si considerino le due funzioni delle forme
elementari

dys dys 1 dv
2 — = = — o —_—
ds? = 2B7dudv, e s ovv, log(dls) 3 logy /B - log T

Se si pone la condizione che OO0 e 00" abbiamo lo stesso
ds la variazione & subita da d,s/d;s per il passaggio da OO
ad O'0" & definita da

8 dys\ 2 du dv dud’v — dvd?u
2108 () = 5 (1 g —t ) + 260 -

Fusint e CrcH, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxials. 45
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dlog By®
ou '
variantt rispetto a @, .
Se invece & dys/dys che si assume costante sugli archi
00" ed 0’0" la variazione A subita dal ds della curva C in
questo passaggio & definita da

2
ove ¢, = $y = é% e 82 sono i differenziali contro-

Ads dul?v 4 dvA2u

1 du dv
2 Gw = (b T h ) FE x

ove

1 dlogB/x 1 ology/B
20, o d2q L. 2. A2, — 2 2
A%y = d®u 3 Bu du?; A%v dv+3 P av?,

Mentre la condizione d’invarianza nel 1° caso & dud?v +dvd2u =0
(che in fondo equivale al Lemma di Riccr) nel 2° caso & invece
dul?v — dvA%2u = 0; ma, & bene ripeterlo, la scelta dell’una
o dell’altra condizione & in nostro arbitrio.

4. - Metodo generale per la costruzione di invarianti.
Trasporto proiettivo [ C].

Oltre ai metodi precedenti per la costruzione di invarianti
differenziali del 2° ordine v’é un melodo di portata pitt generale
(in quanto pud applicarsi anche a problemi diversi dall’ attuale)
fondato sulle osservazioni seguenti.

Sia dato un problema di variazione relativo all’ integrale

- f flu, v, V)du = f ds e una forma quadratica in du, dv definita

anche a meno d’un fattore (ciod un’equazione quadratica nei dif-
terenziali dw, dv). In un punto O (u, v) si consideri una dire-
zione d (du/dv) e un’altra direzione & (du/3v). Si pud definire
come parallela a & in 0" = O + d O in rapporto al problema di
variazione assegnato quella direzione uscente da O per la quale

il (log. del) birapporto di essa, della estremale di fds per 00 ¢

~

delle due direzioni che annullano la forma quadratica (in O') &
uguale al (log. del) birapporto delle analoghe direzioni in O.
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Come si vede se il ds & il solito elemento lineare della geo-
metria riemanniana e se I’equazione quadratica in du/dv & proprio
ds?= 0 si ha senz’altro il trasporto parallelo di Levi-Crvira.
Ma in molti casi, come appunto nella teoria proiettiva delle su-
perficie, pud essere necessario distinguere il problema di varia-
zione, ciod lasciar libera la scelta della funzione f, dalla scelta
dell’equazione quadratica; si ottiene cosi da due diversi punti di
vista una maggior generalita: e nella scelta di f e nell’indeter-
minazione del fattore della forma quadratica.

Mettiamoci nel caso della geometria proiettivo-differenziale.
Data o risulta definito (senza alcuna normalizzazione) U elemento
lineare proietiivo di Fusini (anche per le superficie rigate, finora
escluse)

_ Bdwd 4 qdv?
ds = du dv

e cosi pure |’ egquazione quadratica duY dv=0 che rappresenta in
ogni punto le tangenti asintotiche (mentre @, e ¢, esigono una
normalizzazione).

Si possono percid applicare le considerazioni precedenti alle
pungcodetiche [estremali di f (Bdu?® + 1dvd) /dudv] e a dudv=0;

e quindi si pud definire il trasporto proiettivo di una direzione
&1=§—:, &y = -Zg (v. le formole relative in [C]). E chiaro che,
definito questo trasporto (ripetiamolo: indipendente da ogni nor-
malizzazione) si pud servirsene per la costruzione di invarianti
proiettivi.

Cosi p. es. data una curva uscente da O in direzione d, se
si fa il trasporto proiettivo di d =& secondo d cioé se si costrui-
sce in 0" = 0 -+ d0 la tangente alla pangeodetica uscente da O
in direzione d, il log. del birapporto di questa, della tangente
in 0" alla curva e delle tangenti asintotiche (in O’) diviso per
il ds da un invariante di 2° ordine relativo alla curva (che pud
dirsi curvatura pangeodetica) espressa da [C]:
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¢ w 29— 2
gp(\duﬁ;J dv 0 u) +_‘1_((pldu—4)~:dv) ":i -
: 3

__1. (p b du’ __Tq, dvz) ﬁ
2 Yo 1 (Pg

ove 02 indica di nuovo differenziali secondi controvarianti rispetto
a @, [ma va qui ripetuto che il servirsi nella scrittura, per bre-
vitd, delle forme normali ¢, e @3 mon implica affatto la loro

0logpy® _ ologpB*y
au b) q)Z’_ v ¢

Quanto s’¢ detto per 1’elemento lineare proiettivo pud ripe-

conoscenza] ¢ ¢, =

3
tersi per i problemi relativi a 8[]@5: 0 ca 8/]/% =0
quando si sia trovato, come in III 4 o in III B, il significato
di @, e di ¢5; e cosi pure per le estremali delle forme elementari.

5. — La torsione proiettiva. — Sezioni piane.

Per definire un invariante del 3° ordine di C procediamo
cosi. Si consideri un punto O’ prossimo ad O su € e un punto
0" sulla sezione piana osculatrice in O a C, e si proiettino, da
un punto della normale proiettiva su t, le due corde OO ed
00". Se O ed 0" tendono insieme ad O il log. del birapporio
delle due proiezioni e delle tangenti asintotiche in O (cioé
U angolo infinitesimo proiettivo delle due proieziont), diviso per
ds (=Y 2Bydudv) ¢ un invariante del 3° ordine di C che si dira
torsione proiettiva ; csso vale: S/ds® ove

8 =By (du83v-——d1;83u)<pg———;—B‘((duﬁzv—dvazu) ?3 +

| - . -
+ 3B (Bdu?d®u — ydv®3%v) ‘Pz__[(?a'{’s‘l‘ boPz — Patps
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- 3 . dlogpy\  , 3 . OlogB*\ .,
¢z~("+—2'ﬁ—av— du —(”“L?‘T)d”

- alogB+® ,0log 2y
. 2 4 a2 4
s = B2q ™ du B . dvl,

Un altro modo per giungere ad un invariante differenziale
del 3° ordine, non essenzialmente diverso dal precedente, & questo:
La distanza protettiva di Q" dal piano osculatore tn O, guando si

prenda come assoluto la quadrica di Lie, divisa per ds32/Y3, &
1

Vinvariante S/@534. Il rapporto fra gli ultimi due invarianti
da un nuovo significato geometrico dell’invariante finito (del 1°
ordine) ¢/ ¢S,

Si notera che la (prima) curvatura proiettiva & invariante per
applicabilita proiettive di s (quindi anche per collineazioni) mentre
la torsione proiettiva & invariante solo per collineazioni. Cid & in
completo accordo col fatto (e serve a chiarirlo) che le applica-
bilitd proiettive operano su 6 come collineazioni fino all’intorno
del 2% ordine di un punto generico, ma non fino al 3°.

L’ equazione S =0 ¢ U equazione differenziale (intrinseca, cioé
espressa con solt elementsi relativi a o) delle sezioni p'ane di o.

6. — La terza forma fondamentale di Fubini.

-~

Chiamiamo cosi la forma normale quadratica di Fubini che
uguagliata a zero fornisce le linee di curvatura proiettive di o:

ov

2 o2
c du? —¢,dv? = (n + 8 dlog By )du2 — (v + *{iog—f—{—)dvz.
Ebbene [F]:
1l valore della terza forma fondamentole, relativo ad un punto
e ad una direzione, si otliene moltiplicando per ds* la torsione proiet-

tiva della linea assiale, associata alla congruenza delle normali proiet-
tive (III B, 1 per 1=0) che esce dal punto nella direzione assegnata.
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V. — Invarianti proiettivi di una superficie.
1. — Osservazioni generali.

o) Sia dato un invariante del 1° ordine I, (dipendente cio¢
da u, v, du, dv): se & dato un sistema ool di curve (dipendenti
da un’equazione differenziale del 1° ordine) definito proiettiva-
mente su o si avrd un invariante I, relalivo al punto u, v della
superficie calcolando I, sulla curva del sistema che vi passa (o

_sulle curve che vi passano, nel qual caso si otterranno invarianti
irrazionali dai quali si traggono facilmente invarianti razionali) :
bastera sostituire in I, 1’espressione (o le espressioni) di du/dv
tratte dall’equazione differenziale.

Potranno servire allo scope le linee asintotiche, le linee di
DarBoux e quelle di Seere, le linee di curvatura proiettiva etc.
(purche per il sistema adottato I, non perda senso o assuma sew-
plicemente un valore numerico).

B) Analogamente da un invariante del 2° ordine I, (conte-
nente u, v, du, dv, d*u, d*v) si trae un’invariante I calcolandolo
per gli elementi del 2° ordine delle curve di un sistema o! (come
quelli gia considerati); oppure ¥) un invariante I, calcolandolo
per le curve di un sistema oo® proiettivamente definito su s (p. es.
per il sistema di linee, assiali associato alle normali proiettive, ¢
alle rette di Skere etc.); e dall’invariante I, si passa come s’¢
detto ad un invariante I,.

Si hanno cosi invariantt puntuali di una superficie Gli inva-
rianti ottenuti saranno tali per applicabilita proiettive o soltanto
per collineazioni secondo che in essi si possono far figurare sol-
tanto B e ¥ o invece anche n e v (0 ¢, e ¢,).

2. - Invarianti dell’elemento lineare proiettivo.

Ad illustrare in modo concreto le considerazioni precedenti
a), B), 1) vogliamo ritrovare [C], dandone il significato geometrico,
alcuni Jnvarianti dell’ elemento lineare proiettivo, in base ai quali,
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come si sa dalla teoria svolta dal Carrax e dal Cech, & possibile
decidere dell’ applicabilita proiettiva di due superficie.

2 2.,
Poniamo come prima ¢, = _____6 lC;guB"{ y Y= %

Calcolando, secondo o), l'invariante (pl%-— %% per le
linee di DarBoux e per le linee di Skere si ottengono invarianti
(irrazionali, e da essi, con opportune combinazioni, invarianti ra-
zionali) che equivalgono alla conoscenza degli invarianti &, W',
¥ di Cech [G. P. D., pag. 333).

Calcolando, secondo ), la curvatura pangeodetica delle linee
di Skere in un punto e facendone il prodotto si ha di nuovo 1’in-
variante W'

Secondo 7) la curvatura pangeodetica delle linee assiali asso-
ciate alla congruenza degli spigoli di Greexy & un invariante del
1° ordine; il prodotto dei valori ch’esso assume per le linee di
Sraere & 1’invariante W,

Ancora: la curvatura pangeodetica della estremale di ¢, uscente
da un punto in direzione canonica equivale (noti ¥ e W) alla
conoscenza di &.

Invece le curvature pangcodetiche delle linee canoniche e delle
loro coniugate, secondo ), equivalgono alla conoscenza di & e @
(noti ®, W, U e i due invarianti H e K).

3. — Le forme elementari e gli invarianti precedenti.

Ma il metodo piu regolare per I'acquisto degli invarianti e
che ne da un significato geometrico immediato & il seguente [N].
Consideriamo di nuovo gli elementi d’archi (proiettivi) di

asintotiche definiti da
d, 83 = fEydud, d,s® = By2devd.

La variazione subita da ciascuno di essi passando da un lato di
una maglia asintotica all’opposto, riferita al prodotto dei due ele-
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menti iniziali & evidentemente un invariante della superficie; si
hanno cosl i due invarianti (irrazionali) del 1° ordine

dides 1 1 odlogBy?  dydsgs 1 1 dlogp%y

d,sdys 2 3 8u  dsd,s 3 3

R VB

da cui gli invarianti razionali
2 1 1 1
(b:—-— 9 . ll’ 3 > 3. lL":—- 3——_ 3.
BT l{)1(1“27 p; q) B,‘_ q)27 3214)1 B,{z%

La variazione subita dal 1° invariante spostandosi lungo I’a-
sintotica v, riferita al suo elemento d’arco & l’invariante del
20 ordine:

2 dydps \ 1 1 d%logBy? |
,8 \ dysdys | 3 By oudv ’

analogamente si ha

dy dydys 1 1 o%logB2y
d,s dysd,s 3 By Juov
e da essi
2 ~
— K = __1_ 6 ]ng[ — d1d2d13 dld d28 /dISdz
d,s dgs

By ou gv

1 1 1 %logB/y  (dydydys  dydydys
?Hh 3 By Oudv _( d;s  dys )/dls%s

(con dysdys = Bydudv).

dydys
d,sdys
quando ci si sposti lungo I’asintotica u dell’ elemento d,s. E na-
turalmente da porsi d,d;s =0 il che fornisce

Cerchiamo ora la variazione subita dal 1° invariante
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diw 1 1 dlog By
dys 3 (By)*8 E
e in conseguenza si ha
1 (o%logBy® 1 dlogBy® dlogpy 1 dy (dydys
3 o u? 3 ou du (B2y)%3  dys\dysdys

e analogo invariante scambiando 1 e 2 (e cosi B e v, » e v).
In laogo di essi si possono prendere gli altri due:

1 1 o*logBy*  dlogBy dlogPy? dlogBy>
9 By o u? ou du du o
1 4 dydys \* [ dydys )3
T2 dys \ dysdys disdys
1 1 9%log %4 dlogBy dlogP®y \ dlogp®y
9 B2 9v? L dv v

1 d, dodys \)2 dydys 3
T2 dys \ disdys dysd,s
e da questi per somma e differenza si hanno gli altri due

_ %t ologd, /By $:  dlogd, /By
0= By ou + B dv

o Wi log/Br  ¢i Sloggs/Bry
B du B ov 7

Cosi apparisce chiara la formazione di questi invarianti:
quelli del 1° ordine misurano la differenza degli archi (proiettivi)
dei lati opposti di una maglia asintotica; quelli del 2° ordine non

sono altro che le derivate di essi secondo le asintotiche passanti
per il punto in cui si calcola 1’ invariante.
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4. — Invarianti per collineazioni.

Agli invarianti precedenti (di cui altri significati possono tro-
varsi nei miei lavori) aggiungiamo ora alcuni invarianti per
collineazioni [K]. Com’& noto la quadrica di Lie relativa al punto
O e quella relativa ad un punto infinitamente vicino sopra un’a-
sintotica si tagliano (oltre che nelle due tangenti asintotiche in O)
in due rette appoggiate alla tangente all’ asintotica considerata (sono
due lati del quadrangolo di DemovLiv).

Per ogni tangente asintotica si possono quindi considerare i
quattro piani seguenti: il piano tangente, il piano normale (con-
tenente la normale proiettiva) e i piani contenenti due lati del
quadrangolo di Demouriy. Se si fa, per ciascuna tangente asintotica,
il prodotto di due convenienti birapporti dei detti piani (allo scopo
di ottenere invarianti razionali) si hanno i due inwvarianti per col-
lincazions

1(1 & 1(1 &,
W -5‘79;(@%)—“{%—2\'2» ﬁ‘;—‘—% \7‘{’2)""@‘1’2""2""

Cio vale se ¢, %0 e ¢,40. Se p. es. ¢;=10($, % 0), nel
qual caso le linee canoniche sono asinloliche di un sistema (dv = 0),
t quattro pians rclativi ad una tangente asintotica (dv ==0) formano
gruppo armonrico ; se ¢io avvienc per (ult’e duc lc tangents usintotiche
e 9y =10, =10 la superficic é a linee canoniche indelerminate (¢
le itnee di Darboux sono estremuli di ©,). Le precedenti proprieta
sono caratteristiche [K].

Invariante per collineazioni & il birapporto dei due fuochi
della normale proiettiva e dei punti d’intersezione con la quadrica

di Lie; esso vale [G]

K—1+2c /87
K—1—2}c c/BY

1 8logpy

ove K=——BT oudv

& la curvatura di ¢, e ¢, e ¢; sono i
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coefficienti della 32 forma fondamentale. Esso ¢ armonico se e
solo se K = 1.

B pure invariante il birapporto dei piani tangenti alle due
rigate delle normali proiettive secondo le asintotiche uscenti da O
in O e nel quarto vertice O; del tetraedro canonico (gia definito
geometricamente in IIl A, 5) e vale [G]:

e e /B? (K —1)%

Invarianti per collineazioni, dipendenti dalle derivate di = e
di v si ottengono applicando i procedimenti esposti nel n°® prece-
dente alle due forme clementuii invariziéi per collineaszioni ndu?® ¢
vdv®: ad evitare errori & bene notare che queste forme sono
invarianti per cambiamenti dei parametri sulle asintotiche, ma
non per cambiamento del fattore di normalizzazione (ciog, a dit-
ferenza delle forme elementari invarianti per applicabilita proiet-
tive che si costruiscono partendo o dal sistema (1) o da uno qual-
siasi dei suoi trasformati, le nuove forme vanno costruite in rela-
zione al sistema (1) cui soddisfano le coordinate normali di
Fusixi).

-

VI. — La geowmetria delle superficie nello spazio rigato.

Metodo iperspaziale.

1. - Rappresentazione iperspaziale del complesso delle tangenti
ad una superficie [£] (¥)

La superficie 6 pud considerarsi, oltre che come luogo di
punti o come inviluppo dei suoi piani tangenti, come 1’ insieme
delle sue tangenti, ciot come un ente (complesso particolare di

(*) Vedi avche la mia Memoria gid citata, Sull’equaxione di Laplace,
n. 17.
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rette) dello spazio rigato. Quando si adotti questo punto di vista (*)
I’ambiente naturale per lo studio di & & la varietd (quadratica)
delle rette di S, cioé una iperquadrica  (a 4 dimensioni) dello
spazio lineare a 5 dimensioni S;. I punti di @ *‘ rappresentano ,,
le rette dello spazio ordinario S;: come si rappresenta una super-
ficie o (complesso delle sue tangenti) su Q?

Questo complesso contiene o? fasci di rette: e poiché ogni
fascio si rappresenta in una retta di € la superficie ¢ si rappre-
senta in una V; rigata (le cui generatrici appartengono ad Q).
Evidentemente ¢io non basta a caratterizzare il nostro particolare
complesso. Bisogna esprimere il fatto che le faccette (punto e
piano) infinitamente vicine dei fasci sono in posizione congiunta o,
cid che fa lo stesso, che in ciascun fascio esistono due rette (le
tangenti asintotiche) che appartengono anche a fasci infinitamente
vicini, In 85 (entro Q): ogni retta g della V3 & incontrata da
due generatrici infinitamente vicine, cio¢ possiede due fuochi A
e A*: questi due fuochi rappresentano le tangenti asintotiche,
siano a ed a*, uscenti dal punto O di o (rappresentato, come
centro del fascio, in g). Quando O descrive s (quindi g la V)
A e A* descrivono due superficie ® e ®* le quali rappresentano
le due congruenze delle tangenti asintotiche (del sistema cui ap-
partiene a o rispettiv. a*) di o.

Per la natura stessa di Vg, cioé per il fatto che le sue
rette si lasciano ordinare, in due modi diversi, in oo sviluppa-
bili, circoscritte a ® (o a ®*) e i cui spigoli di regresso stanno
su ®* (o su P), risulta che 1°) ciascuna superficie ® e ®* pos-
stede un doppio sistema coniugato ; 20 & e D* sono itrasformate
di Laplace una dell’ altra.

(*) Ad esso si riferisce il notevole lavoro di G. Tuomsex: Ueber ezne
liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven Flichentheorie wnd
die projektive Geometrie der Systeme von Flichen xweiter Ordnung. [Abhan-
dlungen des Math. Seminars, Hamburg; vol. IV, 1925] ove, fra 1’ altro, il T. ca-
ratterizza le congruenze di quadriche (e non di regolé, come si fara appresso)
che sono di Lie per una superficie. Sicché, in termini iperspaziali, si tratta
piuttosto dello studio di una superficie di Sy che di upa situata sopra una
iperquadrica di Sy.
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Qual’e il significato dei due sistemi coniugati esistenti su @
e su o*?

Sia a tangente all’asintotica u (dv = 0) in O [e a* all’asin-
totica v (du = 0)]. La sviluppabile tangente a quell’asintotica si
rappresenta in una curva di ® e (poiché due tangenti dell’asin-
totica w infinitamente vicine s’incidono) le tangenti a questa
curva sono rette g di V;; cioé questa curva appartiene al doppio
sistema coniugato di & (essendo lo spigolo di regresso di una
sviluppabile contenuta in Vj). Analogamente si vede che la rigata
delle tangenti alle asintotiche u (dv = 0) nei punti di una asinto-
tica »(du = 0) si rappresenta in una curva di @ pure apparte-
nente al doppio sistema coniugato. Sicché :

Se ¢ puntt A di ® rappresentano le langenii asintotiche alle
linee del sistema u (dv = 0) di o, su ® rimane definito un doppio
sislema contugato (u, v): le linee u (dv = 0) rappresentano le
sviluppabili tangents alle asintoliche u ; le linee v rappresentano le
rigate delle tangenti alle asintotiche w nei punti delle linee v di o.

Analoghe osservazioni per ®* scambiando ovunque u e v. ®* ¢
la trasformata di Laplace di ® secondo le linee u (e cosi ® ¢ la
trasformata di ®* secondo le lince v).

Indichiamo ancora con ®; la trf.* di Larrace di @ secondo
le linee v ¢ con @ la trf** di L. di P* secondo le linee wu;
sicche

D, & P* P

sono 4 superficie consecutive nella successione delle trasformate
di Larrice.

2. — Regoli di Lie.

Sulla quadrica di L, relativa al punto O di o, distinguiamo
due regoli: quello di cui fa parte a e 1’altro cui appartiene «*.
Consideriamo p. es. il primo. Esso & individuato da a e dalle due
tangenti asintotiche dello stesso sistema infinitamente vicine uscenti
da punti della linea v per O. In 8;: i tre punti immagini delle
tre tangenti ora nominate determinano il piano osculatore in 4
alla linea v di ®; questo piano (o, se si vuole, la sua interse-
zione con Q) rappresenta il regolo di Lz (e 1’altro regolo appar-
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tenente alla stessa quadrica di Lie si ottiene in modo analogo
ragionando su ®*; il che equivale a prendere il piano polare
del precedente). Sicché:

I regoli di Lie (di un sistema) relalivi a o si rappresentano
nei piani osculatori alle linee v di ® (o alle linee u di ®*). ,

Se si osserva che il piano osculatore in A alla linea v di &
8 il piano tangente nel punto corrispondente 4, alla trasformata
d, si arriva alla seguente condizione caratteristica per le
congruenze di regoli che sono di Lie per una superficie :

Condizione mecessaria e sufficiente affinché o?* piani di Sy rap-
presentino ¢ regols di Lie relativi ad una superficie 6 é che 1) esst
siano tangenti ad wuna superficie, sia ®;, possedente un doppio.
sistema  contugato ; 2) lz due trasformate successive in un Senso
(con le motaziont di prima, sccondo le linec m), siano ® e P*,
appartengano all’ iperquadrica Q delle relte. "La ferza trasformata
OF (nello stesso senso) rappresenia, con 1 suot piani langenis, ¢
regoly dell’ allro sistema.

La condizione 2) relativa alla seconda trasformata ®* pud
esser sostituita da quest’altra: gli S, osculatori alle lince u di P,
stano tangen!t ad Q.

3. — Rigate asintotiche lungo le linee di Darboux e di Segre.

Chiamiamo rigata asinlotica una rigata le cui generatrici siano
tangenti alle asintotiche (di un sistema) lungo una linea di o.
Se questa ¢ un’asintotica dell’altro sistema i suoi regoli osculatori
sono appunto i regoli di Lix.

Ora vogliamo prendere in esame le rigate asintotiche circo-
scritte a o lungo le linee di DarBoux o di Srere e caratterizzare
la totalita oo? dei loro regoli oseulatori.

Per cid ritorniamo alla superficie @ (se le rigate in esame
hanno per generatrici tangenti alle asintotiche « di o) di Sy e
ricordiamo una proprietd generale delle superficie di Sj.

Ho definito (*) su queste certi sistemi doppi, coniugati di 2o

(*) Sisteme coniugati sulle superficie degli tperspasi. Rend. Circ. Matem.
. di Palermo, t. XLVI, 1922, V. anche in questo Volume, Appendice III, § 9.
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specie, con la seguente proprieta: Le tangenti alle ¢urve di un
sistema nes punti di una linea dell’altro formans wna rigule d’in-
dice di sviluppabilita 2 (cioé due generatrici infinitamente “Wicine,
ma non tre, sono linearmente indipendenti).

Una volta definito il coniugio di 22 specie (in cui le lince
dei due sistemi hanno ufficio differente, a differenza di quanto -
avviene per quello di 1% specie) ci si pud chiedere se esistano
direzioni auloconiugate (di 2° specie) o principali. E si trova (¥)
che : sopra una superficie gemerica di S, esistono in ogni punlo 5
direziont autoconiugate ; a meno che la superficie posscgga un doppio
sistema coniugato ordinario, nel qual caso in ogni punto esistono
tre sole direzioni autoconiugate o principali,

In questo casc le linee principali, inviluppate dalle tangenti
principali, hanno la sequente proprietd caratterisiica : lo spazio S,
osculatore ad una di esse in un punlo € contenuto nello S, cui
appartiene U intorno del 2° ordine del punto della supcrficie [con la
mia terminologia, questo S, & 2-osculatore alla superficie nel
punto e le linee prindipali sono quasi- asintotiche 1, ; sulla
superficie].

La superficie ® possiede appunto un doppio sistema coniugato;
quindi tre sistemi di linee principali. E precisamente :

Le lince principali di ® (o di ®*) rappresentano le rigate
asintotiche (di un sistema) circoscritte a o lungo le linee di Darboux.
La loro propricta caratteristics equivale al teor. di Cech per cui le
due rigate asintoliche lungo wuna linea di Darboux hanno questa
per linea flecnodale e ciascuna rigata é costituila dalle tangenti qua-
dripunte dell’ altra.

Inoltre :

Condizione necessaria e sufficiente affinché o> regoli di Sy
stano quellt osculatori alle rigate asintotiche lungo le curve di Dar-
boux di una superficie ¢ € che i piani rappresentativi in Sy sicno
osculators allz linee principaly di una superficie ® che possegga un
doppro sistema coniugato le cui tangent: in un sistema siano rette di Q.

Se in ogni punto 4 di @ si costruisce la coniugata armonica
di una tangente principale rispetto alle linee w e » (del doppio

(™ L c. sopra.
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sistema ccjugato) queste tangenti inviluppano un nuovo sistema
di liner (di cui tre per ogni punto) rappresentanti le rigate asin-
folichs (di un sistema; per avere quello dell’altro si operi allo
steso modo su D*) circoscritte @ o lungo le lince di Segre.

4. - Nuove quadriche invarianti.

Se si approfitta del fatto (*) che i piani osculatori a curve
(di ®) uscenti da un punto secondo direzioni divise armonica-
mente dalle tangenti alle linee w, v stanno in uno stesso §;, si
conclude che il piano osculatore ad una linea principale in 4 e
quello osculatore alla linea ora costruita (la cui tangente & coniu-
gata armonica etc.) si tagliano in una retta: ma di piu le tre
rette relative al punto A4 (in relazione alle tre linee principali
per 4) stanno in un piano w. Analogamente si ottiene un piano «*
relativo al punto 4* di &*. Interpretando tutto cié nello spazio
ordinario si ha il teorema :

In ogni punto O di 6 si consideri wna linea di Darbouz, la
linea di Segre coniugata e @ regoli osculalori in O alle rigate asin-
totiche (di un sistema ; cui appartiene p. es. &) circoscritte lungo
esse a 6. Questi due regoli hanno in comune, olire alla gemerafrice
a m O wun’alira retia ; le tre relte che cosi si ottengono (variando
la linea di Darboux in O) stanno con a in wno stesso regolo (¢
vi formano una quaterna eguianarmonica) ; olla gquadrica sosicgno
appartiene pure la tangente a*.

Questa quadrica e quella di Lie relativa ad O st segano wulte-
riormente (cioé olire che tn a e a*) in due refte.

Un’altra quadrica, pure invariante per applicabilita proiettive
di o, si ottiene scambiando a ed a* nelle costruzioni precedenti.
Queste due quadriche coincidono (fra loro e con quella di Lix)

PN

se e solo se 6 & una superficie di coincidenza. [G. P. D., pag. 157].

(**) Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Fulero.
Atti Accad. Torino, vol. XLVIII, 1913; n. 7.
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5. - Il fascio canonico.

Possiamo giovarci dei piani © e =* costruiti per dare una
nuova costruzione del fascio canonico. Si prova infatti che il piano

= incontra la retta A* A¥ in un punto 4A*; e cosi il piano m*
incontra la retta 4 4, in un punto 4. La proiettivita 44,4 ..

RA* A¥ A% .., determina una quadrica, il cui S; ambiente, come
si prova facilmente, & quello dei due piani di Q passanti per la
retta A A. Le due generatrici di questa quadrica situate mei due
piani ora detti (e diverse dalle A A*) rappresentano (con % loro
puntz) il fascio canonico di o relativo al punto O e il suo polare
rispetto alla quadrica di Lie (in Q) : ¢ punti in cui esse tagliano
la A A* rappresentano la tangente canonica e la sua contugata ; e
quelll in cui tagliano la A, A¥ rappresentano le direttrici di Wilc-
zynskr, ete.

Ritengo che le considerazioni precedenti siano atte a dare
un’idea della fecondita del metodo iperspaziale per lo studio di
una superficie s dello spazio ordinario. K chiaro che le configu-
razioni di cui ci siamo serviti non sono che le piu immediate per
lo studio di 6; ma tutta la successione delle trasformate di Laplace
di ® e O* ¢ loro sistemi coniugati e i piani ad essi osculatori,
gli S, 2 - osculatori a queste superficie, etc., forniscono configurazions
geomelriche naturalmente legate a o e invarianti per applicabilita
protetiive di essa. Ogni particolarity relativa a detia successione
(p. es. Uesser terminata da wuna parte o da tutt’e due; U esser
periodica ete.) da luogo a particolarita di o e meite in luce
famiglic di superficie notevoli rispetto al gruppo delle applicabilita
protettive.

Alcune di queste famiglie, le prime che si sono presentate,
ritroveremo in seguito da questo punto di vista.

Ma di pit questo metodo iperspaziale fornisce in modo del
tutto spontaneo alcuni invarianti fondamentali della teoria. E ap-
punto di questi che vogliamo occuparei.

FusiNt e Cech, Lexioni di Geometria prostiivo-differenxiale. 46
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6. - Determinazione iperspaziale delle forme elementari [E] (*).

Lo spazio S8, 2-osculatore in 4 a ® & tangente in 4* ad Q;
e viceversa lo Sf 2-osculatore in 4* a ®* ¢ tangente ad Q in 4.

Si consideri ora un punto A'+ A4 di ® e la maglia formata
dalle linee (u, ») di @ passanti per 4 e A': precisamente sia
A7 (o Ajp) il punto d’intersezione della linea « (o v) uscente da 4
con la linea » (0 ) uscente da A'.

La retta A’ A] tagli lo S nel punto T e sia M un punto
generico di essa. Si faccia poi tendere A’ ad A4 sopra una curva
avente in 4 la direzione du/dv.

I1 termine principale del birapporto (A{A'TFM) quando A'—»A
come s'é detlo (mentre M tende ad un punto qualsiasi della tangente
in A aila linea v, purché + A), vale 1/12 del quadrato della forma
elementare Bdu?/dv.

Operando analogamente sul punto 4* di ®* si ha il signi-
ficato di ydv?/du.

Da queste due forme si hanno subito quelle di Fusisi
(III A, 4; pag. 684); ma anche la forma quadratica normale ha
un significato iperspaziale molto semplice.

Si consideri la retta Ajd4; e siano 7' e T* i suoi punti
d’ intersezione con S, ed S¥.

Il termine principale del birapporto (A A; T* T), quando
A'—> A come §’¢ detto, vale 1/24 della forma normale o= 23+ du dv.

Infine ecco il significato del rapporto degli elementi d’arco
proiettivi delle asintotiche uscenti da O.

Se la retta A' A} incontra lo S, in T, ed M é un punto gene-
rico di essa, non tendente ad A quando A'-» A, si ha

lim (T, A" A M) = — Bdul/ydv® = — (d,8/d,s)3.
A =>4

Questi risultati si enunciano facilmente nello S; di .

(*) Nota IL. : Ancora sulla geometria delle superficie etc. [Rend. Lin-
cei, 1926,].
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7. — Invarianti e classi di superficie invarianti.

Dalle coordinate z; del punto O di o si passa a quelle p; del

punto 4 di ® con le posizioni

o, dx, 0%, Jdx,
Pi=f1gy %y BT R, TSy
EN 0z, ouy 0z,
b= Mgy TRy BT iy TR,
ox ox o oz,
2 Rl it

in modo che I’equazione di @ & p, py + P Ps + P3P = 0.
L’equazione di Laerace cui soddisfa ®, o meglio il suo

sistema coniugato, ¢

0*p  ologB*y dp  dlogBy dp
ou v dv ou u v
d%log By dlogpy dlogBy ) .
—( dudv  du ov +ﬁ{)p—-0.
Essa ha gli invarianti relativi
d%lo
OB gy, k=py

h=— Ju dv

quindi Vinvariante assoluto

_ 1 d%log B
hib=— 27 —Guaw 1

Analogamente dall’equazione relativa a ®* si ricava )’ invariante

assoluto (ove h* = k)
1 d%logy
= — = o
k* /¥ = BT dudn +1.
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Di questi due tnvarianti (del 2° ordine) di o si ha il signifi-
cato geomelrico come invariantt di contatto (di comiche) secondo
guanto é stato detto in 1, 2 (pag. 675).

Da essi 1 hanno per somma e per differenza ¢ due invariants

h k* 1 d%log By .
% T T T B " duaw T
b1 0%logB /v
k BE By dudu

che sono due degli invariants fondamentali dell’ elemento lineare proiet-
tivo (il primo, diminuito di 2, é la curvatura proieltiva media di o
secondo Fubini),

S’intende che: gli invarianti assoluti delle successive trasfor-
mate di Laprace di @ e di ®* danno puare invarianti di o per
applicabilita proiettive ; cosi p. es. indicando A, e k (=5h) gli
invarianti relativi a &, si ha I’invariante

h, 1 o%logh k
k, " h  dudv t2——
c e . . 1 d2logh
ciod l'invarianza di — _h— —W .

Pit interessante & vedere come, da queste considerazioni
iperspaziali, vengano naturalmente messe in luce alcune classi di
superficie.

1) Se A= 0 le asintotiche di un sistema su & appartengono
a complessi lineari (v. Sull’equazione di Laplace, n. 17) e si
ritrova cosi I'equazione caratteristica di Cech [G. P. D., p- 113].

2) Se B+ k* =0, ciod se gli invarianti assoluti di ® e
di ®* sono uguali e di segno opposto si ha pure un’altra classe
di superficie studiata da Cech [(G. P. D., pag. 151].

3) Se h = k*, ciod se gli invarianti assoluti di ® e di ®*
sono uguali, la superficie & isotermo—asintotica.

4) Se h =k, ciod se ® & ad invarianti (relativi) uguali &
B=U.V+0 e (con le eventuali trasformazioni Udu = d7wu,
Vdv=dv, 7==V2Uy pud farsi B=1 ciod) le forme normali
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possono ridursi al tipo ¢,=27dudv, ¢;="7du3 7 dv? quindi
6 & una superficie B, [G. P. D., pag. 361].
5) Se hy=Fk ciod se ® e &; hanno gli stessi invarianti
(scambiati di posto) si hanno le superficie caratterizzate da
1 0%logPB

~ 5w+ g =U ).V (.

6) Se h,=ky, cio¢ se P, ha invarianti relativi uguali si
hanno le superficie caratterizzate da

—p -8 v, v ).

7) Se h, = 0 si hanno le superficie caratterizzate da

otlog (hB%)
dudv = B

E cosl via. Le superficie delle ultime tre classi (che involgono la
prima trasformata ®, di ®) non sono state ancora studiate (*).

(*) Ad un’altra classe di superficie, pure invariante per applicabilita
proiettive, si arriva pouendosi la domanda seguente [I]: Dato un sistema
assiale (oc?) di linee sopra una superficie non rigata, contiene esso un doppio
sistema coniugato (') ? La risposta & in generale negativa; pud contenerne
al pitt uno o due; a meno che tutte le linee del sistema assiale si possano
distribuire in oo! sistemi coniugati, nel qual caso la superficic ha curvatura

1 6%logBy ) .
K=— ————F7—=—8, e la congruenza cui quel sislema assiale &

By Ou Ov
associato & necessariamente quella degli spigoli di GREEN (e quindi quel sistema
¢ unico).

Se invece la superficie ¢ rigata esistono infiniti sistemi assiali (dipendenti
da una funzione arbitraria) le cui curve si possono distribuire in oo* doppi
sistemi coniugati (e gli assi per ciascun punto stanno in un piano che, al
variare del punto sulla generatrice per esso, inviluppa una cubica sghemba).

Se poi la superficie & una quadrica, basta che un sistema assiale con-
tenga un doppio sistema coniugato affinché tutte lc sue curve si possano
distribuire in oo* sistemi coniugati. L’esistenza di tre tali sistemi (i cui assi
in un punto non siano complanari) & caratteristica delle quadriche.
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8. - Sistemi di curve invarianti.

I sistemi assiali di curve sopra una superficie o, le estremali
di ¢, e delle forme elementari, le linee anarmoniche soddisfano
tutti ad equazioni del tipo

dud?v —dvd?u = adu® + bdu?dv 4+ cdudv® 4 edv?
o, introducendo i differenziali controvarianti & rispetto a ¢,

By (dud?v — dvd?u) = 0,B2vdud + 0,B872dv? -+ Ugy . o,
(1)
= 61d1.93 + 62d233 + l?l )

ove 6, e 6, sono invarianti (finiti) ed I'g; = Ik, du — lhydv & una
forma differenziale invariante di 1° ordine.

Questi sistemi di curve molto generali, la cui equazione &
stata indicata da Fummv, si lasciano tutti caratterizzare geometri-
camente rimanendo nello §; di 6: mi sembra opportuno premettere
a questa caratterizzazione la loro genesi iperspaziale.

In ogni punto 4 di una superficie ® dotata di un doppio
sistema coniugato (non necessariamente appartenente ad S;) si dia
un piano situato nello S, 2 - osculatore in 4 ma non incidente
(in una retta) il piano tangente in 4 a ®. Rimane allora definito
[L] su @ un sistema o? di curve dotato della seguente proprieti:
i pians osculatori alle curve passanti per A tagliano in rette sl piano
dato (piano d’appoggio) per A. )

Un tal sistema di curve si dira sistema planare. Sia ora
® la superficie di Q che rappresenta le tangenti asintotiche a di
o [E, Nota IL]. Al piano d’appoggio generico in A corrisponde,
nello S, di o, un regolo, o se si vuole una quadrica d’appoggio,
diciamola @, contenente le due tangenti asintotiche a ed a* uscenti
da O (4 & generica nel senso di non contenere altra tangente
asintotica di o infinitamente vicina ad a). Al piano osculatore ad
una curva di @ in A4 corrisponde il regolo osculatore lungo a
alla rigata delle tangenti alle asintotiche » lungo una curva di o:
diciamo la quadrica, cui detto regolo appartiene, quadrica asintotica
osculatrice del 1° sistema in O alla curva (una quadrica del 2° si-
stema si otterrebbe scambiando le asintotiche u con le v).
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Ad un sistema planare di curve su & corrisponde su ¢ un
sistema o2 di curve cosi definite:

Sia data in ogni punto O di o wuna (generica) quadrica Q
coiitenente le tangenti asintotiche in O. Le quadriche asintotiche oscu-
latrici del 1° sistema in O alle curve in esame segano wulteriormente
(cioé fuort delle tangenti asintotiche in Q) Q in rette.

In altri termini: ciascuna di queste quadriche sega Q in un
quadrilatero d’appoggio d: cui fanno parte le tangenti asinto-
tiche in O.

La trasformazione di Laprace che porta da & a ®* fa corri-
spondere ad un sistema planare di ® un sistema planare di ®*;
ciod in S,:

Le quadriche asintotiche dcl 2° sistema osculatrics in O alle
curv: ora definite tagliano tn quadrilatert sghembi una stessa qua-
drica Q*, completamente individuala da Q.

Insomma nella definizione di questi sistemi di curve si pos-
sono scambiare i due sistemi di asintotiche purch¢ alla quadrica
&’ appoggio @ (in ogni punto O) se ne sostituisca un’altra, ben
determinata, Q.

I sistemi definite dalle precedenti proprieta sono rappresentati
su o da un’equazione differenziale del tipo (1).

Sicchs dare la (1) equivale geometricamente ad assegnare in
ogni punto O di 6 una quadrica @ (0 @*) nel modo detto. Ora
vogliamo effettivamente cosiruire Q a parire d+ 6y, 6,, lg, e di
pil, per ogni tangente du/dv, costruire la quadrica asintotica oscu-
latrice del 1° sistema alla curva di (1) che ha quella tangente 0
se si vuole, il relativo quadrilatero d’appoggio (*).

Poniamo

(*) Le quadriche asintotiche osculatrici del 1" e del 2° sistema relative
alla curva (1) uscente da O in direzione dw/dv si tagliano (fuori delle tan-
genti asintotiche) in una conica per O: 2l luogo di queste coniche al variare
di 8,, 0,, U'g,, (fissata du[dv) é una ben determinata quadrica (formante
fascio con la quadrica di Lie e col piano tangente contato due volte). Le due
quadriche osculatrici si toccano in tutti i punti delle due tangenti asintotiche
uscenti da O se e solo se la tangente dw/dv & una tangente di Darpoux.
La quadrica luogo ora determinata ¢ indipendente dalla tangente du|dv se &
solo se ¢, =¢, =0 ciod per le superficie a linee canoniche indeterminate.
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T=|X7 x’ xu) xvll 'N1=:|X’ x, xu’ xuv|, N2=|X7 x, xl‘jx‘uv‘)
Q=X =, =, 2, |

ove i secondi membri indicano determinanti costruiti con le coor-
dinate normali «; (v, v) di O e con quelle X, di un punto gene-

ou 0v

: dlogBy® dlog B2y
e, come prima, ¢; = —u dy =-——a;gvp——.
In relazione al sistema (1) giova considerare la retta di

equazioni

2
rico di S, ; e inoltre H = -(ML+@7)/@7=K—1

2) N1=<Zh1+%')T, Ny=— (lhy + ;) T

definita dalla sola forma 1g,; la diremo retta invariante; i
i piani di cui si sono scritte ora le equazioni passano per essa
e rispettivamente per la tangente asintotica @ od a*. (Un’altra
retta invariante si avrebbe riferendosi a @* invece che a Q).
Consideriamo separatamente dal caso generale i casi 6} =1
nei quali si spezza @ (e analogamente 63=1 nei quali si spezza @*).

a) I sistemi per i quali 6, =—1 (0o 6, = + 1).
Se 6, =—1, @ si spezza nel piano tangente 7'=0 e
nel piano

— 2 (hy + ) N, + 2(17:'1 + %)Nz +

(3)
+ [2(”‘1 + '%l> (hy + bg) — By (H + 0.3)} T=2Q
Le quadriche asintotiche osculatrici del 1° sistema alle curve del

sistema (1) per 6, =—1 toccano il piano (3) nei punti della
conica suz inlersezione col cono quadrico

(4) [(’hﬁ%)f’——NerT[(lhﬁ¢2)T+N2]= 05
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i} punlo di contatto de'la quadrica relativa alla tangente du/dv ap-
partiene alla generatricz del como complanare con la retta invariante
e con la contugata armonica di detla tangente (rigpetto a quclle asin-
lotiche).

Dalle equazioni (3) e (4) si ha ancora:

Se nel sistema (1) st lasciano fissi 6, =—1 ed 1g,, ¢ piani
(2) formano fascio intorno alla polare della retta invariante rispetto
alla quadrica di Lie, e le coniche luogo dei punti di contatfo in esst
st distribuiscono sul cono (4).

Conclusioni analoghe per 6, = -+ 1si hanno per @*.

Si pud aggiungere che se 6; =—1 (06, =+ 1) il cono
di 3* classe inviluppato dai piani oscalatori in O alle curve del
sistema (1) si spezza in un piano e in un cono quadrico [G, n. 3];

se 6= —1e6,=1 si hanno i sistemi assiali dei quali qui
risultano nuove proprieta.
B) I sistemi per i quali 6, =+ 1 (0 6, = — 1).

Per 6, =1, @ si spezza nei due piani (2).

Le quadriche asintotiche del 1° sistema osculatrici in O alle
curve tnfegrali di (1) per 6, = 1 passano tutte per uno stesso pun-
to P (dipendente di 0,) della retta invariante; wiccversa se cid
accade € 0; = 1. Il pun’o appartiene alla quadrica di Lie relativa
ad O se e solo se 0, = 0.

I piant in P tangenti a queste quadriche tnviluppano un cono
la cui traccia su T = 0 non dipende affutto da 6, (ma solo da 1g,)
ed & la conica di cquazione

4 (Thy + &) N%—J’(lhl +'(I:)—1)N1N2 +BN: +4QN; =0

passante per O.

Il piano tangente in P alia quadrica relativa alla tangente
du/dv tocca questa conica mel punto F O in cui essa é itncontrata
dalla quarla armonica dopo a, la tangente data ed a*.

7). I1 caso generale 61 (o 6% 1).

Per un punto generico dello spazio passano le quadriche
asintotiche del 1° sistema osculatrici in O a curve del sistema (1)
relative a tre direzioni du[dv.
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Il Tuogo dei punti per © quali queste direzioni costituiscono unw
terna apolare alle langent; asintotiche in O é la reita invariante (2).

Caratterizzata cosi la retta invariante caratterizziamo Q. Il
loro punto d’intersezione + O dipende solo da Ig, e da 6,; cioé

Tulte le quadriche d’ appoggio Q relative agli infiniti sistems (1)
che si ottengono variando 6, (fisst 1g, ¢ 6,) passano per uno stesso
punto della retta invariante (relativo alla terna du® = 0).

Il luogo del punto ora determinato al variare di 1g, é una

nuova quadrica Q carafterizzata solo da 6, di equazione
1 )
NN, = {94“‘2—‘3{(}[‘{"02)7 ‘T;

essa appartiene al fascio formato dalla quadrica di Lz (con la
quale coincide se e solo se 6, =0) e dal piano tangente in O
contato due volte ed & individuata dal suo ulteriore punto d’inter-
sezione (¥ O) con la normale proiettiva: infatti il birapporto dei
punti 00, (vertici del tetraedro fondamentale; v, pag. 687) e dei

punti d’intersezione della 004 con @ e con la quadrica di Liz vale
1 + 6,/ H, ciod si sa costruire appena dato 6, (poich¢ H dipende
solo dalla curvatura proisttiva K di ¢ in O) (*).

Ad un’altra quadrica invariante @*, individuata in modo ana-
logo da 6, soltanto, si arriva operando su @*.

Ora siamo in grado di dare la costruzione della quadrica
d’ appoggio @ in O relativa al sistema (1).

Si costruisca, data 1gy, la retta invariante c, dato 0,, lo qua-

drica Q nel modo ora detio. Poi nel fascio determinato dai piani

(*) La quadrica Q si pud anche caratterizzare (indipendentemente dal
suo punto d'incontro con la normale proiettiva) cosi: essa & asintotica oscu-
latrice del 1° sistema alla curva del sistema (1) uscente da O in direzione

du=0. Sicché per costruire { basta conoscere I’elemento del 2° ordine di
questa curva in O. Questa curva ha per piano osculatore in O, come I’ asin-
totica v, il piano ivi tangente a o e 1’invariante proiettivo di contatto di
queste due curve (v. pag. 679) vale 1-6,. In particolare esse si osculano

se 6,=0; se invece 6,==1 la curva in esame del sistema (1) ha un flesso
in O.
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asintotici (2) per la retta snvariante ¢ da Q si coslruisca la qua-
0,41
6,—1°

Passiamo alla costruzione della quadrica asintotica del primo
sistema osculatrice alla curva di (1) uscente da O in direzione
du[dv: bastera deterninarne il quadrilatero d’appoggio su @, o,
cio che fa lo stesso, il punto di contatto, non appartenente alle
tangenti asintotiche, con @. Essa ¢ fornita dai teoremi seguenti:

Il luogo dei puntt di contatto con Q delle quadriche osculatrics
in O alle curve di (1) ¢ la cubica sghemba intersczione residua (iolt:
la retta invariante) di Q con il cono di equazione

drica avente con Q in O Iinvariante di conlatto *) questa € Q.

[(lhl"i“j'é—l) T—'er =+ ’g‘(l—'el) (Chy +¢5) T+ N, ] T=0

dipendente solo da 1g, e da 6, (su di esso stanno quindi lo !
cubiche ottenute variando 6,; mentre le ?* cubiche ottenute va-
riando 6; e 6, si distribuiscono sopra un fascio di coni bitan-
genti ete.). '

Il punto di contatto relativo alla tangente du[dv si ofticne
segando la cubica col piano della relta invariante e della tangente
contugala armonica di quella data (rispetto ad a ed a*),

Aggiungiamo infine le seguenti osservazioni.

Per i sistemi (1) caratterizzati da 6, = — 0, e per essi soli

si ha Q=Q*; e queste due quadriche coincidono con lo quadrica
di Lic se e solo 6, = 0. ;

I sistemi per i quali 6, = 6, son caratterizzati dal fatto che
una retta arbitrario per O taglia la quadrica di Lie e le due qua-

driche Q ¢ Q* in punti formantt con O un gruppo armonico.
Si ha p. es. 6;= 0 per le curve anarmoniche e per le estre-
mali delle forme elementari (pag. 684) [N].

(*) Due superficie aventi in un punto O le stesse tangenti asintotiche
hanno un neariante protettivo di contatto (limite di un birapporto) del tutto
analogo all’ invariante di SkGre per due curve piane (I, 1; pag. 674). Se
nell’intorno di O sono rappresentate dalle equazioni x=axy+4...... ,
r=a'xy4..... , detto invariante vale a/a’. [F].
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VII. — Corrispondenze puntuali fra superficie.

A. TEOREMI GENERALI [4, O].
1. — Corrispondenza cremoniana fra stelle di piani.

Le applicabilita proiettive (di Fusizi) di una superficie ¢ costi-
tuiscono una delle scoperte pili notevoli in questo campo, poiché
di esse non si aveva idea prima delle ricerche del Fusixr stesso.
Esse sono ben caratterizzate dal fatto di agire, fino all’intorno del
2% ordine di un punto generico O di 5, come collineazioni.

A ben rilevare la posizione ch’esse assumono fra le corrispon-
denze puntuali fra due superficie, ciod a riconoscere quali parti-
colari caratteri deve possedere una tal corrispondenza per essere
un’applicabilita proiettiva, giova prendere in esame le proprietd
relative al 2° ordine di una corrispondenza puntuale qualsias;.

Siano O ed O dei punti (regolari) generici di o e 5 poste
in corrispondenza puntuale (biunivoca, e regolare fino all’intorno
del 2° ordine, in due campi sufficientemente limitati entro i quali

cadono O ed O).

La corrispondenza puntuale subordina: 1) una corrispon-
denza proiettiva fra gli intorni del 1° ordine (fasci di tangenti)
di O ed 5, 2) una corrispondenza fra i piani delle due stelle di centri
0 ed O quando si assumano come corrispondenti piani contenenti
intorni del 2° ordine (di curve) corrispondenti in O ed O.

La corrispondenza fra due le stelle di piani %Oi ed 562 ¢ Cre-
moniana del 3° ordine ; © suoi piant fondamentali, p. es. in ;O;,
sono il piano tangente t tn O e due piant generalmente deferminati
e distintt dal precedente che si lagliano in wuna retla che si dird
asse della corrispondenza relativo al punto O (e cosi si ha un
asse relativo ad 6).

Questi due piani fondamentali (% t) sono i piani osculator: in.

O alle curve corrispondenti a quelle che hanno un flesso in O.
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Uno di essi viene a cotncidere con t se ad una tangente asin-

tolica in O corrisponde wna tangente asintotica in O; ma esso
diviene indeterminalo se alle curve di o che hanno quella per tangente
di flesso corrispondono su G curve aventi pure un flesso (in O, e
per tangente di flesso la corrispondente tangente asinlotica); in ter-
ming infinitesimali : se ai tre punti infinitamente vicini comuni ad
una tangente asintolica e a o corrispondono tre punis situatt sulla
corrispondente tangente asintolica (e su o).

2. — Corrispondenze proiettive fra stelle di rette.

Vogliamo ora considerare un’altra corrispondenza fra le stelle
di rette uscenti da O e da O, cosi definita.

Nella corrispondenza Cremoniana precedente ai piani di un
fascio per O corrispondono, in O, i piani di un inviluppo cu-
bico I'3: facciamo corrispondere alla retta asse del fascio di piani
per O la retta per cui passano i tre piani cuspidali di T 3.

La corrispondenza cost stabilita fra lu stella di relle di centro O
e la stella di centro O & una proiettivita generalmente non degenere ;
sia o.

Analogamente esiste una proiettivitd, ‘®, che fa passare da

una retta asse di un fascio di piani per O alla retta appartenente
ai tre piani cuspidali dell’inviluppo cubico corrispondente.

Il prodotto delle due proiettiviid w ed @ € wun’omologia nella
stella di centro O in cui sono wunite tutle le tangenti in O a o:
Uulteriore retta unita & I'asse della corrispondenza in O.

L’ omologia diviene speciale se ad una tangente asintotica in O
corrisponde una tangente asintotica in 0.

Le due protettivité o ed ® sono una inversa dell’alira in wuno
di questi due casi: 19) gquando ad una tangente asiniotica in O
corrisponde una tangente asiniolica in O e ai tre punti (infinita-
menle vicing) comunt @ quella e a o corrispondono i tre punts
analoghi su questa; 2°) quando si corrispondono tutt’e due le tan-
genti asintotiche,
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3. — Sistemi assiali corrispondenti.

Altra caratterizzazione delle corrispondenze, in relazione alle
proprietd del 2° ordine, si ha dalla considerazione dei sistemi
assiali (III B 1). Precisamente :

In una corrispondenza puntuale generica tra 6 e 6 vi € uno ed un
solo sistema assiale di & cui corrisponda un sistema assiale di G:

Vasse del sistema in un punto O é precisamente U asse della cor-
rispondenza relativo ad O.

Fanno eccezione i casi seguenti: Se su o e 6 si corrispondono
le asintoliche di un sistema, o di tulti e due ¢ sistemi, non csistono
in generale sistemi assiali corrispondenti. Pero mel 1° caso se ai tre
punit comuni ad una langente asintolica e a 6 corrispondono ¢ ire
punts comuns alla tangente asintotica corrispondente ¢ a 6 gli assi

relativi ad O e ad O risultano indeterminati e descrivono due fasci

protettive (di centri O ed 0); nel 2 caso se la circostanza ora
rilevata si presenla per tutt’e due i sistemi di asintotiche ad ogni
sistema assiale di o corrisponde un sistema assiale di s e la corri-
spondenza é un’ applicabilita proiettiva,

Quest’ultima affermazione & il teor. di Cech sulle applicabitita
proiettive. Di queste si pud dare la caratterizzazione seguente: Se
su due superficie ¢ e G si corrispondono le linee di Darboux (e di
conseguenza le asintotiche) ¢ se ad un sistema assiale di 6 corri-
sponde un sistema assiale di S la corrispondenza é un’applicabilile
protettiva (*).

(*) Per le proprieta metriche delle corrispondenze, con particolari appli-
cazioni alla rappresentazione conforme, e alla corrispondenza fra superficie
parallele vedansi le Note [A, O, R]. Nello studio delle corrispondenze puntuali
fra superficie si puo dare un teorema, piu generale del precedente, per i si-
stemi definiti al n. 8 del Cap. VI; ritornerd su di essi nel caso delle corri-
spondenze asintotiche (v. I’ ultimo n. di questo capitolo).
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B. CORRISPONDENZE PARTICOLARI,
1. — Le corrispondenze proiettivo-conformi e proiettivo - simili.

Dopo le applicabilita proiettive di Fusixi, le corrispondenze
pitt semplici sono quelle che conservano 1’elemento lineare proiet-
tivo a meno di un fattore. Precisamente, se punti corrispondenti
di due superficie 6 e o hanno le stesse coordinate w«, », noi stu-
diamo quelle corrispondenze per le quali i loro elementi lineari
proiettivi Z ed E (di Furoisi) sono legati da una relazione del
tipo E = pE ove p(u, v) & finita e differente da zero nel campo
che si considera. E chiaro che dovendosi avere per E=0, E =0
e viceversa si corrispondono su o e G le linee di Darnovx (e di
Seere) e di conseguenza le asintotiche. Dall’ ultimo teorema pre-
cedente sappiamo che, se p# 1, non vi sono sistemi assiali corri-
spondenti su 6 e 5.

Queste corrispondenze, che appare giustificato di chiamare
proiettivo - conformi, si possono caratterizzare col seguente
teorema :

In ogni corrispondenza fra o e o che conscrvi le asintotiche
(corrispondenza asintotica) esiste un sistema assiale di curve
di S tale che alla sua rctia asse in O corrisponde in O un invi-
luppo cubico @ cut piani cuspidaly passano per la normale proietiiva
(in 0). Se e solo se la corrispondenza ¢é proiettivo-conforme
1 lre piani cuspidali deiti contengono le tarngenti di Segre (in O).

Analogamente possiamo classificare le corrispondenze, che
diremo proiettivo-simili, per cui p = costante.

Condizione necessaria e sufficiente affinché la corrispondenza
sia proiettivo-simile é che il sistema assiale del teorema prece-
dente sia quello associato alle mormali prolettive di 5, .

(Si capisce che nei teoremi ora dati si pud scambiare ovunque
G con o).

Varrebbe la pena di approfondire queste trasformazioni anche
perchg, data la relativa ristrettezza delle famiglie di superficie che
ammettono applicabilitad proiettive (non collineazioni) sarebbe inte-
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ressantc stabilire la generalitd delle superficie che ammettono tra-
sformazioni proiettivo-conformi o proiettivo-simili. Queste si pre-
sentano spontaneamente nella ricerca seguente.

2. — Le corrispondenze geodetico-proiettive [I’].

Diremo due superficie s e 5 in corrispondenza geodetico-
proiettiva se su di esse si corrispondono le pangeodetiche (estre-
mali dell’elemento lineare proiettivo di Fusmxi). E chiaro che se
6 e 5 sono in corrispondenza proiettivo-simile su di esse si corri-
spondono le pangeodetiche. E la domanda inversa che interessa,
e precisamente interessano quei casi che, per analogia col problema
dell’ordinaria rappresentazione geodetica, si possono chiamare di
LiouvitLe. Si hanno i teoremi :

Se due superficie non rigate sono in corrispondenza geodetico-
proiettiva, o i loro elementi lineari differiscono (al pit) per un
fattore costante (corrispondenza provettivo-simile) oppure tutt’e due
le superficie somo a linee canoniche indelerminate ¢ t loro elements
lineary possono ridursi ai tipe

(@U + dV) dUdv
dAURFdUavVave ’

hEk(hdU +kdV)dUAV
AU T hkdU AV +k2dV?

Fy/Fy = Fa/ﬁz=

con h e k costantt,

In tal caso le due superficie possono rappresentarsi (per punii)
su due piani tn modo che alle loro pangeodetiche corrisponduno le
rette dei due piani ; le corrispondenze geodetico- proicttive fra le due
superficie hanno per tmmagini le omografie fra © piani rappre-
sentativi.

Non esistono rappresentazioni geodetico - proiettive di una super-
ficie rigata sopra una non rigata.

Se le due superficie sono rigate (e se mon somo in corrispon-
denza protettivo-simile, caso banale) @ loro clementi lineari proiettive
sono riducibili ai tips

[+ N (v)]2v"2du
v+ [u -+ N (v)] 0%

[+ N @)]*v"%du,
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ove dv =0 rappresenta le generatrici rettilinec (corrispondenti)
mentre du = 0 rappresenta le asintotiche (curvilinee) di o e
uv 4 F (v) =cost.,, con dF = Ndv, le asintotiche di 3 (non
corrispondenti alle precedents).

Le geodetiche proiettive di una tal superficie (s e G) punteg-
giano proiettivamente due generalrici retlilinee. KEsse si ottengono
tutle, nel piano rappresentativo cartesiano (u, v) imprimendo alle
immagini delle asintotiche di 6 wna traslazione parollela all’ asse u.

La costruzione di queste rigate dipende dall’ integrazione di un'e-
quazione differenziale lineare ordinaria del 4° ordine,

Appartiene a questa classe di rigate (e sono tutte applicabili
proiettivamente su di essa quelle per cui N = cost.) la rigata
cubica di CavLey. Essa e le sue geodetiche proiettive si costrui-
scono cosi:

Data una cubica sgemba C, un suo punto O e la tangente
wi t, si congiunga un punto variabile su C con U intersezione del
piano tn esso osculatore con t. Su quesla rigata le geodetiche proiet-
tive sono (le cubiche) segate dat coni quadrict osculatori lungo t al
cono cle dz O proietta C.,

3. — Le corrispondenze asintotiche.

Pit generali delle corrispondenze precedenti sono quelle che
fanno corrispondere su due superficie s e s le loro asintotiche
(se di piu si corrispondono le linee di DarBoux si hanno le cor-
rispondenze proiettivo-conformi del n. 1).

Le due forme quadratiche normali ¢, e P, di 6 e & differi-
scono per un fattore (4 0) sicchd potrd scriversi @, = e**¢, con

= h (u, v). Percid lo studio delle corrispondenze asintotiche equi-
vale allo studio su o delle metriche (quadratiche) conformi a ¢, o,
se si vuole, di un’equazione (e non di una forma) quadratica.

E si ha [B]:

Le estremali di una qualsiasi metrica o ¢, sono definite dal-
U equazione differenziale

oh oh
ud>v — 2)=|—— —
By (dud*v — dvd2u) (au du T dv)(pz

FupiNt e CecH, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale 47
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(i 82 essendo eseguiti rispetto a ¢,). I piani ad esse osculatori in
un punto O di o tnviluppano un cono di 3 classe ¢ cui piani
cuspidali tagliano il piano t tangente a o in O nelle tre tangents
di Segre e passano per una retta, che dird pseudo-normale rela-
tiva ad O e alla forma e* ¢, (per h = cost. si ha la normale
proiettiva di Fuemi), congiungente i punti « ed x,, -+ b, z, 4 b, z,.

Le sviluppabili della congruenza di pseudo-normali (qualunque
sia h) segano su o un doppio sistema coniugato cioé ogni congruenza
di pseudonormali é contugata a o. Viceversa ogni congruenza coniu-
gata a o determing, @ meno di un fattor numerico, una metrica e ¢,
per la quale la congruenza é quella delle pseudo-normali.

Condizione mecessaria e sufficiente affinché la pseudonormale
relativa ad un punto generico O di o appartenga al piano canonico
in O é che sia

2 2
o) = [0 (5 gy g BB 00) - [0 9,0+ o0

ove 6 é un qualunque fattore integrante di ¢ du+ ¢,dv (per H=0
si ha la normale proiettiva).

Dal confronto dell’equazione di queste estremali con I’equa-
zione delle linee anarmoniche risulta che:

Proprietd caralteristica delle superficie isotermo-asintotiche ¢
che le loro curve anarmoniche sono geodetiche di una metrica conforme
a @,.

Ad altre proprietd notevoli delle corrispondenze asintotiche
si arriva considerando sulle due superficie i sistemi (invarianti
per applicabilita proiettive) studiati al n® 8 del capitolo precedente.
Si ha per essi il seguente teorema generale :

In wuna corrispondenza asintotica fra 6 e & ad ogni sistema.
definito su o dall’ equazione differenziale

(1) By(dud?v—dvd2u)=0, B2y dud+0, B de®+1 (h, du — hydv) @,
corrisponde su o un ben determinalo sistema
(1) BY(dud2v—dv 82u)=10, B 27 dud+0,B72dv3 1 (b, du—k,dv) 3,

(ove © &2 somo ora differenziali controvariants rispelto alla forma
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Py = ZE? dudv di o), e le equazioni che determinano la corri-
spondenza fra questi sistemi sono

B6 ) A 1 dlogBT 't
BO, =P8, TOy=70,; l"1=lh1——2 —%’{/ﬁ_—,

—n L _ologBT/By
2 2 2 ov :

>~I|

H

Risulta dalle due prime di queste relazioni che i sistemi (1)
per i quali 6; =0 oppure 6, =0 oppure 6, = 6, = 0 formano
tre sottoclassi invarianti per qualsiasi trasformazione asintotica di
una superficie. Ricordando le caratterizzazioni geometriche, gia
indicate, di queste sottoclassi si ha in particolare per 1I’ultima :

Ogni sistema (1) di o per cus le quadriche invariant Q e Q*
coincidono in ogni punto con la quadrica di Lie ha per corrispon-
dente su un G sistema dotato della stessa proprieta. (¥)

La corrispondenza di particolari sistemi (1) e (1) suce 5 da
modo di caratterizzare particolari tipi di corrispondenze; p. es.:

Se esiste su o un sistema per cui 6; = — 0,, cioé per cui le

due quadriche invarianti Q e Q* coincidano in ogni punto cui cor-
rz'éponda su 5 un sistema dotato della stessa proprietd (cioé O 1=——§2 )
la corrispondenza é necessariamente proiettivo-conforme (ciod B B="/").

Analogamente: se su o € G si corrispondono due sistemi
(uno di 6 e uno di 5) per i quali ! (h, du— hydv)= 1(h,du— hydv)
le due forme quadratiche ¢, e @, differiscono soltanto per un

fattore costante (BY=~%.pB7).
E infine: se ad un sistema (1) le cui curve tangenti alle

asintotiche # hanno un flesso nel punto di contatto corrisponde
un sistema dotato della stessa proprieta (6, = 6,=1) & invariante

€
nella corrispondenza la prima forma elementare (B = B).

(*) A questo tipo appartengono le estremali, sopra studiate, di e?*. ¢,;
la corrispondenza fra le congruenze di pseudo-normali segue dal fatto che
L(hydu + h,do) e T (hy du 4 Ty dv) sono (o mon sono) insieme differenziali
esatti.
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