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INTRODUCTION 

A LA 

GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE 
DES SURFACES 

CHAPITRE I. 

Q U E L Q U E S P R É L I M I N A I R E S . 

1. Transformations homographiques et corrélations. — Les pro-
priétés métriques d'une figure géométrique sont les propriétés qui se 
conservent lorsqu'on soumet la figure à un mouvement; l'étude de 
ces propriétés est le but de la géométrie métrique. Au contraire, la 
géométrie projective n'étudie pas toutes ces propriétés, mais seule-
ment celles qui se conservent lorsqu'on soumet la figure à une trans-
formation homographique. En conséquence beaucoup d'éléments très 
importants pour la géométrie métrique (par exemple la distance de 
deux points, l'angle de deux droites ou de deux plans, les sphères, les 
cercles) ne peuvent jouer aucun rôle dans la géométrie projective. 

Dans la géométrie projective un point est défini par quatre coor-
données homogènes x, y, z, t, qui ne peuvent pas être nulles en 
même temps (et qui se réduisent à trois, si l'on étudie seulement les 
points d'un plan, par exemple, du plan t = o). Un point ne change 
pas si l'on multiplie ses coordonnées homogènes par un même fac-
teur p ^ o ; de manière que (si l'on exclut seulement les points du 

plan t == o) nous pouvons choisir p = et rendre ainsi t = i. On 
dit alors que les trois coordonnées x, y, z sont non homogènes. 

Une transformation homographique fait correspondre à un point 
x>y> z> t, ou (comme nous dirons souvent plus simplement) à un 

P U B I N I ET GEC1I 1 



1 CHAPITRE I. 

point x le point x' défini par les équations 

a^x -f- ai2y -h ai3z-h aut, 
a2\X -h a22JK «23z -h alkrt% 

a3ix -f- a^y H- ay¿z -h a34t, 
avl a; -f- -+- aKZz -h a u 

où les ctih sont des constantes, dont le déterminant A = | a¡h | est dif-
férent de zéro. Si nous considérons seulement les points d'une courbe 
ou d'une surface, c'est-à-dire les points dont les coordonnées sont des 
fonctions d'un ou de deux paramètres, nous rC excluons pas que les 
assoient des fonctions de ces paramètres; il suffira que leurs rapports 
soient des constantes, c'est-à-dire il suffira que les a¡k se réduisent à 
des constantes en les divisant par un même facteur p. Cela porte des 
complications à la théorie : nous pourrons les surmonter en norma-
lisant les coordonnées homogènes des points de la courbe ou de la 
surface que l'on veut étudier. 

Un plan sera défini par une équation 

(2) i\y -h Çz --h = o. 

Nous indiquerons le premier membre de cette équation par la 
notation et nous ferons usage de notations analogues pour des 
cas semblables. Les rj, Ç, z seront considérés comme les coordon-
nées (homogènes) du plan (2); nous l'appellerons le plan YJ, Ç, T, 
ou, plus simplement, le plan 

Dans la géométrie du plan (par exemple du plan t = o), une 
équation 

( 2o ) S %x = \x -f- i\y 4- Ç z = o 

définit la droite £ de coordonnées rj, Ç. 
Une corrélation est définie par des équations 

aM x -+- a12y -h a13 z -h 
a2ix -h a** y H- CI20Z -f- a24¿, 
anx-h az»y -+- a33z -h a3it, 
ail x -T- aM y -+• Z -+- a^t. 

Sur les coefficients nous pouvons répéter ce que nous avons dit 
plus haut. Aux plans passant par un point x' (de manière que 
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x' = o) correspondent les points x satisfaisant à l'équation 

anxx' H- « 2 2 y y ' « 3 3 zz' H- aKkftt' 

--h aX2x y -+- a2ixy' -4- a^x'z -f- a2lxz' 

-H «23 '̂̂  "+• «32.?̂ ' H" • • • -+" «34 z't a43 l'z = O. 

Cette équation ne change pas, en échangeant les points x, x\ seule-
ment si drs = a>sri 0X1 si ars + <^sr = O (T, S = I , 2, 3, 4)- Sia r i = asr, 
la corrélation (3) se réduit à la polarité définie par la quadrique 

ci\\X- H- a22y2 -+- «33 z2 -h «44Î2-h iaX2xy 2 

-h xa23yz ia2kyt -h 2 o . 

Si au contraire -{-• a i r = o (et en conséquence arr + a r r = o, 
c'est-à-dire = o), alors les équations (3) définissent un système 
nul. Les %} définies par les équations (3) satisfont identiquement à 
S£' x = o. Et chaque point x appartient au plan correspondant 
Chaque droite qui sort d'un point x et appartient au plan corres-
pondant est transformée en elle-même parla corrélation (3); par 
cette méthode on obtient toutes les droites transformées en elles-mêmes. 
Toutes ces droites engendrent un complexe linéaire. En effet, la 
droite qui joint les points x , , x2 est transformée en elle-même 
seulement si 

«12(^1/2— x«y\ ) -u «13(^1 z2— x2 Zi) -+-... -f- «34(^1 h— £2) = o. 

Et cette équation est une équation linéaire à laquelle doivent satis-
faire les coordonnées pliické rie unes 

yt z2—Ziyz, #iz2—ztx2, ... 

de la droite considérée. Le lieu de ces droites est en conséquence un 
complexe linéaire. 

On peut développer une étude semblable pour le cas des corréla-
tions planes. Dans ce cas on trouve encore les polarités par rapport 
à une conique, si a r s = a s r ( r , s = 1, 2 , 3). Mais on ne trouve rien 
d'analogue aux systèmes nuls; en effet, si ars+ asr = o, le détermi-
nant A = | ars | du troisième ordre serait identiquement nul ; ce que 
nous avons toujours exclu. 
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2. Quelques formules élémentaires. — Les mineurs de la matrice 

y\ h 
xi y2 ¿i 

sont les coordonnées plùekériennes de la droite r qui joint les points 
X\ et x2. Nous indiquerons par la même notation (xt, x2) i° la 
droite r; 2° la matrice précédente; 3° l'ensemble de ses mineurs. Et 
nous nous servirons de notalions semblables dans des cas ana-
logues. Si l'on a quatre points x2, x3, xiy nous indiquerons par 
(xjf x2, x3j Xji) le déterminant 

yi z-i ti 
x2 y 1 ¿2 

ya -3 is 
•n y*. zK h 

Si les premiers trois points ne sont pas en ligne droite, le plan \ qui 
les contient a des coordonnées qui satisfont aux équations 

= S = S ¡¡x3 = o, 

et qui par conséquent sont proportionnelles aux compléments algé-
briques de y4y z.t, tk dans le précédent déterminant. Nous indi-
querons par la même notation ( x x 2 , x3) : i° ces compléments ; 
2° leur matrice ; 3° le plan Les coordonnées de ce plan seront donc 
p (x^ x2, x3), où p ^ o est un facteur arbitraire. On écrira donc 
(xj, x2, x3) = o pour dire que les points xK, x2, x3 sont en ligne droite 
et que les compléments précédents sont nuls tous les quatre. 

Si une droite r est l'intersection de deux plans et £2I nous disons 
qu'elle est la droite (£,, £2) en indiquant par (£,, £2) : i° cette droite ; 
2° la matrice formée par les coordonnées des deux plans; 3°ses mi-
neurs, qui sont les coordonnées plùekériennes de la droite r. 

Si les plans £2 passent tous les deux par les points Xf, x2, alors 
les droites (xt, x2) et £2) coïncident et leurs coordonnées sont 
identiques ou proportionnelles. Nous pourrons donc écrire 

Oi, a?s) = p(h, Çs)i 

où p est un facteur de proportionnalité. Cette équation, on doit se le 
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rappeler, ne signifie pas que 

• ^ 1 7 2 — = p ( Ei '02 — U ), 

«1 h— h Zo = p(Çi *c2—TIÇ2)-

Elle signifie au contraire que 

.vly1—xiy1= p(îix2—ÇjXi), 
^1/2— / l = P(TiÇ2—"CsEl), 

Si nous posons 

l'équation précédente signifie que 

Pour le démontrer, il suffit de remarquer qu'en substituant aux 
plans deux plans de leur faisceau, les (£<, £2) restent multipliés 
par un même facteur, et que, en substituant aux points xK, deux 
points de la même droite, les x2) restent aussi multipliés par un 
même facteur. On peut donc rendre par exemple 

— >'2 = 5i = 2̂ = o, 
et la vérification de la propriété énoncée n'offre alors plus de diffi-
culté. 

Si nous avons deux droites x2) et nous poserons 
(1) Sfj?!, X* ) (#:), = O t , .r2, ¿r3, 

Ce déterminant sera nul seulement si les points Xi appartiennent à un 
même plan, c'est-à-dire si les deux droites se rencontrent. Indiquons 
par pij les coordonnées de la première droite et par qtj les coordon-
nées de la seconde (¿, j == i, 2, 3, 4)- En développant le second 
membre de l'équation(4) selon les mineurs de la matrice x2) on 
reconnaît que cette expression est égale à 

p 12 <742 -+- />lV</23 H- 1̂2/̂ 34-H #13̂ 12 ?14̂ 23-

Si l'on a une droite qui joint les points a:,, x2l et une seconde 
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droite (£,, £2), qui est l'intersection des plans £1, ca> nous poserons 

Ui) S(art, ¿rs)(Çi, U) = 

où et #4 sont deux points de la droite £a) choisis de manière 
que (#3, a?4)= (£t, Évidemment cette expression est égale au 
produit des matrices (a?,, x2) et(£,, £2). On en déduit que 

(4a) SOi, ÇO = 
S Ç i S Xi Ç2 

S ¿r2 Çi S ¿r2 

3. Formes apolaires. — Si xi} x2 sont les deux coordonnées homo-
gènes d'un point d'une droite, alors une équation 

F 2 = a u x ' j -+- i^r2-+- a 2 2 x \ = o ( a 1 2 = a 2 i ) 

définit deux points de la droite. Une autre forme 
= Cil ¿r'f -h 2C12#i#2 -+- (C|2 = C2i) 

sera dite apolaire à la forme F2 si 

( 5 ) A N C 2 2 -+- « 2 2 C I I — 2 A 1 2 C | 2 = O . 

Cette équation nous dit que les points où F2 = o, et ceux où = o se 
divisent harmoniquement. Il s'agit donc d'une condition invariante, 
quand on soumet la droite à une transformation homographique. Si 
ct\ \ a-22 —ai\ ^¡é o (ce que nous supposerons toujours dorénavant), 
les points, où F2 = o, ne coïncident pas. Et nous pourrons faire un 
changement de coordonnées de manière que aM a22 = o. L'équa-
tion (5) se réduit alors à la c12 = o. 

Soit maintenant une forme cubique 
2 

F3 = 2 ar$txrxsxt 
i 

(«rsi = asrt — <* ris = • • •)• 

L'équation F3 = o définit trois points A, B, C. S'ils ne coïncident 
pas tous les trois, nous pourrons considérer le point A', conjugué 
harmonique de A par rapport aux points B et C, le point B' con-
jugué de B par rapport à A et C, le point C' conjugué de C par 
rapport à A et B. 

On peut alors déterminer deux points P, Q qui séparent harmoni-
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quement chacun des couples A et A', B et B', C et C\ Ces points sont 
définis par l'équation obtenue en égalant à zéro le Hessien de la 
forme F3 

Puisqu'il s'agit de propriétés projectives, il suffit de le démontrer, 
en réduisant la forme F3 à une forme canonique, par exemple à la 
forme a (x'\ -f- x\), ou à la forme 3 a x'\ x2 (si deux des points A,B, C 
coïncident. Dans le premier cas, les points A', B', C' annulent la 
forme F'3 ~a — ^¡J)et le Hessien est proportionnel à X\ x2. Dans 
le deuxième cas les points A', B', C'sont confondus avec le point xt = o 
et annulent la forme F!3 = ax:]

n pendant que le Hessien est propor-
tionnel à x'r Si les points A, B, C coïncident tous les trois, alors les 
points A', B', C' sont indéterminés, la forme F'3 et le Hessien sont 
identiquement nuls. 

En laissant aux coordonnées # la plus grande généralité, et en écri-
vant 

On vérifie sans difficulté qu'il est identiquement nul seulement si les 
trois points satisfaisant à l'équation F3 = o coïncident. S'il n'est pas 
nul, la forme F2 = 2tarsxr lui sera proportionnel seulement si 

Si ces équations sont satisfaites, nous dirons que F, et F3 sontapo-
laires, même dans le cas que le Hessien de F3 soit identiquement 
nul. En supposant différent de zéro le discriminant a,, a22 — a*2 de 
la forme F2, on déduit des équations (6) que les points, où F3 = o, ou 
sont tous les trois différents l'un de l'autre, ou coïncident tous les trois. 
Dans le dernier cas on peut supposer a{ \ 2 = a221 = a222 = o et des 
équations (6) on déduit a22 = o. Par conséquent le point qui annule 
la forme F 3 = a M , x] est un des points qui annulent la forme 
F2 = x{ («m Xi -f- 2al2x2). Voilà l'interprétation de la condition 
d'apolarité dans le cas que le Hessien de F3 soit identiquement nul. 

F3 = *Larstxrxsxt, 

on trouve que son Hessien est proportionnel à 

110-122 CL\ \ 2)^? (̂ 111̂ 222 ^112^122)̂ 1^2+ (̂ 112̂ 222 a~\ 22)^2 

j a 11 j Cl22 '¿aii2Îïi2-f- <2122̂ 11 — O, 
f ÎÏH2̂ 22 Cl\it>0'\i~\~ #222 ̂ 11 == 
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