Introduction a la géométrie projective différentielle des
surfaces

Chapitre IV: Les asymptotiques d'une surface, la forme f; et les
équations différentielles d'une surface

In: Guido Fubini (author); Eduard Cech (author): Introduction 2 la géométrie
projective différentielle des surfaces. (French). Paris: Gauthier-Villars & Cie,
1931. pp. [34]--50.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402561

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic
provides access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery
and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
\V The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/402561
http://project.dml.cz

CHAPITRE 1V.

LES ASYMPTOTIQUES D'UNE SURFACE, LA FORME F; ET LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES D'UNE SURTFACE.

12. Les tangentes asymptotiques. — Si deux surfaces S, S’ passent
par un point O, ou elles ont le méme plan tangent, leur intersection
a en général en O un point double avec deux tangentes r, s, qui
peuvent étre réelles ou imaginaires, ou coincidantes. Si S' estle plan
tangent en O a S, les r, s sont appelées les tangentes asymptotiques
a S en Q. Pour les étudier, nous nous servirons de coordonnées z,
¥, 5 non homogeénes (¢ =1), et supposerons de les avoir choisies de
maniére que O soit le point # =y =z =0, et que le plan tangent
en O soitle plan 'z = o. Dans le voisinage de O nous supposerons
que la surface soit définie par une équation

(1) s=9(z, ¥),

ou la ¢ posséde finies et continues toutes les dérivées, dont nous
ferons usage. De nos hypothéses on déduit qu’en O

P =%r=29,=0 (x =y =o).

Et alors dans le voisinage de O, nous aurons
(14) s=9(x, y)= %(axﬂ—r— 20xy -+ cy?)+ (3),

ol a, b, ¢ sont des constantes, et avec () nous indiquons une quan-
tité au moins de l'ordre n en z, y. Les tangentes asymptotiques
seront définies évidemment par les équations

(2) s=o0, azx?+2bxy +cyr=o.
D’aprés notre définition, il est bien évident que ces droites sont des

éléments projectifs pour une surface S; c’est-a-dire que, si une trans-
formation homographique porte la surface S dans la surface Z, et le



LES ASYMPTOTIQUES D'UNE SURFACE, ETC. 35

point O dans le point &, elle porte aussi les tangentes asymptotiques
a S en O dans les tangentes asymptotiques a 2 en Q.

Des équations précédentes on peut déduire un autre résultat.
Sixz=au, y=Pu, z=o0 (ou «, (B sont des constantes, et u est un
paramétre) sont les équations paramétriques d’une tangente a S en O,
I'équation (1,) démontre que le point O est une intersection en
général double de la surface S et de cette droite. Mais, si

ax?+2baf + cf2=o,

c’est-a-dire s’il s’agit d’une tangente asymptotique, 'intersection est
au moins triple; en effet, en développant I'équation ¢(z, ) = o, on
’on a posé © = au, y = Bu, on trouve

1
;(a13+2ba{3 +ef)ut--. . =o,

ou les termes négligés sont au moins de 'ordre 3.

Les tangentes asymptotiques en O a S sont les droites telles que
leur intersection en O avec la surface S est awu moins triple
(d’ordre 3).

Les tangentes asymptotiques coincident seulement si ac — b?*=o
(ou sont indéterminées si a = b =c = o). Si la surface est réelle,
alovs elles sont réelles si ac—b*<Co, sonl imaginaires si
ac — 52> o. Un point O, ou ac — b3= o, est appelé un point para-
bolique. Nous considérons les points paraboliques comme singu-
liers et les excluons de notre étude. Nous démontrerons d’ailleurs
plus loin que: Sitous les points d’une surface S sontparaboliques,
alors la surface S ou est un plan, ou est dévelopvable (c'est-a-
dire est I’enveloppe de o' plans). Et I'étude des surfaces dévelop-
pables est tout a fait élémentaire; elle se réduita I'étude de la courbe
gauche, qui a ces plans comme plans osculateurs.

13. Considérations corrélatives. Les tangentes conjuguées. —
L’équation du plan tangent 2 S en A, si les coordonnées de A sont
xz, y, 5=¢(x,y), est

l—z=(X=2)¢x(r, y) - (Y—=y)op(x, y);
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en la développant, on trouve
—lar by ()X —|br ey (2)]Y A

-";|'a.1."-’- 2hry-ey? - (3)]=o.

Nous pourrons choisir par conséquent comme coordonnées non homo-
geénes de ce plan les suivantes:

Ememax — by - (2), f=—bhur—ecy-(2),

ol ey __
T = lart 2h1) -i-cy?)--(3), {=1.

Et, si ac — b*:# o, nous déduirons que

1 .
(12) = :m(c’;'ﬂ—-zbz'r, an?) -(3),
qui est 'équation corrélative de I'équation (1,) (*).
Par des considérations corrélatives aux précédentes, nous sommes
conduit aux droites définies par les équations

(22) T=o0, cEB2— bt ani=o,

Mais il est fucile dc démontrer que ces droites coincident avec celles
qui sont définies par les équations (2). En effet un plan, dont I'équa-
tion est Z+£X + 1Y =o, et la coordonnée t est par conséquent
nulle, passe par le point x, y, o du plan tangent seulement si
Zin=y:—x;sicepoint z,  du plan tangent z = o satisfait a la
seconde des équations (2), les &, » satisferont précisément a la
seconde des ¢quations (2,). En considérant les £, v, © comme des
coordonnées non homogenes d’un point de l'espace, nous en dédui-
sons : St une corrélation porte une surface S dans la surface X,
et le point O de S dans le plan tangent en Q & X, alors elle porte
les tangentes asymptotiques a Sen O dans les tangentes asympto-

tiques a 2 en Q.

Si a=c=o, la tangente asymptotique s =x =o coincide
avec la droitet=1n=o0etlaz =y =o avec lar=%=o.

L'intersection s du précédent plan tangent en A avec le plan z =o

(') Ici avec (n) nous indiquons une expression en &,  au moins de l'ordre n.
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tangent en O est la droite

1 =o, (ar--by)X - -(hr —cy)Y (1) =o,

ou. comme d’ordinaire, (2) est une expression au moins du deuxiéme
ordre en x, y. Supposons que le point A se déplace sur une courbe C
sortant de O, ¢t appartenant & la surface S. La tangente 1r 2 C en O
soit la droite Z=10, X : Y =m : n(m, n =const.). Pour A=0 la
position limite de la droite s sera la droite ¢ définie par les équa-
tions '

7 =o, cam b )X - (bm - cn)Y =o;

c'est-a-dive la droite p sera définie par les équations
7. =o, N Y=wm':n"
N § ] ] . .
ou le rapport m', n' est donné par I'équation

(3) amm' 4+ bCmn'  m'ny -enn' = o,

La tangente p est appelée la tangente conjugucée a la tangente r;
en remarquant que 'équation (3) est symétrique en m :n et en
m':n'y on trouve que : Si la tangente p est conjuguée a r, la tan-
gente r est a son tour conjuguée aop.

Une tangente X\ : Y =m : n est conjuguée it elle-méme (coin-
cide avec la conjuguée X : Y =m': n'), seulement si

am?-+-sbmn -- cn2 = o,

c'est-a-dire s/ elle est une tangente asymptotique.

On peut donner une simple interprétation géométrique de I'équa-
tion (3) : deux tangentes conjuguées sont deux tangentes qui
séparent harmoniquement les asymptotiques. Pour le démontrer
de la maniére Ja plus simple, il suffit de choisir le téiraédre de réfé-
rence de maniére que la droite 3=z ==0 et la droite 5=y =o0
soient les tangentes asymplotiques. On aura alors a = c=o0:les(1,)
et (1) se réduiront a

) 1 .
(13) s=bry (3, :::T)E'r, 03
[’équation (3) se réduit a m : n + m': n'=o; ce qui démontre que
deux tangentes conjuguées séparent harmoniquement les tangentes

asymptotiques . = o et 1 = o.
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14. Coordonnées curvilignes sur une surface. — Nous savons que
I'on peut définir une surface en donnant une équation entre les
coordonnées d’un quelconque de ses points [par exemple I'équa-
tion (1) du paragraphe 12]. Cette équation doit étre homogéne si les
coordonnées, dont on fait usage, sont homogénes. Mais on peut aussi
la définir, ¢n donnant ces coordonnées comme fonctions de deux
paramétres indépendants 1, = « et u; = v, que nous appellerons les
coordonndées curvilignes des points de la surface. Si par exemple
t=1,2=Uu=u,,y=¢=U,, il suffira de donner 5 comme fonc-
tion de u = x et de ¢ =y, et I'on est reconduit a I'équation (1). En
général on appellera lignes coordonnées sur la surface les deux
familles de courbes, lieux des points pour lesquels 'une ou I'autre
des u; a une valeur constante. Sil'on change les u;, en remplagant «
par une fonction quelconque U(w) de la seule u, et ¢ par une fonc-
tion quelconque V(¢) de la seule ¢, les lignes coordonnées ne
seront pas changées; nous dirons que nous avons changé les para-
métres des lignes coordonnées.

Pour que les équations

e=z(u,0),  y=yp,e),  z=zy ),

=1

définissent une surface, il faut et suffit que les parametres 1, ¢ soient
deux paramétres essentiels, c’est-a-dire que la matrice

L Yu Su

o Ve 3o |

(Ty. Tp) =

ne soil pas identiquement nulle. En coordonnées homogenes, une
surface sera définie par des équations

r=a(U, ¢). ¥y =y(u, ¢, s=35(u. v), t=t(u, v);

et la surface ne sera pas changée, si I'on multiplie les z, y, ... par
un méme facteur p(u, v) 5 o. La condition précédente devient

x y z t

(4) () Xy 2y) = | &y Yu Bu | Fo0.

Ty Ve Bo Lo

En effet, en multipliant les z, y, z, ¢ par p £ 0, les mineurs de
celte matrice restent multipliés par p3. La matrice reste différente
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de zéro si elle était différente de zéro et réciproquement. En posant
p=1¢', on vérifie que 'inégalité (4) est équivalente a la précécente.

Il va sans dire que nous supposons que les z, y, 2z, ¢ possédent
finies et continues toules les dérivées, dont nous ferons usage, et que
nous regardons comme singuliers ct excluons de notre étude les
points, ou (x, Zy, £y) = O.

Les coordonnées £, v, ¢, v du plan £ tangent 4 S en z sont définies
par les

oY

(%) Ster=Str,=S8tr,=o ou St =Stdr=o.

En différentiant la premiére, on en déduit

(51) Str=Sxf,=Sxt,=o0 ou Str=Srdi =o,

r

De ces équations on déduit aussi
(‘1) E = P('r) x“) 1‘,,), r = G(E) Elt; EV’:

ol p 3 o est arbitraire, et ou ¢ est un facteur, qui dépendra du choix,
que nous avons fait pour le facteur p. Si nous changeons le facteur p,
et posons

’
! z

=p'(2, 70, 2y) = 5,

4
S

o |

nous aurons

C e e\
(E Eu, El') == <?> (E) Eu, Eu),

. ’ ’ ’ DI 3
p= 7 5 ) = (£) (5 b, 8.
En comparant avec la deuxiéme des équations (6) nous trouvons

G’Io’}‘ — UP:‘-

Si nous posons p'=/[op?|, nous en déduisons o' = = p'. Remarquons
que la valeur absolue de p' reste complétement déterminée, pen-
dant que son signe reste arbitraire. En écrivant £ et p au lieu de £/,
o/, nous aurons

(61) E= P(‘r7 L,y .I‘.,), z = EP(E: Eua E!') (E =—-tl)‘

(Plus loin nous déterminerons la valeur de p, ¢.)
Si nous substituons aux u, ¢ deux nouvelles coordonnées curvi-
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lignes «, ¢, on trouve

Ly Wty Lpr) == PUL, Ly, L) ’ diu, v) J
r = 1,
r . r o ! g 4
CE fury Seny =i (E- Sus Qe . 'l("! ©')
’
d’on
' , . Lo
’:: 2y Ly o), S e (E, Eu'- E..Il (g =927 11).

Ces équations sont tout a fait analogues aux équations (6,). Nous
en déduisons que la méthode, par laquelle nous avons défini les §, ne
dépend pas du choix des coordonnées curvilignes u, ¢. Nous dirons
que les & sont les coordonnées du plan tangent correspondant aux
coordonnées x de point; elles sont déterminées a moins du signe. Si
l'on multiplie les x par un méme facteur, les corresponduntest

.
restent aussi multiplices par le méme facteur. La méthode <Ccch
[IO]) par laquelle nous avons défini les Z, st analogue a celle dont

nous avons fait usage pour les courbes.

15. Les asymptotiques en coordonnées curvilignes quelconques.
— Pour définir une ligne de la surface, il suffit de donner les coor-
données ‘curvilignes w, ¢ de ses points comme fonctions d’un para-
métre ¢. Nous considérons deux courbes C, C, de la surface

s ut), == (L), w==u(t), [N TN AN

sortant d’un méme point O(u = w,, v = ¢y). Nous indiquerons par
du, dz, ... les différentielles prises le long de G, ct par du, o, . ..
les différentielles prises le long de C,. Les tangentes en O a ces deux
courbes scront conjuguées seulement si le plan 7+ dZ passe par le

point s + dzx [x = x (g, ¢4). .. |, c’est-a-dire si

(M Sdrdt=o,
qui est cquivalente a la
(71) S dEbr = o,

La tangente a G scra asymptotique, sculement si clle est conjuguée
a elle-méme, c’est-a-dire si

(7‘.’) S ([E dir = o.
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Des équations (5) el (5,) on déduit, en différentiant et en posant

. Vyum SEd2r =y diez vaydide - ays det
FANCC Ay == @yy, W2 Uy - - Uy
(lll(!
(8) Voo SEd2r o — S dEda - Saed?E - Sy du, dig,
(\H| } @y == l*E-"uu = SEu-l'u = S"l?Euu,
(890 g =i (g =0 55~7‘uu=—— SEuare==— SEexy == Nufye.
(R gy == NEr,oos—SEor. = Sk,

L’'¢quation (7,) des directions asymptotiques est par conséquent
F,:= 0. Nous dirons qu’une ligne C de la surface S est asymptotique,
si chacune dec ses tangentes est une tangente asymptotique & S.
La Fy=osera Ucquation différentielle des lignes asymptotiques.
Dans un point O (non parabolique) A =a, a,,- - a},5% o; de
chaque point O (non parabolique) sortent par conséquent deux
asymptotiques. Des équations (6,) et (8) on déduit

(84) Fozz oty o d2ay = ep (B, By, Lo 25D

D'aprés la régle de multiplication des déterminants, on dédnit, en se
rappelant les équations (5) et (8), que

[\) O o K,
‘o ¢ T — g L
l -} = EP'

0 —ay —an M

I, P Q \

ou les valeurs de L, M, N, P, Q ne nous intéressent pas. On aura,
par conséquent,

e
[l
m

-a

A TN = Ay dey— Ay,
d’on 'on déduit (an moins pour les surfaces réelles)
1

(o ¢t zz—sgn\, o=
° VIA

) A == Uy (lyg— (l»'f\_..

On peut transformer ces équations. Si nous posons
(1o) vy e oo d2ey 2z by dut o by ducde - hag de?,

nous avons
Qg p ,)r.v, A p2( Oy Oos — /)?9 )y
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d’ou 'on déduit

(101) P = V=
Vi bs— 87, |

£ = — Sgﬂ(b11bgg— b?2)

Ces équations permettent de calculer p, €, si l'on connait les
équations paramétriques x = x(u, v) de la surface. Remarquons
encore :

Si Uon multiplie les x par un méme facteur o(u, v) Zo, la
Sforme F, reste multipliée par o*; la ¥, est une forme presque
intrinséque, c'est-a-dire qu’elle peut changer seulement de signe,
quand on change les coordonnées curvilignes u,v. La seconde des
équations (10,) nous dit que e = — 1, st les asymptotiques sont ima-
ginaires et que e =1 si les asymptotiques sont réelles. Nous ren-
voyons a la G. P. D. (§13 A) pour l'interprétation géométrique de

ce résultat.

L’équation Sz d*x = o des asymptoliques nous dit (si nous nous
rappelons les identités Stz = St dxr = o) que les points z, x + dz,

I 4. N . .
x+dr + ;d‘x d’'une méme asymptotique appartiennent au plan £

tangent & S en x. Chacune des asymptotiques sortant d’un point x
de S a par conséquent comme plan osculateur en z le plan tan-
gentaSen z.

On pourrait évidemment partir de cette propriété projective, pour
définirles asymptotiques. On pourrait en déduire une simple démons-
tration géométrique que, si une transformation homographique ou
une corrélation porte une surface S dans une surface S', elle porte
aussi les asymptotiques de S dans les asymptotiques de S’. On peut
aussi le vérifier par le calcul. Si 'on multiplie les z, y, 5, ¢ par un
méme facteur o(u, ¢) 3240, ou si 'on soumet les 2, y, 5, t & une
transformation linéairc homogeéne a coeflicients constants et a déter-
minant différent de zéro, le déterminant (z, z4, ., d*x) reste mul-
tiplié par un facteur différent de zéro, et 'équation (z, zy, 2y, d*x) =0 )
reste équivalente a elle-méme. Pour étudier les corrélations il suffit
de remarquer qu'en échangeant les z avec les Z, I'équation

Stz =Sz d*t=o0

des asymptoliques reste inaltérée.
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Remarquons encore qu’en posant t =1, u =, v =y
I B
L ;(aaﬂ—u— 2bzy + cy?) + (3),

Iéquation (z, z., x,, d*x)=o0 des langentes asymptotiques sc
réduil (dans le point &' =y = o) précisément a la

adr? - 20dxdy - cdy?=o,

qui est équivalente a 'équation (2), qui a été notre point de départ.

16. Les coordonnées curvilignes asymptotiques. — Nous voulons
d’abord compléter I'étudc-des cas, que nous avons exclus jusque
maintenant, c’est-a-dire I'étude des surfaces, pour lesquelles 1'équa-
tion des asymptotiques esl une identité, ou a une seule racine du : do
double.

Supposons que I'équation Fy=o0 posséde une seule racine
dv : du =9 (u, v)double. De chaque point de la surface sort une seule
asymptolique [définie par I'équation différentielle dv : du =¢ (u, v)].
Nous pourrons changer les coordonnées curvilignes de maniére que
ces asymptotiues soient définies par une équation v = o; ’équation
F2= o0 aura la seule racine dv = o double et par conséquent

ayy = SE-Z'uu =— SEwTu = o,

a,,=Stx,, =—SEx,=0.

Mais on a aussi S£,2 = o. En comparant les équations

Stux.= St z, =Stz =0

avec les
Stxr,= Stz,= Stx =o,

on trouve, d’aprés (4), que les £, sont proportionnelles aux . On
pourra alors trouver un facteur A(u, ¢) 52 o de maniére que les déri-
vées des £' = )AE par rapport a la u soient nulles. Les£’, que nous pou-
vons considérer comme coordonnées du plan tangent, seront par
conséquent des fonctions du seul paramétre ¢. La surface est donc
Uenveloppe (seulement) de «o' plans (et non de o plans, comme
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dans le cas général) et sera développable. Réciproquement les points
d’une surface developpableS sont tous paraboliques.

En effet, les coordonnées ¢, 7, . .. de ces plans seront des fonctions
d’un seul paramétre ¢. Si 'on chotsit ce paramétre comme seconde
coordonnée curviligne sur la surface, on trouve que

Ayy=—-SE,r,=o0, gy :i— SEyare= o,
et la Fy == o se réduit a la do? = o.

Si Iéquation des asymptotiques est une identité, on démontre de
la méme maniére que s, = ,== o et que les % sont par conséquent des
constantes. Une surface a lignes asymptotiyues indéterminées se
réduit a un plan (au plang).

Dorénavant nous étudions seulement le cas général, ¢n excluant
les i)lzms et les surfaces développables. L'équation Iy = o aura deux
racines

du i de = 9(u, v, du lde = biu, o)

elu, ¢ A (e o).

Considérons les asymptotiques qui satisfont a la du @ dy = o, et les
asymptotiques satisfaisant a la u : dv =. Nous pourrons choisir
des nouvelles coordonnées curvilignes de maniére que ces deux sys-
temes d’asymptotiques soient définis I'un par les équations « = coust.,
'autre par les équations ¢ = const. Les lignes asymplotiques seront
alors les lignes coordonnées. Les paramétres w = u, ¢l v =1,y nc
seront pas complélement définis; en effet (§ 14) on pourra substituer
a u une fonction U () de «, et a ¢ une fonction V(¢) de ¢. L’équa-
tion I'y = o devra étre satisfaite par dv =0 el par dv:=0: on aura
par conséquent

(lI) yyoo SEr == — S5y = S.r [ o,
(_II]) A9y = SE."'(,‘. Li— 52‘, Xy s S.’I'E‘,,, =0,
(11y) { AN =aay—ai,=—aj.,,
(1T . S

| @ppzz SExrppe:—NE500=:— S50, = S, 5.

Nous supposerons ¢ =1 et les asymptotiques réelles; nos formules
sont cependant valables méme si les asymptotiques sont imaginaires,
mais dans ce cas on ne doit pas exclure de faire usage de nombres
imaginaires. Des formules des paragraphes précédents on déduit,



LES ASYMPTOTIQUES D'UNE SURFACE, ETC. §

d'apres (11), (114) et (119)

~

‘(1]3) (.ry Fy, Ty, ~"'uu)'—';(E, Eu‘ E('y Euu) =0,
(11,) () Tyy Ty, Loy ) = (5, Eu, Soy Bev 1230,

E = p(,r. Ly T ) £ = P(Ey EIU Eu)-
(12) 8} . s

p = — (0 ==31), l2 2
ayz ’ )
. , “ N

(13) = p(r, gy Lo Xye) = -‘;‘(.z', Ly Py Ty,
(13y) W@ty = (&, Ly, Loy Lue) = (5, Euy oy Eur) (o ==-¥11).

Si les w«, ¢ sont réelles, et st 'on ne veut pas introdunire des nombres
imaginaires, il faudra par conséquent poser

(13,) W = SEN( &, Ly, Loy Tye) ()

qui change de signe, en échangeant les u, ¢.
La tangente asymptotique (z, x,) coincide avec la conjuguée (£, %,);
de meme les droites (z, ) et (E, £.) coincident. On aura par consé-

(uent
(""7 BT ‘) = ('Ey EH ) (.I" Le) = fJ'( E.~ E“)!

ou 1, u sont deux facteurs qu'il s’agit de déterminer. On a
©at, = (2, Ty, e, Tyo) = S0, ) (20, 2up)

SE e SE Tyv

=) S(E, E Nty 2y = )~~
~ sy Su vy e
S Elt Ty S:" Ty

§
X 0 sy \ ) g
= A . = AQfi,.
— Ay, bEu Ly
On en déduit 2 == w; on démontre aussi que =~ . On a enfin
(134) (e, ry)=wl(g, £, (r, x.) =—w(E k).

Si nous nous déplagons sur la surface dans une direction quelconque,
on aura

(r, dr)=(z, v du - (r, ro)dv = o[k E)du— (&, 5N dve].
On en déduit que les droites

a4y (x, d) 3= (&, d)

(') Si Pon change le signe de p. le signe de a,, sera aussi changé.
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sont les tangentes asymptotiques. Ce résultat <éech [12]) est évi-
demment intrinséque (c’est-d-dire est valable pour tout choix des
coordonnées curvilignes u, ¢).

Remarquons que le résaltat ne serait pas si simple, si 'on n’avait
pas défini les coordonnées £ correspondant aux z.

17. Les équations différentielles fondamentales. — D’aprés les
équations (113) et (4) on déduit que 'on peut trouver des fonctions
%y B, ¥y & Pi1y Paa des u, v de maniére que

P
Ty = ATy -+ }j-'tl'"I Puz,

Lpp 2= YTy ~i- € Xp-i- Paa .

En les-dérivant, on en déduit

L = (O -i- 22 1= pyy) &y (Bu-i- «3) Zy - (Prau - apyy)T 4+ 324,
(1) Zuue = (2 - BY) o= (B -i- Pe j?'l’il)“'t""(Plil"""ﬁl"z!)x_i‘“zlw:
Lyeo == (Yu-i- Yo -~ 22 )&y - (€ - .BY) Ty -i- (.Pnu -+ ‘{Pn)x —+ €Ty
Tpop = (Yo - €7 Ty (Ep 4 €24 Poa) &y i+ (Page & Paa )T —= Y Ty

On peut en déduire les valeurs des dérivées quatriémes comme
combinaisons linéaires des z, 2, ,, Zuo; €t l'on obtient les condi-
tions d’intégrabilité en identifiant les valeurs de

d ]
:)_l'leu'&‘y E‘)xuuu-

Maintenant nous comparerons seulement les coefficients de x.. dans
ces expressions; et nous trouverons o, = ¢&,, de maniére ue nous
aurons a démontrer ’existence d’une fonction 0 telle que 6,= a,
f,=c¢.

D’aprés les équations précédentes on déduit, en dérivant la (13,),

day,

2Way, Ju = (x, Zyuy Zvy -ruv) -+ (.Z‘, Ly, Ty, xuuv)

= 20(2, Zu, Ty, Tuy) =20, wal,.

On obtient une équation analogue en dérivant (13,) par rapport
a¢. On en déduit que 'on peut poser & = 8, ¢ = 0,, ot § = log|a,,|;
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les équations pour les z deviennent par conséquent

(I) s Xy =02+ p‘l'v”-’Pllw (2= 614);
! } Ty =7 xTy+ 8oz 4+ pura (e =0,);
(L) { | @ | = e,
; &, Zy, Ty, Zyy) = (E; Euy By EUP) = L"“?-): w e20,

Nous les appellerons les équations fondamentales pour les z.

Dans un autre chapitre, nous en étudierons toutes les conditions
dintégrabilité.

En développant pour lest des considérations semblables, nous trou-
verons des équations analogues

Sun = 04§ p’Eu - Ty 5,

Evo = ‘(, Eu+ 008, -+ mosk,
avec la méme fonction 6, définie par I'équation (I,). Nous voulons
déterminer les ', v/, m;;.

En dérivant 'identité St,z, = o, on trouve d’aprés les équations
précédentes, et en sc rappelant que Sz, = SE, 2 = o,
0= SEuzuu -+ quEuu: SEu(ou-Tu‘F' @-Tv-*-Pu-L‘\)
T-im S‘tu(ouzu+ BIEV—'T' 77115‘,)

=BStuxy+ B'Saubo=— (8 <+ 3)as.

On en déduit que B'=

— {3; de la méme maniére on démontre que

v = — . On trouve ainsi les équations fondamentales pour les §,
(1 { Eun= 0u8— B Ev- LTSN
Evo =— Bu - 0050 maak.

Nous déterminerons maintenant les m;;, en écrivant d’autres iden-
tités remarquables. On a

dJd
Stuaue= F)Tz Stua,— S-"-‘v&uu

dau da,,
u — Sz (0,5, — [zv +rg) =— i -+ 0iap=0

et, d’'une maniére analogue, ontrouve

(13) SEuzue=SEZuo=Szubus=Sxluv=o0.
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En dérivant, on obtient

St yue=— bEuu-”v‘uv =— b(,ouEu—' ;55(' R L) Tw

=— My SEx o = — Ty Qys.

Mais, cn se rappelant les (I,), la (15) et les identités
Stuwu-=Str=o,

on trouve que le premier membre est aussi égal a

SE (BB pr)re=—(3c -80c  pra..
On en déduit par conséquent
(16) T = P go i Bl
et par la méme méthode on démontre que
(161)

Toa == Pyo-" Yu ‘- Yeu-

Si lon connalt les équations (1), on connatt aussi les (11) et
réciproquement.

Des équations (15) on peut déduire une formule importante pour
nous. On trouve

S J'uvsln' = ')T_ S Eu Xyp— S Eu Loy == -— S Eu Lype-

D’aprés les (1), on a par conséquent
(154) Sa,ebue= (0ue By)aa= a},q,
ou
Q == ai—a\em' - 37).
Remarquons que, si I'on échange les 8, v, p;;avecles — 3, —7, miiy

les équations (16) et (16,) restent transformées en elles-mémes.

Encore une remarque qui nous sera utile plus loin. D’apreés les.
équations (I) et (I;) on a

(Xy Zuy Twu, -1’111414) = 32(\1’, Zyy Loy J'ul') = "’B"'a'fz-
Par la méme méthode on démontre que

(Ea Euy Euny Euuu) = “’.G“,_a"{a-
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s

N()IIS aurons pal‘ l'.onséquent H
(7 (z. Zuy ZTuu- Zuun) = (§ Euy Euus Ewun ).

En nous rappelant que les coordonnées ¢ du plan tangent a la sur-
face sont aussi les coordonnées du plan osculateur a I'asymptotique
¢ = const., nous déduisons de I'équation précédente que I'on arrive i
la méme normalisation des &, en les considérant ou comme les
coordonnées du plan tangent & la surface, ou comme les coor-
données du plan osculateur a une asymptotique (§ 8).

Nous pouvons utiliser ce théoréme, pour résoudre Lrés simplement
un probléme intéressant; nous aurons en méme temps démontré par
un exemple quelle simplicité les coordonnées définies dans les précé-
dents paragraphes peuvent porter dans beaucoup de problémes.

Remarquons d’abord que, si nous changeons les paramétres des
asymplotiques, en choisissant comme nouveaux paramétres une fonc-
tion U(u) de u, et une fonction V(¢) de ¢, les nouvelles valeurs f et
-?de 5, v satisfont aux équations

(18) gdU? _gduw o\ de

Sdv dv

Nous retrouverons plus loin ces équations, qui sont uue simple
couséquence des équations (I).

Nous déterminerons maintenant les surfaces, donttoutes les asymp-
totiques appartiennent a des complexes linéaires. D’aprés I'équa-
tion (17) et les résultats du paragraphe 9, chaque asymptotique
v=const. appartiendra 4 un complexe linéaire seulement si
SZuuubuun = 0. D’aprés la premicre des équations (1,) et d’aprés
I'équation analogue pour les &, eette condition devient

J*logf
Oude 8

;1
Yot

Les u = const. appartiendront, elles aussi, a des complexes
linéaires si

J? IUg v -
B
Ju dv e

(') Ici on suppose f # o: dans I'équation suivantc on supposecra ¥ % o. Nous ver-
rons plus tard que, si By = o, la surface est réglée et notre étude devient cncore
plus simple (¢f. la G. P. D. déja citle).

'S

FUBINI ET CRCH
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De ces deux équations on déduit que

d? log,ﬂ J*logy
Ju dv du Jv

En particulier nous aurons

Plog?
Jude

c’est-a-dire 3 : y est le produit d'une fonction de « par une fonction
de ¢. La (18) démontre qu’en changeant les paramétres des asympto-
tiques on pourra rendre 3 =1y. Et alors notre équation se réduit a la

d2lou . P
s ;‘B = (32, dont l'intégrale générale est

_ . . TV
(19) "'="=I\J/+\"

ou U est une fonction arbitraire de «, V de ¢. Nous 1envoyons ala
G. P. D. pour V'étude complete de ces surfaces qui n’'offre plus
aucune dlfhculle.

1.’étude systématique de la géométrie différentielle projective des surfaces
générales a été commencée en 1908 par M. Wilczynski ([14], [18], [16], [17],
[18]). M. Wilczynski y suppose choisi le facteur des coordonnées homogénes
de maniére que (dans notre notation) 8 = const. M. Fubini, dans ses premiéres
vecherches relatives (voir par exemple [5], [8], [11]), a fait usage des coordon-
nées x (u, v) normales (voir plus loin, § 23). Or toutes les formules de
M. Fubini restent valables pour ekaque choix dufacteur des coordonnées
homogénes (cf. Cech [14)).

Pour les surfaces dont les asymptoliques appartiennent a des complexes
linéaires, voir Peter [1], Keraval [1], Bompiani [2], C. Segre [9], Sullivan[1],
[3], Terracini [6],[8], [13]; voir aussi G. P. D., § 18, 47, 49, ainsi que ’Appen-
dice IV (écrite par M. Terracini).

On trouvera d’amples développements dans la G. P. D. (Chap.11)
qui contient beaucoup de méthodes pour la définition de la forme
fondamentale F; et ses applications & des questions géométriques.
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