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CHAPITRE IV. 

L E S A S Y M P T O T I Q U E S D ' U N E S U R F A C E , LA F O R M E F 2 E T L E S É Q U A T I O N S 

' D I F F É R E N T I E L L E S D ' U N E S U R F A C E . 

12. Les tangentes asymptotiques. — Si deux surfaces S, S' passent 
par un point O, où elles ont le même plan tangent, leur intersection 
a en général en O un point double avec deux tangentes /*, s, qui 
peuvent être réelles ou imaginaires, ou coïncidantes. Si S' est le plan 
tangent en O à S, les r , s sont appelées les tangentes asymptotiques 
à S en O. Pour les étudier, nous nous servirons de coordonnées xy 

y, z non homogènes (t = 1), et supposerons de les avoir choisies de 
manière que O soit le point x = y = z = o, et que le plan tangent 
en O soit le plan ?z = o. Dans le voisinage de O nous supposerons 
que la surface soit définie par une équation 

( j ) z = y (x: y), 

où la cp possède finies et continues toutes les dérivées, dont nous 
ferons usage. De nos hypothèses on déduit qu'en O 

? = = ¥v= o (x = y = o). 

Et alors dans le voisinage de O, nous aurons 

(il) z = y(x,y)= l-(ax*-h2bxy--'r-cy2)-\ (3), 

où a , 6, c sont des constantes, et avec ( n ) nous indiquons une quan-
tité au moins de l 'ordre n en x, y. Les tangentes asymptotiques 
seront définies évidemment par les équations 

(2) z ~ o, ax- -i- 2 bxy 4- cy2 = o. 

D'après notre définition, il est bien évident que ces droites sont des 
éléments projectifs pour une surface S; c'est-à-dire que, si une trans-
formation homographique porte la surface S dans la surface 2 , et le 
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point O dans le point £2, elle porte aussi les tangentes asymptotiques 
à S en O dans les tangentes asymptotiques à 2 en Q. 

Des équations précédentes on peut déduire un autre résultat. 
Si x = en w, y = (3 m, z = o (où a, (3 sont des constantes, et u est un 
paramètre) sont les équations paramétriques d'une tangente à S en O, 
l'équation (i<) démontre que le point O est une intersection en 
général double de la surface S et de cette droite. Mais, si 

-+-cP 2 = o, 

c'est-à-dire s'il s'agit d'une tangente asymptotique, l 'intersection est 
au moins triple; en effet, en développant l 'équation (p(x, y) = o, où 
l'on a posé x = a u, y = (3 w, on trouve 

(aa2-f- 2¿>a¡3 -hC$-)it- . . . = o, 

où les termes négligés sont au moins de l 'ordre 3. 

Les tangentes asymptotiques en O à S sont les droites telles que 
leur intersection en O avec la surface S est au moins triple 
(d'ordre 3). 

Les tangentes asymptotiques coïncident seulement si ac — b2= o 
(ou sont indéterminées si a = b = c = o). Si la surface est réelle, 
alors elles sont réelles si ac — 6 2<Co, sont imaginaires si 
ac — 6 2 > o. Un point O, où ac — o, est appelé un point para-
bolique. Nous considérons les points paraboliques comme singu-
liers et les excluons de notre étude. Nous démontrerons d'ailleurs 
plus loin que : Si tous les points d'une surface S sont paraboliques, 
alors la surface S ou est un plan, ou est dévelopoable (c'est-à-
dire est l'enveloppe de oo' plans). Et l'étude des surfaces dévelop-
pables est tout à fait élémentaire; elle se réduit à l 'étude de la courbe 
gauche, qui a ces plans comme plans oscillateurs. 

13. Considérations corrélatives. Les tangentes conjuguées. — 
L'équation du plan tangent à S en A, si les coordonnées de A sont 
xt y, z = cp(x,y), est 

Z — z = (X — x) 9.r(.r; y) (Y —y) y); 
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on la développant, on trouve 

— | a.r , h y • : - {'>. )\ \ — | bx , - cy -, - ( -x ) ] Y Z. 

•• • l-\a j:- :>. bxy - h cy2 ( 3 ) ] — o. 

Nous pourrons choisir par conséquent comme coordonnées non homo-
gènes de ce plan les suivantes : 

c ^ a;v _ h y -, - ( -}. ), r, = — bx — cy (v> ), 

~ — ^ ( a x- 1 2 r- cy-) ~ • ( 3 ), 1 — i. 

Et, si ac — b'1-^ o, nous déduirons que 

(l2) T = î — a r r ] 

\ / ( <7C — B* ) K " 

qui est l 'équation corrélative de l'équation ( i , ) (1 ). 
Par des considérations corrélatives aux précédentes, nous sommes 

conduit aux droites définies par les équations 

( '¿2 ) ~ — O. c J2 — •>. b ; a r,2 = o. 

Mais il est facile de démontrer que ces droites coïncident avec celles 
qui sont définies par les équations (2) . En effet un plan, dont l 'équa-
tion est Z -f- £X 4- n Y = o, et la coordonnée r est par conséquent 
nulle, passe par le point y, o du plan tangent seulement si 
: : Tt = y : — x\ si ce point x, y du plan tangent z = o satisfait à la 
seconde des équations (2), les yj satisferont précisément à la 
seconde des équations (2, ). En considérant les E, rj, r comme des 
coordonnées non homogènes d'un point de l'espace, nous en dédui-
sons : Si une corrélation porte une surface S dans la surface 2 , 
et le point O de S dans le plan tangent en à 2, alors elle porte 
les tangentes asymptotiques àSenO dans les tangentes asympto-
tiques à 2 en £2. 

Si a = c = o, la tangente asymptotique z=x = o coïncide 
avec la droite z = r\ = o et la z = y = o avec la z = \• = o. 

L'intersection s du précédent plan tangent en A avec le plan z — o 

( ' ) Ici avec (n) nous indiquons une expression en r, au inoins de l'ordre n. 
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tangent en O est la droite 

Z = o, (a.v -i- by )X -.- i bx • c y ) Y •{•>.) = o. 

où, comme d'ordinaire, (2 ) est une expression au moins du deuxième 
ordre en x, y. Supposons que le point A se déplace sur une courbe C 
sortant de O, et appartenant à la surface S. La tangente r à C en O 
soit la droite Z = o, X : Y = m : n ( m , n — consl.). Pour A = O la 
position limite de la droite s sera la droite 0 définie par les équa-
tions 

Z = o. (a/// r bn)X (b/n -, en )\ = 0 ; 

n'est-à-dire la droite p sera définie par les équations 

Z = o, X : Y = ni ; ri. 

où le rapport ni, ri est donné par l 'équation 
( 3 ) a m m ' -h b (nui /tin) cn/i o. 

La tangente p est appelée la tangente conjuguée à la tangente r ; 
en remarquant que l'équation (3) est symétrique en m : n et en 
ni : n , on trouve que : Si la tangente p est conjuguée à t\ la tan-
gente r est à son tour conjuguée à p. 

Une tangente X : Y = m : // est conjuguée ci elle-même (coïn-
cide avec la conjuguée X : Y = m' : n'), seulement si 

airi1-f- \>.bmn !- en'1 — o, 

c'est-à-dire si elle est une tangente asymptotique. 

On peut donner une simple interprétation géométrique de l 'équa-
tion (3) : deux tangentes conjuguées sont deux tangentes qui 
séparent harmoniquement les asymptotique s. Pour le démontrer 
de la manière la plus simple, il suffit de choisir le tétraèdre de réfé-
rence de manière que la droite z — x = o et la droite z = y — o 
soient les tangentes asyrnplotiques. On aura alors a = c = o ; les ( 1< ) 
et (1 a) se réduiront à 

( T 3 ) 3 = bxy - ( 3 ) , T = ( 3 ) . 

L'équation (3) se réduit à m : n -H ni : n' = o; ce qui démontre que 
deux tangentes conjuguées séparent harmoniquement les tangentes 
asymptotiques x = o et, y = o. 
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14. Coordonnées curvilignes sur une surface. — Nous savons que 
l'on peut définir une surface en donnant une équation entre les 
coordonnées d'un quelconque de ses points [par exemple l'équa-
tion (i) du paragraphe 12]. Cette équation doit être homogène si les 
coordonnées, dont on fait usage, sont homogènes. Mais on peut aussi 
la définir, en donnant ces coordonnées comme fonctions de deux 
paramètres indépendants u{ = u et u2 = t', que nous appellerons les 
coordonnées curvilignes des points de la surface. Si par exemple 
t = i , x = u = U\, y — v — u2) il suffira de donner c comme fonc-
tion de u = x et de v = y , et l 'on est reconduit à l'équation ( î ) . En 
général on appellera lignes coordonnées sur la surface les deux 
familles de courbes, lieux des points pour lesquels l 'une ou l'autre 
des u, a une valeur constante. Si l'on change les en remplaçant u 
par une fonction quelconque U(M) de la seule uy et v par une fonc-
tion quelconque V ( v ) de la seule v} les lignes coordonnées ne 
seront pas changées ; nous dirons que nous avons changé les para-
mètres des lignes coordonnées. 

Pour que les équations 

:v = .x{ur v), y = y ( i f } v), z = z(u, r), 
t, = i 

définissent une surface, il faut et suffit que les paramètres u, r soient 
deux paramètres essentiels, c'est-à-dire que la matrice 

Uv xv) = • ' • « yu 
•<v yv 

ne soit pas identiquement nulle. En coordonnées homogènes, une 
surface sera définie par des équations 

= r ). y =y(u< r'), z = z(u. v). / = t ( / / } p); 

et la surface ne sera pas changée, si l'on multiplie les x, y, . . . par 
un même facteur p(u, v) ^ o. La condition précédente devient 

(4) (.'*, .rw, :rv) = 

¿r y z t 
yu tu 

.T,, yv Zv t{, 
O. 

En effet, en multipliant les x, y, z, t par p ^ o, les mineurs de 
cette matrice restent multipliés par p3. La matrice reste différente 
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de zéro si elle était différente de zéro et réciproquement. En posant 
p = on vérifie que l'inégalité (4) est équivalente à la précécente. 

Il va sans dire que nous supposons que les . r , y , z, t possèdent 
finies et continues toutes les dérivées, dont nous ferons usage, et que 
nous regardons comme singuliers et excluons de notre étude les 
points, où ( x , xu, Xy) = o. 

Les coordonnées r\, Ç, r du plan Ç tangent à S en x sont définies 
par les 

(o) S = S = S = o ou S \x — S £ dx = o. 

En différentiant la première, on en déduit 

(50 = S.r?M= S.r?P= o ou S = S.r = o. 

De ces équations on déduit aussi 

(G) ; = s(.r, xu, xv\ x = 

où p o est arbitraire, et où <j est un facteur, qui dépendra du choix, 
que nous avons fait pour le facteur p. Si nous changeons le facteur p, 
et posons 

? = P (̂ Î Xy) = — î, p 

nous aurons 

(?': fil, &) = ( j / t f i Ç'O 

.* = *'(?', Kl, = s«> 

En comparant avec la deuxième des équations (6) nous trouvons 

i ' p';{ = (jp : j . 

Si nous posons p' = y/1 o-p31, nous en déduisons a1 = ± p'. Remarquons 
que la valeur absolue de p' reste complètement déterminée, pen-
dant que son signe reste arbitraire. En écrivant £ et p au lieu de 
p', nous aurons 

(6 i) 5 = P(-**, -M» ^ = S«, ?c) (e=±i). 

(Plus loin nous déterminerons la valeur de p, s.) 
Si nous substituons aux a, v deux nouvelles coordonnées curvi-
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l ignes u', c', on trouve 
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< Su'. ./-v) — r(.v. .l'u. r ) 
r/(r/% (>') 

d'où 

Ces équations sont tout à fait analogues aux équations ( 6 , ) . Nous 
en déduisons que la méthode, par laquelle nous avons défini les ne 
dépend pas du choix des coordonnées curvilignes u, r. Nous dirons 
que l e s ? sont les coordonnées du plan tangent correspondant aux. 
coordonnées x de point; elles sont déterminées à moins du signe. Si 
Von multiplie les x par un même facteur, les correspondantes £ 

restent aussi multipliées par le même facteur. La méthode (Cecli 

[»01) par laquelle nous avons défini les esl analo-ue à c elle dont 
nous avons fait usage pour les courbes. 

tî>. Les asymptotiques en coordonnées curvi l ignes quelconques. 
— P o u r définir une l igne de la surface, il suffit de donner les coor-
données curvilignes u, v de ses points comme fonctions d'un para-
mètre t. Nous considérons deux courbes C, C, de la surface 

sortant d'un même point O ( u = i / 0 , i1 = Î'0 ). Nous indiquerons par 
du, dx, . . . les différentielles prises le long de C, et par du, ox , . . . 
les différentiel les prises le long de C | . Les tangentes en O à ces deux 
courbes seront conjuguées seulement si le plan ; 4 - d\ passe par le 
point ./• H- hx [./' = x(nQ, e 0 ) . . . ], c'est-à-dire si 

( 7 ) S <lr = o, 

qui esl é(|uivalente à la 

(71 ) S c/Ç o.r = o. 

La tangente à C sera asymptot ique, seulement si elle est conjuguée 
à e l l e -même, c'est-à-dire si 

(72) S d; iLr = o. 

u m t)% v -- vit h u iiv( 11, 
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Des équations ( 5 ) et ( 5 , ) on déduit, en diflerentiant et en posant 

\<\, -- S £ d — ftu du'1 ">.ai2 î/m dv a12 dt -
i ¡\\ or axl = <721, j/ r //,. r ) 

que 

( «S ) l'V.-S; ^./•-:— S i/Ç </./• . S /• r/2f . , £ars dur dus, 
( S, » a,, _. S Ê ./•„ „ — S E„ .r„ = S .v Ç„M, 

(«V, = S — S S 

L'équation (72) rf^J directions asymptotiques est par conséquent. 
F2 ~ o. Nous dirons qu'une l igne C de la surface S est asymptotique, 
si chacune de ses tangentes est une tangente asymptot ique à S . 
f,a F.2= osera. Véquation différentielle des lignes asymptotiques. 
Dans un point O (non parabol ique) A — a , , a 2 2 ^ o ; de 
chaque point O ( n o n parabolique) sortent par conséquent deux 
asymptotiques. Des équations (64) et ( 8 ) on déduit. 

(«4) l'V--: J'v. d*:r)= ep(£r d**)-

D'après la règle de multiplication des déterminants, on déduit , en se 
rappelant les équations ( 5 ) et ( 8 ) , que 

o o <> F.j 
0 — "11 —«12 L 

r .J = ep-
o —a>t —a» 2 M 

F. V Q \ 

où les valeurs de L, M, N, P, Q ne nous intéressent pas. On aura, 
par conséquent , 

-- — Ep" A Vr2 \ A ai, «22— a î •_» », 

d'où l'on déduit (au moins pour les surfaces réelles) 

( 9 ) S s g n A . P = — = = > A — t t v l — a'j.,. 
V'| A 1 

On peut transformer ces équations. Si nous posons 

^Ki ) ( ./•„. wv. d-.r) -- du- v».du dv 

nous avons 
a,, --- p ¿V,, A :-- p2( />H />o2 //f2 ), 
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d'où l 'on d é d u i t 
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( I 0 I ) P = , £ = — sgn(ô1lô22— £>IJ). 
V \ ̂ 11̂ 22 ¿>Ï2 I 

Ces équations permettent de calculer p, e , si Von connaît les 
équations paramétriques x = x{u, v) de la surface. R e m a r q u o n s 
e n c o r e : 

Si Von multiplie les x par un même facteur CT(M, la 
forme F2 reste multipliée par a'2; la F2 est une forme presque 
intrinsèque, c'est-à-dire qu'elle peut changer seulement de signe, 
quand on change les coordonnées curvilignes u , v. La s e c o n d e des 
é q u a t i o n s ( i o< ) n o u s di t q u e £ = — i , si les asymptotiques sont ima-
ginaires et que s = i si les asy mptotiques sont réelles. Nous ren-
v o y o n s à la G. P. D. ( § 1 3 A ) p o u r l ' in terpré ta t ion g é o m é t r i q u e d e 
ce résul tat . 

L ' é q u a t i o n S \ d ~ x = o des a s y m p t o t i q u e s n o u s d i t ( s i n o u s n o u s 
r a p p e l o n s les i d e n t i t é s Six = S \ d x = o) q u e les p o i n t s x, x -f- dx, 

x - \ - d x - \ - l-d2x d 'une m ê m e a s y m p t o t i q u e a p p a r t i e n n e n t au p lan £ 

t a n g e n t à S e n x. Chacune des asymptotiques sortant d'un point x 
de S a par conséquent comme plan osculateur en x le plan tan-
gent à S en x. 

O n pourra i t é v i d e m m e n t part ir de ce t te propr i é t é projeclive, p o u r 
dé f in i r les a s y m p t o t i q u e s . O n p o u r r a i t e n d é d u i r e u n e s i m p l e d é m o n s -
trat ion g é o m é t r i q u e q u e , si u n e t r a n s f o r m a t i o n h o m o g r a p h i q u e o u 
u n e c o r r é l a t i o n p o r t e une surface S dans u n e sur face S' , e l l e por te 
auss i l es a s y m p t o t i q u e s de S d a n s l e s a s y m p t o t i q u e s de S' . O n p e u t 
auss i le vér i f ier par le ca l cu l . S i l ' o n m u l t i p l i e les x, y, z, t par un 
m ê m e fac teur <J(U, v) ^é of o u si l ' o n s o u m e t l e s x} y , z, t à u n e 
t r a n s f o r m a t i o n l inéa ire h o m o g è n e à c o e f f i c i e n t s c o n s t a n t s et à d é t e r -
m i n a n t d i f f é r e n t de z é r o , l e d é t e r m i n a n t (a?, xu, xt., d-x) res te m u l -
t ip l i é par u n fac teur d i f f érent de zéro , et l ' é q u a t i o n ( x , xin xv, d2x) = o ' 
res te é q u i v a l e n t e à e l l e - m ê m e . P o u r é t u d i e r les corré la t ions il suff i t 
de r e m a r q u e r q u ' e n é c h a n g e a n t l e s x avec l e s l ' é q u a t i o n 

S \d-x — S x d1 J = o 

d e s a s y m p t o t i q u e s reste i n a l t é r é e . 
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Remarquons encore qu'en posant t = i , t¿ = .cr, v = y 

z = l(ax2-h ibxy -4- c j 2 ) h- (3), 

l 'équation xUy d2x) = o des tangentes asymptot iques se 
réduil (dans le po int x = y — o ) préc i sément à la 

a dx~ - ->. bdx dy • c dy- — o, 

qui est équivalente à l 'équat ion ( 2 ) , qui a été notre point de départ. 

16. L e s coordonnées curv i l ignes asymptot iques . — N o u s vou lons 
d'abord compléter l ' é t u d e ' d e s cas, que nous avons exc lus j u s q u e 
maintenant, c 'est-à-dire l 'étude des surfaces, pour lesquel les l 'équa-
tion des asymptot iques est une identité , ou a une seule racine du : dv 
double . 

S u p p o s o n s que l 'équation F 2 = o possède une seule racine 
dv : du = cp(w, v) double . D e chaque point de la surface sort une seule 
asymptot ique [définie par l 'équat ion différentiel le dv : d u = y ( u j r)] . 
N o u s pourrons changer les c o o r d o n n é e s curvi l ignes de manière que 
ces asymptot iques so ient déf inies par une équat ion v = o ; l ' équat ion 
F 2 = o aura la seule racine dv = o double et par c o n s é q u e n t 

an = Sfa?WMr=— SÇ„.r„ = o, 

a, 2 = §txfli, = — SÇux%, — o. 

Mais on a aussi — o. E n comparant les équat ions 

S %uXu — s = S %ux = o 

avec les 
S = S \ x „ = S \ x = o, 

on trouve, d'après ( 4 ) , que les \ n sont proport ionnel les aux O n 
pourra alors trouver un facteur À ( a , v) o de manière que les dér i -
vées des par rapport à la u so ient nul les . Les£' , que nous pou-
vons cons idérer c o m m e c o o r d o n n é e s du plan tangent , seront par 
conséquent des fonct ions du seul paramètre v. La surface est donc 
l'enveloppe ( s e u l e m e n t ) de oo' plans ( e t non de oo2 plans, c o m m e 
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dans le cas généra l ) c l sera dèveloppable. Réciproquement, les points 
d'une surface dèveloppable S sont tous paraboliques. 

E n effet, les c o o r d o n n é e s rj, . . . de ces plans seront des f o n d i o n s 
d'un seul paramètre v. S i l 'on chois i t ce paramètre c o m m e seconde 
c o o r d o n n é e curvi l igne sur la surface, on trouve que 

"11 = — S = o, a v l - ' — o, 

et la F a = o se réduit à la dv- ~ o . 
Si l 'équat ion des asvmptot iques est une ident i té , 011 démontre de 

la m ê m e manière que í„ = o et que les \ sont par c o n s é q u e n t des 
constantes . Une surface à lignes asymptoiiques indéterminées se 
réduit à un plan (au plan £). 

Dorénavant nous é tud ions seu lement le cas général , en excluant, 
les plans et les surfaces déve loppables . L'équat ion F 2 = o aura deux 
racines 

du ; dv = y (u, c ), du ; dv = »i>( Uj r), 

f{u, V ) r¿ <J/( u, CI. 

Cons idérons les asymptot iques qui satisfont à la d u : dv = c p , et les 
asymptot iques satisfaisant à la du :dv = '\>. N o u s pourrons chois ir 
des nouve l les coordonnées curvi l ignes de manière que ces deux sys -
tèmes d 'asympto l iques so ient déf inis l 'un par les équat ions u = cous l . , 
l'autre par les équat ions v = const . Les l ignes asymptot iques seront 
alors les l ignes coordonnées . Les paramètres w=ux et v — u2 ne 
seront pas complè tement déf inis; en effet (§ 14) on pourra subst i tuer 
à u une fonct ion U ( f / ) de u, et à v une fonct ion V ( r ) de v. L'équa-
tion F 2 = o devra être satisfaite par du —- o el par dv o ; on aura 
par c o n s é q u e n t 

(t | 1 : : S — S ./'„ - - S ./•$„„ : O. 
avi S J - - — S?,. ./•„ S.r O, 

( A = a ! 1 a 2 2 — 'f'i._) --- — rt j , 
I a , S Ç . r M l . - - _ - — S - — S.,.*„,,. 

N o u s supposerons s = i el les a symptot iques réel les; 1 1 0 s formules 
sont cependant valables m ê m e si les a symptot iques sont imaginaires , 
mais dans ce cas on 11e doit pas exc lure de faire usage de nombres 
imaginaires . D e s formules des paragraphes précédents on dédui t , 

( I D 

(iii> 

( " 2 ) 
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d'après ( n ) , ( i i , ) et ( i 12) 

4r> 

•("s) 
("O 

(12) 

03i) 

(.r, ;rf/, ./y, xuu) — (Ç, Çtt„ ) = o, 
(.r, .r„, .r,,, ./w ) = ( ï, S«, S.t ) =- <>, 

p - - ( OJ - ± I L , 
« 1 2 

"l2 = ^ = (•*', •**«, -'Y, 
d\ 0 

ca'for^u;, .r„, .r,., xln.) = Ç„, (;,,, Ç,M.) ( o ^ - h i ) . 

Si les a , r sont réel les , et si l 'on ne veut pas introduire des nombres 
imaginaires, il faudra par conséquent poser 

l ) 10 = sgi1(3-, .r„, .rlfl.) ( j ) 

qui change de s igne, en échangeant les u, c. 
La tangente asymptot ique (x, xu) co ïnc ide avec la c o n j u g u é e (j-, ln) ; 

de m ê m e les droites (x, xv) et (£, £,.) co ïncident . O11 aura par c o n s é -
quent 

(./:, .r„) = A( Ç, Ç„ ), ( .r, ) .j.( E, Çt,), 

où )., /JL sont deux facteurs qu'il s'agit de déterminer. O n a 

= -'-m -*Y, •*'"«') = S(.r, ./*„)(>,., xui,) 
SÇ .r,. SÇ .r„,. X S( ) (<r /,((1| = X Çj s// M <'j « «' 

o a, 2 

2 ^ Ç« 'r,n, 

SÇaav SÇM.r, 

= Xa'f.,. 

O n en déduit -= w ; on démontre aussi que p. = - O11 a enfui 

(i33) ( .r. .r„) = loi Ç, ÇM ( .r, = — Çr). 

Si nous nous dép laçons sur la surface dans une direct ion q u e l c o n q u e , 
011 aura 

( .r, tlx) = .rM ) î/m --('.r, .r„ w/e = o>| ( E, — (ç. 

On en déduit que les droites 

{l/y) (x, dx)dz{t, dt) 

( l ) Si l'on change le signe de p, le signe <tea12 sera aussi changé. 
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sont les tangentes asympto tiques. Ce résultat (Cech [ 1 2 ] ) est évi-
demment intrinsèque (c 'es t -à-dire est valable pour tout c h o i x d e s 
coordonnées curvi l ignes w, e ) . 

Remarquons que le résultat ne serait pas si s imple , si l 'on n'avait 
pas défini les coordonnées £ correspondant aux x. 

17. L e s équations différentiel les fondamentales . — D'après les 
équat ions ( i i 3 ) et ( 4 ) on déduit que l 'on peut trouver des fonct ions 

Pi Pwy pii des u, v de manière que 

E n les-dérivant , on en déduit 

Vuuu = («tt-i- a® -  :-p\\)Xu r- (pli-:- «3) -.- (pwu p.rM„, 
*uui> = ( af -r- Py) .r„ ;- (pt, h- |3e - ! •pu ) x v -, - (>h,.-4-
«̂vi/ = (Tu-;- Y» H- P2'i)oru-\- ( 6tt-i- PY) ^V-i- (pau-h 

:r.vvv = ( y ^ 6 Y ) ( > - + - £ 2 • T- 1 / > 2 2 î ' + 2 / > 2 2 ) « * 

O n peut en déduire les valeurs des dér ivées quatr ièmes c o m m e 
combina i sons l inéaires des x, xu, xv, xuv\ et l 'on obt ient les c o n d i -
t ions d' intégrabil i té en identif iant les valeurs de 

à à 

Maintenant nous comparerons s e u l e m e n t les coeff ic ients de xm, dans 
ces express ions ; et n o u s trouverons de manière que n o u s 
aurons à démontrer Vexistence d'une fonction 9 telle 

que Vu oc. 
D'après les équat ions précédentes on dédui t , en dérivant la (131 ), 

/ \ / x 
SiU>ai2 ^^ XUUi &uv) &U-) &uuv) 

= 2 a x „, xv, xuv) = 2e<t(u a?2 . 

O n obt ient une équat ion analogue en dérivant ( I 3 4 ) par rapport 
à v. O n en dédui t que l 'on peut poser « = 9„, e = où 9 = l o g [ a i a | ; 
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les équations pour les x deviennent par conséquent 

( xuu=z 6,4\ixv~\~pnx (a = ew), 
V / ^ A 

I xvv =-y xu-\- 6 v x v ^ pvîx (e = 0V); 

(i.) ! | a i î l = e6' 
( {x, x(t, ,r„, a?M„) = (Ç, Ç„, (•„„) = wa'f a = w 

Nous les appellerons les équations fondamentales pour les x. 
Dans un autre chapitre, nous en étudierons toutes les conditions 

<T in tégrabilité. 
E n développant pour les £ des considérations semblables, nous trou-

verons des équations analogues 

= ï' ûffif 2̂2?, 

avec la même fonction 0, définie par l 'équation (I 2 ) - Nous voulons 
déterminer les (3', y', TT//. 

E n dérivant l'identité S l i u x u = o, on trouve d'après les équations 
précédentes, et en se rappelant que = SEMa? = o, 

= p'S = — (p -T- p')als. 

O n en déduit que ($' = — (3 ; de la même manière on démontre que 
y' = — y . On trouve ainsi /es équations fondamentales pour les £ 

( tvv = —ï • ï- «22?-

Nous déterminerons maintenant les TT/Î, en écrivant d'autres iden-
tités remarquables. O n a 

= - ^ -S*„(6„?„- *„Ç) -H e»«„= o 

^t, d'une manière analogue, on trouve 

(i5) S = o. 
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E n dérivant, on obt ient 

S == — S %uu Xuv
 = S ( O/i Ç« - £ )-'Ztcv 

= 7TilS — 

Mais, en se rappelant les ( ! « ) , la ( i 5 ) et les identi tés 

S xa — S \fl x — o. 

on trouve que le premier membre est aussi égal à 

^MA-:-PO*-- p 11 mv = — v ?»» - p6|. /> 11 ; « t - • 

On en dédui t par conséquent. 

(16) «Jl=/>llT- pe4.. 

et par la m ê m e méthode on démontre que 

(l6,) Y« ! Y6'/' 

Si Ion connaît les équations (1), on connaît aussi les (11) et 
réciproquement. 

Des équat ions ( i 5 ) on peut déduire une formule importante p o u r 
nous . O n trouve 

D'après les (1^), ou a par c o n s é q u e n t 

(l5l) S XNV%ln, = ( 0/u> 

où 

Q - r. 3y). ¿712 

R e m a r q u o n s que , si l 'on échange les ¡î, y , pu avec les — (ï, — y , r.ur 

les équat ions ( 1 6 ) et ( i 6 | ) restent transformées en e l l e s - m ê m e s . 
Encore une remarque qui n o u s sera uti le plus lo in . D'après les 

équat ions ( I ) et (I4 ) on a 

(x, xUy x„u, x,iUU) = xuv) = tofl2 a? 

Par la m ê m e méthode on démontre que 

< Ç, S/O ïuu, tuuu) = 
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Nous aurons par conséquent : 

(i; > Xuit- Xhuu) = (Ç, Ça, 5 UU- SU Uli 

En nous rappelant que les coordonnées £ du plan tangent à la sur-
lace sont aussi les coordonnées du plan osculateur à l 'asymptot ique 
^ = const . , nous déduisons de l 'équat ion précédente que Y on arrive à 
la même normalisation des en les considérant ou comme les 
coordonnées du plan tangent à la surface, ou comme les coor-
données du plan osculateur à une asymptotique (§ 8). 

N o u s pouvons util iser ce théorème, pour résoudre très s implement 
un problème intéressant; nous aurons en m ê m e temps démontré par 
un exemple quel le s implicité les coordonnées définies dans les précé -
dents paragraphes peuvent porter dans beaucoup de problèmes . 

Remarquons d'abord que, si nous changeons les paramètres des 

asymptot iques , en chois issant c o m m e nouveaux paramètres une fonc-

tion U ( u ) de u, et une fonct ion V ( v ) de v, les nouvel les valeurs (3 et 

y de ¡5, y satisfont aux équat ions 

Q 77 dV* rtiu-1 * (A -
= T 77TT :~dTi' 

Nous retrouverons plus lo in ces équat ions , qui sont une s imple 
conséquence des équat ions ( I ) . 

N o u s déterminerons maintenant les surfaces, dont toutes les a symp-
totiques appart iennent à des complexes l inéaires. D'après l ' équa-
lion ( 1 7 ) et les résultats du paragraphe 9, chaque asymptot ique 
r = const . appartiendra à un complexe l inéaire seu lement si 
Sxuuu iuuu = o. D'après la première des équat ions (1«) et d'après 
l 'équat ion analogue pour les ç, eette condi t ion devient 

âuàP P' 

Les u = ronst . appartiendront, el les aussi , à des c o m p l e x e s 
l inéaires si 

lugï == 
<)udv ' '' 

(') Ici ou suppose p /: o: dans l'équation suivante on supposera 7 0. Nous ver-
rons plus tard que, si £7 — 0, la surface est réglée et notre étude devient encore 
plus simple (cf. la G. P. /). déjà Htée). 
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D e ces d e u x équat ions on déduit que 

= logT = 3 

du dv du )v ' ^' 

E n particulier nous aurons 

d' - log^ 
du dv °5 

c'est-à-dire (3 : y est le produit d'une fonct ion de u par une fonct ion 
de v. La ( 18) démontre qu'en changeant les paramètres des asympto-
t iques on pourra rendre ¡3 = y. Et alors notre équat ion se réduit à la 

= (32, dont l ' intégrale générale est 

/ o v / W 0<)) Y = ? = Jj^Ty* 

où U est une fonct ion arbitraire de u9 V de v. N o u s renvoyons à la 
G. P. D. pour l 'é tude complète de ces surfaces qui n'offre plus 
aucune diff iculté . 

l/étude systématique de la géométrie différentielle projective des surfaces 
générales a été commencée en 1908 par M. Wilczynski ([14], [15], [1G], [17], 
[18]). M. Wilczynski y suppose choisi le facteur des coordonnées homogènes 
de manière que (dans notre notation) 0 = const. M. Fubini, dans ses premières 
recherches relatives (voir par exemple [5], [8], [11]), a fait usage des coordon-
nées x (uy v) normales (voir plus loin, § 23). Or toutes les formules de 
M. Fubini restent valables pour chaque choix du facteur des coordonnées 
homogènes (cf. Gech [14]). 

Pour les surfaces dont les asymptotiques appartiennent à des complexes 
linéaires, voir Peter [1], Keraval [1], Bompiani [2], G. Segre [9], Sullivan [1], 
[3], Terracini [6], [8], [13]; voir aussi G. P. D§ 18, 47, 40, ainsi que l'Appen-
dice IV (écrite par M. Terracini). 

O n trouvera d'amples déve loppements dans la G. P.D. ( C h a p . U ) 
qui cont ient b e a u c o u p de méthodes pour la déf init ion de la forme 
fondamentale F 2 et ses appl icat ions à des quest ions géométr iques . 
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