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CHAPITRE X.

RESEAUX PLANS.

51. Transformation de Laplace d’un réseau plan. — (Considérons
dans un plan P deux familles de courbes telles que de ciraque point
d’une région de P il sorte une courbe de chaque famille. On dit alors
que ces deux familles constituent un réseau plan. En particulier, on
obtient un réseau plan en partant d’unc surface S non développable
¢t en projetant ses asymptotiques d'un centre fixe O dans le plan P.
Nous verrons bientét qu’un réseau ainsi obtenu jouit d’une propriété
spéciale; nous 1'appellerons réseat asymptotique. Des propriétés
connues de la surface S, on passe immédiatement a celles du réseau
asymptotique; mais nous verrons que plusieurs notions importantes
ainsi obtenues se généralisent facilement au cas d’un réseau plan
quelconque. Ainsi, la géométrie d’un réseau plan peut étre regardée
comme unc extension de la géométrie d'une surface.

Analytiquement, on obtient un réseau plan en exprimant les coor-
données homogénes z du point mobile du plan P en fonction de deux
paramétres u, v; les deux familles de courbes du réseau s’obtiennent
en ne faisant varier qu’un des deux paramétres u, ¢. Toutefois, pour
qu’on ait un véritable réseau, il faut que (x, z,, 2,) 7% o, car autre-
ment le point »(u, ¢) ne décrirait qu’une courbe ou bien serait fixe.
Occasionnellement, nous parlerons d'un réseau dégénéré dans le
cas o (x, xy, 2v) = 0.

La figure corrélative d’un réseau plan est appelée congruence
plane. Une congruence plane est donc donnée en exprimantles coor-
données homogénes £ d’une droite du plan P en fonction de u, ¢; les
courbes de la congruence sont enveloppées par la droite E(rw, ¢)
lorsqu’on fait varier un seul des paramétres u, +.

La congruence est dégénérée si (£, Z,, &) = 0. La figure corréla-
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tive d’un réseau asymptolique est une congruence asymptotique.
On l'obtient en formant les intersections £(u, ¢) du plan P avec les
plans tangents d’une surface non développable S pour laquelle «, ¢
sont des pammélres as_ymplotiques.

Soit z(u, ¢) un réseau plan non dégénéré; donc (x, zu, x,) 7 0
de maniére que les points z, x,, , soient linéairement indépendants.
Chaque point du plan P peut donc étre exprimé en combinaison
linéaire de ces trois points. Il en résulte en particulier qu’on a des
équations de la forme

Zyu= @&y Py pa,
(1) Xy = YXy+ S&p-i- qx,

\ 2yy = ax,-i-bxr,+cx.

Les cocfficients de ces équations sont des fonctions de u, ¢. 1ls sont
liés par certaines relations, les conditions d’intégrabilité du
systéme (1); nous les formerons plus loin (§ 60).

Par un procédé classique, nous déduirons du réseau z(u, ¢) donné
deux autres réseaux z,( u, v), za(u, ).

Remarquons d’abord que les congruences (')

El(”, v) = (z, zu),

E2(u, 0) = (a, x0)

sont intrinséquement liées au réseau z (u, v). Les droites §, par exemple
sont les tangentes aux courbes ¢==const. du réseau x(u, v); ces
courbes forment donc une famille de courbes de la congruence, (u, ).
Calculons la seconde famille de courbes de cette congruence! Les
courbes de cette famille étant les enveloppes de la droite £, pour
u = const., désignons par z, le point de contact. Donc on peut
poser z,=x,~+ Az, ou A se détermine de la condition que le
point z,, est situé sur la droite . Or, on déduit de (15)

Zyp=axry+ (b-+ Nx,+ (¢ X))z,

dott A=—2"b ou
(2) ry=uo,—bur.

Le réseau 2, (u, ¢) est ditle transformé de Laplace du réseau x (u, ¢)

(') Ces congruences peuvent étre dégénérées.
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dans le sens du paramétre u. Pareillement, on arrive au transformé

(2") Lo= Zp— Ax

du réseau x(u, v) dans le sens de ¢. Les réseaux x,(u, ¢), za(1t,¢)
peuvent d’ailleurs étre dégénérés.

Remarquons que la relation géométrique des deux congruences
Zi(uy ¢), £2(u, v) au réseau z(u, ¢) est la méme (') que la rela-
tion des deux réseaux z(u, ¢), z,(u, ¢) a la congruence %, (u, ),
ou la relation des réseaux x3(u, v), x(u, ¢)  la congruence Z,(w, ¢).

Dans la théorie classique de la transformation de Laplace, les
quantités

3) h=c+ ab—a,, k=c¢-+ab—0,

jouent un roéle fondamental. On les appelle ordinairement les invca-
riants de Laplace-Darboux de I'équalion (15) ou du réseau z(u, ).
Elles jouissent de la propriété d’'invariance par rapport a la substitu-
tion z'=pz, mais non par rapport a u'=¢(u), ¢'=Jy(¢) qui con-
serve aussi le réseau z(u, ¢). Au contraire, les deux formes dift¢-
renticlles quadratiques

(4) hdudv, kdudy

Iy

sont invariantes par rapport a toutes les substitutions que nous
venons d’écrire. D’ailleurs, cette invariance découle aussi immédia-
tement de la signification géométrique des formes (4) que nous allons
expliquer. A cet effet, donnons i « un accroissement infinitésimal du,
ce qui change le point 2 en z'; encore 'accroissement infinitésimal d¢
donné a ¢ change le point z, en x). En négligeant les quantités inli-
nitésimales d’ordre supérieur au premier, on a

"=z + 2, du, &y = &1+ Ly dp.

Or de (15) on déduit que

Zyp= ax, -+ kur,

de maniére qu’en continuant a négliger les quantités infinitésimales
du second ordre
z' =1+ bdu)(x -+ 1y du),

Z')y = (1-+ adu)(r, + kzdu).

(') Ou plutot corrélative.



150 CHAPITRE X.
Les points x, x|, sont donc sensiblement situés sur la droite
(£y ) =%, ce qui était intuitif. En calculant le rapport anharmo-
nique des quatre points z, z,, 2, , de la droite Z, on trouve pré-
cisément la forme Adude. Clest la signification géométrique
cherchée de cette forme, que nous appellerons la forme associée a
la congruence %, (u, ¢). En échangeant u et ¢, on arrive a la
Jorme hdu dv associée a la congruence £,(u, v).

La droite (z,, £;) qui joint les deux transformés de Laplace de x
joue un réle important dans ce qui suit. Nous I'appellerons la droite
de Laplace du réseau z(u, v).

52. Réseaux asymptotiques. — Soit
. xr(u,v) =[x (u, v), x2(u, v), x3(u, v)}

un réseau situé dans un plan P. On a (z, z,, #.) # o; donc on peut
poser

h (r, 2y, x,) =€
On en déduit par différentiation, en tenant compte de (I),
0,=2+-0, 0,=38 —+ a.

Les équations (1) prennent donc la forme

Zyuy = (0 — 0z + Bro+ por,
(11) Ly = vry—+ (0,—a)z,+ q.r,
Zyp = ar,+ bx,+ cux.

Or considérons un espace a trois dimensions contenant le plan P.
Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que I'équation
du plan P soit z; = o. Dans 'espace, le point x(u, v) a quatre coor-
données homogeénes z,, x,, z3, Z,, dont la derniére est identiquement
égale a zéro. Cependant, les équations (1I) étant homogénes, elles
sont vérifiées non seulement par z,, z3, 3, mais aussi par z,. Pour
abréger, écrivons les (II) sous la forme

Li(z)=o, La(a) = o, Li(z) =o.

Cela étant, soit ) un point fize de I'espace (donc Y, =), = o)
non situé dans le plan P, de maniére que

(2, Tu, To, V) # 0.
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Soit z =2z (u, ¢) un point situé sur la droite (x, y), de maniére
(ue x soit la projection de 5 du centre y dans le plan P. En choisis-
sant convenablement le facteur de z, on aura (')

s(uy, v)=w(u, 0)-—tu, ¢)y.
Les expressions L; ({ =1, 2, 3) étant linéaires et homogénes, on a
Li(z)=Li(w)-i- Li(ty).

Or Lij(x)=o0; d’autre part le point y étant fixe, les expres-
sions L;(¢y) sont manifestement proportionnelles a j. Donc on
peut poser

(%) L) =Sy, L.tz = fuy, Li(s)y=/y.

Les asymptotiques de la surface S engendrée par le point z(u, ¢)
sont données par I'équation

(3, Zuy Sv: Fuu duwr-s- 9z, dwde - 3,0, de2) = o,
D’aprés (%), cette équation prend la forme
Jrdur= fadet- o fdude = o,

Si le réseau z(u, ¢) est asymplotiqie, on peut s'arranger de
maniére que les u, ¢ soient des coordonnées asymptotiques sur la
surface S, d'ou fy=fa=o0; /7 o et le systéme (k) devient

Suue=(Vy—0)3,-i- B8z.+p3,

5) Spe = Y- (0= a@)s.-- ¢ 5,
By = @3y -i- bz.--cs+ [y,
Yu = Yp=0.

Dong, si le réscau x(u, v) est asymptoligue, on peut déterminer la
fonction f'= f(u, ') £ o de maniére que le systéeme (5) soit compleé-
tement intégrable.

Inversement, supposons que le systéme (5) soit complétement
intégrable. On peut alors 'intégrer en prescrivant arbitrairement les
valeurs initiales de 3, 5., 5, ¥. Donc le systéme (3) « quatre solutions
linéairement indépendantes, soit 5, y; ({ =1, 2, 3, 4). Sans restreindre
la généralité, on peut supposer que y,=jy»=ys=o0, yy=1. De

(') On suppose que le point 5 soit distinct du point y.
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plus, on peut encore supposer que 3;= x; ({ = 1, 2, 3) pour la valeur
initiale (u,, ¢,) de («, ¢). Or, pour { =1, 2, 3, on a identiquement
yi= o0, de maniére que le systéme (3) se réduise alaforme (II); il en
résulte que z,= x; ({ =1, 2, 3) (dentiquement [non seulement pour
(u, ¢) =2 (1o, o) |. Donc le point z = (z,, z, %3, 0) est la projection
du point 5 = (24, 31, 23, 5;) du centre y = (0, 0, 0, 1). Or, des équa-
tions (5) on déduit comme plus haut que les u, ¢ sont des coordon-
nées asymptotiques pour la surface S engendrée par le point 3(u, ¢).
Donc le réseau z(u, ¢) est asymptotique.

Pour trouver la condition pour un réseau asymptotique, nous
n’avons donc qu’a écrire les conditions d'intégrabilité du systéme (3).
Ces conditions sont

(% *)' Buuv=— Zueu = 0, Zupp— Sppy = 0,

ot I'on doit remplacer les premiers membres par les expressions
obtenues en différentiant le systéme (5). Cela donne des équations

de la forme
Mis 4+ B+ ViZ +%y =0 (=1, 2).

Le systéme (35) est donc complétement intégrable si

l[:l}.i:\l‘-::ﬁ[:() (i:l, 2)-

Qr, on voit que le systéme (3) se réduit au systéme (1) en remplagant
¥ par zéro, d'ou il résulte que les conditions d’intégrabilité du sys-
téme (II) sont A;=p;=v;= o0 (i =1, 2). Donc ces équations doivent
étre des identités, car le systéme (1I) est complétement intégrable par
I'existence méme du réseau z. Donc les conditions d’intégrabilité
de (5) sont 7, = m, = 0. Autrement dit, il faut seulement annuler le
coefficient de y dans les premiers membres de (* x). Cela donne

Ju=(0,—20)f, So=(0,—na)f.

La condition nécessaire et suffisante pour un réseau asymptotique est
donc que l'on puisse déterminer la quantité f 3£ o satisfaisant aux
équations précédentes. Cela donne évidemment

(6) ay = b.

C'est la condition cherchée pour un réseau asymptotique.
D’apreés (3) on peut l'écrire aussi

(6") h = k.
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Nous en donnerons une interprétation géométrique au paragraphe
suivant.

53. Correspondances polaires. — Considérons le point z(u, ¢)
décrivant une région du plan P. A chaque position du point .r, atla-
chons une droite Z(u, ¢) du plan P, en excluant seulement que la
droite £ passe par z. Nous pouvons donc poser

(7) E=(ru+ liay r,-- Lx).

Nous dirons que la correspondance entre le point z et la droite £ est
polaire si l, du—+ l,dv est une différentielle exacte. Cette définition
est intrinséque, la forme de Pfaff !, du + I, dv étant telle. Elle est
aussi (neariante, car en remplacant z par pz, la forme ) du—+ 1, do
se change en
U du+ 1y dv — %o .

Pour un choix convenable du facteur du point x, on a £t = (z, x,)
dans le cas d’une correspondance polaire.

Le nom polaire s’explique comme il suit. Soit F = F(x,, 21, x,)
une forme algébrique ternaire. Dans la géométrie algébrique, on
donne le nom de polaire linéaire du point x = (z,, x2, ;) par
rapport a la courbe F = o a la droite £ dont les coordonnées sont
" o, or ar
: 0x,y 0Ly dxry
Or, en cxcluant les points situés sur la courbe I = o, on peut norma-
liser le facteur du point z selon la condition

(% *) F (21, 1, 3) =1.

Posons z = (x4, &3, Z3) = 2 (&, ¢). En différentiant 'équation (* ),
on voit que la droite (x) contient les points z,, z,. La polarité
linéaire par rapport a une courbe algébrique est donc une cor-
respondance polaire au sens que nous venons d’expliquer.

La correspondance polaire a une signification géométrique simple.
Choisissons le facteur de z = (2, z,, ;) de maniére que { = (z,, z,).
Supposons que le plan P soit le plan a I'infini de I'espace ordinaire.
On peut considérer z,, &1, ; comme les coordonnées non homo-
génes d’un point décrivant une surface S. Alors la droite £ estla droite
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a l'infini du plan tangent a S. Done la correspondance polaire la
plus générale dans le plan P s'obtient par la construction sui-
vante : soit S une surface et O un point fize (en dchors du plan P);
le point x du plan P étant donné, la droite correspondante % est
Uintersection de P avec le plan tangent & S a ce point de S qui
est situé sur la droite (Oz). Nous avons supposé que le point z
décrive toule unc région du plan P. La droite %, au contraire, pcut
rester fixe ou bien envelopper une courbe. Dans la construction qui
précéde, ccla arrive si la surface S est plane ou développable.

On peut donner une autre propriété caractéristique d’une corres-
pondance polaire, en ne sorlant pas cette fois du plan P. A ce but
considérons une correspondance quelconque cntre le point z ct la

droite ¢ du plan P, en supposant sculement que Sz £ 0. On peut

donc normaliser les facteurs selon la condition

(%) Sx

oy

=1

De ( x) il résulte que les points

xry—r Stry,, ro—ar Str,.

sont situés sur la droite 2. En comparant avec (7), on voit que

l,=—S%r,, l,=—Sir,

de maniére que la correspondance entre le point « et la droite £ est
polairc lorsque S:zdx cst une différentielle exacte. Ceci donne la con-
dition

Jd .. Jd .

;)‘—’ 5;.[',, = [ﬁ bE.I‘,.

qui peut s’écrire aussi
.
(8) SEur,= Sk,

Or, il est facile d’interpréter géométriquement la relation (8). A ce
but, donnons aux variables «, ¢ des accroissements infinitésimaux
(du, dv) ou (du, d¢). Dans le premier accroissement, le point x se
déplace dans la direction (z,dz); dans le second accroissement, la
droite Z touche son enveloppe au point (%, £). Cherchons la condition
pour que la droite (z,dz) passe par le point (z, é¢). L'intersection
de (z, dx) avec % étant, d’aprés 'équation (%),

dr—x Stdr,
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nous devons écrire que ce point est situé sur la droite 9%, ce qui

donne
Sded:—Sz et StEdr =o.

Or, d’aprés (x), on a Sxd:+Szdr =o de maniére que I'équation
trouvée prenne la forme

(9) Sdxdt - SEdxr SEdx =o.

Cette relation bilinéaire entre (du, d¢) et (Su, d¢) définit une projec-
tivité dans le faisceau au centre x; cette projectivité est évidemment
une incolution sila forme S dx 3% est symétrique et dans ce cas scule-
ment. Or cette symétrie est précisément demandée par la condi-
tion (8) pour unc correspondance polaire.

En excluant les cas ou la droite 7 est fixe, ou enveloppe une courbe
fixe, il résulte des équations (k) et (8) que la correspondance
inverse d’une correspondance polaire est elle aussi polaire.

Revenons a I’étude du réseau x(u, v); la droite de Laplace (§ 51)
de ce réseau est ¢ = (z, — bz, r, — ax). Nous voyons [voir (6)] que
la correspondance entre le point x(u, v) et la droite du Laplace %
du réseau cngemlré par x(w,v) est polaire si le réseau est asymp-
totique et dans ce cas seulement. Dans ce cas on peut choisir le
facteur du point 2 de maniére que £ = (2Zy, z,)ou biena=b=o.

L’équation (3;) donne alors que la droite (5, z.,) coincide avec
(vy3). Or, la droite (3, 54, ) correspond a la droite (z,, z,) dans la pola-
rité fondamentale relative a la surface S décrite par le point z(u, ¢).
Donc :

SilUon projette les asymptotiques d’une surfaceS d’un point O
dans un plan P, la droite de Laplace du réseau projeté est la
projection de la droite qui correspond, dans la polarité fonda-
mentale relative a S, a la droite qui joint le point de S avec le
centre de projection O.

4. L'élément linéaire projectif d’un réseau. — Prenons d’abord le
cas d’un réseau asymptotique. D’aprés (5) 'élément linéaire pro-
jectif de la surface S correspondante est

(%) (Bdud—+ vy dvd):2dudo.

Or, pour un réseau quelconque, la forme différentielle (%) est intrin-
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séque et invariante par rapport aux homographies. Il est donc naturel
d’appeler élément linéaire projectif d’un réseau x (i, v) la forme
différentielle fractionnaire (% ).

D’apres cette définition, {’élément linéaire projectif d'une sur-
Sface S est égal & celui d’un réseaw projection des asymptotiques
deS. Aulieude vérifier parle calcul les propriétés d’invariance de ( * ),
nous en donnerons l'interprétation géométrique. Nous ne pouvons
pas transporter l'interprétation donnée au paragraphe 22 pour les
surfaces, mais nous en donnerons une autre qui, comme le lecteur le
verra, est valable aussi pour une surface.

A ce but, considérons dans le plan P une cubique rationnelle C
ayant un point double en z(u, v), les tangentes a C a ce point coin-
cidant avec les tangentes (z, z,), (#, z,) aux deux courbes du réseau
qui passent par z. En considérant les quantités z,, x,, £,, comme les

coordonnées du point
XX~ Xy 0y -+ X2y,

I'équation de la cubique C est

(10) Z0Z Ts+ @y T+ by 23X+ by 2f+ ayxi = o.

Les trois points d’inflexion de la cubique C sont situés sur la droite /
dont I'équation est

(10") Zo+ byxy+ by, = 0.

Si a; = o (et pareillement pour a, = 0), la cubique C contient la
droite (z, #,) (z,=o0) et la partie résiduelle de G est une conique
C,; la droite ! est la tangente & la conique G, a son intersection (dif-
férente de z) avec ladroite (2, z,). Enfin, si a; = a, =0, la cubique
C se compose des trois droites (z, z.), (%, x.) et L.

Cela posé considérons un point 2’ du plan P infiniment voisin du
point z. En négligeant les infininient petits d’ordre supérieur, on a

r =z 4z, du+ 2, dv.

Soit P( Q) l'intersection de la droite (z, z') avec la cubique C (avec
la droite {); un calcul aisé donne la valeur du rapport anharmonique

, _ a dut+ a,dv?
(z,P,z,Q)_————W—-

Ce rapport anharmonique dépend donc seulement des valeurs de a,
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a3, et non des nombres b,, b, qui fixent la position de la droite /.
Pour arriver a Uinterprétation géométrique de (x), il suffitdonc d'avoir
la signification des nombres ay, a,. Or (voir § 38) les invariants de
contact des deux bhranches de la cubique G et de la courbe v = const.
ou ¢ = const. qui la touche en 2 sont

Ji=— J.::Z—%&‘
i3 Y

En faisant usage de la notation expliquée (loc. cit.), nous avons

. 2a 2a;
C:C(——Ty— ,l)

~
i

Donc pour C=C(1, 15 {), c’cst-a-dire en choisissant lacubique C de
maniére que, au point x, chaque branche ait un contact du second
ordre avec la courbe du réseau qui la touche, on obtient
i dud -y d
— (2, P, 2, 0) = B_—'-
(&, P, 2%, Q) 2 du dv
Posons encore C = (1, 0; {), c’est-a-dire prenons pour C une conique
ayant en  un contact du second ordre avec la courbe u = const. du
réseau; alors

) ne du?
—(z7 P) ‘L‘)Q):

dv

e}
|
? *

1
2
Ainsi, nous sommes arrivés a la signification géométrique non scu-
lement de I'élément linéaire projectif, mais aussi des formes élémen-
taires (')
du? do?

B Yau

Appelons réglé un réseau plan pour lequel =0 ou y=o.
Or, d’aprés (1), Péquation B =0, par exemple, peut s’écrire
(%) Zuy Tuu) = o0, ce qui signifie que les courbes v = const. sont des
droites. Donc les .réseaux réglés sont ceux dont une famille de
courbes est composée de droites. Pour =y = o, on a les réseaux
doublement réglés dont toutes les courbes sont des droites.

Pour un réseau non réglé, on peut considérer les courbes de

(') Cette dénomination a élé introduite par M. Bompiani [34].
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Darboux et les courbes de Segre définies respectivement par

dud - de3 =0 Bdus— ¢ de? = o,
4 ’ i |

Pour un réseau asymptotique, les courbes de Darboux ct de Segre
sont naturellement les projections de courbes du méme nom de la
surface. Pour un réscau quelconque, il résulte des remarques faites
au paragraphe 38 que les points d’inflexion de la cubique C(1, 1; {)
sont situés sur les _tangentes. de Darboux et que les intersections,
différentes de z, des coniques C(1, o; {), C(o,1; ) sont situées sur
les tangentes de Segre. ‘

De I'invariance de (%) on déduit (voir § 23) I'invariance des formes
entiéres

. 28y duide, 37(3dud= 7 dvd),

qui sont identiquément nuls dans le cas d'un réseau réglé. La forme
quadratique fydudv a une signification géométrique simple; c’est la
Jorme associée au réseau x (u, ) (voir le paragraphe 51, ou est
expliquée la notion corrélative de forme associée a une congruence).
Pour un réscau asymptotique, la démonstration est essentiellement
donnée au pavagraphe 23; elle reste la méme dans le cas général.

55. Les caractéristiques d’une correspondance entre deux plans.
— Nous montrerons au paragraphe suivant qu’'on peut transporter la
notion de déformation projective d’une surface aux réseaux plans. 1l
convient de commencer avec quelques considérations générales sur
une correspondance arbitraire entre deux plans Pet Q (*). Supposons
que le point z(u, v) décrive le plan P et le point y (u,¢) le plan Q;
la correspondance sera définie par valeurs égales des paramétres u, ¢.
Pour qu’on ait une correspondance proprement dite, il faut que

(&, 24, £v) 7# 0, (Ys Vus Vi) Z 0.

Alors, on peut choisir les factcurs des coordonnées homogénes de
maniére que

(11) (0, Zuy o) = (¥, Yu, Yv)-

L’équation (11) est évidemment intrinséque.

(') Nous n'étudicrons que les propriétés projectives de la correspondance indépen-
dantes de la position relative des deux plans.
.
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Nous étudierons la correspondance au voisinage de u = u,, ¢ = ¢,.
Les substitutions « = u,, ¢ = ¢, seront sous-entendues pour ne pas
compliquer la notation. Considérons une homographie K entre les
plans P> et ) assujettic a la condition de réaliser un contact analy-
tique du premuer ordre des deux plans. En désignant, pour chaque
point 5 du plan P, par K5 I¢ point transformé de = moyennant K, on
doit avoir, pour un déplacement infinitésimal quelconque,

K=oy, Kde =d(s)),
p=p(u,¢) étant une fonction convenablement choisie de # et ¢. On
peut supposer que o(,, ¢'g) = 1, de maniére que
(12) KNor =y, K.ory=yu-+-ry, Kor.=py.1-pny.
. - o, Ou 0
Il y a donc o? homographies K, les quantités ). == ‘Pl. p == étant

¥

arbitraires.

Or, soit C une courbe du plan P, passant par z(u,, ¢,). Lorsque le
point »(u, v) décrit G, le point correspondant 3 (u, ¢) du plan Q
décrit une courbe I, ct le point Kz transformé de z moyennant K
décrit une courbe C*. D’aprés la définition de K, les courbes I' et C*
ont au point ) (u,, ¥y) un contact (analytique) du premier ordre;
désignons par j U'invariant de contact relatif. D’aprés le paragraphe 7
on détermine j par la condition que le point d?) — jKd*z dépende
linéairement de y, dj’, ce qui donne

(ys dy. dty —jKd2r)y=o.
D’aprés (12). cela peat s’écrire
(yydy, d*y)=jiKr, Kdr, Kd2r.
Or pour trois points 3,, 3y, 22 du plan P, on a toujours
(%) (Zov 21, 32) = (K3, Kz, K5))
de maniére que I'équation précédente prenne la forme
(13) (y,dy, @y)=j(x, dr, d2r).
Pour démontrer la formule (¥ ), posons

2= Qpp¥ - Ar1Tut Qpo, (r=o,1,2);
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d’apres la régle de multiplication des déterminants,

(Zay 31, S0) = A(x, 2y, @),
(Kzo, Kz, Kzy) = A(Kz, Kz, Kzy),

ol A est le déterminant de la matrice (a,,). Or, d’aprés (11) et (12),
(_K.’l‘, I{wlla K‘l“-i) = (},7 Yu-t ;\}’; Yot !J'.y) = (.y' Ju,y }’--) = (‘rr Ty ,I“.)

et 'on arrive bicn & la relation (% ).

L’équation (13) montre que l'invariant j ¢st indépendant des quan-
tités A, dont dépend le choix de'homographie K. En général, I'équa-
tion (13) contient des différentielles secondes. Cependant, il y a une
exceplion importante, a savoir j = 1. En effet, d’aprés (11), 'équation

(14) (y, dy, &*y)— (&, dr, d*x) =0

ne contient que les différenticlles premiéres. Nous appellerons direc-
tion caractéristique de la correspondance donnée chaque direction
vérifiant I'équation (14). L'homographie K réalise un contact du
second ordred’unecourbe Cavec sacourbecorresvondantel lorsque
ladirection de C aupoint x (uy, vo)est caractéristique etdansce cas
seulement. En particulier, la correspondance conserve les inflexions
dans les directions caractéristiques. Cette propriélé peut servir
comme définition de ces directions; on voit en effet que des trois
équations (14) et

(2, dr, d*x) = o, (¥, dy, d*y) = o,
-

chacune cst une conséquence des deux autres. En particulier, I'équa-
tion (14) est une identité seulement lorsque la correspondance con-
serve toutes les inflexions ou, ce qui est équivalent, toutes les droites;
c’est, comme on le sait, le cas d’une simple homographie. En excluant
ce cas ¢lémentaire, (14) est une équation différentielle du premier
ordre et du troisiéme degré; les courbes intégrales dans le plan P
(ainsi que les courbes correspondantes dans le plan Q) s’appellent
les (courbes) caractéristiques de la correspondance. En général, on
a trois systémes o' de caractéristiques; mais il peut exister une
famille o' de caractéristiques doubles ou triples.

Pour écrire plus explicitement ’équation (14), faisons usage des
P P q ) g
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équations () et des équations analogues (')

Yuu (Qy—0")yu—+ Byo+py.
(15) Yoo = Pyet+(Oe—a)yo+q'y,
Yup = a'y,—+ by,+ cy

relatives au plan Q. L’équation (14) obtient alors la forme
P q

(14) (F—8)dur +3(0'—b)durdv —3(a'—a)dudvr— (' — 1) dv? =o.

56. Déformation projective d’unréseau plan. — Considérons main-
tenant deux réseaux plans z(u,¢), y(u, ¢) (*). En associant les points
z(u,v), y(u,v) appartenant aux mémes valeurs des paramétres v, v,
on obtient une correspondance entre les plans P, Q des deux réseaux,
qui porte lc premier réseau dans le second. Pour chaque valeur de
u, v, nous avons vu qu'il existe des homographics K ayant un contact
analytique du premier ordre avec la correspondance étudiée. Précisé-
ment, nous savons que

(12) Kz =y, Kz, =yu+ 2y, Kx,= 3.+ uy,

les quantités A et . pouvant étre choisies a volonté. Sans restreindre
la généralité, nous pouvouns supposer, comme au paragraphe précé-
dent, que le choix des facteurs des coordonnées homogeénes soit fait
selon la condition

(1) (z, @u, .’l‘,.):(}’, Yuy Yv)-

Cela étant, nous dirons que la correspondance considérée est une
déformation projective si, pour chaque valeur admissible de «, ¢,
Uhomographic Kréalise un contact du second ordre des courbes des
deux réseaux. Cela veul dire que les courbes du réseau z(u, ) soient
des caractéristiques de la correspondance (*). La condition pour
une déformation projective est donc que 'équation (14") soit vériliée
par u=const. et par ¢ = const., ce qui donne '=f, y'=y. Donc
lacondition nécessaire et suffisante pour la déformation projective
d’un réseau plan est l'invariance de ’élément linéaire projectif.

(') La quantité 6 est la méme dans les denx cas, d'aprés (I) et (11).

(%) Ici encore, la position relative des deux plans est indifférente.

(3) On voit que la notion de déformation projective, comme celle de caractéris-
tiques, ne dépend point des quantités A, u dont dépend I’homographie K.

FUBINI ET CECH 11
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D’ailleurs, on peut déduire aisément ce résultat de I'interprétation
géométrique de I'élément linéaire projectif donnée au paragraphe 4,
sans avoir recours aux considérations du paragraphe 55.

Une correspondance géndrale (a trois systémes distincts de carac-
téristiques) est une déformation projective pour trois réseaux ayant
une famille commune deux a deux.-Une correspondance qui posséde
un systéme de caractéristiques doubles est une déformation projective
pour un réseau. Une correspondance a caractéristiques {riples n’est
une déformation projective pour aucun réseau. Enfin, une corres-
pondance homographique est une déformation projective pour chaque
réseau.

lvidemment, la déformation projective change un réseau réglé
ou doublement réglé en un réscau jouissant de la méme propriété.
En particulier, chaque correspondance entre deux réseaux dou-
blement réglés est une déformation projective, car un réseau double-
ment réglé est caractérisé par la propriété que son élément linéaire
projectif est identiquement nul. ‘On obtient ce résultat simple
aussi par la remarque suivante : une direction caractéristique étant
caractérisée par la propriété de conserver les inflexions, on voit
que, dans une correspondance quelconque portant un réseau dou-
blement réglé en un réseau pareil, les courbes (droites) des réseaux
sont des caractéristiques de la correspondance.

Dans la définition de la déformation projective, ’homographie K
joue un role important. Or, pour chaque valeur de , ¢, K dépend des
deux quantités A, . Bien que la notion de la déformation ne dépende
point du choix de }, p, il convient de les fixer d’'une maniére intrin-
séque. A ce but, posons la condition que K réalise un contact
analytique du second ordre des courbes des deux réseaux. Cela
exige l'existence d’une fonction p(u, ¢) telle qu’on ait pour 1 = u,,

=1,

(%) Kz = pY. Ny = ( P}’)llr Kz, = (P}')t‘y
(% %) Ky, = (9]')1411, Kz, = (P.}’ Jowe
Les équations (%) donnent d’aprés (12)

o=1

¢ , Pu= A, ov= (pour w = 1y, v = v,).

insuile, les équations ( ) donnent, ¢n faisant usage des équations
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(1) et (1),

(O'—b—2X)yu (5 —=382p0 - ([’ —p = b= b B — PMU).}’—' e

(Y=Y )Wuita'—a—apHy,. (g—q" p.0 =a-i-yh —pu)y=o.

Il en résulte en premier lieu les équations ' =3, ' =y qui nous sont
déja connues, ensuite les équations

(15) O'—b—2) =0, @ —a—au =0

enfin deux équations déterminant p,, et p,. (ui ne nous intéressent
plus.

Les équations (15), dont nous connaissons ainsi la signification
géométrique, déterminent sans ambiguité les valeurs de 3, . En les
supposant vérifiées, I'homographie K est, pour chaque valeur de u,
v, complétement délinie; nous l'appellerons I'homographie fonda-
mentale de la déformation projective. En vertu de (15), les équa-
tions (12) prennent la forme
(16) ( Kz =y, K(2zp+ba)=1oy, . Uy,

| Koz, ary=y,.: a'y.
On voit par exemple que, en échangeant les deux réscaux z(u,v),
y (u, ¢), 'homographie fondamentale passe dans son inverse. Rappe-
lons que les équations (16) supposent effectué le choix des facteurs
selon (11).

Nous avons vu que, pour une déformation projective, deux familles
de caractéristiques se confondent avec les courbes du réseau. La troi-
sieme famille de caractéristiques est donnée d’aprés (14') par

(17) (O'—bydu =(a'—ayds.

Appelons direction principale de la déformation projective la
direction définie par (19). L’homographie fondamentale K en donne
une construction simple. A cet effet rappelons du paragraphe 51 que
les deux transformés de Laplace de z sont

ayz=a,— bur. gy = e— aLr,
Pareillement, les deux transformés de Laplace de y sont

=ra—0r.  w=y.—a'y.




164 CHAPITRE X.

En posant »
, b—30 , a—3a
x = xy-+- 5 x, Ty =Xy — 5

on a, d'aprés (16),
K| = y1, Kz = y».

Les points 2, z,, du plan P sont donc déterminés par la condition
que ’homographie fondamentale K les porte dans les transformés de
Laplace y,, ya du réseau y. Or l'intersection des droites (z,, z},),
(24, z) est évidemment

2@ —a)z,+ 2(b'— b).x,
‘=a(a'—a)x|, + 2(6'— b)x,
='(a’— a)(2zy+ bx)+ (U'— b) (22,+ az) +3(ab—a' b))z = z,

de maniére que

(zy z) =2(a'—a)(z, z4) -+ 2(b'— b) (x, x,).

En comparant avec (17), on voit que la direction de la droite (z, z)
est principale.

Notons le cas particulier b = &’ ou la direction dv = o est princi-
pale; autrement dit, la famille v = const. des courbes du réseau est
composée de caractéristiques doubles. Nous voyons que (seulement)
dans ce cas '’homographie fondamentale K porte le transformé de
Laplace z; du réseau x dansle sens de v dans le transformé corres-
pondant du réseau y. La remarque analogue vaut naturellement dans
le cas a=a'.Sil’on a simultanémenta’ = a, b’ = b, I'équation (14")
montre que les caractéristiques sont indéterminées ; nous savons que
cela signifie que la déformation projective seréduit a une simple
homographie.

57. Tangentes conjuguées; sommets d’une courbe par rapport & un
réseau plan. — Appelons tangente d'un réseau plan z (u, ¢) & un
point £y =  (u,, vo), chaque droite du plan P passant par z,. Deux
tangentes a un point x, sont conjuguées (par rapport au réseau) st
elles sont conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes (z, Zu),
(x, z.) aux courbes du réseau passant par z,. Dans le cas d'un réseau
asymplotique, les tangentes conjuguées sont les projections des tan-

gentes conjuguées de la surface projetée S. On sait que, C étant une
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courbe de la surface S, les tangentes conjuguées aux tangentes a C
forment unc développable; c’est une propriété caractéristique des tan-
genles conjuguées par rapport a une surface. Cette propriété ne peut
pas se transporter directement aux tangentes conjuguées par rapport
a un réscau plan, car dans le plan chague famille o' de droites a une
enveloppe. Pourtant, nous allons voir qu’il y a une analogieen ne
considérant que les propriétés invariantes pour une déformation pro-
jective.

Cela étant, considérons dans le plan P du réseau z(u, ¢) une
courbe arbitraire C et, par chaque point z (u. ¢) de G, menons une

droite
p=(r, hey+ px,)

en excluant seulement le cas Adv —udu=o ('), ot les droites p
seraient tangentes i C. En se déplagant le long de C, ladroite p aune
enveloppe (courbe ou point); soit

(18) 3= A&+ p&,+ v

le point de contact. Pour déterminer v, on a la condition que le point
dz soit situé sur la droite p = (2, 5). Or, d’aprés (II), on calcule

dz=[dr +M0,—0bdu+ade) + pladu—+ vy dv) v du|z,
- [dp -+ X(B du+ b dv) s-u(bdu+Do=adv)--vdo |z,
et IS PP IE2
d’ou
(8" (Adv —p du)y =pdh—hdp — (3 du+ bdv)
Fu(adu+ydo)+ (0, —26du—0,—2adv).

Or, considérons une déformation projective portant le réseau
z(u, v) dans un réscau y(u, ¢) du plan Q; soit K I’homographie
fondamentale de cette déformation. A la courbe C correspond une
courbe C' du plan Q. Quant aux droites p, les homographies K les
portent dans les positions

P=(Y Ayu-+pyv).

En se déplagant le long de C/, la droite p’ touche son enveloppe au
point
=AY+ pyo+v'z;

(1) Les différentielles se rapportent naturellement 3 un déplacement le long de C.
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pour v', on a I'équation qui s’obtient de (18') ¢n y remplagant @, b, v
respectivement par a’, &', v'. 1)’autre part, en choisissant les facteurs

selon (11), on déduit de (16) que I'’homographie K porte le point z

en
, . b —0 a'—a
Ks=13% (y,, i ——}’) “teed (y., =- V) oy
' 2 \ 2

, ( , b'—b a’—a)
== g v—-v»:——).T-~!-1.L .

En remplagant v et v' par leurs valeurs, on obtient
% (hdv —pdu)y(Kz—z')=(hde-+ pdu)y(A.=b—p.a—a).

Donc I’homographie fondamentale K porte le point de contact z de
p avec son enveloppe daus le point 2" ayvant la signification analogue
si et seulement si ’

(%) Ovde pdiYOL = —p.d—a) =o.

En général, 'équation (x) exige que A dv + p.du = o, c’est-a-dire
(ue p soit conjugude [ par rapport au réseau x (u, ¢)| a la tangente a
C. Il y a une exception si

MO — ) =p(ad'—a),

ce qui signifie, d’aprés (17), que la direction de p soit principale par
rapport a la déformation projective envisagée; alors, I’homographie K
porte le point de conlact z dans le point de contact z' pour chaque
choix de la courbe C. Voici une propriétéintéressante de la direction
principale; elle contient comme cas particulier une proposition
donnée déja au paragraphe 56 : Si b = &', la direction principale est
donnée par dv = o; donc, pour chaque déplacement, I’homographie
K portele point de contact z de la droite p = (z, x.) avec son enve-
loppe dans le point de contact s’ de (), yu); or, en se déplacant en
particulier le long de la courbe # = const., les points de contact
s et 3’ coincident évidemment avec les transformés de Laplace x, et 1
dansle sens de u et nous retrouvons le résultat que Kz, =y,.
Revenons au cas ol p est conjuguée a la tangente a C. Les points z
de contact des droites p avec son enveloppe sont appelés les sommets
de la courbe C par rapport au réseau z (u, ¢) considéré; a chaque
point de C appartient un sommet. On 'obtient de (18) et (18') en y
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posant A = du, p = -— dv, ce qui donne

(19) v dudel[zy du—r, dv)
+[dudre —dv d2u — 8 du?
4= (b —0,) du? do — (a— 0,) du dv?-i- v do? |,

La position du sommet dépend évidemmentde I'élément du second
ordre dela courbe C.

Considérons par exemple les sommets des droites pa»am par le point
z (1, v) (1). Les droites sont caractérisées par la condition

(r. dry d2r) = (r, r, de -+ x, dv,

Lo dru s rpdie -y dut 2ay,dude g, de?y = o,

ou bien, d’aprés (1I),

(20) dude —de dte 3 dud

-(3b—0,)durde — (3a—0,) duw dv2— v dv3 = o.

Donc les sommelts des droites sont

s LY Ly Ty i Lol
(%) a ol ry=(3dud-- b dutdv — adudo?—-y dv¥)
: s —durde s duwde?,

En éliminant dw @ dv, on obtient ’équation
sy - by awy) = gad-ioyad

de la courbe C lieu dessommets des droites passant par  (u, v). En général,
c'est-a-dire si le réseau n’est pasréglé, la courbe G est une cubique rationnelle
ayant en 2 un point double; ses points d’inflexion sont les trois intersections
de la droite de Laplace (voir § 81) xy + bz, + az, = o avec les tangentes de
Darboux (voir § 84). Pour un réseau simplement réglé, C est une conique;
pour un réseau doublement réglé, G se réduit a la droite de Laplace. Consi-
dérons encore le cas du réseau (asymptotique) projection des asymptotiques
d’une surface s (u, v) du point O; il est clair que la courbe C est la projection
de la courbe transformée du faisceau de plans passant par la droite (20)
moyennant la correspondance de Segre (voir § 39).

On peut donner unc autre définition de la courbe C (2). Pour un déplace-
ment infinitésimal (du, dv) les équations (18) et (18’) donnent le point de

(') 1l s’agit naturellement des sommets appartenant an point x (u, ¢) considéreé.
(*) D’aprés le résultat du paragraphe 54, chaque définition géométrique de la
courbe C donne une interprétation de I’élément linéaive projectif.
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contact z de la droite (.r, &.r, -+ px,) avec son enveloppe. Posons en parti-
culier: 1 X =1, p =o0; 2* X =0, u = 1. Nous obtenons les points

xyde —(3du-i-bdo)e,

2, du —(adu +y dv)r,

de contact des droites (z, z,), (., x,) avec leurs enveloppes [ pour le dépla-
cement infinitésimal (du, dv)]. La droite qui joint lcs deux points trouvés est

(adu-+vydo)de(x, zy)— (Bdu+ bdo)(r, r.) -~ dude(xry, z,).

Or on voit aisément que l'intersection de cette droite avec la tangente
(z, ¢y dit — z,dv) conjuguée a la divection (du, dr) coincide avec le point (%)
de la courbe C.

Soit donné un réscau asymptotique x (u, v), projection des asymp-
totiques d'une surface S. Il semble difficile de caractériser géométri-
quement les projections des courbes planes tracées sur S (si 'on ne
veut pas se borner aux drottes qui sont les projections de ces courbes
planes sur S dont les plans passent par le centre de projection). Or,
les courbes sur S corrélatives aux sections planes sont les courbes de
contact de S avec les cones; ctleurs projections sont évidemment
caractérisées par la propriété que leurs sommets sont fizes (ce sont
tout simplement les projections des sommets des cones). Evidemment,
pour un réseau quelconque, il existe o' courbes dont le sommet est
fixe ct occupe une position donnéc.

On peutse demander s'il existe des déformations projectives telles
qu’a chaque courbe a sommet fixe dans le plan du premier réseau cor-
respond une courbe pareille dans le second plan. Deux solutions de ce
probléme sont évidentes. La premiére est donnée par un couple de
réseaux cn correspondance homographique. La seconde s’obtient
en partant de deux surfaces homographiques non développables S,
S’ et en projetant leurs asymptotiques. Or, il n’existe pas d'autre
solution; nous nous bornons ici a énoncer ce résultat.

58. L’axe d’unréseau plan; réseaux F. — Supposons que le réseau
z (u, v) ne soit pas réglé. Au paragraphe 54 nous avons déja défini les
courbes de Darboux et de Segre. Ce sont des cas particuliers des
courbes

(21) llu___- 3 [_i
') (—lﬂ_h ‘},



RESEAUX PLANS. 169

ot 732 0 est une constante. Les courbes (21) peuvent étre définies
géométriquement par la propriété que leur tangente forme un rapport
anharmonique constant avec les tangentes de Darboux (ou de Segre).
Nous dirons que les courbes (21) formentle faisceau de Darbouzx-
Segre. En éliminant la constante t par différentiation, on obtient
. . . 1(d3 oy

(21") 4lu¢l-o—dvd-u_.j(—ﬁ——T{-)(/u.(lv,

de maniére que I’on obtient de la formule ( 19) pour le sommet d’une
courbe de ce faisccau l’expression

(%)

Or considérons trois familles ' de courbes du faisceau de
Darboux-Segre et indiquons par 7; ({ = 1, 2, 3) les valeurs respec-
tives de 7. Proposons-nous de rechercher quand il arrive que pour
chaque valeur de u, v les trois sommets sont situés sur une droite.
D’aprés (x), cela est exprimé par I'équation

[1—x}, = 2 | =0,
le premier membre indiquant un déterminant. En 1'évaluant, on
obtient

(u2) T Ty =1.

En outre, nous devons encore écrire que la quantité

est constante le long de la courbe, ce qui donne

2
. 3/ 9 . B
(22") Tin-i- \/‘? TiTiw="0 (t=1,2,3).

Introduisons deux nouvelles inconnues

(23) A= Ty Ta+ Ty, b= —-r = -
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.. B . | -
En mulupliant les équations (22') 1° avec 1, 2° avec oy Joavec
i

et en sommant, on obtient les équations

ho=o0, Py =0, p—

tout a fait équivalentes aux équations (22'). On peut les écrire, en
introduisant une inconnue auxiliaire v,

) 6/f3 6/
(24) = %v, loe=o0: u =0, p,.:\/‘;'jv.

Les conditions d’intégrabilité 2, = 2iu, pue = pon donnent

; L dlog(5: v 1 dlog(%
(21 V= — = ~ g(3:1) Vo= "(—" iy

6 Je ’ G Jue

La condition d’intégrabilité v,, = v,, donue

N ?log(B:7) _
(247 Y dudv -

o,

Elle est toujours satisfaite si v=o0. Dans ce casles équations (24)
donnent que A et p sont des constantes arbitraires, de maniére que
T1y T2, Ty sont des constantes liécs par la condition (22). Le probléme

proposé posséde donc en général o* solutions.
e i
Le cas le plus intéressant est 1, = 1,7, =e€° , 1y = e® appartenant

aux courbes de Segre. Les sommets des trois courbes de Segre sont
situés sur une droite. Son équation est, d’aprés (x),

' 3
(25) Gry -+ (30“__ 5o — b 4 q)_rl
B ~
n v
(30, —3a- B i) 2, = 0.
+ ( v a _B 5 Z,= 0,

Loy Ty, Ty €tant les coordonnécs du point zyz + 2z, + 22,. Dans
le cas particulier d’un réseau asymptotique, ce résultat nous est connu
(§ 40); la droite (23) est alors évidemment la projection du second
aze de la surface. Nous appellerons donc, pour un réseau quel-
conque, la droite (25) l'azxe du réseau.
Tt 4Tt

En posant =, =1, ty = — e’ ,ts=—e?,on obtientle théoréme

suivant : Les sommets de deuz des trois courbes de Darboux et de
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la troisiéme courbe de Segre sont situés sur une droite (¢f. Bom-
piaui [23]).

Nous avonsvu que le probléme étudié posséde en général«* solu-
tons. Cependant, il y a une exception importante. 1D’aprés (24"),
c’est le cas ou les coefficients de 'élément linéaire projectif satisfont
a 'équation

. d?log(B:v)

(26) d+(du—— =0,

Dans le cas d'une surface, 'équation (26) définit (voir § 29 et 35)
une classe trés importante de surfaces découverte par M. Fubini et
étudiée par lui sous le nom de « surfaces isothermo-asymptotiques ».
Nous appellerons réseau de M. Fubini ou réseau V' chaque réseau
(asymptotique ou non) non réglé vérifiant la condition (26). Celle-ci
donne ‘

U
)

R4

=W

Ui(V) étant une fonction de la variable wu(v¢) seule et différente de
zéro. En introduisant

u.:f'i‘/—l_lu'u. 0y s /':/Vdv

comme nouveaux paramétres et en écrivant simplement u, ¢ au lieu
de uy, ¢y, la condition (26) devient simplement .

(26") 3=,

Dans ce cas, les équations (24') donnent seulement que v est une
constante. Les équalions (24 ) donnent ensuite, d’aprés (26'),

o=z v - vy, W= Ve - v

vy el vy étant des nouvelles constantes. Donc, d’aprés (21), (22)
et (23), la solution générale de notre probléme dans le cas d’un
réseau F est donnée par les trois familles o' de courbes définies par

) do \? . (lv_‘-’;.v_‘_d_u_‘l_0
(%) ((lu — (v EL) v Vlz)du. -

Il y a o solutions. L’équation (% ) suppose naturellement le choix
des paramétres w, ¢ fait selon (26'). L’intégrale de (%) s'obtient
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. L. do .
immédiatement, car = 7n €St pour chaque solution, une cons-

tante.

59. Le faisceau canonique. — Supposons toujours que le réseau
z(u, v) ne soit pas réglé. Pour un réseau asymptotique, on obtient
le faisceau canonique en projctant le faisceau canonique (') de la
surface. Mais nous pouvons généraliser la notion du faisceau cano-
nique au cas d’un réseau plan quelconque. Il ne s’agit que de faire la
généralisation pour deux droites canoniques particuliéres. Or, dans
le paragraphe précédent, nous avons déja généralisé la notion de
laze. Avec la méme facilité, on généralise la notion de l'aréte.
D’aprés. le paragraphe 6, la polaire du point z, + Az par rapport a
la conique osculatrice a la courbe ¢ = const. du réseau est

\

(%) (zy Tyn) -+ (l —i %) (z, xu) [ =(x, Zu, Zuu)).

Or, d’aprés (I) et (II), on trouve

(2, xuu) = (0u—0) (2, 24) + B(z, 20),

¢ = B(T, Luy Ly == ﬁ eoy

de maniére que la droite (%) devienne

Bz, z,)+ <)\ —b— IS %‘ -+ j—,eu) (z, 24).

1l en résulte que le pdle de la droite (z,z,) par rapport & la
conique osculatrice a la courbe v = const. est

(27) Jary - (l} b—198, -+ E{:—‘ ) z.
lJ

Pareillement, on obtient le pole de la droite (, z,) par rapport a la
conique osculatrice a la courbe u = const.,

(27") 3, + (3a—20‘.-+— 2’—‘).’1:.

Cela posé, soit p la droite qui joint les deux points (27) et (27');

(') Il s’agit naturellement du second faisceau canonique situé dans le plan
tangent.
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soit { la droite de Laplace,
(xy— bx, 2,— ax);

soit ¢ la droite du faisceau (p, /) contenant . Nous appellerons
Paréte du réseau la droite g déterminée par le rapport anharmo-

nique
(P, q, lx ,‘.,’) =/|'

Dans le cas d’un réseau asymptotique, I'aréte du réseau est la pro-
jection de la seconde aréte de la surface (voir § 34); cela résulte de
la signification géométrique de la droite de Laplace d’un réseau
asymplotique expliquée a la fin du paragraphe 53. En faisant le
calcul, on obtient que I'aréte & joigne les points

/ ]
A+ (2 b—20, + '—:,ji').z,

fa, + (‘)./.1,—20., -+ YY—'>T

Nous avons directement transporté la notion de droite canonique
dans deux cas particuliers : celui de 'axe et celui de 'aréte. Les rap-
ports anharmoniques permettent maintenant de transporter la notion
d’une droite canonique quelconque (voir § 33). Cela conduit a la
définition suivante : la droite canonique de paramétre } (X étant
une constante quelconque) joint les points

3
‘ 2Ly, 4 (b—(l,‘+z)\+l‘,—,"+/‘)~+1IY55>.£,
}J

(28)
2.2, + (a—OA. 4N +1 %} 2k 41 I;).z'.
. o v
, 1 R T
Cas pARTICULIERSs : 1° Vaze, A = — 35 2° Varéte, A = — & 3 la
. . 1 . . v
directrice, A = — 55 4° la normale proiective, A =o. En effec-

tuant une déformation projective, on voit que 'hvmograplie fon-
damentale transforme chaque droite canonique du premier
réseau dans la droite canonique du second réseau appartenant
a la méme valeur du paramétre ).

La correspondance entre le point z(u, ¢) et la droite canonique de
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paramétre X est polaire (dans le sens du paragraphe 53) si

(»1) hy— wy—2n ’)-—L.’);‘:—:;j—v—‘l) =0,

L'¢quation (29) n'est pas invariante pour une déformation projec-
tive. Dans le cas A = o de la normale projective, I'équation (29) se
réduit a la condition (6) pour un réseau asymptotique.

On voit que, en général, la correspondance entre le point z et une
droite canonique n’est pas (pour aucune valeur de 1) polaire. C'est
une autre droite qui a cette propriété. A cct effet, remarquons que,
pour chaque choix du facteur de 2z, la forme [voir (I)]

(%) wx, Ly, ro)dade =39 eb du de

est intrinséque. En multipliant z par p, la forme (%) se multiplie par
le facteur p?. On voit qu'on peut (') normaliser les coordonnées
homogénes z(u,¢) par la condition que la forme (%) soit égale ala
forme invariante 2 By dudv. Le facteur de x étant quelconque, les
coordonndées normales X (1w, v) sont évidemment

o . S -
(o) X=e 7 {Bva.

Cela étant, appelons polaire du point x par rapport au réseau la
droite (X, X,). Cette polaire est la plus simple droite intrinséque
et invariante dont la correspondance avec x est, pour chaque
réseau, polaire dans le sens du paragraphe33. De (30), on obtient
que la polaire joigne les points

- ] N \
(31) 3y - <%" w0 —0,,) z, 3z, - (-‘;1' e B —6..) x.

~ i

On voit que la polaire n’appartient pas, en général, au faisceau cano-
nique et qu’elle n’est pas invariante pour une déformation projective.
En désignant par: 1" / la droite de Laplace (z, ;) (voir § 51);
2° n la normale projective; 3° p la polaire (31), on vérifie aisément
que les trois droites [, n, p appartiennent a un faisceau; si q est la
droite de ce faisceau contenant x, on trouve aisément que le rapport

anharmonique est (¢, I, n, p) = %

(') Rappelons que nous avons exclu les réseaux réglés.
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La droite canonique (28) coincide avec la droite de Laplace si

[ 3 N A o
) (22 :t—l)%“ +— (4N 1) ?f =8, —30,
2
) 8 Y ’
4h -1 w—(2h 1) =0, —3a.

On peut démontrer que, pour chaque valeur de X\, les réseauxr satis-
Saisant & (32) dépendent de trois fonctions arbitraires d’'un argument.
Deux cas particuliers sont intéressants :

1 Le cas A =0 de la normale projective. Alors les équations (32)
deviennent

;‘f—t log(e93y) -+ 30 =0,
? 0 .
b log(e%8y) 3a=o.

11 en résulte a, = b,, de maniére que le réseau est asymptotique. D’aprés la
remarque finale du paragraphe B3, ce sont les projections des asymptotiques
du point O des surfaces pour lesquelles toutes les premiéres normales
projectives passent par . De (31), il résulte que la polaire coincide aussi
avec la droite de Laplace.

20 Le cas A = — -; de l'aze. Les équations (32) s’écrivent
¢4
Pu Y 39,40,
O T
(32") @ Y
( »7‘-' — Y 30,.—()(1,
B ’

Elles expriment que toutes les lignes de Segre sont rectilignes. En eflet,
Iéquation différentielle des lignes droites est (20). Les lignes de Segre satis-
font a I'équation (21'). Par soustraction, on obtient I'équation

* 33 duws + 9b—30,-- Bu _ ve du? d¢
' B v
o B v . i
4 (—9a-t-38, -+ il dudvr— 3y dod = o.
i T

Pour les lignes de Segre, on a 3 du3 —y dv3 = 0, de maniérc que () soit
satisfaite en vertu de (32'). Ce calcul montre d’ailleurs, par exemple, qu'il est
impossible que toutes les courbes de Darboux d'un réseau soient rectilignes.

60. Surfaces R,. Cas ou la transformation de Laplace est une défor-
mation projective. — Posons

(33) Ev= (o, xu), §o=(z, z,), &= (Zu, 2¢).



176 CHAPITRE X.

Des équations (II), on obtient par différentiation

Ellt:(olt—b)z1+§521 Elb:aEI,—'— bEz—E:l,
(Jl/l) E‘zu = GEH- bE'.’+ £, Eav = '{El‘*" (eu_ a)Eg,
E::u :_CEI +PE:+ enE:&, E3p=— qu + cE3+ OvE_::-

Une nouvelle différentiation donne encore

Evun = (Oun"— b,,-y?)-,‘_—_bz-q_ “:’5)51"‘ (Bu+ B04)E2+ 35y,
Evpw = (ap+ a2+ 0y + @)1+ (by+ b0, —c)Ea— (@ + 0,)E,,
G 4 Eryn = (Opo— bp+ al,— ab+ 3y)E,
4 (Bo+ B0, 4+ b0, — 02— ap)t+ (b—0,)Es,
Biow = (@u+ aby—+ )b+ (by-+ aP + 02— p)E+ (b — 0,) &

Les valeurs de £, et de £;,, sont nécessairement égales; ccla donne
les deux premiéres des équations

¢ =04, By —ay— b,— ab,
(3%) p="b,+200—3,—080,+2a3— 00,
g=a,+20'— 1, — Y0, +2by—al;

la troisiéme peut s’écrire sans calcul ultérieur par raison de symétrie.
On voit que, dans les équations (I1), les quantités ¢, p, g sont com-
plétement déterminées par 4, a, b, B, y. Ces derniéres quantités (')
définissent donc un réseau plan a des homographies prés. Il est inté-
ressant de remarquer que nous avons déja obtenu un résultat équi-
valent sans aucun calcul des conditions d’intégrabilité. En effet, si
pour les réseaux «(u, ), y(u,v)les quantités 6, a, b, B, y sont les
mémes, I'équation (14') montre que les caractéristiques de la cor-
respondance entre les deux plans sont indélerminées et que, par
conséquent, comme nous I'avons remarqué au paragraphe 56, cette
correspondance est homographique.

Supposons dorénavant 8 £ o, c¢’est-a~dire que les courbes v = const.

(1) Elles sont encore liées par les conditions d’intégrabilité que I’'on peut mettre
sous la forme

A, =+2B,+3BA,+6BB,+3BA, +38,A—B, --28y,—¥yB, =0,

B, +2A,,+3AB +6AA +3yB, +3y,A—1,,—2YB,— By, =0
avec
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du réseau ne soient pas rectilignes. Alors, on peut éliminer 2 et
des équations (34) et (34'), ce qui donne

9
M

brun= (b B 0.) b Bl (. )
. k .
(,h\) Elow :——‘geﬂxu—i—(d - en')Elt'+('-')El;

Elm' = (% -+ el'_ u)Elu‘*‘(ou_b)Elu_f_(” )EI

Donc, on passe du réseau z(u,v) ala congruencet, (v, v) = (x, z,)
des tangentes aux courbes v = const. en remplagant les quantités
0, a, b, B, y respectivement par 0,, ¢y, by, B,, y1, ot

.
B3

o= 3 +0,.——a, [11:0“—/)’
b

k

2
2

)

S 0y=e203
(36")

[ — n a —
( = 7y [

En particulier, la congruence £, (u, v) est asymptolique si @y, = b,,,
ou bien
Jd*logp

— = — b,
du dv Gu— D

(%)
On peut donner une autre interprétation de I'équation (*); a cet
cffet, considérons I'intersection 3, de 'aze du réseau x(u, ¢) avec la
droite £,, ainsi que l'intersection 3, de la droite canonique de para-

. 1 - . i
métre — - avec la droite g, ; les expressions de z, et 3, sont données

par (28). Or, on voit aisément que ’équation (%) exprime que la
correspondance entre le point z(u, ¢) et la droite (34, 5.) est polaire
(voir § 53).

Particuliérement intéressant est le cas ou le réseau z(u,v) et la
congruence £, (u, v) sont simultanément asymptotiques. Alors, on
d*log 3
du dv
tion (%) est une conséquence des équations

(K %) te—by,=o0,

a, outre (%), a,=b,, d’ou =o. Réciproquement, I'équa-

g logh
Jude

Supposons les équations (% %) vérifiées. Le réseau x(u,¢) étant
asymptotique, il existe une surface S dont les asymptotiques se pro-

FUBINI ET CECH 12
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jettent suivant ce réseau. En nous rappelant que I'élément linéaire
projectif d'une surface est égal a celui de la projection de ces asymp-
totiques, la seconde équation (x x) nous dit que S est une sur-
Jace Ry (voir§29); la congruence R, correspondante est formée par
les tangentes aux asymptotiques ¢ = const. Nous avons donc le théo-
réme suivant :

Sout Z(u, v) un réseau asymptotique tel que la congruence
2i(u, v) des tangentes aux courbes v == const. soit asymptotique.
Alors le réseau x(u,v) est la projection des asymptotiques d’une
surface Ry, la congruence Ry correspondante étant formce des
tangentes aux asymptotiques ¢ = const.

Ce théoréme exprime une réciprocité remarquable entre surfaces iR,
et congrucnces Ry. En effet, formons la figure corrélative a celle
formée du réseau x(u,v) et de la congruence §, («, ¢) des tangentes
aux courbes ¢ = const. Au réseau x(u,¢) correspond une con-
gruence planen(u, ¢) etala congruence %, (u, ) correspond un réseau
plan y (7, ¢). La relation entre z et £, peut s’exprimer par

Sxé =o, Szt = o.

Donc, on a

Sy =o, Shuy1=o.

En différentiant la premiére de ces équations par rapport & u, on
peut mettre la seconde sous la forme Sxy-,, == 0. Donc, la congruence
n(u, ) se compose des langentes aux courbes v = const. du réseau
»(u,v). Sile réseau z(u,v) ct la congruence £, (u, ¢) sont asymp-
totiques, le réseau y(u, v¢) et la congruence v, (u,v) le sont aussi.
Donc, la figure corrélative (dans le plan) de la projection asymp-
totique (') d’une congruence Ry est la projection des asympto-
“tigues d’une surface R;. On peut donner une autre forme a ce
résultat en remarquant que la figure corrélative a la projection plane
s'obtient en formant {’intersection avec un plan. Pour la commodité
du langage, prenons ce dernier plan a I’infini. Alors on peut évidem-
ment énoncer le résultat suivant :

(') Cela veut dire que les courbes de la congruence plane sont les projections de
ces surfaces réglées de la congruence R, qui s'obtiennent en se déplagant suivant les
asymptotiques de la surface focale.
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Soit S(u,v) une surface rapportée a ses asymptotiques. St S
est une surface Ry, les tangentes aux asymptotiques v = consl.
formant la congruenceR,, et dans ce cas seulement, il existe une
surface %(u, v) en correspondance asymptotique avec S(u,v), et
telle que les droites qui joignent le point mobile sur X avec un
point fize O sont paralléles auzr tangentes aux asymptotiques
v=const. de S. La surface 2(u,v) est aussi une surface R, lu
congruence Ry étant encore formée des tangentes aux asympto-
tiques v = const,

Le « plan a Pinfini » pouvant étre choisi arbitrairement, on peut
donc déduire d’une surface Ry * nouvelles surfaces R,. L’appli-
cation itérée de ce procédé (ou du procédé corrélatif) permet donc
de déduire une famille de surfaces R, dépendant d’un nombre arbi-
trairement grand de paramétres. .

Au paragraphe suivant, nous verrons que ces résultats s’'étendent
aux surfaces et congruences R.

Revenons au cas général. Les équations (36) montrent que 'élément linéaire
projectif de la congruence £ (u, ¢) est

k
3wt - 3 dv?

(37) o du dy

Nous avons supposé que 33 o; supposons encore y 3£ o, de maniére que le
réseau z( u, v) ne soit pas réglé. Alors, par raison de symétrie, I'élément
lin¢aire projectif de Ja congruence E.(u, ) est

k dud -y dvd
i

(3= A,
) 2 dw do

Les quantités /i, A sont définies par les (3). Etudions le cas oit la correspon-

dance [définic par I’égalité des paramétres u, ¢] entre les congruences & (u, o),

£,(u,v) est une déformation projective. La condition relative est I'égalité

de (37) et de (37'), ce qui donne

(%) h=k=gv.

D’aprés (6'), le réscau x(u, v) est asymptotique. Comme nous l’avons vu au
paragraphe 83, nous pouvons choisir le facteur de  de maniére que a = b = o.
Les équations (%) donnent alors, d’aprés (3), ¢ = [y, ce qui peut s’écrire,
d’aprés (354), 040 = 0. Done, la courbure de la forme 2e% dudv est égale
@ zéro. Pour la surface z(u, ), dont les asymptotiques se projettent snivant
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le réseau z(u, ¢), nous avons, d'aprés (5),

; ] I ~ -~ — -~
{ Zunw=0u3u+ Bzu+ p3, Bop="Y5u-+ 0,2,2- ¢z,

\ Zuv= 3+ fy;

(38)

la derniére de ces équations montre que le facteur de z est choisi de maniére
que la droite (3, 3,,) passe par le centre de projection y. Le résultat devient
peut-étre plus clair si I'on transforme tout suivant le principe de dualité. Aux
dcux congruences §,(u,¢), & (u, ) correspondent alors (voir § 81) deux
réseaux plans xy(u, v), x,(u,v) transformés de Laplace I'un de l'autre. Au
réseau x(u,v) correspond la congruence des droites (3, 2.). Au lieu dun
point 3(,¢), nous avons un plan §{(u,¢) enveloppant une surface S pour
laquelle u, ¢ sont des paramétres asymptotiques. Les points zy, x, sont les
seclions des tangentes asymptotiques ¢ = const., u = const. & la surface S
avec un plan fixe P que nous pouvons considérer comme le plan & l'infini.
Les ¢quations (38,,.) deviennent

(38") Brw= 0080+ {359—3‘[)&; Eoo = YEu-+ 0,8+ q&.

Et le facteur de £ est choisi de maniére que la droite (&, £,,) soit située dans
le plan P. Soit zo(u, ¢) les coordonnées du point mobile sur S, leur facteur
correspondant au facteur de §(u, ¢) suivant la convention habituelle. Alors.la
droite (&,£..) coincide avec la droite (zyu, Zoo) qui est, par suite, contenue
dans le plan P a l'infini. Cela exprime que les coordonnées z,(u, ¢) sont non
homogénes. Donc, on déduit de (38") les équations (voir § 23)

Zoun = 0y Lon— Boy, Lo =— Y Zou—+ 0o,
On voit que les formes fondamentales affines (§ 25) de la surface S sont
veddude, — V(3 dud+ ydod);
I'élément linéaire projectif de S est
— (Bdwd+ v dod) ;2 du de.
En comparant avec (37) et (%), on déduit que c’est I'élément linéaire pro-
jectif des réseaux z,(u, v), 3.(u, ¢). Rappelons que les équations (% ) disent

que la courbure de »edudy est égale a zéro. En définitive, nous avons le
résultat suivant :

Dans Uespace af fine, considérons une surfacenonrégléeS(u,v)
rapportée a ses asymptotiques telle que la courbure de la forme
quadratique e du dv fondamentale de la géométrie affine (§25)

soit égale & zéro ('). Soientz,(u,v), z2(u,v) les intersections des

(') C’est une ¢quation aux dérivées partielles du quatriéme ordre pour la sur-
face S.
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tangentes asymptotiques & S avec le plan & Uinfini. Envariant u
et v, les points z,, z, décrivent deux réseaux plans transformeés
de Laplace 'un de Uautre, la transformation de Laplace étant
une déformation projective. Et réciproquement. On obtient
d'autres réseaux plansen déformation projective avec les réseaux
54y 34 en projetant les asymptotiques de S d’un point queiconque
dans un plan fize.

61. Congruences conjuguées i un réseau plan. Congruences W.
Surfaces R. — Soit z («, ¢) un réseau plan pour lequel nous ferons
usage de nos notations habituelles. Rappelons, en particulier,
que le réseau transformé de Laplace dans le sens de u(¢) est
zi (1, v)[z2(u, v)] ou

(2) zy=2y,— bux, Ty= Ty— azx.

Par chaque point x(u, ¢), menons une droite p(u,v) différente
des tangentes (z,xz,), (z,z,) aux courbes du réseau en z. En
variant u, ¢, la droite p décrit une congruence plane. Désignons
par p,(p2) sa transformée de Laplace dans le sens de u(¢) (*). Nous
dirons que le réseau z (u, v) et la congruence p(u, v) sont conjugués
si, outre la condition déja mentionnée que la droite p passe par z,
deux autres conditions analogues sont vérifiées : 1° la droite p, passe
par z,; 2° pp passe par x,. D’ailleurs, nous verrons que chacune de
ces deux conditions entraine l’autre.

Nous pouvons écrire

(39) plu, v)=(z, z,+ t2,),

= étant une fonction de u, ¢ partout différente de zéro. Posons,
comme au paragraphe 60,

(33) B = (‘T: "’;lb)’ ba= (.1,', z,). Eﬁ = (‘Z‘"y .Z“,),

de maniére que

(39") P =E1+1k
On en déduit, d’apres (34),
(40) Pu=8y—b+at)bi+ (B+ b7+ 1)k + 185

(') La transformation de Laplace d’une congruence plane se définit corrélati-
vement 4 celle d’'un réseau plan.
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La droite p, contient le point commun aux deux droites p et p,;
d’aprés les équations précédentes, c’est le point

(%) Wy -3 (p G226 — 0,7 — at?-i- -:,,)L

Dans le cas ou la congruence p(u, v) est conjuguée au réseau x(u,v),
la droite p, doit contenir, outre le point (%), le point z;. On en
déduit

(41) pr= att, ([3 —)I)—Out )Eg‘]—":s_g.

Pour que la droite p, donnée par (41) soit effectivement la trans-
formée de Laplace de p dans le sens de u, il faul et il suffit, d’apres
la définition géométrique de la transformation de Laplace, que la
droite p,, contienne le point (%) commun aux droites p et p,. Or,
de (41), on déduit, d’aprés les équations (34),

=18y (av @+ 26— 8,7y —q)3 -+ (Tuv ]ty
‘- [‘Gu [ (e,,—(l,)|3~=-(2’)..—(tl)-5'(tou—ouov—‘ Oup i- 200, : c)T
(0,,—(7)1,,.»’7—(')./{—0.,)1.:+- Tuv €2
-(t,ﬁ— 0,.——a'c)E;;.

ce qui peut s’écrire, d’aprés (35),

Piv= l:jY -is (*;,,—a‘-’—a?).,)'. YT BT IEI
[be—aB-1- 88, (8y —an i by-+-aby, . 200,—0,6,—2ab)<
"‘(9«'—a)tu (zb_ou‘)Tv"" TquE'.'
(-..,-!— 0..—(1-.)5;,.

En écrivant que cette droite contient le point (%), on arrive a la con-
dition
TTup— TuTp = YT i .'5‘:|-_ 1’3": Yu? (au— bez2.

_Elle exprime l'incidence de p, et z,; or, en I’écrivant sous la forme

J*logx >
e ad —_— 9 — -~ i b —
42 S =yt — 2 s — = ay,—b,=o0
{42) Judv Y u ; ( Y T — "y v y

on reconnait immédiatement que la condition pour Vincidence de p,
et z, est la méme; donc, (42) est la condition nécessaire et suffisante
pour que le réseau z(u, ¢) et la congruence p(u, ¢) soient conjugués.
En posant
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on peut I'écrire
J (A B 9 (B,
da\A A ) T\

ce qui exprime que la forme de Pfaff

B, A (A LB _
(%) (—ﬁ i ‘sz h) du - (7\ YA u) ds

| -

o

—

\
b),

est une différentielle exacte. Or, on peut remplacer A, 3 par oA, pB,
ce qui ne change pas t; cela revient a ajouter dlogp a la forme de
Pfaff (x). p étant arbitraire, on voit qu'on peut supposer que la
forme (%) est identiquement nulle, ce qui donne

(13) B,+ BA 6B =o, Av+yB i aA =o.

La plus générale congruence conjuguée au réseau x(u,¢) est

donc
plu, o)y =(r, Ax,:-Bxr,),

A, B étant une solution du systéme linéaire (43) ().

Remarquons que les congruences conjuguées aux réseaux x, (1, «)
transformés de Laplace de x(«, ¢v) dans le sens de « (et pareillement
pour z,) sont les congruences p,(u, v) transformées de Laplace de
p(w,v) dans le sens de ¢. En effet, la droite p,(u,¢) contient le
point z,(u,v) et sa transformée de Laplace dans le sens de « est
simplement  p(w,¢) qui contient le point x(w,¢) transformé de
Laplace dans le sens de ¢ de z,(u, ¢).

Supposons maintenant que le réscau x(u,v) soit asymptotique.
D’aprés le paragraphe 53, on peut choisir le facteur de z de maniére
que a = b = o. Les équations (43) prennent la forme

By,-+-3A =o. Ao i-yB=o.

En comparant avec les (20) du paragraphe 41, on arrive au résul-
tat suivant :

(') Pour que la congruence p(u,+) ne soit pas dégéncrée, il faul exclure les
solutions de (43) pour lesquelles on ait

(%) A, +(8,—20)A=B,+(0,—2a)B.

Nous ne ferons pas ici ’étude de la-question si les ¢quations (43) et (%) peuvent
avoir une solution commune.
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Soit S une surface et C une congruence ayant S pour une
nappe focale. Projetons simultanément S et C d’un point fize O
dans un plan fize P. La projection asymptotique de C (') est
conjuguée au réseau projection des asymptotiques de S si la con-
gruence G est W et dans ce cas seulement.

La congruence C étant W, les asymptotiques de S et de la seconde
surface focale S’ se correspondent. Désignons par y(u, ¢v) la pro-
jection des asymptotiques de S'. Comment s’obtient le point y (u, ¢)?
D’apreés la propriété fondamentale des congruences dans l'espace, la
droite p (u, v) touche son enveloppe en y si 'on déplace x infiniment
peu dans la direction conjuguée par rapport au réseau z(u,¢) a la
direction de p. On a donc

1
7= Azy+ Bzy+ v,

o v s’obtient de I’équation (18') en y remplagant A, p, du, dv res-
pectivement par A, B, — A, B, Ceci donne

2ABy=—(Ay+ B,)AB 4+ A, B2 By A2 BA?
+4-yBI— (0, — b)A2B — (0,— a)A B2

En y remplagant A, et B, par leurs valeurs, on obtient

y(uy, v)y=2(Az,+ Bx,)— (Ay+ B, 0, A +0,B)a.

On aurait pu calculer 'expression y(u, ¢) d’une maniére un peu
différente. Evidemment les points z(u, v), y(u, v) coincident avee

(P: P"A 'i_p!’B)’ (PJ PltA —po);

donc ces points divisent harmoniquement le couple des points (p, p.),
(p) pv) (¢f. Koenigs [6]).

St le résean x(u, o) est asymptotique, le réseau y(u, v) est, lut
aussi, conjugué a la congruence p(u, ¢) (*). En effet, y(u, ¢) estla
projection des asymptotiques de la surface S’, focale pour la con-
gruence G, qui est W et dont la projection asymptotique est la con-
gruence plane p(u, v). L’énoncé réciproque est aussi vrai, mais.
nous omettrons ici la démonstration.

(1) C’est naturellement la congruence plane qui s’obtient en projetant C rap-
portée aux paramétres asymptotiques de la surface S.
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Les résultats qui précédent permettent d’étendre les propositions
sur les surfaces et congruences R, trouvées au paragraphe 10 aux
surfaces et congruences R. On y arrive en supposant que le réseau
x(u,v) etla congruence p(u, v) soient simultanément asymptotiques.
Or nous avons vu que le réseau y(u, ¢) est aussi conjugué a la con-
gruence p(u, ¢). Ce résultat admet son corrélatif, car les relations
prescrites entre z(u, ¢) et p(u, v) sont toutes symétriques. Donc
nous n’avons qu’a échanger x(u, ¢) avec p(u, ¢) : le point y(u, ¢)
était le conjugué harmonique de z(u, ¢) par rapport aux points
(py pu)y (Py pv); ladroite g(u, ¢), qui lui correspondra par dualité,
sera la conjuguée harmonique de p(u, ¢) par rapport aux droites
(z, z4), (z, z,), c’est-a-dire g (u, v) est la tangente conjuguée

(2, Azy— Ba,)

a la tangente p (u, ¢) du réseau z(u, ¢). Le réseau y (u, v) était con-
jugué a la congruence p(u, v); corrélativement, la congruence ¢ (u, ¢)
est conjuguée au réseau asymptotique z (%, ¢); c'est donc la projec-
tion d'unc congrucnce W. Les deux tangentes conjuguées p(u, ¢),
¢ (u, v) du réseau z sont donc les projections de deux tangentes con-
juguées de la surface S, et toutes les deux congruences formées par
ces tangentes sunt W. Donc la surface S estune surface R (voir §42).
Donc : S¢S est une surface R et si C est une congruence R ayant
S pour une surface focale, alors la projection des asymptotiques
de S forme un réseaw asymptotique x(u, v), et la projection
asymptotique de C forme une congruence asymptotique conju-
guée au réseau z(u,v). Et U'énoncé réciproque est aussivrai.

Donc la projection des asymptotiques d’une surface R et la
projection asymptotique d’une congruence R sont deux figures
planes corrélatives. Clest le méme résultat que celui du para-
graphe 60 relatif au cas R,, et il conduit aux mémes conséquences
que loc. cit.

62. Les homographies locales d’'une correspondance entre deux
courbes planes. — Nous avons déja, au paragraphe 55, commencé
I’étude projective de la correspondance générale entre deux plans;
en particulier, nous avons expliqué une notion :mportante, celle de

(') En outre, on voit que le réseau y(u, v) est alors lui aussi asymptotique.
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caractéristiques. Au paragraphe 63, nous étudicrons une autre
notion importante de la théorie projective des correspondances entrc
deux plans, a savoir ’homographie locale. Mais il convient de com-
mencer avec une correspondance entre deux courbes planes.

Considérons donc deux courbes planes en correspondance biuni-
voque : la courbe z(t) du plan P et la courbe y(¢) du plan Q, les
deux plans étant distincts ou non. Nous exclurons les points d’'in-
flexion, de maniére que

(ry 2y )50, (V¥ #o.

Les points z, 2', " sont donc linéairement indépendants, et chaque
point du plan P en est une combinaison linéairc. En particulier nous
avons une équation de la forme

44) & == g - dy. i A,
Pareillement
(44") Y= boy -i- byy -+ oy

Or nous pouvons choisir les facteurs de coordonnées de maniére
qu’on ait
(49 (x, dr, d2e) = (y, dy, d*y),
la loi (45) étant intrinséque. En particulier
(oo r'y ") iy, ' ¥,
d’0u I'on déduit par différentiation
(.I". .I‘I, ‘,'.'” — (‘y. .}", },’” v)' .
Or de I'équation (44) il résulte '
(46) (e, X'y x") = a,(x, £’y "),
et ’équation analogue vaut pour y. Donc a, = b,, ou bien

45" Y= boy b by yi- ayy”.

Appelons premiére homographie locale de la correspondance étu-
diée, 'homographie H,= H, (¢) qui réalise un contact analytique
du troisiéme ordre entre les deux courbes. II doit donc exister une
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fonction p(¢) telle qu'on ait, pour la valeur considérée de ¢,
(17) Mur=pp, Mur'={30),  He"=0), W=y

Sans restreindre la généralité on peut supposer p =1 (pour la valeur
initiale de ¢, ce qui sera sous-entendu). Donc les trois premiéres
équations (47) seront

(7)Y HWz=y, Hyo'= )"0y, Hyz"= " 20 y' 0"y,
La derniére équation (47) sera, d’aprés (45),

)

Hyx” = (b i-p")y -1 (by=-3¢")y" (ay--3p
D’autre part, les équations (44) et (45') donnent
Wyx"=(a, - ay2" ~a:p" y--(ay-i-2a50" )y a,y".

En comparant les deux valeurs de I 2", on obtient

o, = g(a—b)
]

et une autre équation qui détermine p”. La premiére homographie

locale H, (¢) est donc complétement déterminée et ’on a pour elle

(%) Hyx = y. 2" = ', H, (Jr"— ;a.l:c> =) — %lr,.)'.

Les équations (48) supposent le choix des facteurs des coordonnées
fait selon la lcondition (45). Mais on voit immédiatement qu’il suffit
de supposer vérifiée la condition un peu plus générale

), ¥,

)
% = const. -

D’aprés (46) et I’équation analogue pour y, cette condition peut
s’écrire
(45" ay=b,.

A la seconde homographie locale Hy=H,(t) on arrive par la
considération corrélative. Posons

t=(z, x'), n=1(y,v).
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Alors

() EF=(r,2"), F=(r,2")+ (2, 2") = ai(z, 2') + as(z, 2") + (2, 2")
=a,§+ ai:E,_'" (x,) .Z‘”),
de maniére que
E" = i, £+ (- @) E+ @B+ (', &)
=y b+ (ay+ a))E + art'— ay(z, ') + a. (2, 2")

et enfin
"= (a)—a1a,— @)k + (ay+ ay— a3 + 2a.t";

pareillement on obtient, sous la supposition (45'),
"= (b, — biay— bo)n + (s + by—a3)n' -+ 2a.7".
La condition corrélative a (43') est donc satisfaite d’elle-méme et nous
obtenons
Hif=n, WE=n, HE=1q+3@—b)n
Cela peut s’écrire, en vertu de (%),

H,(x, ‘ZJ):(.}/; V! Ha(z, 2") = (y, ¥")s
2

’ " U ! " ‘b !
'll-.,[(w,:c)+—_‘).“(x,x)]=(y,y)+ )

On voit sans difficulté que ces équations reviennent aux suivantes :
(48") H,x =y, Hyx' =y, llz<;v"— %n@‘) :y”—%b,y.

En général, les deux homographies locales sont distinctes. Cepen-
dant, il existe, pour chaque couple de courbes planes données,
3 correspondances entre elles jouissant de la propriété que

H,(2) = Hy(2).

Toutes les correspondances avec cette propriété formant évidemment
un groupe, on peut supposer que la courbe y(t) soit une conique.
On a alors, en choisissant convenablement le paramétre ¢, y" = o,
c’est-a-dire by= b, = b, = o. Pour qu'il soit H, (¢) = H,(¢), il faut
et il suffit donc, d’aprés (48) et (48'), de choisir le paramétre ¢ de
maniére qu’on ait, pour un choix convenable du facteur de z,

"= ayx.
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Or on démontre (') que cela est possible pour chaque courbe plane
en o0® maniéres.

Les correspondances spéciales entrc une courbe plane générale et
une conique que nous venons de considérer peuvent étre appliquées
a transporter des notions projectives (par exemple celle du rapport
anharmonique) du cas particulier d’une conique au cas d’une courbe
plane quelconque. Mais nous nous bornerons a cette courte indi-
cation. ,

63. L’homographie locale d’une correspondance entre deux plans.
— Considérons maintenant unc¢ correspondance entre deux plans
z(u, v), y(u, v). Comme au paragraphe 53, nous choisirons les fac-
teurs des coordonnées d’aprés la condition

(1) (2, Zu, wl’):(.}’, Yus Yo

Cela étant, nous appellerons 'homographie locale de la correspon-
dance donnée ’homographie H == H(«, ¢) pour laquelle

Hx =y, Hz,=yu, Hz,=y,.

Cette définition est, on le voit sans peine, intrinséque et invariante
par rapport au groupe de collinéations. Du reste, cela résulte aussi
de la définition géométrique de H que nous donnerons tout de suite.

On peut donner aisément une définition géométrique de I’homo-
graphie H(u, ¢). A ce but, considérons les courbes définies par
I'équation différentielle

(*) (y, dy, d*y) =c(z, dx, d2x),

¢ étant une constante. Le lecteur définira sans peine les courbes (%)
par une propriété géométrique [voir (13)]. Or soit z(¢) une courbe
du premier plan satisfaisant a ’équation différentielle (x), et soit y (¢)
la courbe correspondante du second plan. A la correspondance
donnée entre les plans est subordonnée une correspondance entre les
courbes z(t) et y(t); soient H,, H, sa premiére et scconde homo-
graphie locale. Or des résultats du paragraphe 62 on déduit tout de
suite que 'homographie H transforme chaque point de la tangente
en z & z(t) de la méme maniére que les deux homographies H, et H,.

(') Voir le Traité de M. Wilczynski, Chap. II, § 4.
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Il faut naturellement supposer que les eourbes z(t), 3-(¢) n’aient pas
une inflexion au point considéré. Ce qui précéde suffit bien a carac-
tériser géométriquement ’homographie H. Remarquons que parmi
les courbes (%), on a (pour ¢ =1) les caractéristiques de la corres-
pondance. Dans des cas particuliers, on peut dire plus. Par exemple,
si z(t) est une caractéristique double, '’homographie H coincide, a
chaque point de z(¢), avec 'homographie H,. Et si x(¢) est une
caractéristique (riple, alors, a chaque point de x(t), toutes les trois
homographies H, H,, H, sont confondues. Nous nous bornons a
énoncer ces résultats.

En faisant varier les paramétres «, ¢, on reconnait que 1’homo-
graphic H dépend en général 'de-deux paramétres. Elle est fixe sila
correspondance donnée est homographique et seulement dans ce cas.
Mais il se peut que H dépende d’un scul paramétre. On peut démon-
trer que cela arrive lorsque, et seulement lorsque les caractéristiques
de la correspondance sont triples et rectilignes. On peut construire
explicitement toutes ces correspondances.

La notion d’homographie locale H(u, ¢) permet de définir une
classe de correspondances entre deux réseaux plans; celte classe
semble tout aussi importante ique la déformation projective. On
peut la définir en demandant que !’homographie locale porte les
transformés de Laplace z,(u, v), 2.(u, v) du réscau x(u, v) dans
les transformés de Laplace y,(u, ¢), y2(u, v) du réseau y (u, ¢);
nous parlerons donc d'une correspondance laplacienne entre les
deux réseaux. Faisons usage des notations habituelles pour le réseau
z(u, ¢) et écrivons a', b', B/, ', etc. pour le réseau y(u, ¢) [on a
5'=0 en vertu de (11)].

Les conditions pour une correspondance laplacienne sont donc,

d’aprés (2) et (2'),
(49) a=a, b == D,

D’aprés (14'), (49) est la condition pour que les trois directions
caractéristiques de la correspondance soient apolaires auz
deux directions du réseau. Une correspondance a trois familles dis-
tinctes de caractéristiques est donc laplacienne pour urn seul couple
de réseaux correspondants. S'il existc une famille double de caracté-
ristiques, la correspondance n’est jamais laplacienne. S'il existe une
famille ¢riple de caracléristiques, la correspondance est laplacienne
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pour chaque réseau dont une famille se compose de caractérisiiques.
Enfin, une correspondance homographique est naturellement lapla-
ciennc pour chaque réseau.

Nous terminons par la remarque suivante, dont nous omettons la
démonstration. On peut attacher a chaque réseau plan, d’une
mmaniére intrinséque et invariante par rapport au groupe des collinéa-
tions, une métrique de Weyl pour laquelle les courbes du réseau
sont minima: cette métrique est de Riemann (senlement) dans le cas
d’un résean asymptotique. La condition nécessaire et snffisante pour
une correspondance laplacienne est alors 'invariance de la métrique
de Weyl. En particulier, une correspondance laplacienne porte un
réseau asymplotique en un réseau asymptotique, ce qui est d’ailleurs
évident des équations (49) [voir (6)].

La théorie générale des réseaux appartenant 2 un espace quelconque est trop
étendue pour que nous puissions ici citer les Mémoires et Notes relatives; nous
renvoyons simplement aux Traités de MM. Tzitzéica et Eisenhardt. Le cas
particulier des réseaux plans est ici pour la premiére fois I'objet d’une étude
détaillée. Nous pouvons citer seulement deux Mémoires consacrés a la théorie
générale des réseaux plans, a savoir Wilczynski [21] et Sannia [3]. Presque

. pi ..
tous les théorémes de ce Chapitre sont nouveaux (Cech); quelques-uns ont ¢té

déja publiés sans démonstration (dech [27], [28)]. Pour la notion de forme
associée 3 un réseau ou a une congruence, voir Fubini (G.P. D., §17 A et [36],
[39]), Terracini [19], Bompiani [36], [37], [40], [44]. La condition analytique (6)
pour un réseau asymptotique est due a M. Koenigs [7]; voir aussi Eisenhardt
(8], [9], Nelson [1], [2], Bompiani [13]. Des propriétés géométriques caracté-
ristiques d’un ;réseau asymptotique, différentes de celle exposée au texte, ont
été données par M. Koenigs [7] (voir Bompiani [11], Liebmann [1] et le Traité
de M. Tzitzéica) et par Green [9],[11]. L’interprétation géométrique de I’élé-
ment linéaire projectif d’un réseau plan exposée au paragraphe 54 est en rela-
tion étroite avec celle donnée par M. B. Segre [2] dans le cas d’'une surface.
Les caractéristiques d'une correspondance entre deux plans ont été étudiées
par M. Bornvka (2],13], [4]; voir déja Kasner [1]. Pour le sujet traité au para-
graphe 58, voir Cech [29]. Le théoréme du paragraphe 61 relatif & la projec-
tion plane d’une congruence \V a été donné sous une forme un peu différente
par M. Eisenhardt [12]. La réciprocité entre les surfaces R et les congruences R
a été reconnue par M. Demoulin [6] et étudiée de plus prés par M. Jonas [4],
mais sous une forme beaucoup plus compliquée de celle du texte.
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