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I. CELA CISLA

§ 1. Pojem celého &isla

Je pochopitelné, ze v této knize se bude casto vyskytovat slovo
¢islo. Toto slovo ma viak fadu riznych vyznamu, které rozlisujeme
rozmanitymi pfivlastky davanymi pfed slovo é&islo. Zakladem, od
kterého se zpravidla vychazi a od kterého také my vyjdeme, je
pojem pfirozendho &isla. Nazev pfirozené &islo ddvame &islium

1, 2,3, 4,5 atd., (1,1)

se kterymi se seznamujeme v détstvi na 8kole ponenahlu pribéhem
nékolika let. Proces poznavani pfirozenych éisel probiha postupné:
dité se seznamuje nejprve s ¢isly od jedné do deseti, potom do
dvaceti, do sta, do tisice, ...

Vyudovaci proces vychazi nejprve z velké fady konkretnich
pifklada (t.zv. pojmenovand &isla), ale brzy se pfechazi k abstrakt-
néjdimu stanovisku. To je pochopitelné, nebot nazorné na ptikla-
dech se daji probfrat jen velmi mald éisla, kdeZto p¥i poéitanf do
sta jsou uZz jednotliva vétsi ¢isla malo dostupnd pfimému nazoru.
Potize, které tim vznikaji, jsou oviem proti dobé, kdy se uZivalo
nemotorného psani ¢&isel Fimskymi é&fslicemi, znadné ulehleny
béznym dnes psanim é&fsel v desitkové soustavé, kterd znadné
zjednoduduje jak srovnavani éfsel co do velikosti, tak i provadén{
podetnich vykoni.

Pfirozend éisla slouZi pfedevsim k t. zv. éitdn? souboru pfedmét,
t. j. ke zjidténi podtu pfedméti, ze kterych se soubor sklada. P¥i tom
se ve Skole zadind vySetfovanim souboru sloZenych z malého poétu
konkretnich pfedmétd; éitani tu zdlez{ v pHmém odpoditavani
jednoho pfedmétu po druhém. To je ovSem mozZné pouze u malych
soubort; u vétsich soubori tvofime napfed skupiny po deseti
pfedmétech, z deseti takovych skupin tvoifme vétsf skupiny po
stu pfedmétech atd., a tim dochdzime k pfipomenutému uz pojmu
desitkové soustavy. Spojovani nékolika soubori ve vétsi celky
a rozkla®ini souboru na éasti vede k zavedenf zdakladnich poéetnich
vykonu. Prejdeme-li pak od soubori sloZenych z konkretnich pied-
métd k souboriim sloZenym z abstraktnéjsich véci, tu uz uréeni poétu
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se zpravidla vibec neda jinak provést nez za pomoci pocetnich vy-
kond a s vyuZitim vlastnosti podetnich vykoni. Objasnéme si to
pfikladem. Mame-li zjistit pfimym vyétem vsech moZnych pii-
padi, Ze 4 osoby mohou 24 riznymi zpusoby obsadit 4 volna
mista ve vlaku, je to uz znaéné obtiZnéjsi, nez odpoditat 24 knih
nebo 24 stromi, ale neni to nemozné. Naproti tomu pokus zjistit
vydétem vSech piipadd, kolika zplisoby muZe 20 osob obsadit
20 volnych mist ve vlaku, byl by zcela beznadéjny, nebof tento
pocet je daleko vétsf neZ podet vtefin, které uplynuly od objeveni
prvnfho ¢lovéka na této planeté.

Poznamka 1,1. Misto slova soubor se v matematice uzivd oby-
éejné uméle utvoreného slova mnofina; jednotlivé véci, ze kterych
se mnozina skladd, nazyvajf se proky mnoZiny. MnoZina se mize
sklddat z prvki zcela libovolného druhu; v matematice ¢asto vy-
Setfujeme mnoZiny prvka velmi abstraktni povahy. Slova soubor
budeme v této knize uZivat jen pro mnoziny 8 koneé’nym poltem
proki; proto budeme zédsadné mluvit na pf. o mnoZiné (ne o sou-
boru) pfirozenych &isel, kterych je nekoneéné mnoho. Slova mnozina
budeme viak prilez1tostné uz{vativ pFipadé koneéného poétu prvki.

Poznamka 1,2. Jsou-li prvky souboru véci abstraktn{ povahy,
je tfeba si pfesné uvédomit jejich strukturu. Jestlize na p¥. jsme
fekli, Ze 4 osoby mohou 24 riznymi zptsoby obsadit 4 mista,
méli jsme na mysli pouze koneény stav (kdo na kterém misté sedl),
ne tedy, kdo které mfisto obsadil d¥fv a kdo pozdéji. PovaZujeme-l
za podstatné také pofadi, ve kterém se prizdna mista postupné
obsazuji, stoupne podet moZnych zpisobd na 576. Pfipustime-li
jesté moZnost, Ze nékteré dvé osoby, které provisorné obsadily
uréitd mista, mohou si je vyménit (pfi tom vSak pFipoudtime i to,
Ze snad k vyménam nedojde), a omezime-li tuto moZnost podmin-
kami, Ze k vyméné miZe dojit teprve po obsazeni viech mist a Ze
kazda osoba si vyméni misto nejvys jednou, potom podet moZnych
zpisobi (s prihlédnutim k pofadf) bude 7488.

Dosud jsme mluvili o souborech (nebo mnozinach) stile za toho
pfedpokladu, Ze kaZdy soubor, o kterém je fed, jisté obsahuje nej-
méné jeden prvek. Takovy pfedpoklad je na prvni pohled pFi-
rozeny, ukazuje se v3ak, Ze pro matematiku je nesmfirné nepo-
hodlny. Rozsifime proto hned na tomto misté pojem souboru (nebo

10Ziny) talk, Ze vedle téch soubori, z nichz kazdy obsahuje aspoii

itlen prvek, zavedeme je$té jeden novy ,,soubor®, totiz prdzdny
soubor (neboli prdzdnou mnoéinu), ktery neobsahuje viibec nic.

P#iklad 1,1. Budiz Z soubor v3ech zaméstnanct uréditého zavodu.
Je-li n pfirozené &islo, budiz A4, soubor téch osob ze souboru Z,
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kterym je n let. Kdybychom nezavedli prazdny soubor, potom by
soubory 4, existovaly pouze pro néktera pfirozena ¢&isla n; pro nas
naopak soubor 4, existuje pro kaZdé pfirozené &islo n; je oviem
Ppro ,,vétsinu‘‘ éisel n prazdny.

Poznamka 1,3. PouZijme pfileZitosti k tomu, abychom si na
jednoduchém piikladé uvédomili, Ze v béZné fedi je plno drobnych
nejasnosti. V pfedchazejicim piikladé jsme mléky piredpokladali,
#e vyrok, Ze urdité osobé je n let, ma jednoznaéné definovany
smysl. Ve skuteénosti v8ak je mozné smysl tohoto vyroku chapat
vielijak. MiZeme za n-letou osobu povazovat tu, kterd uZ méla
n-té narozeniny, ale jesté neméla (n» + 1)-ni, pfi demZ je tfeba
jeété povédét, zda osoba, kterd méd dnes n-té narozeniny, je n-letd
uZz dnes & bude n-letd aZ zitra. MiZeme také za n-letou osobu po-
vaZovat tu, jejiZ n-té narozeniny spadaji do bézného roku, nebo tu,
jejiz n-té narozeniny spadaji do bézného mésice atd.

Poznamka 1,4. V predchaze]mlm textu jsme k oznadeni llbO-
volného pnrozeneho éisla uzili pismena =» (poléteénfho pismena
latinského slova numerus, které znamena &slo). To je velmi ob-
vyklé, ale neni to oviem nutné. JestliZe se v téZze ivaze mluvf o né-
kolika pfirozenych é&islech, je jasné, Ze musime kaZdé oznadit
jinym pismenem, takZe s jedinym pismenem = vystadit nelze.
Piirozend &fsla budeme &asto znadit pismeny =, m, k, h, r, s. Bu-
deme vSak pro pfirozend éisla uzivat také jinych pismen, na pf.
a, b, ¢, d, zejména tehdy, jestlize pijde o takové vysledky, které
sice odvodime zprvu jenom pro pfirozena éfsla, které viak pozdéji
roz§ifime i na jiné druhy é&isel.

Pdznamka 1,5. V pfikladé 1,1 se nam vyskytl soubor zavisly
na libovolném pfirozeném d&isle ». Oznaédili jsme jej A, t.j. pFiro-
zené d&islo n jsme vyznadili jako t. zv. index (psany drobnym
tiskem vpravo dole). Misto indexu muZeme také uzit zavorky, t. j.
psat A(n) misto A,.

.»Podet prvki‘‘ prdzdného souboru se nazyvid nule a znadi se 0.
Nulu nepoéitdme mezi pfirozena &isla. Prvni rozsifeni pojmu &fsla
zdlez{ v tom, Ze k pfirozenym &islim pFfipojime jako nové é&islo
nulu, ale prozatim jesté zadné jiné &islo, Ze tedy od mnoziny (1,1)
prejdeme k mnoziné

0,1,2 3,4, 5atd. (1.2

Cislo 0 se zavadi na Skole velmi zdhy, protoZe je ho tfeba p¥i psamt
éisel v desitkové soustavé. Podstatné pozdéji se zavad&ji dalsi &isla

-1, —2, —3, —4, —5 atd. (1,3)
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V8em ¢&islim, kterd se dosud vyskytla, dividme souhrnny nazev
éisla celd. Nazev kladnd celd &isla ma ty% smysl jako nizev ptiro-
zend &isla; disla (1,3) se jmenuji zdpornd celd &¢sla. Mimo to uzivame
pro &isla (1,2) ndzvu nezdpornd celd éisla. Smysl obou nazvi ,,kladna
cela &isla‘* a ,,nezdporna celd &isla‘‘ se lisf tim, Ze &islo 0 nespada
pod prvy nazev, nybrz jen pod druhy. Mohli bychom zavést také
nazev ,,nekladna celd &isla*, ktery by vedle zapornych celych éisel
zahrnoval jesté éislo 0, ale tohoto nazvu se prakticky nepouziva.

Poznamka 1,6. Studium matematické literatury ukazuje, Ze
se jevi kolisani v rozsahu ndzvu ,,pfirozené &islo‘‘; vedle autory,
ktefi jako my nepo¢itaji nulu mezi pfirozena ¢&isla, jsou také autofi,
pro které naopak i nula je pFirozenym é&islem. Vzhledem k této
neurditosti (ktera ostatné celkem v {eské literatufe neni) se ve vé-
deckych matematickych pracich davd obydejné pfednost nazvu
celé kladné éislo, o jehoZ rozsahu nemuZe vzniknout pochybnost.
V této knize, ve které jsme jasné vytkli, Ze nulu mezi pfirozena
¢isla nepoéitame, neni oviem divodu vyhybat se ndzvu p¥irozené
¢islo. Zato je nutné étenafi zadateéniku pripomenout, Ze matema-
tikové nikdy nepoéitaji nulu mezi kladna é&isla (ani mezi zdporna);
vyrok, Ze celé &islo je budto kladné, nebo zaporné, je tedy nespravny.

Pozndmka 1,7. Pojem zaporného éisla se na 8kole zavadi aZ
po skondeni podetniho vyeviku pfi probirani zakladi algebry. Do
té doby, tedy po fadu let, se uZivad na Skole nazvu ,,celé &éfslo‘‘ ve
smyslu nejprve vyludujicim nulu, pozdéji ve smyslu zahrnujicim
i nulu, ale nezahrnujicim celd zaporna éisla. Tim se vyviji ndvyk
davat nizvu celé &islo uZ$i rozsah, nez mu divi soudasni véda,
a proti tomuto navyku je potom t¥eba bojovat jesté i pfi vysoko-
§kolském vyudovani matematice. Prosime proto étenafe, aby maél
stdle na paméti, Ze pod ndzvem celd é&isla zahrnujeme i &fisla za-
pornd, takZe na p¥. soudet dvou celych &isel miZe byt mensi nei
néktery séitanec.

Divod, proé trvalo velmi dlouho, neZ pojem zaporného &fsla
pronikl do matematiky, je v tom, Ze stafi matematikové vySetio-
vali pouze pevné dané objekty a teprve vyssi matematika si posta-
vila tkol soustavné vySetfovat zmény ¢isel pfi zménach objekt,
Poédet prvku, ze kterych se sklid4d urdity soubor, nikdy neni vy-
jidfen ziapornym d&islem. Mnozina vS8ech celych &isel, véetné za-
pornych, je potfebna teprve pii ¢iselném vyjadfeni zmény poctu
prvka pfi zméné souboru; tato zména muZe byt troji: [1] soubor
muzZeme zvétdit pfidanim novych prvki, [2] soubor miZeme zmendit
ubranim nékterych prvku, [3] soubor mizeme ponechat tak, jak byl.

~ €

Poznamka 1,8. Mluvit o ,,zméng‘ souboru, i kdyz pfipoustime
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moznost [3], zdd se nasilné, ale v matematice takovd mluva je
obvykla,

V matematice se ukazuje udelné nazvat ¢iselnou hodnotu kazdé
takové zmény podtu prvki spoleénym jménem, jimz je slovo pfi-
rustek. Je-li tedy n kladné &slo, potom pifristek n prvki znamena
zvétseni souboru pfidinim » novych prvki, pfirastek — » prvka
znamend zmenseni souboru ubranim n prvkd; konedéné pFirustek
O prvka znamena, Ze soubor zistal beze zmény.

Pozndamka 1,9. Matematicky smysl vyrazu p#iristek n prvki
odpovidd hovorovému vyznamu slova pfiristek pouze pro kladnén.
Jednotny vyraz zahrnujici jak zvét3eni, tak zmenseni, jakoZ i ne-
existenci zmény, je viak pro matematiku velmi uéelny nejen pfi
¢itani, které mame na zfeteli nyni, nybrz i pii méfeni, o kterém
budeme mluvit pozdéji (viz II§1).

Pozndamka 1,10. V§ 2 az § 6 se budeme zabyvat pouze nezd-
porngmi celymi &isly; k obecnému pojmu celého &fsla se vratime
azv§ni.

§ 2. Soucet a souin dvou nezdpornych &isel

Rikd se, Ze jsou &éty¥i zdkladni podetni vykony: séitani, od&itani,
nasoben{ a déleni. Opravdu zdkladnimi jsou ve skuteénosti jenom
dva z nich, kterym se na 8kole ¥ika p¥imé, tedy séitdini a ndsobeni
neboli vypodet souétu a soufinu. Jsou to vykony prakticky tak
nesmirné dulezité, ze v oboru nevelkych pfirozenych &isel je nutné
s nimi dokonale (ve smyslu dukladného procviéeni konkretnich
vypotti) seznamit mladez uz ve véku, ve kterém jakakoli obecna
definice je je$té naprosto mimo dosah chipani. Je proto uéelné,
jestliZe v této knize, kterd ma na mysli étendfe uZ odrostlého
povinné 8kole, vyloZime, jak lze soudet a + b a soudin ab dvou
prirozenych &fisel definovat pomoci éitani prvka souboru.

Nez piistoupime ke séitani, zavedeme dva nazvy. Jsou-li 4,
B jakékoliv dvé mnoZiny, nazveme jejich sjednocenim takovou
mnozinu, do které nalezi kazdy prvek mnoziny 4, do které rovnéz
nalezi kazdy prvek mnoziny B, ale kterd uz mimo takto popsané
prvky nema zidné prvky dal3i. P¥i tom se muZe stat, ze néktery
prvek mnoZiny 4 je zaroveii prvkem mnoziny B. (MuZe se i stat,
Ze mnoziny A, B splynou; potom s nimi splyne i jejich sjednocent;)
Jestlize v3ak mnoziny 4, B nemaji{ zidny spoleény prvek, nebo¥
jestlize Zddna véc nenaleZi zdrovei 1 do mnoZiny 4 i do mnozZiny
B, potom pravime, Ze mnoZiny 4, B jsou disjunktni.
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Pfiklad 2,1. Budiz P soubor v3ech zaméstnanct -prodejny,
A soubor muzi zaméstnanych v prodejné, B soubor Zen zamést-
nanych v prodejné. Soubory 4, B jsou vidy disjunktni, ale néktery
z nich miZe byt prazdny. Sjednocenim obou soubort 4, B je vidy
soubor P. Je-li C soubor zamé&stnanci stardich nez 25 let, D soubor
zaméstnanci mladsich neZ 30 let, je opét P sjednocenim soubort
C, D, které mohou, ale nemusf byt disjunktni.

Poznamka 2,1. Podle nasi definice jsou mnoZiny A4, B jisté
disjunktni v tom pfipadé, Ze aspoii jedna z nich je prdzdna.

Jsou-h nyni a, b dvé pfirozend ¢&isla, definujeme jejich soudet
a + b takto. Zvolime soubor 4 libovolnych prvka, jejichz podet je
roven @, dile soubor B prvki rovnéz libovolnych, jejichZ potet je
roven b; pfi tom pfedpokladame, Ze soubory A, B jsou disjunktnf.
Za tohoto predpokladu je a + b pocéet prvki toho souboru, ktery
je sjednocenim obou soubori 4, B. Je patrné, Ze tato definice je
prosté abstraktnim vyjiadfenim zpusobu, jimZ se pojem séftani
piirozenych &isel na konkretnich pfikladech vyklida détem.

Poznimka 2,2. V matematice se stiva, Ze nejakou avahou
dospéjeme k Vysledku ktery je uZiteény nejen pro pravé probira-
nou latku, nybrZ ukaZe se potfebnym i pro jiné uvahy provedené
tfeba mnohem pozdéji. Takové vysledky je tfeba zaznamenat
a prehledn& odfslovat. Rikdme jim véty. Matematicky smysl slova
véta se lisf od gramatického smyslu téhoz slova: ne kazda grama-
tickd véta matematického textu je matematickou vétou, na pi.
matematické definice nepo¢itime mezi matematické véty; také se
matematickd véta miZe skladat z nékolika gramatickych vét nebo
miize byt zapsdna ve tvaru vzorce neobsahujicfho viabec Zadnou
gramatickou vétu. Na 8kole, kde je matematika pouze jednim z fady
riznych ,,pfedméti‘‘, oznaéuje se fasto matematicka véta pro od-
liSeni od gramatické véty vyrazem poucka. Ale ve védecké mate-
matické literatufe se slova poutka vibec nepouziva, nebot obava
z nedorozuméni je v matematickém textu zbyteéni. V této knize
uzivame slova véta v matematickém smyslu.

Poznamka 2,3. Podle pfedchazejici poznamky je matematicka
véta koneénym vysledkem uvahy. Ziroveii viak bylo naznadeno,
Ze matematickd véta je uZiteénd nejen na tom misté textu, na
kterém se odivodiiuje jeji spravnost, nybrz i pozdgji; leckdy se
téZe matematické véty uziva v pozdé&jdim textu mnohokrat. Proto
se v matematickém textu ujal zvyk, kterym se budeme v této
knize éasto Fidit. Matematickd véta se zpravidla vyslovi hned na
podatku uvahy a teprve potom se oduvodiuje jeji spravnost;
odivodnéni spravnosti matematické véty se nazyva dikazem véty.
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Je zajimavé poznamenat, ze Eukleides v proslulé knize Zdklady
(asi 300 let pfed na8im letopoétem) postupuje tak, Ze napied
vyslovi vétu, potom ji dokd%e a nakonec celé znéni véty vyslovi
znovu.

Poznidmka 2,4. Pfi definici souétu a 4+ b jsme Fekli, %e a, b
jsou ptirozend &isla; ale taZ definice plati, i kdyZ snad @ = 0 nebo
b = 0 (nebo oboje); je-li @ = 0, je soubor 4 prazdny, je-li b = 0,
je soubor B prazdny, jinak se nezméni v definici nic.

Poznamka 2,5. V predchézejici poznidmce jsme za vyrok
,,& = 0 nebo b = 0 pro jasnost pfipojili v zavorce jesté ,,nebo
oboje‘‘. Je vSak udelné uz zde dirazné pfipomenout, Ze matemati-
kové zasadné, jsou-li ¥, W dva vyroky, davaji vyroku ,,V nebo W*
ten smysl, Ze se nevyluduje moznost soudasné platnosti obou vy-
rokd ¥V, W. V bé&iné mluvé je to obydejné jinak: Feknu-li na pf.:
.,V nedéli pijdu do divadla nebo do kina‘, bude se mi ]1ste rozumét
tak, Ze nehodlam jit v nedéli odpoledne do kina a veder jedtd do
divadla. Ostatné se i v bézné mluvé spojky ,,nebo* uzivd nékdy
v ,,matematickém‘ smyslu; usoudim-li o nékomr na pi., Ze ,,budto
studoval matematiku na universits, nebo ma pro matematiku
nadani‘, sotva tim vylucup moznost, Ze je splnéno oboje.

Nasledu]ici tfH véty jsou v oboru nezapornych celych &isel pfi-
mymi dusledky definice, takZe uZ neni tfeba udavat jejich dl‘.’lka.zy,
misto nich uvedeme jenom prostinké piiklady. To neznamend, zZe
by si étenal zadateénik nemél dikazy samostatné promyslit; pré,vé
naopak!

V&ta 2,1. Soudet dvou &isel je nezdvisly na pofadi séitanci, nebo strug-
né vzorcem: a + b = b + a. Tato véta se nazyva komutativni zdkon
séitdni (Sesky snad: zdkon zdménnosti séitanci).

Priklad 2,2. Ma-li dité v levé kapse 5 kulidek a v pravé kapse 3,
pak af uZ pfemisti kuli¢ky z levé kapsy do pravé &i z pravé do levé,
bude mit v obou pfipadech v jedné kapse tyz podet kulidek, t. j. 8.

Véta 2,2. Jestlite k soubtu dvou éisel pridteme &islo téeti, dostaneme
tyZ vysledek, jako kdyZ k pronimu &islu pfidteme soudet druhého s tfe-
tim, nebo mnohem struénéji vzorcem: (@ + b) + ¢ =a + (b + ¢).
Tato véta se nazyva asociativni zdkon séitdni (Cesky snad: zdkon
sdruovdni séitancs).

Pfiklad 2,3. Na uréitém ukolu pracuje v jedné dilné 6 muzi, ve
druhé 3 muzi a 4 Zeny. Celkem pracuje na tomto tkolu 6 + 3 =
= 9 muzi a 4 Zeny, dohromady 9 4 4 = 131lidi. V prvni dilné&
pracuje 6 hdi, ve druhé 3 4+ 4 = 7lidi, dohromady 6 + 7 = 13 lidi,
t. j. tyZz podet.
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Véta 2,3. Jestlite v souctu dvou &isel je jeden séitanec roven nule,
je soudet roven druhému séitanci, nebo vzorcem:a + 0 = a,0 + a = a.
Tuto vétu nazveme zdkonem neutrdlnosts nuly pfi séitdni.

Pfiklad 2,4. V prodejné jsou zaméstndny jen Zeny; je jich pét.
Je tam tedy 5 Zen, 0 muzu, celkem 5 4+ 0 = 5 zaméstnanci.

Pozndmka 2,6. Pismena a, b, ¢ zde znamenaji prozatim ne-
zaporna cela éisla. Neuvedli jsme to ve znéni vét 2,1, 2,2 a 2,3 proto,
e pozdsji dokdzeme tytéz vEty i pro obecnéjsi druhy &isel. Obdobna
pozndmka se vztahuje i na Ffadu pozdéjsich vét.

O souétu vice nez dvou ¢&isel si promluvime pozdé&ji. Na 8kole je
tfeba mluvit o takovych obecngjsich soudtech d¥iv, neZ se zaclne
mluvit o nasobenf, protoZe pojem nasobeni dvou pfirozenych &isel
se na Skole pfevadi na pojem séitdni libovolného podtu éisel (viz
str. 23). My vSak zde vyslovime takovou definici souéinu ab dvou
nezapornych celych éisel a, b, ktera je na pojmu séitdni nezavisld.

Za tim udelem zavedeme nejprve pojem dwojice [z, y], sloZené
z prontho &lenu x a druhého Elenu y. DvE dvojice povazujeme za
stejné pouze tehdy, jestliZe se shoduji jak ve dlenu prvém, tak i ve
&lenu drubém. Tedy pro x =+ y je [z, y] + [y, «].

Pozndmka 2,7. Znadka + znamena popfeni rovnosti. Cteme ji
obydejnsé slovy ,,je rizné od‘ nebo ,,neni rovno*.

Jsou-li nyni déna dv& nezdporni celd &isla a, b, zvolime opét
soubor 4, ktery mé a prvkia, a soubor B, ktery ma b prvkd; pfi tom
tentokrat nezaleZi na tom, zda soubory A4, B jsou 6 nejscu dis-
junktni. Utvoiime potom soubor viech takovych dvojic [z, y],
jejichZ prvy é&len « naleZi do souboru 4, druhy &len y do souboru B.
Soudin ab je pak podet prvki souboru nasich dvojic, ktery oznaéime
(4, B).

Pitklad 2,6. Budiz a =5, b =4. Za A4 zvolime soubo.. péti
kfestnich jmen:

Frantisek, Jan, Josef, Filip, Gabriel;
za B zvolime soubor ¢étyf pifjmeni:

Novotny, Prochazka, Filip, Gabriel.
Soubor (4, B) se sklddd z 20 dvojic: Frantifek Novotny, FrantiSek
Prochéizka, FrantiSek Filip, Frantifek Gabriel, Jan Novotny, Jan
Prochizka, Jan Filip, Jan Gabriel, Josef Novotny, Josef Prochazka,
Josef Filip, Josef Gabriel, Filip Novotny, Filip Prochazka, Filip
Filip, Filip Gabriel, Gabriel Novotny, Gabriel Prochizka, Gabriel
Filip, Gabriel Gabriel. P¥i tom dvojice Filip Gabriel a Gabriel
Filip jsou navzajem rizné; neshoduji se ani v prvém, ari ve druhém
¢lenu.

16



Nésledujfcich pét vét v oboru nezdpornych celycﬁ ¢isel vyplyva
p¥imo z definice, takZe zase misto dikazi uvddime jen jednoduché
priklady.

Vé&ta 2,4. Soudin dvou &isel je nezdvisly na pofadi é&initelis, nebo
struéné vzorcem: ab = ba. Tato véta se nazyva komutativn{ zdkon °
ndsobent (Sesky snad: zdkon zdménnosti éinitels).

Pfiklad 2,6. Z 5 dam a 4 pand lze vybrat taneéni dvojici tymz
poétem zpusobu (20 zpisoby) jako ze 4 dam a 5 panu.

Véta 2,5. Jestlize soudin dvou &isel zndsobime Elslem téetim, do-
staneme tyZ vysledek, jako kdys prvni &islo zndsobime soubinem druhého
s tfettm, nebo struéné vzorcem: (ab) ¢ = a(bc). Tato véta se nazyva
asoctativni zdkon nmdsobeni (Sesky snad: zdkon sdrufovdni &initeli).

Priklad 2,7. OpiSe-li korespondentka 5 stran za hodinu, kolik
stran opf§i 3 korespondentky za osmihodinovy pracovni den? Za
hodinu opisi tyto korespondentky 3.5 =: 15 stran, tedy za cely
den 15.8 = 120stran. KazZda korespondentka opiSe za den
5.8 = 40 stran, tedy vSechny korespondentky 3 .40 = 120 stran,
t. j. tyZ podet.

Véta 2,6. JestliZe v soudinu dvou &isel je jeden Cinitel roven jedné,
je soulin roven druhému &initeli, nebo vzorcem: a.1 =a, 1.a = a.
Tuto vétu nazveme zdkonem neutrdlnosti jednicky pfi ndsobend. I

Véta 2,7. Jestlize v soubinu dvou &isel je néktery (asponn jeden)
z Giniteli roven nule, je také souéin roven nule nezivisle na hodnoté
druhého ¢initele, nebo vzorcem: ¢.0 =0, 0.a = 0. Tuto vétu .
nazveme zdkonem agresivnosti nuly pFi ndsobens. '

Vé&ta 2,8. JestliZe je soudin dvou &isel roven nule, musi asposi jeden
éinitel byt roven nule. MiZeme touz vétu vyslovit také takto: Soudin
dvou &isel raznych od nuly je sdm také rizny od nuly.

Pfiklad 2,8. Je-li v domé& mezi sousednimi patry po 20 schodech,
je k vystoupeni z pfizemido n-tého patra tfeba ujit % . 20 schodd.
Kdo jde do prvniho patra, ujde 1.20 = 20 schodu kdo zustane
v pfizemi, ujde 0. 20 = 0 schodu.

Pr¥imym dusledkem definic ]e také nasledujici véta, ve které na
rozdil od pfedchazejicich je Fed jak o séitinf, tak i o nasobeni.

V&ta 2,9. Soufet dvou &isel muzZeme zndsobit &islem tretim tak, Ze
nejprve zndsobime prvni &islo tretim, potom druhé &islo tFetim a oba
tyto Cdsteéné souliny sefteme, nebo mnohem struénéji vzorcem:
(@ 4+ b) ¢ = ac + bc. Tato véta se nazyva distributivni zdkon nd- .
sobeni (Sesky snad: zdkon o ndsobent soudtu). '
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Pfiklad 2,9. Je-li 26 pracovnich dni v lednu a 24 v anoru, kolik
hodin odpracuji za oba mésice pfi osmihedinové pracovni dobé?
Podet dni je 26 + 24 = 50, tedy podet hodin je 50.8 = 400;
v lednu pracuji 26 .8 = 208 hodin, v tdnoru 24 .8 = 192 hodin,
dohromady 208 4+ 192 = 400 hodin, t. j. tyZ podet.

Je fada jinych vét, které stejné jako véty 2,1a% 2,9jsou zfejmym
dusledkem na8i definice séitani a nasobeni nezipornych celych
disel, ale tyto dalsi véty se uz daji odvodit také jinym zpusobem,
totiz usuzovanim, které neni zalozeno na nasich definicich, nybri
pouze na vétich 2,1 a% 2,9. Uvedeme v tomto paragrafu dvé takové
véty, kterych uzijeme v § 4.

Véta 2,10. (@ + b) 4 (¢ +d) = (@ + ¢) + (b + d).

Dikaz zaloZeny na naif definici s€iténi pfenechdme StendFi a vyloZime dukaz
zalo¥eny na komutativnim a asociativnim zdkonu s&iténi neboli na vétach 2,1
a 2,2. Nejprve je podle véty 2,1: b 4+ ¢ = ¢ + b, takZe jo téZ

e+G+e)l+td=[a+(c+bl+d. 2,1)
Déle méAme podle véty 2,2 za prvé
@+b)+e=a++0), (2,2)
za druhé v
a+(c+b=(+c)+b, (2,3)
za thet{
e+d+c+d=[e+b)+c]+a (2,4)
a za Stvrté
[la+c)+bl+d=(a+c)+(d+d). (2,6)
Ze (2,2) a (2,3) plyne jeité
[ea+d)+cj+ed=[a+@d+ec)]+2, (2,6)
6+ (+bd]+d=[a+ec)+bl+d. 2.7

UZijeme-li postupng (2,4), (2,6), (2,1), (2,7) & (2,5), dostaneme Z4dany vysledek.

Vita 2,11. (ab) . (cd) = (ac) . (bd) .

Dukaz zalofeny na nasf definici ndsobeni pienechdme &tenéfi, ktery také
snadno provede i dikaz zalofeny na komutativnim a asociativnim zékonu
nésobeni neboli na vétéch 2,4 a 2,5, velmi podobny dikazu pfedchézejici vity
(je jen tfeba nahradit viude s&itdni ndsobenim).

§ 3. SouZet a souéin libovolného po&tu nezipornych celych &isel

Pfistoupime nyni ke séitdni a nasobeni libovolného podtu =
(n je pfirozené &islo) nezdpornych celych éisel
' Ay, Qgy vvvy Gy . (3,1)
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Na gkole se pfedpokladd, Ze pocet n séitancd nebo &initela (3,1) je
vétsf nez 1; je vSak celné nevyluéovat pfipad n = 1. Nasledujicf
definice musime chapat v tom smyslu, Ze z nich plynou tyto dvé
véty:

Véta 3,1. Soudtem o jediném séitanci a je éislo a samo.

Vé&ta 3,2. Soudinem o jediném éiniteli a je éislo a samo.

Soudet a souéin n pFirozenych &isel se da definovat zobecnénim
definic, které jsme vyslovili v § 2 pro » = 2. Nejprve zobecnime
vyrazy ,sjednoceni’, ,disjunktni‘‘, ,,dvojice‘, zavedené v § 2.
Jsou-li

A, A4, .., A4, (8,2)

libovolné mnoZiny, nazveme jejich sjednocenim mnozinu, do které
nalezi kaidy prvek, ktery naleif do nékteré z mnozin (3,2), ale
mimo tyto prvky uz Zidny jiny. MnoZiny (3,2) nazveme disjunktn,
jestlize 2ddny prvek nenalezf zarovei do vice neZ jedné z nich (coz
pPro n = 1 je samoziejmé vidy splnéno). Zobecnénim dvojice je
n-tice:

[xlr 1:2) ce 5!7”] (373)

s pronim lenem x,, drubym Elenem x, atd. Dvé n-tice povaZujeme
za stejné, souhlasi-li ve v3ech &lenech; pFi tom se pfihlizi i k pofadi
¢lentt. Abychom definovali soudet

a, +a’2+ +an (3’4)
a soudin
aa, ...a, (3,9)

tisel (3,1), zvolime soubory (3,2) tak, aby prvni obsahoval a,
prvki, druhy e, prvki atd. V pi{padé séitani musime pfedpokladat,
%e soubory (3,2) jsou disjunktnf; v pfipadé nisobeni je lhostejné,
zda tento pfedpoklad je ¢i neni splnén. Soucet (3,4) je podet prvka
sjednoceni soubord (3,2); soudin (3,5) je podet vSech takovych
n-tic (8,3), jejichz prvni &len z, nédlezf do 4,, druhy é&len z, do 4,
atd.

Naésledujici véty 3,3 aZ 3/11, které zobeciiuji véty 2,1 az 2,9,
jsou (v oboru nezdpornych celych &isel) zfejmym disledkem nasich
definic, takZe jejich dukazy muZeme pfenechat &tenafi. Poznamky
3,1 az 3,4, umisténé za vétou 3,11, vysvétluji blize smysl vét 3,4;
3,5; 3,7; 3,8a 3,11.

Véta 3,3. Soudet (3,4) je nezdvisly na pofadi séitanci. Tato véta se,
nazyva obecny komutativni zdkon sé&itdn{ (Cesky snad: obecny zdkon
zdménnosti séitancit).
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Véta 3,4. Rozdélme &isla 1,2, ..., n na uréity podet s skupin tak,
Ze do proni skupiny pfijde pronich h, z nich, do druhé skupiny dalsich
b, atd. (Jsou tedy s; ky, h,, ..., b, ptirozend &isla a podle nasi definice
séitani’ je Ay + by + ... + b, =n.) Pro kaZdou skupinu wutvoFme
Ldsteény soulet téch z &isel (3,1), jejichi indexy ndlefi do pFisludné
skupiny. Potom soucet ydech s édsteénijch soulti je roven soultu (3,4).
Tato véta se nazyvd obecny asociativni zdkon séitdni (Sesky snad:
obecny zdkon sdrufovdni séitancwt). (Viz poznamky 3,1; 3,2).

Vé&ta 3,5. Soudet (3,4) ziistane beze zmény, vynechdme-li séitance
rovné nule (n8které nebo viecky); je-li snad kaidy séitanec roven nule,
je i soudet roven nule. (Viz poznamku 3,3.) Tuto vétu nazveme
obecnym zdkonem neutrdinosti nuly pfi séitdant.

Vi&ta 3,6. Soudin (3,5) je nezdvisly na pofadi &initeln. Tato véta
se nazyva obecny komutativn? zikon ndsobeni (Sesky snad: obecny zdkon
2dménnosti Einiteld). '

Vé&ta 3,7. Rozdélme &isla 1, 2, ..., n na uréity polet s skupin tak,
Ze do proni skupiny pFijde pronich h, z nich, do druhé skupiny dalsich
h, atd. (Tedy s; ki, ks, ..., b, jsou piirozend d&isla; b, + k, + ... +
+ ky = n.) Pro kafdou skupinu utvofme-édsteény soudin téch z &isel
(3,1), jejicht indexy ndlefi do pFisludné skupiny. Potom soudin vdech
s Casteénych soudint je rovem souéinu (3,5). Tato véta se nazyva
obecny asociativni zdkon ndsoben? (Sesky snad: obecny zdkon sdruZo-
vdnt &initeld). (Viz opét poznamky 3,1; 3,2.)

Véta 3,8. Soulin (8,5) z@stane beze zmény, vynechdme-li Cinitele
rovné jedné (nékteré nebo viecky); je-li snad kaZdy éinitel roven jedné,
je ¢ souéin roven jedné. (Viz opét poznidmku 3,3.) Tuto vétu nazveme

.obecnym zdkonem neutralnosti jednicky pfi ndsobend.

Véta 3,9. JestliZe je nékteryj (asponi jeden) &initel soucdinu (3,5) roven
nule, je 1 soudin roven nule nezivisle na hodnotach ostatnich &initela.
Tuto vétu nazveme obecnym zdkonem agresivnosti nuly pii ndsobent.

" Véta 3,10. Jestlize je soucin (3,5) roven nule, musi byt aspor jeden
Sinitel roven nule. Touz vétu miZeme vyslovit také takto: Jsou-Ii
vdecka &isla (3,1) raznd od nuly, je také soudin (3,5) razny od nuly.

Vé&ta 3,11. Soudet (3,4) libovolného poétu n ¢isel (3,1) mateme znd-
sobit souctem

}

b+ by + ... + bn (3,6)
Bibovolného poltu m Eisel
by, by oy by (3,7)
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tak, Ze kaidé z &isel (3,1) zndsobime kaZdym z éisel (3,7) a vdecky tyto
&dsteéné soubiny (jejichz podet je roven nm) sefteme. (Viz poznamku
3,4.) Tuto vétu nazveme zobecnénym distributivnim zdkonem.

Poznamka 3,1. Nékteré z s &isel ky, h,, ..., k;, 0 kterych je Feé
v nasi formulaci vét 3,4 a 3,7, miZe byt rovné jedné (a muze se to
stat i pro vice nez jedno z nich). Kdybychom byli nedefinovali
soubet o jediném séitanci a souéin o jediném d&initeli, musili by-
chom formulovat obecné asociativni zdkony sloZitéj$im zphsobem.

Poznamka 3,2. Jestlize vdecka &isla hy, h,, ..., k,, 0 kterych se
mluvi ve vétich 3,4 a 3,7, jsou rovna jedné, je s = n a dasteéné
souéty nebo soudiny, o kterych tu je feé, jsou prosté rovny jednotli-
vym &islim (3,1). Obecné asociativni zdkony jsou i v tomto ptipadé
spravné, nefikaji vSak nic, neili Ze soudet (3,4) nebo soudin (3,5)
je roven sam sobé. Rovnéz tak je spravny, ale nezajimavy i pfipad
s = 1. Zde tvoii v8ecka ¢&isla 1, 2, ..., n jedinou skupinu, mame
tedy jediny lasteény soulet nebo soudin rovny (3,4) nebo (3,5)
a tvrzeni obecného asociativniho ziakona je samozfejmym disled-
kem vét 3,1 a 3,2.

Poznamka 3,3. Soudet (3,4) zistane také beze zmény, jestlize
nevynechame, nybrz naopak pfipojime séftance rovné nule (jednoho
nebo vice); to viak v podstaté neni nové véta, nebot jestlize pfechod
od prvniho souétu ke druhému zalezi ve vynechdn{ stitanci rovnych
nule, potom pfechod od druhého soudtu k prvnimu zileii v pfipo-
jent séitancl rovnych nule a tvrzeni, e prvni soudet je roven dru-
hému, zachova svij smysl pfi vyméné .obou soudtd. Obdobnd
poznamka plati i pro éinitele rovné jedné v soudinu (3,5).

Pozniamka 3,4 V nadi formulaci véty 3,11 (zobecnéného distri-
butivniho zdkona) je ¥e o sedteni nm &astednych soudini, aniz je
blize popsino pofadi téchto &isteénych soudinii. Ze to mevadi,
plyne z véty 3,3 (obecného komutativniho zdkona séitani).

Pozniamka 3,5. V naSich ndzvech pfedchozich vét jsme uzili
piidavného jména ,,obecny‘‘ u vét 3,3; 3,4; 3,5; 3,6; 3,7; 3,8; 3,9,
kdezto u véty 3,11 pfidavného jména ,,zobecnény‘‘. Duvodem této
riznosti v oznadeni je to, Ze véty 3,3 ai 3,9 nebudeme uz dile
zobeciiovat, kdeito véta 3,11 je zvlistnim pkipadem vty 4,6,
kterou nazveme ,,nejobecnéjsim‘‘ distributivnim zakonem.

Je Gdelné formulovat nékteré zvlastni pfipady pfedchozich vét
znovu jako samostatné véty.

Véta 3,12. JestliZe véecka &isla (3,1), a snad na jedno z nich, které
je rovné a, jsou rovna nule, je soudet (3,4) roven a.
To je zvlastni pfipad véty 3,5. (Viz vétu 3,1.)
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Véta 3,13. JestliZe véecka Cisla (3,1), af snad na jedno z nich, které
je rovné a, jsou rovna jedné, je soudin (3,5) roven a.

To je zvlastni piipad véty 3,8. (Viz vétu 3,2.)

Véta 3,14. Soudet o libovolném poctu séitanct zndsobime E&islem,
jestliZe jim zndsobime kaZdého séitance a vdecky tyto édstecné souciny
seéteme, nebo struénéji vzorcem: (¢, + a, + ... + a,) b = a,b + a,b +
+ ... + a,b.

To je zvlastni piipad m = 1 véty 3,11.

Cisla vyskytujici se ve v&tdch 3,1 a% 3,11 jsou prozatim nezdporna
cela &isla, coz nebylo zaznamendno ve znénf téchto vét proto (viz
poznamku 2,6), zZe pozdéji dokdzeme platnost téchto vét i pro obec-
néjsi druhy éisel. Potom bude uZiteénd nasledujici véta 3,15, ktera
by se jinak mohla zdat étenaFi zbyteéna.

Véta 3,15. Zobecnény distributivni zdkon je diusledkem obecného ko-
mutativniho a asociativntho zdkona séitant, komutativniho zdkona
ndsobeni a véty 3,14.

Dikaz. Budtez diana &isla (3,1), (3,7). Necht index r probiha
disla 1, 2, ..., n; necht index s probfha &isla 1, 2, ..., m. PoloZzme

a=a, +@a,+ ... +a,; b=b +b,+ ... + b,
a oznaéme p soucet viech nm soudinu a,b,. Mame dokazat, Ze
p=ab. (3,8)
Porfadi séitanci souctu p si muzeme podle obecného komutativniho
zakona séitani myslit tak, Ze napied ptfijdou ti séitanci a.b,, pro
které je s = 1 (ti budou tvofit prvni skupinu), potom ti séftanci
a.b,, pro které je s = 2 (ti budou tvofit druhou skupinu) atd.
Celkem budeme mit m skupin a ¢astedné soudtysouétu p pFislusné
_jednotlivym skupindm budou podle véty 3,14
ab, + ab, + ... + a,b, = ab,,
ab, + azb, + ... + ab, = abd, atd.
Celkovy soudet p je podle obecného asociativniho zdkona séitanf
roven souétu viech m &asteénych souctd, tedy
p=ab, +ab, + ... 4 ab,, . (3,9)
Podle komutativniho zdkona nasobeni je vSak ab, = b,a, ab, =
= bya, ..., ab, = b,a, tedy
ab, + ab, + ... + aby = bya + ba + ... + bua,  (3,10)
a podle véty 3,14 je
ba +ba—+ ... +bpa=0, +b,+...+by)a
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neboli

ba + ba + ... + bpa = ba . (3,11)
Konec¢né je podle komutativniho zakona ndsobent
ba = ab . (3,12)

Utijeme-li postupné (3,9), (3,10), (3,11) a (3,12), vyjde (3,8).
Jestlize vSechna é&isla (3,1) jsou rovna jedné, obsahuje kazdy ze
soubort (3,2) jediny prvek, a jsou-li soubory (3,2) disjunktni,
skladé se jejich sjednoceni z n prvki. Tedy podle nasi definice je
14+14+...+1=n. (3,13)

n stitanca
Ve v&té 3,14 je tedy na levé strané prvni &initel rovny = a na pravé
strané je podle véty 2,6 kaidy soudin roven b, takZe dostivame
vzorec

mb=b+b+..+5, (3,14)

n séitanci

ktery na 3kole slouZi jako definice soudinu dvou pfirozenych &isel.

Jsou-li m, n pfirozena ¢isla, nazyvame matici typu (m, n) soustavu
nm véei (které nemusi byt navzijem rdzné a které se nazyvaji
prvky matice) umisténych do obdélnikového schematu o m fadeich
a n sloupcich, takZe na p¥. matice typu (2,3) md tvar

abec
defl
Matice typu (1, n) je totéZ jako n-tice [viz (3,3)] s tim formalnim

rozdilem, Ze u n-tic jsme uzili lomené zavorky, kdezto u matic je
zvykem uZivat zavorky okrouhlé. (Misto ndzvu prvek jsme u n-tic

ufili nazvu ¢len.) Pfi obecnych uvahach o maticich oznadujeme.

viechny prvky matice tymz pismenem (na p¥. a) opatifenym dvéma
indexy, z nichZ prvy uddva fiddek, druhy sloupec, ve kterém leif
uvaZovany prvek, takie obecné vyjadfeni matice typu (m, n) bude

@yy Qyp ... 0y
Ay, gy ... Q,

" (3,15)
Am1 QAmz - Amp

Poznamka 3,6. Misto a,,, a,,, @5, @, @ pod. bychom vlagtné
méli psidt uréitéji a,,, a,,, a,,, a,;, a pod., protoie kazdé nale a
ma dva indexy a nikoli snad jediny index rovny jedenacti,dvanacti,
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dvaceti jedné, soudinu 2n a pod. Aviak takové hromadéni ¢drek by
bylo nepohodlné a upozorneni jisté stadi, aby si ¢tenaf i bez darek
jasné uvédomoval, Ze zde mame vSude dv0]1ce indexd.

Nis budou zajimat &iselné matice, t. j. takové matice, jejichz
viecky prvky jsou &fsla (prozatim to budou nezapornd cela éisla).
Necht (3,15) je ¢iselnd matice typu (m, n); necht index r probiha

¢sla 1, 2, ..., m; necht index s probiha é&isla 1,2,...,n. V r-tém
f4dku matice (3,15) mame n-tici [a,;, @4, - -, 3,4]; soudtem viech

¢lent této n-tice je &islo
S,=a,+a,+ ... +a,r=12,...,m) (3,16)
a souéinem v3ech ¢lent této n-tice je ¢islo
P =a,0,...0, (r=12,...,m). (3,17)
Z s-tého sloupce matice (3,15) utvofime m-tici [a,,, @y, .- -, Gmsl;
souétem vSech &lent této m-tice je ¢islo
S =yt Gyt ooty (s=1,2,...,m) (3,16
a souéinem viech Clent této m-tice je éislo
P, = a8y ...0my ($=1,2,...,m). (3,17")

Cisla (3,16) nazveme 7Fdgkovymi souéty matice (3,15), &sla (3,17)
Ffadkovymi soubiny, éisla (3,16') sloupcovymi souédty, &isla (3,17")
sloupcovymi souéiny.
Vé&ta 3,18. Pro kaidou &iselnou matici libovolného typu (m,n) je
S+ 8+ ..+ 8 =8 +8+...+8,,
neboli soudet v¥ech m Fddkovych souéti je roven souctu v¥ech n sloup-
covych soudtn.

Dukaz. Podle obecného komutativniho a asociativniho zdkona
séitani jsou oba soudty rovny souétu viech nm &isel, ze kterych se
matice sklada.

Véta 3,17. Pro kadou éiselnou matici libovolného typu (m, n) je
P.P,... P, =P,P,...P,,

neboli soudin vdech m Fddkovych souinii je rovem soubinu vdech
n sloupcovych soucini.

Dikaz. Podle obecného komutativniho a asociativniho zdkona
nasobeni jsou oba soudiny rovny souéinu viech nm &isel, ze kterych
se matice sklada.
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§ 4. Rekurentni definice. Dikazy indukcf

V § 1 jsme mluvili o tom, Ze prirozenych &isel se uzfva k éitdni
souborti, t. j. k urdeni poétu prvkd souboru. PFi &itani souboru
bereme prvky souboru jeden po druhém v uréitém pofadi: prvni
prvek, druhy, tfeti atd. To znamena, Ze s jednotlivymi prvky sou-
boru sdruZujeme pfirozend &isla poéinajfc éfslem 1 a konéic éislem n,
které udivé podet prvki souboru. Muzeme ¥feci, Ze pii éitani vznika
soubor z prazdného souboru postupnym pfidavanim jednotlivych
prvki. Pfiddnim jednoho prvku k souboru o k prveich v8ak vznikne
soubor o k£ 4+ 1 prveich. VSecka celda nezaporna ¢isla dostaneme,
vyjdeme-li od é&fsla 0 a znovu a znovu provadime pfechod od &isla
k k &slu k + 1. K prirozenému &éislu » dospéjeme od éisla 0 po n
takovych pfechodech.

Tato tvaha nas vede k pojmum rekurentni definice a dikazu
indukci, které maji v matematice dalekosahly vyznam.

Budiz obecné nasim tkolem pro kazdé nezdporné celé n definovat
uréity vyraz A,. Misto abychom definovali 4, pf{imo pro jakékoli
n, miZeme postupovat tak, Ze p¥{mo definujeme pouze vyraz A4,
a mimo to pro kaZzdé nezaporné celé n udame pravidlo P,, které
definuje vyraz 4,,, za pfedpokladu, Ze vyraz 4, je uz definovan.
Je patrné, Ze vyraz A, je potom jednoznac¢né definovadn pro kazdé
nezaporné celé n. Nebot protoze vyraz A, mame definovan, definu-
je pravidlo P, vyraz A,, a tedy pravidlo P, definuje vyraz A,;
potom pravidlo P, definuje vyraz A, atd. Takova definice se jme-
nuje rekurentni definice a pravidlo P, se jmenuje rekurenini pra-
vidlo. Rekurentni definice se sklida ze dvou &asti; v pruni éasti
definujeme vyraz A, ve druhé vyslovime rekurentni pravidlo
P, pro viechna nezaporna celd &isla n.

Poznamka 4,1. Velmi ¢éasto jde o to, definovat 4, pouze pro
piirozend ¢isla = (t. j. 4, se pak nedefinuje). V tomto p¥ipadé
prvni ¢éast je definici vyrazu A, a ve druhé dasti se vyslovi reku-
rentni pravidlo P, pro kazdé prirozené &islo n.

Podobné jako s definicemi je tomu s matematickymi vétami.
Budiz ukolem pro kazdé nezaporné celé n dokazat uréitou vétu V,.
Misto abychom piimo provedli diakaz véty V, pro jakékoli =,
muZeme postupovat takto. Pfimo dokdZeme pouze vétu ¥V, a mimo
to pro kazdé nezdporné celé n provedeme ditkaz véty V, ., za pfed-
pokladu, Ze véta V, (pro vySetfované n) je sprdvnd. Takovy dukaz
se jmenuje dikaz indukci a kursivou vyti§tény pfedpoklad se jme-
nuje induktivnd predpoklad. Tedy dikaz indukei se skldadd ze dvou
¢asti. V prvni dasti (kterd byva leckdy velmi snadna, éasto je i sa-
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moziejma) se dokdZze véta V,; ve druhé ¢asti pak se pomoci induk-
tivniho pfedpokladu piejde od véty V, k vété V,_,.

Pozniamka 4,2. Mdme-li dokdzat vétu V, pro v8ecka pfirozena
n, potom ovSem v prvni Casti se dokdZe véta V, a pfechod od V,
k V.., ve druhé &asti se opét déje pro pfirozena é&isla n.

Poznimka 4,3. V piedchazejicim vykladu jsme libovolné ne-
zaporné nebo kladné celé éislo oznadili ». Chceme-li to zdidraznit,
mluvime uréitéji o vekurentni definici vzhledem k n nebo o dikazu
indukei wzhledem k n. Misto pismena n je ov8em moZné pouiZit
kteréhokoli jiného pismena; uZijeme-li tfeba pismena r, mluvime
o rekurentni definici nebo o dikazu indukef vzhledem k 7.

Poznédmka 4,4. Pfedchazejici poznamka je pfes svou samozfej-
most uziteéna zejména tehdy, jestliZe vyraz, ktery mame definovat,
nebo véta, kterou mame dokazat, zavisi na nékolika nezdpornych
nebo kladnych celych &islech. Jestlize na pf. vétu V(m, n) zavislou
na dvou prirozenych &islech m,n dokazujeme indukei vzhledem
k n, skldda se dikaz ze dvou ¢asti. V prvni éasti se dokaze, Ze véta
V(m, 1) je spravna pro kaidé pfirozené ¢&islo m. Ve druhé casti
piedpoklidéme, %e pFirozené &islo n je urditym zplischem zvoleno
a Ze pro toto n je spravna véta V(m, n) pti vSech hodnotich p¥i-
rozeného disla m; z toho se musi odvodit, Ze pro vysetfované =
také véta V(m, n + 1) je spravna pfi vSech hodnotach prirozeného
¢isla m.

Uvedeme si nyni jednoduché priklady rekurentni definice.
V § 1 jsme definovali soudet (3,4) a souéin (3,5) nezapornych celych
¢isel (3,1) pfimo pro jakékoli pfirozené éislo »n. Misto toho muzeme
také definovat soudet

Sp =Gy +a,+ ... + a, (4,1)
a soudin
Pn = Q1Q; ... Ay (4,2)

rekurentné vzhledem k n. Rekurentni definice souétu zni

8 =@y, Sny1 =S+ Aniy; (4,3)
rekurentni definice souéinu (4,2) zni
Pr =081, Pny1 = Pn: Onyy - (4,4)

Poznimka 4,5. Rekurentni definice (4,3) souétu (4,1) pfed-
pokldda, %e soudet dvou piirozenych &isel je uz definovan. Presto
rekurentni pravidlo $,,, = 8, + @,,; pro n = 1 definuje soudet
8§, = a, + a, znovu, ale tak, Ze nova definice je v souladu s definici
puvodni. Podobné tomu je i s rekurentni definici (4,4) souc¢inu (4,2).
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Poznimka 4,6. Soudet (4,1) jsme nejprve definovali pf{mo pro
jakékoli pFirozené &islo » a potom jsme pro tyZ pojem zavedli novou
rekurentni definici (4,3). Je tfeba se presvéddit, Ze nova definice je
v souladu se starou. Tu je nejprve jasné, %e s, = a, podle pavodni
definice. Ale také rekurentni pravidlo s,,, = s, + @,,, neboli

G+ oo F Oy = (@ F ...+ @) + Gy (4,5)

je spravné ve smyslu puvodn{ definice, nebot je dostaneme, jestlize
na soudet na levé strané ve (4,5) uzijeme véty 3,4 (obecného aso-
ciativniho zdkona séitani) tim zptsobem, %e éisla 1,2,...,n + 1
rozdélime na dvé skupiny tak, Ze do prvni skupiny pfijde n &fsel
1, 2, ..., na do druhé jediné &islo n+ 1. Stejné tomu je i s rekurentni
definici (4,4) soudinu (4,2).

JestliZe soudet (4,1) a soudin (4,2) nedefinujeme piimo, nybrZ rekurentns,
nejsou uf vty 3,3 az 3,11 piimymi disledky novych definic, nybr je tfeba je
-dokézat na zaklad® v&t 2,1 a% 2,9 a rekurentnich definic (4,3) a (4,4). To nyni
provedeme, a tim dokaZeme nasledujici vStu.

vita 4,1. Véty 3,3 az 3,11 jsou dusledky vt 2,1 aZ 2,9 a rekurentnich definic
{4,3) a (4,4).

Poznidmka 4,7. V8ta 4,1 mé ten vyznam, Ze jestliZe p¥i vySetfovani obec-
ndjiich druhi &isel zavedeme definice souctu ¢ + b a soudinu ab tak, Ze pro nova
disla budeme moci dokézat vdty 2,1 aZ 2,9, pak pro nova d&isla budeme moci
zavést rekurentni definice (4,3) a (4,4) obecného soudtu (4,1) a obecného sou-

, €¢inu (4,2). Podle véty 4,1 budeme pak moci bez nového dikazu soudit na plat-
nost vét 3,3 aZ 3,11 i pro nova éisla, aniZ bude tfeba tyto véty znovu dokazovat.
YV tom je metodicky vyznam véty 4,1. My v8ak v této knize budemé postupovat
tak, Ze i pro obecné&jsi druhy &fsel budeme obecné soudty (4,1) a obecné soudiny
(4,2) definovat piimo na zéklad® toho, %e smysl souétu (4,1) a soucinu {(4,2)
v oboru nezipornych celych éisel je zndm; potom pojem obecného souétu (4,1)
a obecného soulinu (4,2) rozdifime piimo (pro jakékoli pfirozené &islo n) na
takové obecndjgi Cisla a poté na n& op&t primo rozdifime i dikazy platnosti
vét 3,3 aZ 3,11. Pii takovém postupu nebudeme potitebovat v&tu 4,1, proto jeji
dikaz jenom naznaéime a provedeni pfenechame &tenafi.

Nasim prvnim cilem je v8ta 3,16. Pro matice typu (m, 1) nebo (1, n) je vita
3,16 zfejma. Pro matice typu (2,2) je to véta 2,10, kterou jsme odvodili z vét
2,1 & 2,2. Indukef vzhledem k m pfejdeme k maticim typu (m, 2); koneén® pre-
chod k obecnému typu (m, n) se provede indukei vzhledem k n.

Dadle se dokaZe vé&ta 3,12 indukei vzhledem k n.

Véta 3,3 pravi, Ze jestlife zm&nou pofadi z gisela,, a,, ..., a, vzniknou &isla
7
al,a;, ...,a,',,je :

al+a,2—|—...+a,,=av1,+a’2+...+a,;.

Dokéze se tak, Ze se uZije v&ty 3,16 na matici typu (n, n), kterd pror = 1, 2,...,
n mé v r-tém Fadku vSechny prvky rovné nule aZ snad na jeden prvek a,, = a,,
kdes = 1, 2, ..., n je ten index, pro ktery je ¢, = a;.

Véta 3,4 se dokdZe tak, Ze se uZije véty 3,16 na matici typu (n, 8), kterd pro
r=12,...,n ma v r-tém Fadku vSechny prvky rovné nule aZ snad na jeden
prvek rovny a,, ktery se umisti v tolikdtém sloupei, do kolikété skupiny patii a,.
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Cely dosavadni postup se nyni opakuje s tim rozdilem, %e misto s&itdni
viude pfijde ndsobenf, misto &isla 0 éislo 1. Nejprve se dokéZe v&ta 3,17, potom
véta 3,13 a na jejich zdklad® véty 3,6 a 3,7.

Indukei vzhledem k n se dokaZe véta 3,14 a véta 3,15 dé4 v&tu 3,11.

Indukci vzhledem k n se dokdZe ten zvlaStni pripad véty 3,5, ve kterém se
vynechavs jediny séitanec; potom obecny piipad vynechani & séitanch se dokéze
indukei vzhledem ke k. Podobné se dojde k dukazu vty 3,8.

Vity 3,9 a 3,10 se dokaZi indukei vzhledem k n.

Dalsi pfiklad ndm da pojem sudého a lichého &isla, ktery zavedeme
rekurentn{ definici takto. Cislo 0 je sudé; jestlize celé nezaporné = je
sudé, jen + 1 liché; jestlize n je liché, jen + 1sudé. Cfslo1 = 0 +1
je tedy liché, éislo 2 = 1 4 1 je sudé.

Vé&ta 4,2. Jsou-li m, n nezdpornd celd &isla, je soubet m + n sudy,
jsou-li bud oba séitanct &isla sudd, nebo oba &isla lichd; soufet m + n
je lichy, je-li jeden ze séitanci sudy a druhy lichy.

Dukaz provedeme indukci vzhledem k =n. Protoze 0 je éislo
sudé, je pfipad soultu m + 0 disledkem véty 2,3. Necht nyni pii
uréitém n je véta spravna (pro viecka m); mame dokazat, Ze potom
véta plati i pro soudet m + (n + 1). To plyne z toho, Ze jednak je
podle véty 2,2

m+(n+1)=(m-+n)+ 1
a jednak podle definice je jedno z &isel n,n + 1 sudé a druhé
liché a totéz plati o dislech m 4+ n, (m 4+ n) + 1.

Véta 4,3. Jsou-li a,,a,, ..., a, nezdpornd celd &isla, je soudet
a+a,+ ...+ a, (4,6)

sudy, je-li polet lichych séitanct sudy; soulet (4,6) je lichy, je-li
podet lichych séitanca lichy.

Duakaz indukei vzhledem k ». Pro n = 1 plyne véta z toho, Ze
0 je &islo sudé, 1 é&islo liché. Plati-li véta pro soulet (4,6), plyne
jeji spravnost pro soudet

@+ a;+ ... + @y = (3 +a+ ... +a,) + @544

z Véty 4,2.

Vé&ta 4,4. Jsou-li m, n nezdpornd celd &isla, je soudin mn &islo sudé,
je-li aspon jeden &initel sudy; soudin mn je &lslo liché, jsou-li oba &ini-
telé Cisla lichd.

Dukaz. Je-li m = 0, plyne nale véta z véty 2,7, nebot nula je
¢islo sudé. Je-li m kladné, je podle (3,14)

mn=:n+n+...—|—n‘,

m s¢itanca
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kde pocet lichych séitanca je pfi sudém n roven nule, pii lichém n
roven m, takZe véta 4,3 d4 zadany vysledek.

Vé&ta 4,5. Soulin aa, ... a, s nezdpornymi celymi &initeli je sudy,
je-li aspor jeden &initel Cislo sudé, a je lichy, jsou-li v¥ichni Einitelé
&isla lichd. '

Dukaz indukei vzhledem k n. Pro n = 1 je véta zfejma. Pred-
pokladejme jeji spravnost pfi uréitém »n a uvaZujme soudin

A1y ... Qpyq = (@185 ... Q) . CBpyy - (4,7)
Podle véty 4,4 je &éislo (4,7) liché pravé tehdy, je-li &islo a,,, liché
a je-li zarovei i soudin a,a, ... a, liché &islo; podle pfedpokladu
je vSak soudin a,a, ...a, lichy privé tehdy, jsou-li viecka &isla

ay, @y, ..., G, lichd. Tudiz souéin a,a, ... Gnyy j© lichy pravé tehdy,
jsou-li vsecka d&isla a,, a,, ..., a,,, licha, ¢imZ je dikaz indukef
ukonden.

Ukondime tento paragraf vétou, kterou nazveme nejobecnéjsim
distributivnim zdkonem a o které jsme se zminili uZ v poznimece 3,5.

Vé&ta 4,6. BudiZ ddna &iselnd matice (3,15) libovolného typu (m, n).
Soucin vdech m Fadkovych souéti matice (3,15) je roven soultu vdech
takovych soulint m &isel, jejiché &initelé jsou prvky matice (3,15),
a to: pronim Cinitelem je libovolny prvek prvého Fadku, druhym E&ini-
telem libovolny prvek druhého Fadku atd.

Dikaz provedeme indukef vzhledem k m. Pro m = 1 je naSe
véta zfejmym dusledkem vét 3,1 a 3,2. Pfedpokladejme, Ze véta je’
dokézana pro matici (3,15) typu (m, n) a dokazujme ji pro matici

11 Q9 <o @yn
@91 Qas cos Qop
................... (4,8)
Am Amz  --- Omn
Ami11 Cmr,z oo Cmarn

typu (m + 1, n), kterd vznikne z matice (3,15) pFfipojenim jednoho
dalsfho faddku. Je-li P soudin vSech m fadkovych soudtd matice
(3,15) a je-li @ soudin viech m + 1 fddkovych soudti matice (4,8),
je

Q=P .(Ant1n + Cnyrz T -+ + Cmyra) - (4,9)

Podle predpokladu je
P=c +ecy+eg+...;
na pravé strané rovnosti jsou viechny mozné souéiny
€1, Cgy C3y vt s (4,10)
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kde kazdé z &isel (4,10) je soudin m &initeld, p¥i demZ pror = 1,2,.. .,
m je r-ty d&initel prvkem r-tého fadku matice (3,15). Podle (4,9)
plyne ze zobecnéného distributivnfho zakona, Ze &slo @ je rovno
soudtu vsech soudini dvou é&initel, z nichZz prvni je libovolnym
z Cisel (4,10) a druhy je libovolnym z &isel

am+1,1v am+l,2) RS am+1,n .

To v8ak znamend, Ze @ je souétem vSech takovych soudint m + 1
¢initeli, u kterych pro r = 1,2,...,m 4+ 1 je r-ty &initel prvkem
r-tého fadku matice (4,8).

Poznamka 4,8. Z dikazu je patrné, ze véta 4,6 je disledkem
obecného asociativniho zdkona nasobeni a zobecnéného distri-
butivnfho zakona. Jestlize tedy platnost téchto dvou zdkonu
pozdéji rozdifime na obecnéjsi druhy &isel, bude tim roziifena také
platnost nejobecn&jitho distributivntho zakona.

§ 5. Nerovnosti. Zdkony monotonie

Na poéitku § 4 jsme se zminili o tom, Ze nezdporna cela ¢isla
vznikaj{ postupné, vyjdeme-li od ¢isla0 a znovu a znovu provadime
prechod od éfsla k k ¢éfslu & 4 1. Nezaporna celd éisla se takto jevi
v urlitém uspofddini, které nazveme pfirozenym uspofidinim
mnoziny v8ech neziapornych celych éisel. Jsou-li a,b dvé razna
nezaporna cela ¢isla, potom to z nich, které v pfirozeném uspofadan{
pfijde na Fadu d¥ive nez druhé, se jmenuje mens? nez druhé; druhé
je naopak vét§f neZ prvni. Je-li na pf. @ men3f neZ b neboli b vétsi
nez a, piSeme

a<<b neboli b>a; (5,1)
,»hrot‘ znadky je tedy vidy u mensiho z obou &isel. Zapis
a<b neboli b=a (5,2)

znamena, %e budto plati (5,1), nebo je a = b.

Vztahy tvaru (5,1) nebo (5,2) se jmenuji nerovnosti. Ve vy3si
matematice maji nerovnosti velky vyznam a v této knize jim
vénujeme znaénou pozornost.

Nasledujicf dvé véty plati nejen pro prirozené uspofadani mno-
Ziny nezapornych celych é&isel, nybrz pro jakékoli uspofadani jaké-
koli mnoziny (viz kap. II, § 8).

Véta 5,1. Jsou-li a, b dvé &isla, plati vidy prdvé jeden ze tFi vztah®

a=b, a<b, b<a. (5,3)
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Tato véta se nazyva zdkon trichotomie (Sesky asi zdkon tFi moZnych
pFipada).

Poznamka 5,1. Ze plati prdvé jeden z napsanych tii vztaht,
je shrnutim dvou tvrzeni. Predné, 7e jisté néktery z nich plati;
za druhé, Ze nenf mozné, aby platily dva z nich zarovei. V podob-
ném smyslu budeme slov ,,pravé jeden‘‘ ¢asto uzivat. Kdybychom
chtéli vyslovit jenom prvni tvrzeni, Ze jisté néktery z nasich vztahi
plati, Fekli bychom, %e plati asposi jeden. Kdybychom chtéli vyslovit
pouze druhé tvrzeni, Ze nemohou platit nékteré dva vztahy za-
roven, Fekli bychom, Ze plati nejvyd jeden.

Poznamka 5,2. Misto (5,3) miZeme oviem také napsat

a=5b, b>a, a>"b (5,3")
nebo
a=b, a<b, a>b. (5,37)

Vé&ta 5,2. Jsou-li a, b, c takovd &isla, Ze je

a<b<c neboli ¢>b>a, (5,4)

potom je také a < ¢ neboli ¢ > a. Tato véta se nazyva transitiond
zdkon.

Poznamka 5,3. Vztah (5,4) znamend, Ze plati soufasné obé ne-
rovnostia << b, b < ¢ neboli b > a, ¢ > b. Podobné tfeba p < ¢ <
< r < & znamend, Ze plat{ soudasné tii nerovnosti p < ¢, ¢ < 7,
r<s;

a<b<c¢ neboli ¢c=>b=>a (5,5)

znamend, %e plati soudasné ¢ < b, b < ¢ neboli b = a, ¢ = b atd.

Pozndmka 5,4. Plati-li (5,5), je také a < ¢ neboli ¢ > a, pFi
éemz rovnost @ = ¢ nastane pouze tehdy, nastane-li souéasné na
obou mistech v (5,5), t.j. jelia = b =c.

Poznamka 5,5. Mohli bychom také psit na pf.

a<b>c, (*)

abychom zkricené zapsali, Ze plati zdroveni obé nerovnosti @ < b,
b > ¢. Aviak z takovych nerovnosti neplyne Zadny vztah mezi
¢isly a, ¢, nebot je na pf. 2 <4 >2,2=2; 2 < 4> 3, 2<3;
3 < 4> 2; 3 > 2. Proto se zkraceného psanf (*) zfidka kdy uziva.

Poznamka 5,6. Z definice je patrné, Ze pro viecka pfirozena
éisla n je 0 << » neboli » > 0 a Ze pro viecka pf¥irozena &isla n + 1
je 1 < m neboli n > 1.
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Véta 5,3. Jsou-li m, n celd &isla, potom nerovnost m > n znamend
totéz jako nerovnost m > n + 1.

Dukaz. JestliZe tvoi{me é&isla vychazejice od nuly a postupné
piechdzejice od k ke k + 1, potom pfi daném = jsou &éisla m > n ta,
ktera ptijdou pozdéji nez n; z nich pfijde nejdiive n + 1 a ostatni
nasledujf za » + 1.

Pravime, Ze mnoZina A je édst{ mnoziny B, jestliZe z pfedpokladu,
Ze néjaka véc je prvkem mnoZiny 4, nasleduje, Ze tdZ véc je také
prvkem mnoZiny B. Podle nasi definice je tedy kaZdd mnofina
édsti sebe samé. JestliZe mnoZina A nevylerpd celou mnoZinu B
(pouze v takovych p¥ipadech se slova &ast uziva v béiné mluvé),
potom fekneme, %Ze mnozina A je pravou édsti mnoZiny B. Podle této
definice je prazdna mnoZina &asti libovolné mnoziny B, a jestlize B
neni prazdné, je prazdnd mnoZina jeji pravou asti.

Pfiklad 5,1. Budiz A soubor vSech Zen zaméstnanych v pro-
dejné, B soubor v3ech zaméstnanci této prodejny. Podle nasi de-
finice je ve viech piipadech soubor 4 &asti souboru B, i kdyz snad
neni v prodejné zaméstnan Ziadny muZ (soubory 4, B splynou)
nebo zddna Zena (soubor 4 je prazdny). Je-li v prodejné zaméstnan
aspoll jeden muz, je soubor A pravou éasti souboru B (nevyjimajic
piipad, Ze vdichni zaméstnanci jsou muzi).

Je patrné, Ze vztah a < b mezi nezapornymi celymi é&isly zna-
mena, %e lze udat soubor A slozeny z a prvki a soubor B sloZeny
z b prvki tak, Ze soubor 4 je pravou 8asti souboru B.

Poznamka 5,7. Je-li a < b a je-li 4 libovolny soubor slozeny
z a prvkid, B libovolny soubor sloZeny z b prvki, nemusi nikterak
byt A dasti B; je-li na pf. a = 3, b = 5, mize se 4 sklidat ze tii
jablek, B ze ¢tyf slont a jednoho zajice. Nieméné je pravda tolik,
Ze je-li a < b a zvolime-li zcela libovolné soubor B sloZeny z b
prvkd, vidycky ma B takovou pravou &ast A, kterd se sklada
z a prvki.

Véta 5,4. Plati-li (5,1), je také
a+c<b4+c¢c neboli b+c>a+4c. (5,6)

Dukaz. Vyjdeme od disjunktnich soubort B, C, z nichz prvy
ma b prvka a druhy ¢. Z (5,1) plyne, Ze soubor B obsahuje pravou
&ast A sloZzenou z a prvku; je jasné, ze soubory A4, C jsou disjunktni.
Sjednoceni soubora B, C obsahuje b + ¢ prvki, sjednoceni soubori
A, C jich obsahuje a + ¢. Av3ak druhé sjednoceni je z¥ejmé pravou
&asti prvého, takze plati (5,6).
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P#iklad 5,2. Je-li v jednom zivodé méné zaméstnanci nei ve
druhém, bude tomu tak i tehdy, pfijmou-li oba zivody tyz podet
dal3ich zaméstnanci.

Pozniamka 5,8, Vzhledem ke komutativhimu zakonu séitanf
muzeme (5,6) psat také ve tvaru

ct+a<<c+b neboli ¢c+b>c¢c+a. (5,6)
Poznamka 5,9. Plati-li (5,2), je také
a+c<b+c neboli b+c=a+c, (5,7)

pfi éemZ rovnost nastane pouze pro a = b.

Poznamka 5,10. Dokdzana véta se jmenuje zdkon monotonie
s&itani. Da se vyslovit takto: V nerovnosti je dovoleno na obou stra-
ndch pridist totéz éislo.

Véta 5,5. Plati-li ob& nerovnosti
a.<b, ¢c<d meboli b>a, d>c, (5,8)
plati také nerovnost
a+c¢c<<b+d neboli b+4+d>a-+c; (5,9)
struéné: nerovnosti je dovoleno séitat.

Pfiklad 5,3. Je-li v jedné t¥id& méné chlapel nez ve druhé a méné
divek nez ve druhé, je polet Zactva prvni ti{dy mensi neZz podet
Zactva druhé t¥idy.

Dikaz. Jestlize za prvé na obou straniach nerovnosti-a < b
pfiéteme &islo ¢ a jestlize za druhé na obou strandch nerovnosti
¢ < d piiéteme dislo b, dostaneme dvé nerovnosti

a+c<b+t+ec, b+c<b+d,

ze kterych podle transitivniho zdkona vyplyva (5,9).

Poznimka 5,11. Jestlize misto (5,8) prfedpokladime pouze
budto
a<<b, ¢<d neboli b>a, d=c, (5,8)
nebo
a<b, ¢c<d neboli b=a, d>c¢, ¥5,8”)
muZeme opét soudit na spravnost nerovnosti (5,9). JestliZe viak
misto (5,8) pfedpoklddame

a<b, ¢<d neboli b>a, d=c, (5,8")
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potom muZeme misto (5,9) tvrdit pouze
a+c=< b +d.
Vé&ta 5,6. Plati-li (5,1) a je-li ¢ > 0, je také
ac < bc neboli bec > ac. (5,10)

Dikaz. Vyjdéme od souborti B, C, z nichz prvy obsahuje b
prvki a druhy ¢. Soubor B mé pravou &éast 4 sloZenou z a prvku.
Oznadéme (B, C) soubor v8ech dvojic [z, y] s prvym &lenem z vza-
tym z B a druhym y vzatym z C; ty z na8ich dvojic, jejichz prvy
¢len nélezi do A, tvo¥{ pravou &ast (4, C) souboru (B, C). Protoze
prvy ze souboru (4, C), (B, C) obsahuje ac prvki a druhy be, plati
(5,10).

Priklad 5,4. Ujde-li kaidy ze dvou chodet 5km za hodinu
a jde-li prvy 3 hodiny, druhy 5 (tedy vice), ujde prvy méné kilo-
metri neiz druhy.

Poznamka 5,12. Vzhledem ke komutativnimu zakonu nasobeni
miZeme (5,10) psat také ve tvaru

ca < ¢b neboli ¢b > ca. (5,10")
Poznamka 5,13. Z vét 2,7 a 5,6 plyne: Plati-li (5,2) a je-li

¢ =0, je také
ac < bc neboli be > ac, (5,11)

pfi éemZ rovnost nastane ve dvou piipadech, pfedné pro a = b
a za druhé pro ¢ = 0.

Pozniamka 5,14." Dokizanad véta se jmenuje zdkon monofonie
ndsobeni. Da se vyslovit. takto: Nerovnost je dovoleno zndsobit na
obou strandch tymz kladnym Eislem.

Vé&ta 5,7. Plati-l:
0<a<b, 0<c<d neboli b>a>0, d>c>0, (512)
plati také nerovnost
0 <ac < bd neboli bd > ac> 0; (5,13)
stll;qténé: nerovnosti mezi kladngmi &isly je dovoleno mezi sebou znd-
-sobit.

Ddkaz. Jestlize pFedné obé strany nerovnosti a < b zndsobime
dislem ¢ > 0 a jestlize za druhé ob& strany nerovnosti ¢ < d zna-
sobime &islem b > 0, dostaneme dvé nerovnosti

ac < be, bc < bd,
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ze kterych podle transitivniho zdkona vyplyva ac < bd; nerovnost
ac > 0 plyne z véty 2,8.

Pfiklad 5,5. NapiSe-li prva korespondentka za hodinu méné
stran neZ druhd a pracuje-li prvd méné hodin nez druhd, napise
prva celkem méné stran neZ druha.

Poznamka 5,15. Jestlize misto (5,12) pFedpoklddime pouze
budto

0<a<bdb, 0<cZd mneboli b>a>0, d=>c>0, (512)
nebo
0<a<b, 0<c<d neboli b>a>0, d>c>0,(5127)

muZeme opét soudit na spravnost nerovnosti (5,13). Jestlize viak
misto (5,12) pfedpokladdme pouze

0<asb 0<c<Ld neboli b=a>0,d=>c>0, (5,12")
potom muZeme misto (5,13) tvrdit pouze
0 <ac < bd neboli bd >ac> 0.
Vé&ta 5,8. Jestlize éisla

aly aza "')a’n (5:14)
a
by, by, ..., b, (5,15)
spliiuji nerovnosts ,
a’1:<—_b1’ azébz 300y aﬂgbﬂ7 (5’16)
potom plati také nerovnost
Gyt Ayt .+, < b +b,+ ...+ b,. (5,17)

Pfi tom v (5,17) plati znaménko rovnosti prdvé tehdy, jestlize plati na
vdech n mistech v (5,16).

Pozndamka 5,16. Slova prdvé tehdy maji tento vyznam. Predné
tvrdime, Ze jestlize v (5,17) plat{ znaménko rovnosti, potom platf
i na v3ech »n mistech v (5,16). Za druhé v3ak mimo to tvrdime, Ze
jestlize v (5,17) neplati znaménko rovnosti, potom nemife platit
zarovell na viech mistech v (5,16). V podobném smyslu budeme
slov ,,pravé tehdy‘ asto uiivat; srov. to, co jsme Fekli o slovech
,,pravé jeden‘ v poznamece 5,1. Obecné budtez V, W dva mate-
matické vyroky, z nichi kazdy muZe byt nékdy spravny a nékdy
nespravny. Véta

V plati pravé tehdy, jestlize plati W, (5,18)
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je shrnutim dvou vét, z nich% jedna znf
jestlize plati W, potom plati V', (5,19)
a druhd znf
jestlize neplati W, potom neplati V. (5,20)

Snadno uvazime, Ze ve vété tvaru (5,18) je vidy dovoleno vyménit
vyroky V a W, t. j. Ze véta (5,18) ma tyz smysl jako véta

W plati pravé tehdy, jestlize plati V . (5,18")

Poznamka 5,17. BudteZ V, W dva matematické vyroky, z nichz
kazdy muZe byt nékdy sprivny a nékdy nespravny. Snadnd dvaha
ukazuje, ze véta tvaru (5,20) ma tyz smysl jako véta

jestlize plati ¥V, potom plati W . (5,21)

V poznamce 5,16 jsme Fekli, Ze véta (5,18) je shrnutim vét (5,19)
a (5,20). Nyni muzeme také fici, Ze véta (5,18) je shrnutim vét
(5,19) a (5,21), které se navzijem li§i pouze vyménou obou vyroka
V, W. Je potom samoziejmé, proé véta (5,18) ma tyz smysl jako
véta (5,18’).

Pfiklad 5,6. Necht z znamend libovolné pfirozené éislo. Vyrok
(5,21), a tedy také vyrok (5,20),je spravny na pf. tehdy, jestliZe
V znamena vyrok, ze x > 5, W znamend vyrok £ > 4. Vyrok (5,18),
a tedy také vyrok (5,18’), je spravny na pf. tehdy, jestlize V ma
tyz vyznam jako dfive, ale W znamena vyrok x > 6.

Dukaz véty 5,8. Zvolme disjunktni soubory
B, B,, ..., B, '(5,22)

‘tak, Ze prvy se sklada z b, prvki, druhy z b, prvki atd. Z nerovnosti
{5,16) plyne, Ze lze zvolit soubory

4, 4,, ..., A, (5,23)

tak, Ze pfedné: soubor A4, je asti souboru B, (s nimZ splyne privé
tehdy, jestlize a, = b;), soubor 4, je Zasti souboru B, (s nimz
splyne pravé tehdy, jestlize a, = b,) atd. a Ze za druhé soubor 4,
se sklada z a, prvki, soubor 4, z a, prvka atd. Potom také soubory
(5,28) jsou disjunktni a sjednoceni souborid (5,23) je dasti sjedno-
cenf soubord (5,22). Jsou nyni moZné dva piipady. V prvnim pfi-
padé plati v (5,16) zarovel na viech n mistech znaménka rovnosti,
takze kaZdy soubor (5,23) splyne s pfisludnym souborem (5,22),
.sjednoceni soubord (5,23) splyne se sjednocenim souborid (5,22)
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(5,17) plati znaménko rovnosti. Ve- druhém piipadé v (5,16)
aspoil na jednom misté plati znaménko ,,mensi’, aspoii jeden ze
soubori (5,23) je pravou ¢astf pfisluného souboru (5,22), sjednocenf
souboru (5,23) je pravou &ast{ sjednoceni soubord (5,22) a v (5,17)
plati znaménko ,,mensf*.

Piiklad 5,7. Ve mésté stojf vedle sebe dva stejné vysoké domy..
V kazdém patfe prvého domu Zije nejvyé tolik d&ti jako v témz.
patfe druhého domu. Pak také v prvém domé Zije nejvys tolik déti
jako ve druhém a je-li podet déti z jednoho domu tyZ jako podet
déti z druhého, Zije v kazdém patfe prvého domu tyZ podet déti
jako v témZ patie domu druhého.

Poznamka 5,18. Dokazanou vétu nazveme obecnym zdkonem
monotonie séitdni. Zahrnuje v sobé nejen vétu 5,4 i s poznamkami
5,8a 5,9, nybrz také vétu 5,5 i s poznamkou 5,11.

V&ta 5,9. Jestlize kladnd &isla (5,14) a (5,15) spliujinerovnosti (5,16),
potom plati také nerovnost

@18y ... 85 S biby ... b, . (5,24)

PFi tom v (5,24) plati znaménko rovnosti pravé tehdy, jestlite plati na
vdech n mistech v (5,16).

Dukaz. Zvolme opét soubory (5,22) tak, Ze prvy se sklddd z b,
prvku, druhy z b, prvka atd., pfi demz tentokrat je lhostejné, zda
soubory (5,22) jsou disjunktni. Pcdle nerovnosti (5,16) zase 1ze udat.
takové soubory (5,23), Ze pfedné 4, je dast{ B,, 4, je éasti B, atd.
a Ze ze druhé se 4, skldda z a, prvkiy, 4, z a, prvki atd. Potom sou-
¢in nalevo v (5,24) je podet takovych n-tic

[z, g, ..., Tal (5,25)

jejichZ prvy é&len z, je vzat z A,, druhy &len z, je vzat z 4, atd.;
soubor viech ta.kovych n-tic budiz S(a).

Podobné soudin napravo v (5,24) je pcéet n-tic (5,25) s prvym
¢lenem =z, vzatym z B,, druhym vzatym z B, atd.; soubor v3ec
takovych n-tic budiz S(b). Jisté je soubor S(a ) &asti souboru S(b)
a z toho plyne nerovnost (5,24). Jsou nyni moZné dva piipady.
V prvém piipads plati v (5,16) na vSech » mistech znaménko rov-
nosti, kazdy soubor (5,23) splyne s pfislusnym souborem (5,22),
soubor S(a) splyne se souborem S(b) a v (5,24) plati znaménko
rovnosti. Ve druhém pfipadé v (5,16) aspoii na jednom mfsté platf
znaménko ,,mensi‘, takze aspon jeden ze souboru (5,23) je pravou
tast{ pi{slusného souboru (5,22), soubor 8(a) je pravou &¢isti souboru
S(b) a v (5,24) plat{ znaménko ,,mensi‘.
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Ptiklad 5,8. Dvé 8koly o tém#Z poltu tifd se cht&jf poradit o spo-
leéné akei, a proto uspofidaji pfipravnou schiizi, na kterou kazda
tiida kaZdé Skoly zvoli jednoho delegita. Jestlize v kazdé tiidé
prvni 3koly je nejvys tolik zZakd jako v pfislusné t¥{dé druhé skoly,
je potet mozZnych sestav delegace prvni 8koly nejvy$ roven poétu
moZnych sestav delegace druhé Skoly a oba polty si jsou rovny
jenom tehdy, jestlize podet Zaka v kaizdé t¥idé prvni Skoly je tyz
jako pobet zaku v piislu$né t¥idé druhé skoly.

Poznamka 5,19. Dokédzanou vétu nazveme obecngm zdkonem
monotonie ndsobeni{. Zahrnuje v sob& nejen vétu 5,6 i s poznamkou
5,13 (omezenou na pifpad ¢ > 0), nybrz také vétu 5,7 i s poznadmkou
5,15.

P¥i dukazech vé&t 5,8 a 5,9 jsme vychéazeli od pfimych definic
soudtu (3,4) a soudinu (3,5) platnych pro libovolné pfirozené ¢&islo n.
Jestlize se rozhodneme pro rekurentni definice (4,3) a (4,4), je tfeba
novych dikazu, které se provedou indukef vzhledem k =.

Dikaz véty 5,8 indukci vzhledem k n. Pro » = 1 je spravnost
véty 5,8 ziejmd. Predpokldadejme, Ze pfi urditém = je véta 5,8
spravni. BudteZ nyni vedle nezdpornych &isel (5,14) a (5,15) ddna
dvé dalsf nezdporna cela &fsla a,,,, b, tak, Ze jsou splnény viecky
nerovnosti (5,16) a mimo to jesté nerovnost

Cnpr S bpyy - (5,26)
Poloime
spl@d) =a,+a,+ ... +a,, 8b)=b+b,+ ...+ b,,
Sar1(@) = a3 +ay + ... + Gy, Spe1(0) = by + by + ... + bpia,

takze podle rekurentn{ definice séitdnf{ je
Sp4a1(@) = 8,,((1) + @pi1s Spia(d) = 8a(0) T bpyy (5,27)

Mame dokazat, Ze je
8n+l(a‘) g Sn+l(b) (5’28)

a mimo to mame rozhodnout, kdy v (5,28) plati znaménko rovnosti.
Protoze pfi daném n je véta 5,8 spravnd, plyne z (5,16), Ze

sa(a) < $a(b) ; (5,29)

pfi tom plati znaménko rovnosti pravé tehdy, jestlize plati na vsech
# mistech v (5,16). Nyni z (5,26), (5,27) a (5,29) soudime podle véty
5,5 a podle poznamky 5,11 jednak, Ze nerovnost (5,28) je jisté spravna
a jednak jesté, Ze v (5,28) plati znaménko rovnosti pravé tehdy,
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jestliZe plati zaroveli v (5,26) i v (5,29), t. j. pravé tehdy, jestlize
plati zarovell na viech n mistech v (5,16) a vedle toho také jesté
v (5,26).

Dukaz véty 5,9 indukci vzhledem k n je tyz jako dukaz véty 5,8
indukei vzhledem k » s tim rozdilem, %e v3ecky souéty nahradime

soubiny, a v dusledku toho vétu 5,5 a poznamku 5,11 nahradime
vétou 5,7 a poznadmkou 5,15.

§ 6. Mocniny s nezdpornym celym exponentem

Podle (3,14) vede séitani » sobé rovnych &sel k pojmu soudinu
s jednim &initelem rovnym n. Nésobeni n sobé rovnych ¢&isel vede
k novému pojmu mocniny. Je-li n pfirozené &islo, definujeme vyraz
a® (prozatim za pfedpokladu, %e a je nezaporné celé éislo) rovnosti
a*=a.a...a. (6,1)

—_

n Ciniteld
Vyraz a® se jmenuje mocnina; &islo a je jeji zdklad, &islo n je jeji
exponent neboli mocnitel. Je ucelné pripojit hned na tomto misté

jesté definiei

@ =1 (6,2)

(prozatim opét pro nezaporné celé a). Exponentem mocniny a® je
tedy (prozatim) nezaporné celé ¢islo n.

Véta 6,1. a! = a.

Dukaz. Nase véta plyne z definice (6,1) podle véty 3,2.

Véta 6,2. Pro kaZdé nezdaporné celé n je 17 = 1.

Dikaz. Pron = 0 to plyne ze (6,2), pro n > 0 ze (6,1) a z véty 3,8.

Véta 6,3. Pro kaidé pfirozené &islo n je 0" = 0; naproti tomu je
00 = 1.

Dukaz. Vzorec 0° = 1 je zvlastnim pFipadem vzorce (6,2). Pro
n > 0 plyne nade véta ze (6,1) a z véty 3,9.

Poznamka 6,1. Je zajimavé, Ze definice 0° = 1 se objevuje,
pokud je autorovi znamo, po prvé az r. 1921 (v knize O. Perron:
Irrationalzahlen), a¢koli pfed tim po staleti matematikové klidné
pouzivali vzorce (6,2), nestarajice se o to, zda snad neni ¢ = 0.

Véta 6,4. Jsou-li m, n nezdpornd celd ¢éisla, je

am™tn = g™  q®. (6,3)
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Dukaz. Jeli m =0 nebo n =0, je vzorec (6,3) disledkem
vzorce (6,2) a vét 2,3; 2,6. Necht tedy m > 0, n > 0, takze podle
véty 5,5 také m + n > 0 (nebot 0 4+ 0 = 0 podle véty 2,3). Potom
je podle definice (6,1)

an"tt* =g .a...a. (6,4)
—
(m + n) Giniteld

V soudinu na pravé strané rozdélime éinitele na dvé skupiny tak,
ze do prvni skupiny pfijde prvnich m &initeld, do druhé ostatnich ».
Vzniknou dva ¢asteéné soudiny, z nichZ podle definice (6,1) je prvni
roven a™, druhy a"; soudin obou je podle v&ty 3,6 roven puvodnimu
souéinu (6,4), coz diava vzorec (6,3).

Vé&ta 6,5. Jsou-li m, n nezdpornd celd &isla, je
(@a™)® = a™ . (6,5)

Dikaz. Je-li m = 0 nebo n = 0, je vzorec (6,5) disledkem vzorce
(6,2) a vét 2,7 a 6,1. Budiz tedy m > 0a n > 0, takZe podle véty 5,7
je také mn > 0 (nebot 0.0 = 0 podle véty 2,7). Potom je podle
definice (6,1)

am™ =qa.4...6. (6,6)
N, s—
mn ¢initeld
Viimneme-li si, Ze podle (3,14) (a podle véty 2,4) je

mn=m-+m-+ ... +m,

n séitanch

vidime, Ze éinitele napravo v (6,6) miZeme rozdélit na n skupin po
m &initelich. Vznikne n &asteénych souéinti rovnych

a.a...a =a™;

.

—_—
m Cinitelt

pivodni souéin (6,6) je tedy podle véty 3,7 roven soudinu viech »
dasteénych souéind, t. j. je roven &éislu

a™.g™...a™ = (a™)".
n &initeld
Vé&ta 6,6. Je-li n nezdporné celé &islo, je
a® . b = (ab)" . (6,7)
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Dukaz. Je-li » = 0, plyne (6,7) z definice (6,2) a z véty 2,6.
Budiz tedy » > 0. Vyjdeme od souéinu

a.b.a.b... (6,8)
(n &initelt rovnych a, n éinitelt rovnych b).
Cinitele mtzeme rozdélit na » skupin tak, %e kazd4 skupina obsahuje
jednoho é&initele a a jednoho &initele b; podle véty 3,7 je tedy souéin
(6,8) roven ¢&fslu - T
(ab) - (ab) ... (ab) = (ab)*.

n diniteld

Na druhé strané muzeme podle véty 3,6 uvést soudin (6,8) na tvar

a.a...a . b.b...b . (6,9)
S et S——
n Cinitel 7 Cinitelt

Cinitele v (6,9) miZeme rozdélit na dvé skupiny po = &initelich.
Podle véty 3,7 je souéin (6,9), a tedy i soudin (6,8), roven a® . b".
Porovnani obou vysledkt dava vzorec (6,7).

Mocninu a® muzZeme také definovat rekurentné, vychdzejice od
vzorece (6,2) a od rekurentniho pravidla

a*tl=gqg".a. '(6,10)

Rekurentn{ definice je v souladu s pivodni definici mocniny, nebot
jestliZe napravo v (6,10) podle véty 6,1 misto ¢ dame a?, je (6,10)
zvlastnim p¥ipadem vzorce (6,3).

JestliZe se rozhodneme pro rekurentni definici mocniny, vyZaduji v&ty 6,1
a% 6,6 novych dukazu, které provedeme indukei vzhledem k n.

Rekurentni pravidlo (6,10) zni pro n = 0 podle (6,2): a* = 1. a, z éehoZ plyne
véta 6,1 podle véty 2,6.

Podle (8,2) je 1° = 1 a rekurentni pravidlo (6,10) dava podle v&ty 2,6:
171 = 17, tak¥e indukeci dostaneme v&tu 6,2.

Podle (6,2) je 071 = 0%.0, takZe v&ta 6,3 je duasledkem definice 0° = 1 a
véty 2,7.

Vzorec (6,3) zni pron = 0 podle vzorce (6,2) a™ = a™ . 1, coZ je spravné podle
véty 2,6. Plati-li (6,3) pfi uréitém n (pro viechna m), je podle (6,3) a (6,10) také

am!(ml) — a(m+n)v1 = g™ih . q = (am . an) .a=am. (an . a) = a™ . aﬂ+1; ‘

tim je obecn4 platnost véty 6,4 dokézana.

Vzorec (6,5) je pro n = 0 spravny podle (6,2) a podle véty 2,7. Plati-li (6,5)
pro uréité n (pro vsecka m), je podle (6,10) a podle v&ty 6,4

(am)ﬂ+1 e (a'In)n . am — amn . am = amn+'m H
avsak podle vét 2,6 a 2,9 je mn + m =m.n + m .l = m(n 4 1), takZe do-
stdvame .
(@™)rit = gm(nil) ;

tim je obecné platnost véty 6,5 dokdzina.
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ProtoZe 1.1 = 1, platf podle (6,2) vzorec (6,7) pro n = 0. Plati-li (6,7) p¥i
uréitém n, je podle (6,10) a podle v&t 2,4 a 2,5.

a™tl bl = (a®. a). (b . b) = (a™.b") . (ab),
takZe podle (6,7) a (6,10) dostdvame ’
a™tl  pnil — (‘ﬂ,)n-hl ;
tim je obecné platnost v&ty 6,6 dokdzana.

Véta 6,7. Je-li n nezdporné celé Cislo a je-li a > 0, je také a™ > 0.

Dikaz. Pro n = 0 to plyne ze (6,2), pro n > 0 ze (6,1) a z véty
3,10. MuZeme také dokazovat indukei podle (6,10) a podle véty 2,8.

Véta 6,8. Je-li n pfirozené &islo a je-li 0 < a < b, je také

0 <ar < bm.

Dukaz. Podle véty 6,7 je 0 << a® a zbyva dokazat nerovnost
a™ < b*. Ta plyne z definice (6,1) podle véty 5,9. MuZeme ji také
dokazovat indukef: pro #» = 1 plyne z véty 6,1,a plati-li pro uréité
n, plyne z vét 5,7 a 6,7, Ze plati i pro n + 1.

Véta 6,9. Budii n pfirozené éislo. Je-li a > 1, je také a® > 1.

Djikaz. Nase véta je disledkem vét 6,2 a 6,8.

§ 7. Odé&itani. S&itani libovolnych celych &isel

Jsou-li a, b dand nezdpornd celd &isla, muZeme se ptat,zdali
existuje takové nezdporné celé éislo z, ie

a+2x=>b neboli x+a=5. (7.,1)

Poznamka 7,1. Takova rovnost, ve které se vyskytuje pismeno
(v na8em pfipadé x), které znamena nezndmeé cislo, jmenuje se rovnice,
a ¢islo z, které rovnost spliiuje, se jmenuje kofen nebo Fedent rovnice.
(Slovem feSeni se vS8ak dasto mini nalezeni kofene nebo kofeni).
Nezndmé &islo v rovnici matematikové obydejné nazyvaji slovem
nezndmd; ptidavné jméno nezndm4 (v Zenském rodé) ma tedy v ma-
tematice vyznam podstatného jména. Zensky rod vznikl ze rden{

'nezndma4 velidina.

Véta 71,1. Jsou-li a, b nezdpornd celi-é&isla, nemd rovnice (7,1)
v pfipadé a > b Zddny nezdporny cely kofen a v pripadé a < b md
pravé jeden nezdporny cely kofen.

Dikaz. Jsou-li #, y dvé riznd nezaporna celda éisla, je jedno
z nich mensi nez druhé. Je-li v8ak z < y, plyne ze zdkona monotonie
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séitani (z véty 5,4 a poznamky 5,8), fe jea + z < a + y. Tedy rov-
nice (7,1) jisté nema vice neZz jeden nezaporny cely kofen. Jeito
0 z,jea+0=<a+ = neboli a < a + z, takie v p¥ipadé a > b
rovnice (7,1) nemé nezaporny cely kofen. Zbyva dokazat, Zze v pfi-
padé a < b takovy kofen existuje. Zvolme soubor B o b prvcich;
protote @ < b, ma B 34st 4 slozenou z @ prvki. Oznaéime-li X soubor
(prazdny v p¥ipadé a = b) slofeny z tdch prvki souboru B, které
nenalezi do souboru 4, jsou soubory 4, X disjunktni a ]ejlch sjed-
nocenim je soubor B, takie vztah (7, 1) plati znamena-li x pocet
prvki souboru X.

Ve vété 7,1 je obsazen polem odéitdni nezdpornych &isel. Cislo =,
pro které platl (7,1), znadime b — a; pfitom ¢&fislo b se jmenuje
mendenec, Cislo a menditel, Cislo b — a rozdz’l. Odiitat tedy znamena
urdit neznamého séitance x ze znadmého souétu b a znamého séitance -
a; zdali zndmy séitanec je prvy & druhy, na tom podle komutativ-
nfho zdkona séitani nezaleii.

Poznamka 7,2. Pokud nezavedeme ¢&fsla zdporna, ma vyraz
,,rozdil dvou &isel a, b* zcela urdity smysl, protoZe menSenec nemiize
byt mensi ne% mensSitel. Ale po zavedenf zapornych &isel dostanou
diselny vyznam oba rozdily b —a i a —b a vyraz v uvozovkach
prestava mit urdity smysl; proto ho nebudeme uzivat.

Véta7,2.a —a=0,a — 0=a.

To plyne z definice odéitani podle véty 2,3.

O obecném pojmu celého &isla jsme uéinili struénou zminku uz
v § 1, ale potom jsme se dosud stdle omezovali na nezdpornd celd
¢&isla. Nyni je na ¢ase si véimnout i zapornych celych &isel.

Ke kazdému kladnému celému &islu a pat¥i zdporné celé ¢islo — a,
které nazveme opaénym k &islu a. Jestlize zdporné celé ¢&islo b je
opaénym ke kladnému celému &islu a, takie b = — a, pravime také,
Ze &islo a je opaéné k &islu b a piSeme také a = — b. Mimo to pravime,
ze k &islu 0 opaé’nym je ¢islo 0 a poloz1me —0=0. Tedy ke kazdému’
celému &fslu ¢ mame urdité opacéné celé éfslo — ¢, k némuz opaénym
je puvodni ¢islo ¢, neboli vzorcem: — (— ¢) = ¢. Pouze pro ¢ =0
mame — ¢ = ¢; ]mak je —c¢ * ¢ a z &isel ¢, — ¢ je jedno kladné a
druhé zaporné.

Poznamka 7,3. Vedle symbolu — ¢, ktery znamend &fslo opaéné
k &slu ¢, uzivé se pifleZitostné také symbolu + ¢, ktery znamena
totéz ]ako ¢, takZe je vlastné zbyteény, nékdy viak je pohodlny.
Mnohdy se pise + ¢ ve vyznamu: budto ¢, nebo —e. Znadku -+
Steme plus, znadku — dteme minus.

Kazdému celému é&fslu ¢ pfifazujeme uréité nezaporne celé ¢islo,
které nazveme absolutni wvelikosti &isla c a které znadime |c|. Abso-
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lutnf velikosti nezaporného celého éisla ¢ je ¢éislo ¢ samo; absolutni
velikosti zadporného celého ¢&isla ¢ je kladné celé ¢islo k nému opaédné.

Tedy

[0] =0; proc=+0 je |¢|]>0; (7,2)
le] =¢ Pro neziporné ¢ ; (7,3)
|¢| = — ¢ pro zaporné c . (7,4)

Pozndmka 7,4. Obvykly je u nds vyraz absolutni hodnota.
Protoze viak slovo hodnota ma v matematice a v p¥ibuznych vé-
dach fadu jinych vyznamu, ¥{kdm v této knize (jako ui difve pii
riznych p¥ileZitostech) radgji absolutni wvelikost.

Nyni miZeme rozsifit pojem rozdilu b — a tak, Ze bude mit urédity
¢iselny smysl, jsou-li @, b libovolna nezdpornd celd &isla. Jsou tfi
moznosti. Jestlize za prve a = b, potom podle véty 7,2 je b — a = 0.
Jestlize za druhé a < b, je rozdil b — a definovén a je-lib —a ==z,
jea+x =0b, tedy a + z + a, takie podle vety233ex=¢= 0, t. j.
v pfipadé a < b je b — a kladné celé ¢&islo. Jestlize za tfeti a > b,
nenf rozdil' b — a dosud definovan, zato je definovin rozdil a — b,
ktery je kladnym celym &islem. Za hodnotu rozdilu b — a v tomto
piipadé prohlasime zaporné celé ¢islo — (¢ —b) opaéné k ¢&islu
b —a.

Poznamka 7,5. Na§ pojem rozdilu b — a (a, b nezdporni cela
cfsla) fizce souvisf s pojmem piiristku poétu prvki souboru, o kterém
jsme mluvili uz v § 1 (str. 13). Ctenaf totiz snadno sdm uvaii, je
platf toto: Jestlize soubor A, ktery mél a prvku zménime na soubor
B o b prveich tak, Ze jeden z obou soubori j je ¢asti druhého, p¥i Gemz
nenf vylouéen ani piipad, Ze soubory 4, B prosté splynou, potem
ve viech pfipadech pFechod od souboru 4 k souboru B znamena
prirtstek 6 — a prvki.

Poznédmka 7,6. Z nadi definice rozdilu plyne, 26 0 —a = —a
pro kazdé nezaporné celé a.

Poznamka 7,7. Z na¥i definice rozdilu plyne pro libovolna ne-
zdporna cela &isla a, b, Ze &isla b — a, @ — b jsou navzajem opacni.

Véta 7,3. Jsou-li a, b, k nezdpornd celd éisla, je

b+k) —(@+k=0bb—-a.

Dukaz. Podle poznamky 7,7 se mizeme omezit na pfipad a < b;
potom podle zdkona monotonie séitdni je také a4+ k< b + k
Je-li nynf b —a =g, je a + x = b, takie podle komutativniho
asociativniho zdkona séitani je (@ + k) t+xz=(a+x)+k=0> k
tedyz = (b + k) — (a + k).

_+_
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Souéet ¢, + ¢, s libovolnymi dvéma celymi séitanci definujeme
nynf takto: Nejprve budiz

¢, +0=¢, 04c,=0c,.

Je-li ¢, £ 0, ¢, + 0, jsou mozné Styfi pfipady; ve vSech &tyfech
prfpadech jsou |¢y, l02] kladna celd &isla. Jsou-li obé éisla ¢,, ¢, kladna,
je soudet ¢, + Ce uz definovan. Jsou-li obé éfsla ¢y, ¢, zdporna, polo-
Zime

¢y + s = —(leg] + [ea])
Je-li ¢, kladné, ¢, zaporné, polozime

€y +ci=10¢ — ¢y .
Je-li ¢, zdporné, ¢, kladné, poloZime
ety =c, — ey .

Poznamka 7,8. Pfedchazejici definice je 8tenafi znama ze Skoly.
Jeji prakticky smysl se da popsat takto. Budtez C,, C,, C, takové
t¥i soubory, Ze z obou soubora C,, C, jeden je &asti druhého a Ze
totéz plati o obou souborech C,, C, i o obou souborech C,, C,. Potom
jestlize pFechod od C, k C, znamena piirastek c¢; prvki a jestlize
prechod od C, k C, znamend piiristek ¢, prvki, znamend pfechod
od C k C, prlrustek €1 1 € prvki. Ctena¥ snadno sam zjisti rozborem
véech moznych piipadi, Ze je to vidy spravné.

Véta 7,4. Soulet dvou opacénijch &isel je roven nule.

Tato véta je v oboru celych &fsel pfimym disledkem definice
soudtuc, + ¢,.
Obecnéji pro kazdé pFirozené éislo » definujeme soudet

¢+ ¢+ ... +¢cp (7,5)

s libovolnymi celymi séitanci takto: BudiZ p soudet viech kladnych
séitancd: neni-li kladnych séitancd, budiZz p = 0. BudiZz ¢ soudlet
absolutnich velikosti vSech zdporngjch séitancit; neni-li zdpornych
séitancid, budiz ¢ = 0. Potom soudet (7,5) je roven rozdilu p — q.

Poznamka 7,9. V piipadé, ze vSichni séitanci jsou nezdpornd
cela ¢&isla, splyva hodnota souétu (7,5) podle nové definice s hodnotou
téhoz souétu podle puvodni definice. Hodnota souétu podle pivodnf{
definice je totiz v naSem piipadé rovna p podle véty 3,5; mimo to
jeq=0,tedy p—¢q = p — 0 = p podle véty 7,2.

Poznimka 7,10. Snadno se zjisti, %Ze obecna definice souétu
(1,6) je v souladu s definici’ souétu ¢, 4+ ¢, podanou na zaédtku
této stranky. (Viz vétu 7,2 a pozndmku 7,6.)
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Véta 7,5. Jest
—C —Cy — ... —Cp= —(¢;+¢,+ ... +¢,),
kde levd strana znamend soudet n éisel —c¢;, — ¢y, ..., — Cp.

Diakaz. Maji-li p, ¢ tyZ vyznam jako v nasi definici souétu (7,5),
potom pFechod k opaénym séitancim znamena vyménu disel p, ¢
a véta plyne z pozndmky 7,7.

Véta 7,6. Jsou-li a, b, ¢ nezdpornd celd &isla, je

c=b—a (7,6)
pravé tehdy, je-li b = a + c. Jsou-li a, b nezdpornd celd &isla a je-lv
¢ zdporné celé &islo, plati (7,6) pravé tehdy, je-li a = b + |c|.

Diuakaz. Pfipad nezdporného ¢ je jasny podle definice rozdilu.
Pripad zdporného ¢ se pfevede na pfipad kladného ¢ podle pozndmky
7,7.

Véta 7,7. Jestlize
¢, =b, —a, pro r=12,...,n, (7,7)

pfi demZ a,, b, jsou nezdpornd celd é&isla, pak soudet (7,5) je roven
rozdilu

by +ba+ ... +b) — (@ 4+ @y + ... +a,). (7,8)

Dtkaz. Nechf index r probiha é&fsla 1, 2, ..., n.
Je-li ¢, >0, polofme a, =0, b, =c¢,, k, = a,, takie a,, b,, k.
jsou nezaporna cela ¢&isla a podle vét 2,3 a 7,6 je

af=a’;-+kf) br=b:-+kr (7:9)

Je-li ¢, < 0, polozme a; = |¢,|, b, = 0, k, = b,, takZe opét a;, b;, k,
jsou nezaporna celd &isla a podle vét 2,3 a 7,6 zase platf (7,9). Maji-li
pismena p, ¢ ten vyznam, ktery jsme jim dali v definici souctu
(7,5), je podle véty 3,5

ey +a,+...+a,=gq,

by + by + ...+ b, =p.
Podle vét 3,3 a 3,4 plyne ze (7,9), Ze
al—i—az—}—...+a,,=(a;+a;—|—...+a;)+(k1+k2+...—j—k") ,
By 4 by + cov b= (B b+ oo+ B+ (b + Ky s+ R

takze ze (7,10) plyne podle véty 7,3, Ze rozdil (7,8) je roven rozdilu
p — q neboli soudtu (7,5). '

(7,10)
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Véta 7,8. Véty 2,1; 2,2; 2,3; 3,1; 3,3; 3,4; 3,5; 3,12 a 3,16 jsow
sprdvné pro hbovolnd &isla celd.

Dukaz. Ze spravnosti vét 3,1; 3,3; 3,4 a 3,5 pro nezdporni celd
disla plyne jejich spravnost pro libovolna celd éisla podle vty 7,7.
Véty 2,1; 2,2; 2,3 a 3,12 jsou zvlastni pfipady vét 3,3; 3,4 a 3,5.
Véta 3,16 je disledkem vét 3,3 a 3,4.

Poznamka 7,11. Z dokazaného je jasné, Ze i v- oboru celych
éisel je moZné postupovat tak, Ze se pfimo definuje pouze soudet
dvou séitanct a potom se obecny souéet (4,1) definuje rekurentné
pomoci (4,3).

Véta 7,9. Jsou-li a, b celd &lsla, md rovnice
a+x=15b (7,11)
pravé jeden cely kofen, a to x = — a + b. '
Dikaz. Podle vét 2,2; 2,3 a 7,4 je

at(—a+b=[a+(—a)]+b=0+b=0b.
Obracené plyne ze (7,11) podle tychz vét

r=04+zrx=(—a+a)t+x= —a+(@a+2)= —a+b.

V disledku véty 7,9 miZeme nyni definici rozdilu b — a rozsfiit
na pfipad dvou libovolnych celych &isel a, b, rozuméjice stale pod
rozdilem b — a kofen z rovnice (7,1). JestliZe éisla a, b jsou nezaporna,
je souhlas nové definice rozdilu s pivodni definici pfimo patrny
v tom piipadsg, Ze a < b; Ze tomu tak je i v piipadé a > b, kdy podle
pivodni definice rozdil b — a je opaénym é&islem k rozdilu @ — b,
plyne z vét 2,1 a 7,5, nebot podle téchto vét k souétu —a + b
opaénym ¢&islem je soudet — b + a.

Pozniamka 7,12. Podle véty 7,9 v oboru vSech celych &isel od-
éitdni ve smyslu urdeni neznamého slitance ze znamého soudtu a
znamého séitance je vykon vidy proveditelny, neni to vSak uz
zdkladni vykon, protoZe je pfeveden na urdenf opaéného &isla a na
séitani.

Pozndmka 7,13. Vyraz b — a chipeme nyni jako soudet se séf-
tanci b, — a. Podobného oznadeni uZivime i u soudtu s nékolika sdi-
tanci; na pf.

ay —a; + a3 —ay — ay
znamena soudet se séitanci a,, — a,, @;, — a5, — az. Takového ozna-
¢enf jsme ostatné uz pouiili ve vété 7,5.
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Poznamka 7,14. Z vét 2,1 a 7,5 plyne, Ze
a —b=—(b —a).

(V poznamece 7,7 jsme méli tyZz vysledek pouze pro nezdpornd a, b.)

§ 8. Nasobeni libovolnych celych &isel

Pfejdéme k nasobeni libovolnych celych &isel a pFistupme hned
k obecnému piipadu % &initeld (» libovolné pfirozené ¢&islo). Jsou-li
a,, a, ..., a, celd &sla, rozumime jejich souéinem éislo

a8, ... a, = + (|ay| . |a,] ... |a,]) (8,1)

se znaménkem plus v piipadé, 7e podet r zdpornych ¢initelt nalevo
je sudy, a se znaménkem minus v pfipads, Ze podet r je lichy. Pro-
toZe nula je &islo sudé, je patrné, ze v pf{padé nezdpornych &initelt
nova definice je v souladu se starou.

Véta 8,1. |aja, ... a,| = |a,] . |a,] ... |a,].
Je to ziejmé z definice.

Véta 8,2. Soudin dvou &sel je roven nule, je-li asport jeden &initel
roven nule; je kladny, jsou-li oba &initelé kladni nebo oba zdporni;
je zdporny, je-li jeden Cinitel kladny a druhy zdporny.

Dikaz. Protoze — 0 = 0, je prvni éast disledek véty 2,7; ostatek
je disledek véty 2,8, nebot 0 a 2 jsou éisla sudd, 1 je &islo liché.

Véta 8,3. Véty 2.4; 2,5; 2,6; 2,7; 2,8; 3,2; 3,6; 3,7; 3,8; 3,9; 3,10;
3,13 a 3,17 jsou sprdvné pro libovolnd éisla celd.

Dikaz. Ze v oboru vech celych &isel zistanou v platnosti véty 3,2;
3,6; 3,8; 3,9 a 3,10, je pfimo patrné z definice (8,1). Véty 2,4; 2,6;
2,7; 2,8 a 3,13 jsou zvlastnimi p¥ipady vét 3,6; 3,8; 3,9 a 3,10. Ze
zustane spravna véta 3,7, plyne z véty 3,9, jestlize asponl jeden é&initel
je roven nule; je-li kaZzdy éinitel rizny od nuly, dojdeme k témuZ
vysledku na zdkladé véty 4,3. Ziastane tudfz v platnosti i véta 2,5,
kterd je zvladtnim piipadem véty 3,7, jakoZ i véta 3,17, kterd je
dusledkem vét 3,6 a 3,7.

Poznamka 8,1. Nyni je jasné, Ze i v oboru celych &isel je mozné
postupovat tak, Ze se pfimo definuje pouze souéin dvou éiniteld a
potom se obecny soudin (4,2) definuje rekurentné pomoci (4,4).

Pozndmka 8,2. Rovnéz je jasné, Ze vzorec (3,14) plati pro kazdé
celé b (n je stale pFirozené &islo).
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Vita 8,4. Jestlize v soudinu n celych éisel nahradime jednoho éinitele
fislem k nému opaénym, je novy soudin opaénym &islem k pivodnimu
soubinu.

Duakaz. Je-li ngktery &initel roven nule, je v&ta spravna podle
véty 3,9, neboﬁ — 0 = 0. Jsou-li v8ak v8ichni &initelé rizni od nuly
a jsou-li r, »' podty zidpornych cmltelu puvodniho a noveho soutinu,
je budto " = '+ 1, nebo r = ¢ 4 1, takZe z &isel r, ' je ]edno
sudé a druhé liché, z dehoZ plyne spravnost véty.

Poznamka 8,3. ProtoZze &slo 1 je neutralni pfi ndsobenf (viz
vétu 2,6), plyne z véty 8,4, ze

a.(—1)= —a, (—-1).a= —a.
Véta 8,5. Jsou-li a, b, f nezdpornd celd &isla, je
(b —a)f=0bf —af. (8,2)

Dukaz. Nahradime-li f éislem k nému opaénym, plyne z vét 7,5
a 8,4, Ze se leva i prava strana zméni v &isla opatna. Stadi tedy do-
kazat (8,2) za pfedpokladu, Ze f je neziporné. Vymsénime-li a, b,
zménfi se opét leva i prava strana v (8,2) v éisla opaéna. Mizeme tedy
pfedpokladat, %e @ < b, takie b —a = z je nezdporné celé éislo.
Podle poznamky 5,13 je také af < bf. Nynf a + « = b, tedy téz
a + z) f = bf, takZe podle véty 2.9jeaf + «f = bf;tedy (b —a)f =
= zf = bf — af, a to je prave vzorec (8,2).

Budtez nyni ¢, ¢y, ..., c,, f libovolna celd &isla; dokaZeme, Ze je

(e, +co+...4+c)f=cif +ecof +... +¢c,f. (8,3)

Z vét 7,5 a 8,4 je patrné, Ze stadi dokdzat (8,2) za pfedpokladu, e
¢islo f je nezdporné. Necht index r probihad é&isla 1, 2, ..., n. Pro kazdé
r zvolme nezdporna celd &isla a,, b, tak, ze plati (7,7). Potom je podle
véty 8,5 také

Crf = brf - a’rf ’

pii éemi a,f, b,f jsou nezdporné celd &isla. Z véty 7,7 nyni plyne
jednak

Cf +eof + ... Fcof =
= (byf + bof + ... + baf) —(asf + aof + ... + aaf), (8,4)
jednak
4ot it =(b;F by ... + b)) —(@a1+ G+ ... +a,),
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tedy podle véty 8,5 také

(01+02+\---+Cn)f=
=b,+by+ ... +b)f —(a,+a,+ ... +a,)f. (8,5)

Protoze pro nezaporna cela &isla plati véta 3,14, je

(@, +a+ ... +a)f=af+af+ ...+ a,f,
(by + by + ... +b)f=0bf +bof + ...+ b,f.

Z (8,4), (8,5) a (8,6) plyne (8,3).
Véta 8,6. Véty 2,9, 3,11 a 3,14 jsou sprdvné pro libovolnd celd &isla.

(8,6)

Dukaz. Spravnost véty 3,14 v oboru vSech ¢isel celych jsme prave
dokéazali. Na spravnost véty 3,11 soudime nynf z vét 3,15 a §,3.
Véta 2,9 je zvlastnim piipadem véty 3,11.

V&imnéme si pojmu mocniny a"; budeme pfedpokladat jako dosud,
Ze exponent n je nezaporné celé &islo. Naproti tomu zdklad ¢ muze
nyn{ byt libovolnym celym &islem. Pro » = 0 nechf plati definice
(6,2) i v pfipadé zaporného celého a: pro n > 0 plati définice (6,1).

Véta 8,7. Véty 6,1, 6,4 a 6,5 jsou spravné pro libovolné celé a.
Véta 6,6 je sprdvnd pro libovolnd celd a, b.

Dikaz. Stadi opakovat diivéjsi dukazy, nebof véty, o které se
tyto dikazy opiraji, jsou podle vét 7,8 a 8,3 spravné pro libovolna
éisla cela.

Vé&ta 8,8. Je-li n nezdporné celé ¢islo, je (— 1)* = 1 pro sudé n,
(— 1)» = — 1 pro liché n.
To plyne z definice mocniny a z véty 6,2.

Véta 8,9. Je-li n nezdporné celé &islo, je
a8, ...a, = (— 1)* . |aya, ... a,];
pFi tom k je polet téch &isel ay, a,, ..., a,, kterd jsou zdpornd.
To plyne z definice (8,1) podle vét 8,1 a 8,8.

Poznamka 8,4. P¥i séitani libovolnych celych &isel jsme se v po-
znamce 7,8 snaZili o praktickou motivaci zvolené definice. Naproti
tomu jsme se pfi nasobeni libovolnych celych é&isel omezili na ab-
straktni definici (8,1), protoZe obvyklé ,,praktické* jeji motivace
jsou vyumélkované. Nejuspokojivéjdi motivaci definice (8,1) je to,
Ze po jejim zavedeni poletni zakony platné v oboru nezapornych
celych éisel podrii svou platnost i v oboru libovolnych celych &isel.
Dalo by se dokazat, Ze tomu tak je jediné p¥i definici (8,1), ale
nebudeme to provadét.
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§ 9. Ciseln4 osa. Nerovnosti v oboru celych &isel

Ve vys3 matematice md velky vyznam geometrické zndzornént
éisel na &iselné ose. Nazev &iselnd osa ddvame libovolné zvolené
vodorovné pifimce, na niZ se zvoli urdity bod P, kterému se Fka
pocdtek. Mimo to je tfeba zvolit urditou jednotku délky. V obr.1

—>

° 1o

1 2 3 4
Obr. 1.

Jednotkou délky je 1cm. Kazdé kladné celé &islo n zndzornfme
bodem, ktery leif na ¢iselné ose napravo od politku P ve vzdale-
nosti » jednotek délky od P; zdporné celé éislo — » znizornime
bodem, ktery leii v téie vzddlenosti nalevo od P; koneéné &islo
nula rpazornime podatkem P samym. Bod, ktery znazorfiuje &islo
n na &iselné ose neboli obraz ¢isla n na éiselné ose, nazyvame obydejné
struéné ,,bodem n‘, t. j. znadime jej prosté tim &islem, které znazor-
finje. Tuto jednoduchou dohodu muaZeme udinit proto, Ze zménime-li
éislo », zméni se jeho obraz na d&iselné ose, takZe bod, ktery je
obrazem &isla n, neni zaroven obrazem Zddného jiného éisla. Obrazy
celych éisel nevyplnf oviem celou éiselnou osu; postupnym rozsifo-
vinim pojmu &sla dojdeme vSak k tomu, Ze nakonec kazdy bod
&iselné osy se stane obrazem uréitého &fsla.

V § 5 jsme zavedli pojem pFirozeného uspofaddni mnoZiny neza-
pornych celych éisel, ktery nynf roz§ifime na pojem pfirozeného
uspordddni mnoZiny vdech celyjch éisel. Voditkem nam p¥i tom bude
zobrazeni na &iselné ose; pFirozenym uspofidanim mnoZiny viech
celych &isel nazveme takové usporadani, které odpovidd uspofadint
boda na ¢&iselné ose od levé strany k pravé, coz pro nezdpornd celd
¢éisla je v souladu s d¥ivéjsi definici pFirozeného uspofidanf. Bez po-
moci Ciselné osy muZeme Fci, Ze v oboru libovolnych celych &isel
vztah @ < b znameni, Ze nastane jeden z téchto t¥{ pfipadd: [1] obé&
éisla a, b jsou nezdporna a vztah a << b plati v difvéjiim smyslu;
[2] éfslo a je zaporné, &islo b nezaporné a jinak &fsla a, b jsou libovoln4;
[3] obé &isla a, b jsou zadporna a pro jejich absolutnf velikosti plat{
nerovnost |a| > |b|. VSimné&me si toho, Ze nerovnost @ > 0 (neboli
0 < a) znamend, Ze Cislo @ je kladné, nerovnost a < 0 (neboli
0 > a) znamena, Ze ¢islo a je zaporné. Poznamenejme, Ze
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—a<<a pro a>0,
—a>a pro a <0, (9,1)
—a=a pro a=0;

dile poznamenejme, ze

|—al| = a| (9,2)
a Ze
a=I|a] pro >0, (9.3)
a<l|a pro a<0O.

Koneéné poznamenejme, Ze v oboru celych &isel plati tyto dvé véty:

Véta 9,1. Je-li a < b, je naopak — a > — b; je-li a < b, je na-
opak —a > — b.

Véta 9,2. Ke¢ kafdému &islu a lze udat pfirozené &islo n tak, Ze
—n <<a<n.

Podle véty 9,2 nenf v mnoZiné viech celych &isel (na rozdil od
mnoziny nezapornych celych &isel i od mnoZiny kladnych celych
Cisel) Zadné &islo nejmensf (a také Zadné nejvétsi). -

Poznamka 9,1. JestliZe ze souboru 4 vznikne kterykoliv z obou
soubord B, C pfidanim nebo ubrianim prvka (muzZe také B nebo C
splynout s 4), potom podle nadi definice nerovnosti pfiristek pfi
prechodu od 4 k B je mensi neZ pfiriustek pfi pfechodu od 4 k C
pravé tehdy, jestlize polet prvki .souboru B je men3i nez podet
prvki souboru C.

Z na8i definice vztahu a << b pfimo vyplyva, Ze v oboru celych
&isel plati zdkon trichotomie (véta 5,1). Ze plati také transitivni
zdkon (véta 5,2), je jasné ze zndzornéni na &iselné ose. P¥i diukaze
véty 5,2 bez pomoci &iselné osy je tfeba rozeznavat nékolik piipadi.
Budiz ¢ << b < ¢; mame dokazat, Ze g << ¢. Je-li za prvé a nezdporné,
plati totéz o b, tedy o ¢, a vée je ndm znama. Je-li za druhé a zaporné,
< nezaporné, je a << ¢ podle definice. Jestlize za tFeti nejen a, nybri
i ¢ je zaporné, je ziejmé také b zaporné, takze podle véty 9,1 je
la| > |b] > |¢|, tudiZ |a] > |c|, a protoZe &isla a, ¢ jsou zdporna, je
a <c.

Vé&ta 9,3. Jest — b < a < b pravé tehdy, jestliZe |a| < b.

Dukaz. Je-li pfednd |a| < b, je a <'b podle (9,3), takie podle
(9,2) je téZ — a < b; z toho podle véty 9,1 plyne — b < a; veelkn
je tedy — b << a << b. Obréicené, je-li — b < a < b, je podle vity
9,1 také — b < — a < b, a protoze &islo |a| je rovné jednomu z &isel
a, — a, jo |a| < b.
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Vé&ta 9,4. Vztah

a<<b kladné,
a = b ; plati pravé tehdy, jestlize &islo b — a je § rovné nule, (9,4)
a>b zdporné .

Dikaz. Jsou-li ¢isla a, b dina, nastane pravé jedna ze tfi moznost{
nalevo v (9,4) a také prave ]edna ze ti{ moZnosti napravo v (9,4).
Z toho plyne snadno, Ze misto (9,4) staéi dokdzat pouze:

a<b ' kladné,
jestlize { a =b [, je éislob — a { rovné nule, (9,5)
a>b zaporné.

V piipadé a = b plyne (9,5) z véty 7,2. Dile mdme dokazat: »
jestliZze a << b, je ¢&islo b — a kladné . (9,6)

Dokazeme-li to, budeme hotovi. Nebot potom v pipadé a > b
plyne z (9,6) po zaméng pismen a, b, e ¢ — b > 0, takie b —a < O
podle poznamky 7,14. BudiZ tedy a < b. Je pét moZnosti. Jestlize
za proé a = 0, jed kladné, b —a=0>b,tedy b — a je kladné. Jestlize

za drubé b = 0, je a zdporné, takieb —a = 0 — a = — a je kladné.
Jestlize za tfeti obé ¢&isla a, b jsou kladnd, tu protcie a < b, ]e
b — a > 0. Jestlize za &wrté obé lisla a = — p, b = — ¢ jsou za-

pornd, tu protozea < b,jep > q,atedyp — ¢ > 0;aviak b —a =
=—qg+p=p—4q, tedyb —a > 0. Jestlize za pdté jedno z &isel
a, b je kladne a druhé zaporné, tu protoze a < b, jea = — p < 0,
b>0a]eztop>0b>03eb—{—p>0nebohb——a>0

Véta 9,5. Véta 5,4 (i s pozndmkou 5,9), véta 5,5 (i s pozndmkou
5,11) a véta 5,8 plati pro libovolnd celd &isla.

Duakaz. Budiz
a, by, @, < by,..,a0, < b,. (9,7

Necht index r probiha &fsla 1,2,...,n. Poloime b, —a, = x,,
takZe b, = a, + z,, a tedy téz

bi+by+ ... +by=(a,+a,+... +a,)+(x; + 2, + ... +x,)
neboli

b, +b,+...4+b) —(@, +a,+...+a)=x2,+2,+ ... +x, -
Podle véty 9,4 je viak z, > 0, pfi éemZ rovnost nastane pravé tehdy,

jestlize a, = b,. Podle véty 5,8, jejiz spravnost v oboru nezdpotnych
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celych ¢&isel je ndm zndma, je x, + 2, + ... + x, = 0 neboli podle
véty 9,4
a, +ay+ ...+ a3, < b, +b,+ ... + b,

piitom rovnost nastane pravé tehdy, nastane-li na viech » mistech
v (9,7). Tim je dokazana véta 5,8, tudiz i jeji zvlastni pFipady:
véta 5,4 i s pozndmkou 5,9 a véta 5,5 i s poznamkou 5,11.

Poznamka 9,2. Jsou-li @, b, ¢ libovolna &isla, pak nerovnost
a < b znamena totéi jako nerovnost @ + ¢ < b 4+ ¢. Nebot z prvn{
nerovnosti vznikne druhé, jestlize na obou stranich pFiéteme c;
z druhé nerovnosti vznikne prvni, jestlize na obou stranach pfi¢teme
— ¢. Podobné nerovnost ¢ < b znamena totéZ jako nerovnost
a + ¢ < b + c. Zvlastnim pFipadem poznamky 9,2 je véta 9,6.

Véta 9,6. Jest
Gttt ot la)+lad + o laal. (98
PFi tom znaménko rovnosti plati prdvé tehdy, jestlize Zadné z Eisel
a,, a,, ..., &, neni zdporné.
Dikaz. Nase véta plyne z (9,3) podle véty 5,8.

Véta 9,7. |a, + a, + ... + a,| < |ay| + |ag| + ... + |a,]. PFi tom
znaménko rovnosti plati prdvé tehdy, jestlize budto Zidné z &isel a,,
ay, ..., @, neni zdporné, nebo £ddné z nich neni kladné.

Dukaz. Vedle nerovnosti (9,8) plati podle (9,2) a podle véty 7,5
také nerovnost

— (@) + @y + ...+ an) S ag] + @] + ..+ [aa], (9,9)
pii $emz v (9,9) plati znaménko rovnosti pravé tehdy, jestlize zadné
z Cisel ay, a,, ..., a, neni kladné. Nyni stadi si v§imnout, Ze |a, +

+a, + ... + a,| se rovna budto levé strané v (9,8), nebo levé
strané v (9,9).

Véta 9,8. Jsou-li m, n celd &isla, pak: [1] nerovnost m > n znamend
totéZ jako nerovnost m = n + 1; [2] nerovnost m < n znamend toléf
jako nerovnost m < m — 1.

Dukaz. Cast [1] je totoZna s vétou 5,3, prozatim oviem dokéza-
nou pouze pro nezdpornd cela m, n. Obecny dikaz obou &asti probiha
takto. V oboru celych éisel nerovnost m — n > 0 znamena totéz
jako m —n > 1. AvBak podle poznamky 9,2 pfedné nerovnost
m —n >0 znamena totéi jako (m —n) +n > 0+ n neboli
m > n, za druhé pak nerovnost m — n = 1 znamend jednak totéz
jako m = n + 1, jednak totéZ jako m — 1 > (n + 1) — 1 neboli
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m — 1 > n. Tim jsou obé dasti dokdzdny, nebot nezilezf na tom,
Ze jsme Cast [2] dostali s vyménénymi pismeny m, n.

Véta 9,9. Véta 5,6 je sprdvnd pro libovolnd ¢isla celd.

Dukaz. Je-li a < b, je b —a > 0 podle véty 9,4, a jeito téz
¢.> 0, je podle véty 8,2 také (b>— a)c > 0 neboli bc — ac > 0,
t. j. ac < be .

(1]
ot
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