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§1. MNOZINY. POCITANI § MNOZINAMI.
ZOBRAZENT{

1.1 PRVEY A GASTI MNOZIN

Mno#ina je uréena svymi proky; dvé mnoZiny 4, B, které maji tytéz
prvky, jsou navzdjem totoZné nebo rovné a piSeme A = B.

V&tsinou budeme znatit mnoZiny velkymi a jejich prvky malymi
latinskymi pismeny, ale mnohdy uéinime vyjimku. Jednu takovou
vyjimku popifeme uz ted. Casto jsou predmétem tGvah mnoZiny uréi-
tého druhu, které pak znatime velkymi latinskymi pismeny, ale vedle
nich se ptileZitostné vyskytnou jiné mnoZiny, jejichz prvky samy jsou
mnoZinami, napf. pravé mnozinami probfraného druhu. Takové mno-.
#iny mnoZin neboli soustavy mno#in budeme &asto znatit velkymi gotic-
kymi pismeny.

Je delné mezi mnoZiny poditat také mnofinu prdzdnou, kterd neméi
vibec zadny prvek. Budeme ji znadit 0. Je-li a jakdkoli véc, oznadime
(a) mnozinu, ktera mé prvek a a Zidny jiny prvek. Tedy # nemé Zadny
prvek, ale (0) ma jeden prvek, jim% je mnozina §.

Jsou-li A, B libovolné vyroky, jsou éty¥i mozZnosti, z nichz je vidycky
praveé jedna spravnou:

[1] A plati, B plati.

[2] A plati, B neplati.

[3] -A neplati, B plati.

[4] A'neplati, B neplati.

‘Nastane-li ptipad [1], pravime, Ze oba vyroky A, B plati souéasné.
Nastane-li néktery z piipadt [1], [2], [3], pravime, %e plati A nebo B
(tedy ,,nebo‘‘ nevyluéuje moznost [1]!). Podobng se vyjadfujeme o vice
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|
nez dvou vyroeich. JestliZe pfi dvou vyrocich A, B nastane n&ktery
z piipadi |1], [3], [4], pravime, %e vyTok B plyne z vyroku A a piSeme

(1) A=B.

Nastane-li néktery z ptipadi [1], (4], pravime, Ze vyroky A, B jsou
navzajem ekvivalentni a pifeme

(2) A<=-B,

Tedy (2) znamend, 7ze A = B, B => A plati soudasnd. Vztah (1) é¢teme
také: A je postalujici podminkou pro B nebo: B je nulnou podminkou
pro A. Vztah (2) éteme také: A je nutnou a postaéujici podminkou pro B
nebo: B plati prdvé tehdy, jestlize plati A. Je zfejmé, Ze ve vztahu (2) Ize
vyroky A, B navzijem vyménit.

Jsou-li A,, A,, B t¥i vyroky, pak
(3) A,A,=B
znamend, Ze vyrok B plyne ze soudasné platnosti vyrokl A, A,.
Podobné pro vice nez t#i vyroky.

Je-li véc a prvkem mnoZiny 4, piseme
(4) aed.
Recké pismeno epsilon se vyskytuje v této knize ve dvou typech ¢ a ¢;
typ € md vidy pravé popsany smysl.

Pravime, %e mnozina 4 je ¢dsti nebo podmnoZinou mnoziny B (nebo
také, ze B je nadmnofinou mnoziny A4), jestlize

red=>2z¢B
pro kazdou véc z. Piseme pak
(5) AcB nebo B2 A4;
mo#nost A = B neni vyloudena. Vztah tvaru (5) se jmenuje inkluse;
tyZ ndzev se ddvd i vztahu tvaru (4), ktery znamena totéz jako (a) c 4.
Zépis ‘
' AcBcC

znamend soudasnou platnost obou inklusi 4 c B, B c C; podobné pro
vice neZ tfi mnoZiny.
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Pro inkluse plati jednoduché, ale dilezité zakony:

(6) pcd,

(7) AcA,

(8) Acphp=>4=29,

(9) AcBcC=AcC,

(10) AcBcAd=4=8B. |

Vztah (10) je zvlasté dulezity: pfi dikazu, Ze dvé mnoziny 4, B jsou’

totozné, postupujeme Casto tak, ze dokiZeme napred

zed=zeB

a potom ;
xeB=>zcAd.

Velmi éasto je pfedmétem 1ivah pevnad mnozina P a soustava vSech
jejich podmnozin. Je-li pak V(x) vlastnost, kterd mi smysl pro kazdé
z ¢ P, oznatime

(11) & [V(2)]

mnozinu viech téch i ¢ P, kterd maji vlastnost V(x). Jsou-li V(x), W(x)
dve vlastnosti, které maji smysl pro kazdé x ¢ P, oznaéime

&; [V(x), W(x)]

mnozinu’ viech téch x ¢ P, kterd maji soudasné ob& vlastnosti Y(z)
i W(x); podobné pro vice nez dvé vlastnosti. Je-li obava z nedorozumsni,
piSeme napt¥. misto (11) urditéji

&, [xeP, V()] .

.1.2. KARTEZSRY SOUSIN. ZOBRAZENT

Kartézsky soudin dvou mnozin A, B, ktery znaéime 4 X B, je mno-
Zina vSech dvojic

(x,y), kde zed, yeB.
Beii tu o uspofddané dvojice, tj. v ptipads x + y rozliSujeme dvojici
(y, ) od dvojice (z, y). Prvky z ¢ 4, y ¢ B jsou prvni a druhé soufadnice
dvojice (z, y). Piipad 4 = B neni vylouden.
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Na pojem kartézského soudinu se d4 prevést pojem zobrazeni, ktery
mé zikladni{ ddlezitost. Zobrazeni f mnoziny 4 do mnoziny B lze
definovat jako takovou &4st kartézského sousinu 4 X B, ktera ma tu
vlastnost, Ze ke kazdému z € 4 je pravé jedno takové y e B, ze (z, y) € f.
Jelikoz tedy ve dvojici (x, ) € f je druhd soufadnice y jednoznaédns

-uréena prvni soufadnici x, piSe se obydejnd y = f(z) misto (z, y) ¢ f.
Prvek f(z) se nazyva hodnotou zobrazeni f v prvku z ¢ A. Mnozina A
se nazyva oborem zobrazeni f.

K danému y € B nemusi existovat Z4dné = € 4 s vlastnosti (z, ¥) e f
neboli y = f(x). Jestlize viak ke kaZdému y ¢ B existuje aspoii jedno
takové x € A, pravime, %e f je zobrazeni mnoziny 4 na mnoZinu B.
Mnozinu H v3ech téch y ¢ B, k nimZ existuje aspoii jedno = € 4 s vlast-
nosti y = f(x), nazveme mnofinou hodnot zobrazeni f. Je-li tedy H
mnozina hodnot zobrazeni f mnoziny 4 do mnoziny ‘B, je f zobrazeni
mnoziny A na mnoZinu H. Pro libovolnou nadmnozinu ¢ mnoZiny H
je pak f zobrazenim A do C, ale pouze v ptipadé C = H je f zobrazenim
A na C. :

Poznimka. Podle nasi definice mnozina @ je zobrazenim mnoziny ¢
do libovolné mnoziny B a je jedinym takovym zobrazenim. MnoZinou
hodnot tohoto zobrazeni je zase 9.

Budiz f, zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B a budiz f, zobrazeni
mnoziny B do mnoziny C. Polezime-li

g(@) = filfi(x)] prokaidé zed,

dostaneme zobrazeni g mnoziny A do mnoziny C, o kterém pravime, Ze
je sloZeno ze zobrazeni f,, f,. Pofadi f,, f, je podstatné!

Budiz f zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B. Oznaéme: [1] U sou-
stavu viech ¢4sti mnoZiny A, [2] B soustavu vSech ¢asti mnozZiny B.
Zobrazeni f urduje: [1] zobrazeni U do B, které oznaéime f*, [2] zobra-
zeni B do U, které oznaéime f~1. Definice téchto zobrazeni f, f~! jsou:

X c 4= (X)) = &, [existuje takové z ¢ X, Ze f(x) =y],
" YcB=fH(Y) =6, [flx)e Y].

Je tedy zejména fY(4) mnozinou hodnot zobrazeni f. Pro kazdé z e 4
piitazuje zobrazeni f' jednoprvkové mnoziné (x) jednoprvkovou mno-
zinu (f(z)).
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Je-li Y c B, pak mnoZinu f-1(Y) c A nazveme wvzorem mnoZiny Y.
Je-li H = f1(4) a je-li y « H, pak mnozina f~Y((y)) je vzorem jednoprv-
kové mno#iny (y); oznaéime ji jednoduseji f~*(y) a nazveme ji vzorem
proku y e H. Je-liy e B, ne viak y ¢ H, je f~Xy) = 0.

Budiz opét f zobrazeni mnoziny 4 do mnoziny B a zvolme néjakou
d4st M mnoziny A. Poloime '

g(x) = f(x) pro zeM,

kde#to pro ta z e A, jeZ nepatii do M, necht g(x) je bezvyznamny
symbol. Pak je g zobrazeni M do B, které nazveme ziZenim zobrazeni f
na obor M a oznadime f | M; obricené nazveme f roz§ifenim zobra-
zeni g na obor A.

V celé knize znamend E, mnoZinu vSech redlnych éisel. MnozZina
M c E, se jmenuje omezend, existuje-li takové ¢ ¢ E,, Ze

zeM=>—c<z<c;

M se jmenuje neomezend, neni-li omezena. Zobrazeni f libovolné mno-
ziny 4 do mnoziny E, nazveme funkci (v oboru A). Funkee f je omezend
nebo neomezend stejné jako jeji mnozina hodnot fY(4)c E,.

1.3. EXVIVALENCE. ROZELADY

Budiz P libovolni mnozina. Rozkladem mmnofiny P rozumime sou-
stavu R neprazdnych éisti mnoZiny P s tou vlastnosti, Ze ke kazdé-
mu z € P existuje pravé jedna takova X ¢ R, pro kterou je z ¢ X. Prvky
soustavy mnozin R nazveme pdsy rozkladu R.

Rozkladem mnoziny P je definovina éist € kartézského soudinu
P x Ptakto.Je-liz ¢ P, y ¢ P, pak (z, y) e € znamené, %e pas rozkladu
R obsahujici prvek z je totoiny s pdsem obsahujicim prvek y. € je pak
vztah ekvivalence v mnozing P, jestliZe takto pojmenujeme kaZdou &ast
€ mnoziny P X P spliujici tfi axiomy:

(I€) (z,z)eC,
(II€) (z,y)eC€= (y,x)eC,
AIIE) (@, y) €, (3,2)eC= (3,2)<C.
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(Pfi tom pismena =z, y, z znamenaji libovolné prvky mnoZiny P.
V naSem ptipadé pravime, ze € je vziah ekvivalence pfislusnyg k rozkla
du R.

Obracens, jak se snadno nahlédne, katdy vztah ekvivalence ¢
vmnoziné P urduje pfisludny rozklad R. Prvek a ¢ P je obsaZer
v pésu

S [(a, x) e €].
Je-li f libovolné zobrazeni mnoZiny P do jakékoli mnoZiny @, pal

(@, y) e € =[(x) = f(y)
definuje vztah ekvivalence € v mnoZiné P. Pisy piisluSného rozklad:
mnoziny P jsou totozné se vzory jednotlivych prvké mnoZiny hodno
f*(P) zobrazeni f. Zobrazeni f se jmenuje prosté, jestlize kaidy z t&chtc
past se sklida z jediného prvku mnoziny P, tj. jestlize

zeP, yeP, z+y=[x)+ /).
BudiZ f prosté zobrazeni mnoziny P na mnozinu @, tedy fi(P) = @

Potom

foy) =z<=flx) =y
definuje zobrazeni f_; mnoziny @ na mnoZinu P, které je zfejmé tak:
prosté a které nazveme zobrazenim inversnim k f. Jest

(f —1)—1 = f y

tj. zobrazeni inversni k f_; je totoZné s ptvodnim zobrazenim f. Pr
zobrazeni f, f~! zavedena v &lanku 1.2 mame zfejmé

(- =f (=1
Dilezitym ptikladem prostého zobrazeni je identické zobrazeni libo
volné mnozZiny 4 na ni samu, tj. takové zobrazeni f mnoZiny A4, pf
kterém je f(x) = x pro kazdé x ¢ A.

\

1.4. STEDNOCENI, PRONIKY A ROZDILY MNOZIN

Jsou-li A a B mnoziny, pak
[1] jejich sjednocent, znatka A u B, je mnoZina viech téch véci z
pro které plati z € A nebo z ¢ B;
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[2] jejich pramik, znatka A n B, je mnoZina viech téch véci z,
pro které plati soutasné x e Aix e B;

[3] jejich rozdil, znacka A — B, je mnoZina v3ech téch vé&ci z, pro
které soucasné

zed plati, ze<B neplati.

Pojmy sjednoceni a prinik 1ze chipat mnohem obecnéji. Budiz ddn
libovolnd mnoZina € + ¢ a budiz dano pravidlo, které kazdému
z € C pfifazuje mnoZinu A(z). Pak

[1] sjednoceni viech mnozin A(z), znacka

UA(z) nebo U,A4A(z) nebo U A(z) (zeC),
je mnozina vech téch véci z, pro které vztah x ¢ A(z) je spravny pro
aspoii jedno z¢C;

[2] prémik vSech mnoZin A(z), znacka

NA(z) nebo U,A(z) nebo NA(z) (zeC),
je mnozina viech téch véci z, pro které vztah = ¢ A(z) je spravny pro
viechna ze C.

Velmi éasty je piipad, kdy C je mnoZina viech celych kladnych &isel
1, 2, 3, ... V tomto pfipadé, znamena-li 4, mnozZinu ptifazenou ¢islu »,
znadime sjednoceni a prinik obyéejné
@ @
U4d, resp. NA4,.
ne=1 n=1

JestliZze C se skldd4 pouze z t&ch celych kladnych &isel, kters jsou < £,
kde k znamena dané celé kladné é&islo, piSeme obdobné

k k
Uud, resp. N4,.
n=l n=1
dJe-li k numericky dano, nap¥. &k = 4, piSeme &asto podrobngji

A;uAd,uA;u A, tesp. A, nd,nA,nA4,.
Dvé& mnoziny A, B nazyvame disjunkini, jestlize 4 n B = @. Sou-
stavu mnoZin ¥ nazyvime disjunkini, jestlize
AeY, BeW, A+ B=>A0B=290.

Poznimka. Ne&kdy je ufelné definovat sjednoceni | A(z) (z ¢ C)
iv ptipadé € = @. Takovym sjednocenim rozumime mnoZinu @.
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O sjednocenich, priinicich a rozdilech mnoZin plati fada jednodu-
chych a snadno dokazatelnych pravidel. Takova pravidla jsou uvedena
ve cvitenich 1.6.1 aZ 1.6.18. Zacateénik by si mél tato cviteni podrobné
probrat.

1.5. OBECNE EARTEZSKE SOUCINY

‘Podobné jako sjednoceni a prinik, miZzeme také kartézsky soudin
zavést obecndji nez v ¢&ldnku 1.2. BudiZ opét kaidému ze C (kde
C + §) piifazena mnoZina A4(2). Pak kartézskym soucinem viech mnozin
A(z), znacka

PA(z) nebo P.A(z) nebo PA(z) (zeC),
rozumime mnozinu viech téch zobrazeni x mnoziny C do mnoZiny
U. 4(2), pro ktera plati
z(z) e A(2) prokaidé zeC.
Pro ka?dé z ¢ C nazyvame x(z) z-soufadnici prvku x kartézského sou-
éinu. Sklada-li se € ze v3ech celych kladnych éisel nebo z téch celych
kladnych disel, kterd jsou = k, piSeme opét

) k
PA, resp. P4,
- n=l

n=1

a pfi numericky daném k, napt. & = 4, piSeme téz
:;)IA,, =4, X 4, X 4, X 4, apod.
Jsou-li A, B, C mnoZiny, pak t¥i mnoZiny
(AXB XC, AX(BxXC), AxBxXC
jsou, pfesnd vzato, mezi sebou rézné, ale rozdil je jen formalni a bu-
deme jej zanedbdvat, piSeme tedy
AXB)xXxC=AXBXx(0O)=AXBxC.
Podobné piseme napi.
(1) E,xXE,=E,.,., :
znadice E, kartézsky soudin n mnoZin, z nichZ kaZda je totoZnd s mno-
Zinou E,; viech realnych cisel.
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1.6. CviCeEni k § 1

Vysledki ovideni k § 1 se v dal¥im textu uZiva bez citace.

161. AuB=Bud; AnB=Bnd; Av(BuC)=AuByulC=
=AuBuCAn(BnC)=(AnB)nC=AnBnC.

1.62. Avd=4n4d=4; AuPp=A—0=A4; And=0—A4=0.
1.63.AcB<>4dnB=A4<>AuvB=B< A—B=9.

164 Avu(AnB)y=A; An(4duB)=

165. AuB)nC=AnC)uBnO;(AnB)ul=(Aul)n(Bu
u C).
166, 4A—B=(AuB)~B=A—(AnB); A— (4 —B)=AnB.

167.0 —(AuB)=(C —A4A)n(C—B);; C—(4dn B)=(C—A)u
u (C — B). )

1.68.C — UAR) = N[C — 4@} C — N4k) = U [C — 4@)].

1.69. A— (BuC)=(A—B)—C; (A4—B)nC=(A4nC)— (BnC) =
=((AnC) —B; AuB)—C=A—-C)u(B~0); (AnB)—C=A4An
Nn(B—-C=(4—0)n (B —O0). -

1.610. A — (B—0C)= (4 —B)u (4 n O).
1.611.C—A+P=>A4—(B—C)+ (4 —B)uC.
1642 A>5C=>A—(B—C)=(4—B)uC.

1.6.13. A = (A — B) u (4 n B), kde ob8 mnoZiny vpravo jsou disjunktnf;
AuB= (4 —B)u(B— A)u (4 n B), kde vpravo jsou t¥i disjunktn{ mno-
Ziny. :

@ @ n
1.6.14. U 4, = U B,, nA _no,,, kdeB_UA C,= N 4,
n=l n=1 n=1 n=l =1

1.6.15. Mno¥iny 4, § jsou v¥dy disjunlktni.

1.6.16. Je-li B D 4, pek: 4, B disjunktni <>>4 = .

1.6.17. A(z) C B(z) = U 4(z) c U B(z), N 4(z) € N B(z).

1.618. AcB=>C—-4>2C—B.

Ve cvideni 1.6.19 znamend 4 — B tzv. symelricky rozdil mnoZin 4, B; je to
"mnoZina téch x, které ndleZeji do préavé jedné z obou mnoZin 4, B.

21



1.6.19.

A-B=A—-—B)uB—-A); A~(B-0)=A~-B)~C; An

nB-C)=AnB)~(4A4nCy; A=~ (AnB) =4 —-B; (A=B)—~
=~ (AnB)=A4vuB.
Ve cvidenich 1.6.20 a% 1.6.31:zna.mené. f zobrazeni mnoZiny 4 do mnoZiny B.

1.6.20.
1.6.21.
1.6.22.
1.6.23.
1.6.24.

M,cM,Cc A= f{(M,) C f{(M,).

Mz) c 4 = f'{U M(z)] = U M)

M,cA, M,cA = f\M)— f(M,) C M, — M,).
M(z) c 4 = N M(z)] c N LM ()]

Je-li f prosté, je moZné v 1.6.22 a 1.6.23 vpravo znaménko inldluse na-

hradit zneménkem rovnosti; neni-li f prosté, pak to mo#né neni.

1.6.25.
1.6.26.
1.6.27.
1.6.28.
1.6.29.
1.6.30.
1.6.31.
1.6.32.
1.6.33.
1.6.34.
1.6.35.

psét <.
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1.6.36.
1.6.37.

N, CN,CB = f~YN,) C YN,).

N(z) ¢ B = f[U N(z)] = U fUN()].

N, CB, N,Cc B = [}(N, — N,) = fYN,) — fHUN,).

N(z) ¢ B = [N N(@)] = N f{NE)]

N C B = {{N) = [N n f{(4)].

N CB = fi[f-{(N)] = N n f1{(4).

McA, NcB,g=f|M = g}{(N)=M n f~YN).

AuB)Xx (CuD)y=(A4 xC)u(dxDyu(BxCyu(B x D).
(AnC)x (BnD)=(4 x B)n (C X D).
(A—B)yxC=4xC)y—(BxO0O).
ACB,CcD=(Ax0)c(BxD).Jelid 0 + C, Ize misto =~

(PxXQ —(AxB)=[(P—4)xQlu[P X (@ — B)L
AcP,BcQ=AXB=(A%x@Q)n (P x B).
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