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(Pro n = 0 tomu tak je podle II.) UkaZeme, Ze takové mnoziny G(¢)
existuji té% pro t € H,,,. Je-li t ¢ H,,,, pak miie byt ¢ ¢ H,; v tomto
piipadé je mnozina G(t) uz definovana. Je-li vSak teH,,, — H,
=t -2 t, =t 4+ 2" pak je t, e H,, t,e H,, t, <, a tudif
G(t) c Q). Mnozina G(t,) je uzaviend a podle 4.4.13 je G(t,) jejim

okolim, takze existuje takova oteviend mmnozina G(¢), Ze CTtl) c Q) c
c G(t) c G(t,). Snadno se zjisti, Ze mnoziny G(¢) (¢ ¢ H,,,) maji Zddanou
vlastnost.

IV. MiZeme tudi? kazdému ¢ ¢ H takovym zplsobem ptifadit ote-

vienou mnozinu G(t), Ze G(0) 2 4, G(1) =P — B a Ze
tbeH, t,eH, t <t,=G(t,)c Q).

V. Pro kazdé n = 1, 2, 3, ... definujeme takto funkei f, v oboru P.
Pro x ¢ B budiz f,(x) = 1. Je-li x ¢ P — B, pak jisté nékteré t ¢ H, mé
tu vlastnost, Ze z € G(t) (nebot vidy ¢t = 1 m4a tuto vlastnost); budiZ
fn(x) nejmensi takové t. Pakjex e P=> 0 < f,(x) = 1,z € A = f.(2) =
=0, z e B= f,(x) = 1. Snadno se dokdze, Ze kazdy bod prostoru P
mé takové okoli U, %e budto U = P — G(1 — 2-*) nebo U = G(2-7)

nebo posléze U = G(t,) — G(t), kde ¢, e H,, t,eH,, 0 =1, — 1, <
< 2-7*1 Z definice funkee f, je patrné, Ze v kazdém p¥ipadé

er; ?/€U=>lfn(x)_fn(?/)|§2_"

Z tohe plyne, Ze v kazdém bodé je oscilace funkee f, nejvys rovna

Q—-n
27, 7

VI. Ztejmé pro kazdé n: z € P = |f,(x) — f,;1(z)| = 2-"-1. Protoze
2-n-1 = 2-%-1_ jest pro kazdé k

ne=k+l

zeP, m>k, n>k= |fu(z) — folx)| < 2-%-1.
Z toho plyne podle 7.3.7 existence stejnomérné limity f posloupnosti
{f»}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je f spojita funkce, ktera zfejmé m4a vlast-
nost (1).

7.3.11. BudiZ P F-prostor. Necht ke kazdé uzaviené bo-
dové mnoZiné FakekaZdé omezenéspojité funkei ¢ voboru
F existuje takovd spojitd funkce f v oboru P, ze ztZeni f | F
splyne s p. Pak P je normalni prostor.
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Dikaz. Jsou-li 4, B disjunktni uzaviené mnoziny, pak F = Au B
podle 4.4.6 je uzaviena. Definujme funkei ¢ v oboru ¥ takto:

reA=>opx)=0, zeB=gpkx)=1.
Ze 4.6.6 a 7.1.19 plyne, Ze funkce ¢ je spojita:. TudiZ existuje takové
spojita funkee f v oboru P, e f | F = ¢. Podle 7.3.9 je P normalni.

7.3.12. Budi%Z P norméalni prostor. BudiZz F uzavieni bo-
dovd mnoZina; budiZ ¢ spojitd funkce v oboru F. Existuje
takovd spojitd funkee f v oboru P, Ze zuzeni f | Fsplyne s .
Je-li p omezend, miZeme pozadovat, aby také f byla ome-
zend.

Dtkaz. I. Za ptedpokladu, Ze: z ¢ F = lp(x)| =1, budeme defi-
novat takovou spojitou funkei g v oboru P, Ze
2) zeF=|p(a) —g@)| <§, zeP=|ga) <}.

Za tim celem polozme
A=&,[zeF,— 1<) = —3, B=¢&,[z<F } <g@x)=<1].

MnoZiny 4, B jsou disjunktni a podle 4.6.6 a 7.1.18 jsou uzaviené.
Podle 7.3.10 existuje' takova spojits funkce b v oboru P, e z ¢ P =
=>0=Zh(z) =, zed=>h(x) =0, xe B=> h(z) = 1. BudiZ: x ¢ P =
= g(z) = } [2h(z) — 1]. Pak je g spojitd funkce v oboru P, ktera
splituje (1).

II. Podrime pfedpoklad = ¢ F = |p(x)| = 1 a definujme rekurentns
posloupnost {¢,};° spojitych funkci v oboru F a soudasné posloupnost
{g.}7 spojitych funkei v oboru P tak, aby bylo
(4) zeP=lg,(z) = 1.

Pro n =1 staéi polozit

(5) z e F = ¢:(z) = ¢(2)

a definovat g, pomoci I. JestliZe pfi urditém » funkee @, a g, jsou uz
definovany, definujeme g¢,,, takto:

(6) zelF = (p‘n+1(z) = %[‘Pn(x) — gn(2)] .
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Podle 7.1.8 a 7.1.32 je ¢,,, spojitd funkce v oboru F; podle (3) je
zeF = |p,(x)| =1, takie g,,, opét miuZeme definovat pomoci I.

ITI. Nyni polozme pron =1, 2, 3, ...

(7) weP=fole) = 5 (1) gia)
Podle 7.1.32 je f, spojita funkce v oboru P. Z (5), (6) a (7) nasleduje

(8) 2 e F = f(2) = 9@) — (§)" Puia(®) .

Ze (4) a (7) plyne podle 7.3.7 existence stejnomérné limity f posloup-
nosti {f,}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je funkece f spojita. Ze (3), (4) a (8) plyme,
e zizZeni f | F je totozné s ¢. Posléze plyne ze (4) a (7), Ze

zeP=|f(x)) = 1.

IV. Tim je dokazino, Ze ke kazdé spojité funkei@ voboru F s vlast-
nosti z € F = |p(z)| =< 1 existuje spojitd funkce f v oboru P s vlast-
nosti x € P = |f(z)| = 1, jejiZ ztZeni f | F je totozné s ¢. Jestlize funkce
@ misto vztahu |p(z)] < 1 spliiuje obecn&jsi vztah |p(x)] =c, kde
¢ > 0, polozime @y(z) = ¢ . gp(x), takZe |p,(x)] =< 1 pro viecka z ¢ F,
uréime spojité rozsifeni f, funkce @, na obor P tak, aby bylo | fo(x)| =1
pro viecka x € P a poloZime f(z) = c f(x).

V. Posléze budiz dana neomezens spojita funkce @ v oboru F. Pro
x ¢ F polozme

_ 9=
ve) =1y lp@)] -

Podle 7.1.32 je y spojita funkce voboru F; ziejmd z ¢ F = |yp(z)| < 1.
Existuje takovd spojitd funkce g v oboru P, Ze ze P = |g(z)| < 1,
z € F = g(z) = y(z). Bodovd mnoZina M = &, [|g(x)| = 1] je uzaviend
podle 7.1.18 a zfejm& F n M = §. Tudiz ze 7.3.10 plyne, Ze existuje
takové spojita funkee & v oboru P, Ze

z2eP=>0=h(x)=>1, 2eF=>h(x)=1, zeM=-h{z)=0.
Definujme funkei & v oboru P takto:

z e P = k(z) = g(z) . h(x) .
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Podle 7.1.32 funkee & je spojitd; zfejmé x e P = |k(z)| <1, 2 ¢ F =
= k(x) = y(x). Posléze necht
k()
zeP= flo) = —L .
R ey 7

Pak f je spojitd (viz 7.1.32) funkee v oboru P a zfejmé z ¢ F = f(z) =
= ¢(z). ]

7.3.13. Budiz P prostor. Budi% f spojitd funkce v oboru P.
Bodova mnoZina M = &; [f(x) = 0] je uzavieni a soudasné

je to Gs-mnoZina. M je uzavieni podle 7.1.18. Jest M = ﬁ G, kde
Nel
G, = &, [|f(x)] < n~1] je oteviend podle 7.1.14.

7.3.14. Budiz P normalni prostor. Necht uzaviend mno-
Zina M je Gs-mnoZinou. Pak existuje takovd spojitd funkce f
v oboru P, Ze e P=>0=f(z) =1, ze M < f(x) = 0. Existuji

takové oteviené mnoziny &, Zze M = () G,. Pro ka?dé n podle 7.3.10
n=1

existuje takova spojitd funkee g, voboru P,Zex e P = 0 < g,(z) < 1,
zeM=g,(x) =0, ze P — G, = g,(x) = 1. Vztah

e P = fofx) = 3 27%,(x)

i=1
definuje spojitou (viz 7.1.32) funkei v oboru P. Jest

xeP, m>k, n>k= |fulx) — ful2)| = f 2-t = 2%,

i=k+1
tak?e podle 7.3.7 existuje stejnomérnd limita f posloupnosti {f,}.
Podle 7.3.3 a 7.3.8 je f spojité funkce v oboru P. Pro z ¢ P jest 0 <
ShE)=>27%<1, tedy 0 Zlimf,(z) =f(x) = 1. Pro ze M je
im1

ziejmé f(xr) = 0. Je-li x ¢ P — M, pak existuje takovy index i, Ze
zeP — @, takze g,(x) = 1. Pro n =1 je potom f,(x) = 2% takZe
f@) = lim f,(x) = 27 > 0.

1.3.15. Budi% P F-prostor. Necht ke kaZdé uzaviené mno-
%ind Fakeka%défunkcigpvoboru Fexistuje takova funkece f
voboru P, Ze ziZeni f | F splyne s ¢ a Ze kaZdy bod mnoziny
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P — F,jakozikazdy bodspojitostifunkce ¢, je bodem spoji-
tostifunkce f. Pak prostor P je dédiénd normalni. Necht 4, B
jsou oddélené bodové mnoziny. Mdme dokéazat, Zze 4, B jsou H-odds-
lené. Protoze P je F-prostor, je mno%ina F = A U B uzavieni podle
4.4.6. Definujme funkei ¢ v oboru F takto:
reA=>q@x)=0, zeF —A=gx)=1.

Snadno se presvédéime, Ze kazdy bod z ¢ F — (4 n B) je bodem spoji-
tosti funkce @. Tudi? existuje takova funkce f v oboru P, 2e f | F = ¢
a %e ka?dy bod x ¢ P — (A n B) je bodem spojitosti funkece f. ZiZeni
f| P — (4 n B) je spojité funkce podle 7.1.8, takze ze 7.1.14 plyne,
ze mnoZiny f '

U=¢6, [z¢P— (AnB), fx) <1},

V=4¢, [xeP — (AnB), flx) >}

jsou relativné oteviené v P — (4 n B). Proto_i_e P je F-prostor, je
A n B uzaviend podle 4.4.5 a tedy P — (4 n B) je oteviend, takie
podle 4.6.7 také mnoziny U, V jsou oteviené v P. Z 5.1.2 plyne snadno,
%6 AcU, BcV. Ztejmé UnV = 9. Tudiz 4, B jsou H-oddélené
podle 5.1.15 a prostor P je dédi¢né normalni podle 5.4.9.

7.3.16. Budiz P d&dién& normalni prostor. Ke kazdé uza-
viené mnoziné F a ke kazdé funkci ¢ v oboru F existuje ta-
kovs funkee f v oboru P, Ze ziiZeni f | F splyne s ¢ a Ze kazdy
bod mnoziny P — F, jako% i kazdy bod spojitosti funkce g,
je bodem spojitosti funkce f.

Diikaz. I. BudiZz ¢ mnoZina v3ech bodi spojitosti funkce ¢ a budiz
D =F — C. Prostor P — D vnoteny do P je normalni a mnoZina
C = F n (P — D) je relativné uzaviena v P — D podle 4.6.4. ZizZeni
@ | C je spojits funkee podle 7.1.8. Tudi ze 7.3.12 plyne, %e existuje
takovd spojitd funkce g v oboru P — D, Ze: xeC = g(x) = ¢(x).
Definujme funkei f v oboru P takto:

_ xeD= flx) =p(x), xeP — D= flz) =g(x).
Ziejms f | F = ¢.

II. Budi? ae P — F. Pak je ae P — D. Je-li ¢ > 0, pak podle

7.1.3 existuje takové relativni okoli ¥ bodu a v prostoru P — D, Ze

zeV = |g(x) — gla)] < eg:>|f(z) —fa) <e.
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Podle 4.6.2 existuje takové okoli W hodu « v prostoru P, ¢ Wn
n (P — D) =V. Také P — F je okoli bodu & v prostoru P (viz. 4.4.13),
takZe podle 4.2.5téZ2 U = W n (P — F) je okoli bodu a v prostoru P.
Protoze D c F, je U c V, takze 2 ¢ U = |f(z) — f(u)| < e. TudiZ a je
bod spojitosti funkece f podle 7.1.3.

III. Budiz a ¢ C. Pak je a bodem spojitosti jak pro ¢ = f | F, tak
iprog ={f|P — D. Je-li tedy ¢ > 0; pak podle 7.1.3 existuje takové
relativni okoli ¥ bodu a v prostoru F a takové relativni okoli W bodu a
v prostori P — D, %e zeVUW= |f(x) — fa)] <e. Jest Fu
UP —D)=P,aeF n(P— D) takie podle 4.6.18 je V u W okoli
bodu a v prostoru P. TudiZ a je bod spojitosti funkee f podle 7.1.3.

7.4. DROBNE POZNAMKY

7.4.1. Budi? f spojité zobrazeni prostoru P do prostoru P,.
Budiz M, c P,, M = f~Y(M,). Pak je p(M) < y(M,). Podle definice
4.12.2 existuje takova soustava B okoli mnoZiny M, c P,, Ze moh B =
=yp(M)ate M, =NV (VeDB). Jest M = f1M,) = N[fV)(V e B).
Mnoziny f~1(V) (V € B) jsou okoli mnoZiny M c P podle 7.1.12 a tvoFi
soustavu, jejiz mohutnost je = y(M,). TudiZ (M) < p(M,).

7.4.2. Budi% P prostor; budiz a ¢ P. BudiZ% f spojité funkce
v oboru P. Je-li w(a) =1 nebo w(a) > N, pak existuje takové
okoli U bodu a, Ze: x ¢ U = f(z) = f(a). Je-li f(a) = ¢, pak pseudo-
charakter bodu c € E, je zfejmé& roven X, takZe y[f~(c)] = N, podle
7.4.1. Tudi% f-(c) = &, [f(x) = f(a)] je okoli bodu a podle 4.12.25.

7.43. Budiz P normilni prostor; budiz ae¢P. Necht ke
ka%dé spojité funkeci f v oboru P existuje takové okoli U
bodua,Zex e U= f(xr) = f(a). Pak je budto w(a) = 1 nebo w(a) >
> N,. Budiz {U,} posloupnost okoli bodu a. Ze 4.12.1 a 4.12.2 plyne

snadno, Ze stati ukédzat, Ze také F\ U, je okoli bodu a. Pro kazdé n
ne=1

podle 4.4.13 a 4.5.6 existuje takova oteﬁené mnoZina G,, Ze a e G, C
c U,. Podle 7.3.10 existuje takové spojité funkce g, v oboru P, Ze
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reP=0=g,z) =1, gula) =0, ze P — G, = g,(z) = 1. Definuj-
me funkei f, v oboru P takto:

zeP=fo(2) = 3 27gi(a) .
f=1
Funkce f, je spojita (viz 7.1.32) a jest

zeP, m>%k, n>k=lf.lzr) — fiz)| < i 2~t = 2%,

imk+1
Z toho plyne podle 7.3.7, e existuje stejnomérnd limita f posloupnosti

{f»}. Podle 7.3.3 a 7.3.8 je f spojitéd funkce v oboru P. Snadno se pfe-
svédéime, Ze f(a) = 0 a Ze ‘

zeP, flx)=0= xeﬁU,,.
n=1
Podle pfedpokladu existuje takové okoli U bodu a, Ze x € U = f(z) =
= f(a). Tudiz U c ﬁ U, takie F] U, je okoli bodu a podle 4.2.4.
el n=1

7.44. BudiZ f inversné& spojité zobrazeni prostoru P na
prostor P,. Budiz M, c P, M = f~Y(M,). Pak je p(M) = w(M,).
Existuje takové soustava Il okoli mnoziny M ¢ P, Ze moh Il = y(M)
ate M=NU (Uell). Prokazdé Uell budiz ¢(U)=¢&, [yeP,,
() c U]. Jest M, = N p(U) (U e U). Mnoziny ¢(U) (U € U) jsou okoli
mnoziny M, c P, podle 4.2.8 a 7.2.1 a tvofi soustavu, jejiz mohutnost

je = p(M). Tudiz y(M,) < p(M).

7.4.5. BudiZ f oboustranné spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P,. Budiz M, c P,, M = f~(M,). Pak je

WMy = 3(My), »M)=yp,), oM)=oll).

Dikaz. I. Pro X c PbudiZ ¢(X) = &, [y e P, (y) c X]. Je-li U
okoli mnoZiny M c P, je ¢(U) okoli mnoziny M, c P, podle 4.2.8
a 7.2.1.

II. Je-li V okoli M, c P,, je f-Y(V) okoli M c P podle 7.1.12.

III. Existuje takovs tplna soustava B okoli M, v prostoru P,, Ze
moh B = x(M,). Mnoziny f~Y(V) (V € B) tvoti soustavu okoli M v pro-
storu P, jejiz mohutnost je x(M,). Je-li U libovolné okoli mnoiiny M
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v prostoru P, pak ¢(U) je okoli M, v P,; protoze soustava 9B je tipln,
existuje takové V € B, ze V c ¢(U); ztejmé f-1(V) c U. TudiZ mnoZiny
{71 (V) (V € B) tvoli dplny systém okoli M v P, takie y(M) < x(M,).

IV. Existuje takova tGplni soustava 1l okoli mnoZiny M c P, Ze
moh Il = x(M). Mnoziny ¢(U) (U € ll) tvofi soustavu okoli mnoziny
M, c P, a mohutnost této soustavy je < y(H). Je-li ¥ libovolné okoli
mnoziny M, c P, jest f{~}(V) okoli mnoziny M c P a protoZe soustava
Ul je dplnd, existuje takovd Uell, Ze U c f-Y(V); ztejmé o(U)c V.
Tudiz mnoziny @(U) (U € 1) tvoii dplnou soustavu okoli mnoziny
M, c P,, takie x(M,) < x(M) a tedy podle III 4(M,) = (M).”

V. Podle 7.4.1 a 7.4.4 je (M) = p(HM,).

VI. Podle 4.4.12 a 4.12.1 je pravé tehdy (M) = 1, je-li M okolim M
v prostoru P, a je pravé tehdy w(M,) = 1, je-li M, okolim M, v pro-
storu P;. Je-li M okolim M v prostoru P, je (M) = M, okolim M,
v prostoru P;; je-li M, okolim M, v prostoru P,, je f~{(M,) =M
okolim M v prostoru P. Tudiz w(M) = 1 <w(M,) = 1.

VII. Je-li w(M,) > 1, pak existuje takova soustava B okoli mno-
#iny M, c P,, e moh-B = w(M,) a ze N,V (V ¢ V) neni okolim mno-
Ziny M, c P,. Soustava mnozin f~1(V) (V ¢ 8B) méd mohutnost w(M,)
a sklidd se z okoli mnoZiny M c P; protoze Nf~XV)=fN V),
mnozina [N f~1(V)] = N V neniokolim M, c P,, takze N f~}(V) nemize
byt okolim M c P. Tudiz w(M) < w(M,).

VIIL. Je-li w(M) > 1, pak existuje takovad soustava U okoli mno-
ziny M c P, ze moh I = w(M) aZe N U (U € 1) neni okolim .M c P.
Soustava mnoZin ¢(U) (U € 1) md mohutnost nejvys w(M) a sklads se
zokoli M, c Py; protoze N ¢(U) = (N U), jest {2 [N e(U)]cN U, takze
N ¢(U)] podle 4.2.4 neni okolim M c P a tedy N ¢(U) nemide byt
okolim M, c P,. Tudiz w(M,) < w(M) a tedy podle VII w(d,) =
= w(M).

7.4.6. Budi? C + 0. Pro ka%dé z¢ C budiZ f, zobrazeni pro-
storu R do prostoru P(z). Budiz S = PP(z) (¢ C). Budiz f
zobrazeni R do S definované tak, Ze pro kazdy z< R a pro
ka%dé ze C je f,(x) zsoutadnice bodu f(z) e S. AbybodaeEbyl
bodem spojitosti zobrazeni f, k tomu je nutné a staéi, aby
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pro kazdé z¢C bj-fl a bodem spojitosti zobrazeni f,. Aby
zobrazeni f bylo spojité, k tomu je nutné a staci, aby vSecka
zobrazeni f, (z € C) byla spojita. '

Dikaz. I. BudiZ 2, ¢ C. Existuje talkové zobrazeni ¢ prostoru S na
prostor P(z,), ze pro kazdy b € S je ¢(b) z,-soufadnice bodu b-Ze 7.1.1
plyne, Ze zobrazeni ¢ je spojité. Zfejmé je f, zobrazeni sloZené ze
zobrazeni | a ¢. Jestlize tedy a ¢ R je bod spojitosti pro f, pak podle
7.1.2 je a bod spojitosti téz pro f, .

II. Necht bod a ¢ R je pro kaZdé z ¢ C bodem spojitosti zobrazeni f,.
BudiZ V okoli bodu f(a) = b v prostoru S. Podle definice 6.2.1 existuje
takovd koneénd mnozina K c C, Zze P, W(z) c V, kde W(z) je pro ze K
vhodné volené okoli bodu b(z) v prostoru P(z) a pro 2¢ C — K je
W(z) = P(z). ProtoZe a je bod spojitosti zobrazeni f,, plyne ze 7.1.1, Ze
pro kazdé z ¢ C je mnoZina U(z) = f; [ W(z)] okolim bodu a v prostoru R.
Ziejmé f-1(V) > N U(z) (z € K), takZe podle 4.2.4 je f-(V) okolim bodu a
v prostoru R. TudiZ je a bod spojitosti pro f podle 7.1.1.

7.5. Cvidext k §7

7.5.1. BudiZ f spojité zobrazeni prostoru P do prostoru P,. Je-li 4 F -mno-
Zina prostoru P,, je f~1(4) F,-mnoZina prostoru P. Je-li B Gy-mnoZina prostoru
P,, je j7Y(B) Gs-mnoZina prostoru P.

’

7.5.2. BudiZ f zobrazen{ prostoru P do prostoru P,. Budiz @, u @, = P,
a €@, n @,. Je-li a bod spojitosti obou zuZeni f | @, f | @, je a také bod spoji-
tosti zobrazeni f.

7.5.3. BudiZ f zobrazen{ prostoru P do prostoru P,. Budiz P = @; U @,;
mnoZiny @, — @,, @, — @, budteZ oddélené v prostoru P. JestliZe obé ztZeni
f| @y f | @2 jsou spojitd, pak také zobrazent f je spojité.

-7.5.4. Budi% f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. BudteZ @,, @, dvé uza-
viené (dvd oteviend) mnoZiny prostoru P; budi @, u @, = P. Jestlife obé
ziuZeni f| @y, f | @a jsou spojitd, pak také zobrazeni f je spojité.

7.5.5. Mno#ina boda spojitosti charakteristické funkce bodové mnoZiny
M C P jest P — Fr M.
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7.5.6. BudiZ f zobrazeni prostoru P do prostoru P,. Aby f bylo spojité,
k tomu je nutné a staéi, aby bylo f~*(M) c f-1(M) pro kaZdou hodovou mnoZinu
M c P,.

7.5.7. BudiZ f spojité zobrazen{ prostoru P ne prostor P;. Pak jest
g(m,y) [zeP, ye Py, y =' ()]
uzaviend mno%ina prostoru P x P;.

7.5.8. Budi f zobrazen{ prostoru P na prostor P,. Budiz T,u T, = P,,
beT, nT,y, S, =/fYTy), S, =fYT,). Je-li b bod inversni spojitosti obhou
zaZeni f | Sy, f | S,, jo b také bod inversni spojitosti zobrazenf f.

7.5.9. Budi% f zobrazeni prostoru P na prostor P;. BudteX T, T, uzavfené,
mnoZiny prostoru P; budi¥ T, u T, = Py, §; = {-1(T,), S, = fNT,). Jestlize
obd ziZeni f | S,, }| 8, jsou inversnd spojitd, pak také zobrazeni f je inversnd
spojité.

7.5.10. Jsou-li P, @ topologické prostory a je-li f(z, ¥) = z pro (z,y) e P X Q,
pak zobrazeni f prostoru P X @ na prostor P je pfesné spojité, ale nemusi byt
uzaviensé (a tudfZ ngmusi byt inversné spojité; viz 7.2.9).
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§8. POKRYVANI PROSTORU NEBO BODOVE
MNOZINY SOUSTAVOU BODOVYCH MNOZIN

8.1. PORRYVANI SPOCETNOU SOUSTAVOU MNOZIN. BoDY zAUSTENI

Definice 8.1.1. Soustava & bodovych mnozin prostoru P zakryvd
‘bodovou mnoZinu ), jestlize ke kazdému = ¢ Qexistuje takovd X « &, Ze
z e X; & pokryvd Q, jestlize ke kazdému x ¢ @ existuje okoli X ¢ ©.
Zakryti (pokryti) prostoru P je takovi soustava bodovych mmnozin,
ktera zakryva (pokryva) cely prostor P.

8.1.1. Jestlize soustava @ bodovych mnoZin pokryva bo-
dovou mnozinu @, pak & zakryva . Viz 4.2.3.

8.1.2. JestliZze soustava & otevienych bodovych mnoZin
zakryva bodovoumnoZinu @, pak & pokryva Q. Viz 4.4.13.

8.1.3. Necht soustava © bodovych mnoZin F-prostoru P
pokryva bodovou mnoZinu . Pak existuje takovd sousta-
va @ otevienych mnoZin, Ze & pokryvad @, %e moh @ =
= moh® a %e ke ka%dé @@ existuje X &, X o G. Takovou
soustavu & tvofi mnoZiny X, (X € &). Nebot moh & < moh & je
z¥ejmé, mnoziny X, jsou oteviené podle 4.5.4 a & pokryva @ podle
4.5.1 a 4.5.5.

8.1.4. BudiZz @ vnofen do P. BudiZz ¥ pokryti prostoru @.
‘Pak existuje takova soustava B bodovych mnoZin prostoru
P, 2e moh B = moh U, Ze B.pokryvad mnozZinu ¢ a Ze: X ¢ B>
= Q@ n X ¢ Y. Proka’dou A4 ¢ Y budiZ 4, relativni vnitiek mnoziny 4
neboli mnozina téch z ¢ @, pro néz je A relativnim okolim bodu .
Podle 4.2.8 a 4.6.2 miZeme ke kazdé A ¢ Y zvolit takovou B c P,
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7e @ n B = A a Ze B je okolim mnoZiny 4,; podle 4.2.8 je B okolim
kazdého x € A,. Soustava B viech mnoZin B mé zddanou vlastnost.

8.1.5. Necht soustava & bodovych mnoZin prostoru P
pokryva bodovou mnofinu . Pak praniky @QnX (X &)
tvofi pokryti vnofeného prostoru . Viz 4.6.2.

8.1.6. Budiz Ac P, Bc P. Pro ka%zdy z¢ A4 necht mnoZiny
(z), B jsou H-oddé&lené; pro kazdy y ¢« B necht mnoziny (y), 4
jsou H-oddélené. V kazdé soustavé bodovych mnoZin, kterd
pokryva A UB, budiZ obsaZena nejvys spoéetni podsousta-
va, kterd rovnéi pokryva AuB. Pak mnoZiny A4, B jsou
H-oddélené.

Dikaz. I. Budiz 4 + @ + B, protoZe jinak tvrzeni je trividlni.
Podle 5.1.10 existuje ke kazdému z ¢ A takové okoli H(x) bodu z, Ze

BnH(x) =9 a ke kaidému ye B takové okoli K(y) bodu y, Ze
A n K(y) = 0. Soustava sloZend ze viech H(z) (xed) i ze viech
K(y) (y € B) pokryva bodovou mnoZinu A U B. Proto existuji takové
dvé posloupnosti bodovych mnozin {U,}¥, {V,}7, Ze:

M U,nB=06=7V,nA pro viecka n.

[2] Ke kazdému x € A (y ¢ B) existuje takové n, ze U,, (V,) je okolim
bodu « (bodu ).

II. Budiz

n

Ut =U,—UV:, V*=V,—UU,.
i=l i=1

Pak takové posloupnosti {U#*}, {V¥} maji ob& vlastnosti [1], [2]. To je
z¥ejmé u vlastnosti [1]. Abychom se piesvéd¢ili o platnosti [2], zvolme
x € A; existuje takové n, ze U, je okolim bodu z; jest

UFVind=0Fnd)=0;

'tudii P — Cj V, je okoli bodu z a tedy podle 4.2.5 také U} je okoli
i=1

bodu z. Podobng usuzujeme o bodé y € B.
III. Pro viecka m,n je UXnV* = @; nebof je-li m ==n, pak
UtcU,, V¥cP —Upg,, ajeli m > n, pafk UtcP—V,V¥cV,.
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Polozime-li W, = G U, W, = Luj V¥, jest Wyn W, = §a podle 4.2.4
n=1 n=1
a 4.2.8 je W, okolim 4, W, okolim B. Tudiz 4, B jsou H-oddélené.

8.1.7. BudiZ P R-prostor. Budtez A, B disjunktni uzaviené
bodové mnoZiny. Vkazdé soustavé bodovych mnozZin, ktera
pokryva A u B, budiZz obsaZena nejvys spodéetna podsousta-
va, kterd rovnéi pokryvia 4 u B. Pak mnozZiny 4, B jsou H-oddé-
lené. Viz 5.3.5 a 8.1.6.

8.1.8. Budiz P R-prostor. BudteZz A, B disjunktni nejvys
spodetné uzaviené mnoZiny. Pak mnoziny A4, B jsou H-od-
délené.

8.1.9. Budiz P FR-prostor. Necht kazdé pokryti obsahuje
nejvys spoletné pokryti. Pak P je norméalni. Budtez 4, B
disjunktni uzavfené mnoziny. Jestlize soustava © bodovyeh mnoZin
pokryva bodovou mnozinu 4 U B, plyne ze 4.4.13, Ze soustava &%,
kterd vznikne ze soustavy & pfipojenim oteviené mnoziny P —
— (A u B), je pokryti prostoru P. ProtoZe v &* je obsaZeno nejvys
spotetné pokryti prostoru P, je v soustavé & obsaZena nejvys spodetna
podsoustava pokryvajici A u B, takZe A4, B jsou H-oddélené podle
8.1.7.

8.1.10. Budiz P F-prostor s druhym axiomem spodetnosti.
Budiz@soustavabodovych mnoiin, kterd pokryvabodovou
mnozinu @. Pak je v & obsaZena nejvys spodetni podsou-
stava, kterdrovnéz pokryva Q. Budiz B nejvys spodetnd oteviend
base prostoru P. Budiz B, soustava viech t&ch X ¢ B, ke kterym exis-
tuje Y e¢®, ¥ 5> X. Podle 2.2.2 je B, nejvys spodetna. Pro kaZzdou
X € B, zvolme uréitou p(X) ¢ & takovou, Ze ¢(X) > X. Je-li z € ¢, pak
existuje okoli S ¢ & bodu z. Podle 4.5.17 existuje takové okoli X ¢ B
bodu z, ze X c S. TudiZ je X e B, a mnoZina ¢(X) e p*(B,) je okolim z
podle 4.2.4. Z toho plyne, Ze soustava ¢'(%B,) c & pokryva Q. Soustava
9'(B,) je nejvys spocetna podle 2.2.3.

8.1.11. FR-prostor P s druhym axiomem spodetnosti je
dédiéné normdalni. Kazdy prostor @ c P podle 4.6.10, 4.12.18 a
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5.3.2 je F'R-prostor s druhym axiomem spodetnosti, takZze ¢ je normalni
podle 8.1.7 a 8.1.10.

Definice 8.1.2. Pravime, %Ze bod a € P je slaby bod zhusténi bodové
mnoZiny M (v prostoru P), jestlize pro kaZdé okoli U bodu & mnoZina
M n U je nespoletna.

Definice 8.1.3. Pravime, %e bod a ¢ P je silny bod zhudténi bodové
mnoZiny M (v prostoru P), jestlize kazdé okoli U bodu a je okolim
nespodetné mnoha bodu z ¢ M.

8.1.12. Silny bod zhusténi bodové mnoziny M je slabym
bodem zhu§téni mnoZiny M. Viz 4.2.3.

8.1.13. Slaby bod zhu¥téni bodové mnoZiny M je hro-
madnym bodem mnoZiny M. Viz 4.2.10 nebo 4.2.11.

8.1.14. BudiZ a slaby F-bod prostoru P. Je-li a slabym
bodem zhu$téni bodové mnozZiny M, je a silnym bodem
zhudténi mnoziny M. Budiz U okoli bodu a. Podle 4.5.1 je U,
okolim bodu a, takZe mnozina M n U, je nespodetna. Aviak M n U,
je mnozZina téch x ¢ M, pro které U je okolim bodu z.

Podle 4.5.5, 8.1.12 a 8.1.14 neni v F-prostoru rozdilu mezi slabym
a silnym bodem zhu§téni bodové mnoziny. Proto v F-prostoru mlu-
vime kratce o bodech zhusténi.

BudiZ (P, v) libovolny prostor. Oznatme B soustavu vSech bodovych
mnozin tvaru P — vX, kde X probiha v8ecky bodové mnoZiny vibec.
Volime-li X = @, dostaneme P ¢®B; je-li y e P, pak volba X = (y)
dd P — (y) € B. Je-li tedy z ¢ P, pak existuje takovd B e B, %e z ¢ B,
napf. B = P; je-li x ¢ P, y ¢ P, x + y, pak existuje takovd B e B, Ze
zeB, ye P — B, napt. B= P — (y). Jestlie koneéné B, = P —
—vX,e®B, B,=P —vX,e%, pak BinB,=P —v(X,uX,)eB.
Tudiz podle 4.5.16 existuje v P F-topologie u, pro kterou je ¥ otevie-
nou basi prostoru (P, u).

* Definice 8.1.4. Pravé popsanou F-topologii % prostoru P nazveme
F-redukci topologie v.

8.1.15. Je-li v F-topologie v P, pak jeji F-redukce je s ni
totoZna. Nebot soustava B je v naSem piipadé soustava vSech ote-
vienych mnoZin prostoru (P, v).
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8.1.16. BudiZ » F-redukce topologie v prostoru P. Pak u je
jemnéjsi nez v. Je-li aeP, pak podle 4.5.17 ty bodové mnoziny
U =P — vX, pro které a ¢ U, tvoFi tplny systém wu-okoli bodu a.
AvSak pro kazdé X, pro néz ae P — vX, je V=P — X v-okolim
bodu a a jest U c V. Tudi u je jemn¥jsi nez v podle 4.3.4.

8.1.17. Budiz % F-redukce topologie v prostoru P. Budiz
McP. AbybodaeP bylsilnym bodem zhusténi mnoZiny M
pti topologii v, k tomu je nutné a staéi, aby a byl bodem
zhu$téni mnoziny M p¥i F-topologii u. Probihd-li X v3ecky
mnoziny X c P, pro které a€ P — vX, pak P — X probiha wsecka
v-okoli bodu a a x ¢ P — vX znamend, e P — X je v-okolim bodu «;
na druhé strang probihd P — X podle 4.5.17 tplnou soustavu u-okoli
bodu a. Ze a je silnym bodem zhusténi mnoziny M pti topologii v, zna-
men4 tudiZ, e pro viecky nae X mnozina M n (P — vX) je nespo-
detna, a to zase znameni, %e a je (slabym) bodem zhusténi mnoZiny M
pii topologii u.

Definice 8.1.5. Pravime, Ze prostor P ma slabou (silnou) Lindelo-
fovu vlastnost, jestlize pro kazdou bodovou mnozinu @ je v kazZdé sou-
stavd bodovych mnozin, kterd pokryvé @, obsaZena nejvys spodetnd
soustava, kterd zakryva (pokryvi) Q.

8.1.18. Ma-li prostor P silnou Lindeldfovu vlastnost, ma P
téz slabou Lindeléfovu vlastnost.

8.1.19. U F-prostoru neni rozdilu mezi silnou a slabou
Lindeléfovou vlastnosti. Proto u F-prostoru mluvime -struéné
o Lindeléfové vlastnosts.

Dikaz. Budiz P F-prostor, ktery ma slabou Lindeldfovu vlastnost.
Méme dokézat, Ze P mé silnou Lindel6fovu vlastnost. Necht soustava
U bodovych mnoZin pokryva mnozinu @ c P. Podle 8.1.3 existuje ta-
kové soustava @& otevienych mnozin, Ze & pokryva @ a Ze ke kazdé
G e @ existuje f(G) e U, f(G) > G. Protoze P ma slabou Lindelsfovu
vlastnost, existuje nejvys spoéetna soustava &, c @, ktera zakryva Q.
Podle 8.1.2 soustava &, pokryva @, takze také soustava U, c ¥ sloZzena
ze viech f(G) (G € 8,) pokryva Q. Zfejmé U, je nejvy¥ spodetna.
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8.1.20. Aby prostor P mdl slabou Lindeléfovu vlastnost,
k tomu je nutné a staéi, aby pro kazdou nespoéetnou bodo-
vou mnoZinu M existoval bod a e M, ktery jo slabym bodem
zhu8téni mnoZiny M.

Dikaz. I. Necht P ma slabou Lindeléfovu vlastnost. Predpokla-
dejme, Ze mnozZina M c P je takovd, Ze zddny bod = ¢ M neni slabym
bodem zhu$téni mnoZiny M. Pak ke kaidému z ¢ M miiZeme zvolit
takové okoli U(x) bodu z, Ze mnozina M n U(z) je nejvys spoletna.
Soustava viech U(z) (x ¢ M) pokryva M; tudiZ existuje takova nejvys
spotetnd Sc M, %e M c UU(2) (xe8). Tedy M je nejvysd spotetna
podle 2.2.2 a 2.2.8.

II. Necht soustava 2 pokryvd bodovou mnoZinu ¢, aviak necht
Z4dnd nejvys spodetnd podsoustava soustavy U nezakryva @. ProtoZe
U pokryva @, miZeme kaidému z e @ pfitadit okoli U(z) e Y. Je-li S
nejvys spodetna $4st @, pak soustava viech U(x) (z € S) je nejvys spo-
detnd dast soustavy U, takZe lze urdit bod ¢(S) € @ tak; Ze pro Zadny
z e S neni ¢(8) ¢ U(x).

III. Podle 3.6.2 existuje normalné uspofddand mnozina 7' mohut-
nosti ;. MnoZina T je nespodetnd, ale pro ka?dé ¢ ¢ ' mnoZina téch
7 e T, které jsou pfed ¢, je nejvys spodetnd. Ptifadime nyni kazdému
t e T urdity bod f(t) € Q. Podle 3.5.2 stadi definovat bod ¢ e T' za pFed-
pokladu, Ze vSecky body f(z) (tr €T, v pted ¢) jsou ui definovany;
potom v3ak mnozina S vSech tdchto f(7) je nejvys spocetna éist Q,
takZe muZeme polozit f(¢) = ¢(S). Z této definice je patrné, Ze jestliZe
teT leii pted t e T, pak f(¢) e @ — U[f(7)]; naproti tomu je oviem
f(t) € U[f(t)), takZe f(t) == f(z), tj. f je prosté zobrazeni mnoZiny T do
mnoziny §. Mnozina M v8ech f(t) (¢ € T') je tedy nespodetni éist mno-
Ziny ¢.

IV. Zbyva ukézat, Ze pii libovolném 7e7 bod f(r) neni bodem
zhuiténi mnofiny M, tj. Ze n8které okoli bodu f(7) obsahuje nejvys
spodetnd mnoho bodi mnoziny M. Takovym okolim je vSak U[f(7)],
nebot bod f(t) e M nalezi do U[f(r)] nejvys tehdy, jestlize je ¢ pred =
nebo { = 7 a mnozina takovych ¢ je nejvys spocetna.

8.1.21. Aby prostor P mél silnou Lindeldfovu vlastnost,
k tomu je nutné a staédi, aby pro kaidou nespoéetnou bo-
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dovou mnozZinu M existoval bod ae M, ktery je silnym
bodem zhuiténi mnoZiny M.
Dikaz. I. Oznaéme v danou topologii prostoru P, u jeji F-redukei.
II. Necht pro kazdou @ c P v kaZdé soustavé bodovych mnozin,
kterd pii topologii v pokryva @, je obsaZena nejvys spodetna soustava
pokryvajici @ pfi topologii . Pfedpokladejme, Ze soustava % bodovych
mno%in pokryvé @ pii topologii u. To znamens, Ze

QcU[P —wP —X)] (Xe¥).

Protoze u je F-topologie, jsou mnoZiny P — w(P — X) (X € %)
u-oteviené. Z toho plyne podle definic 4.5.5 a 8.1.4, 7e pro X « ¥ je
budto P — %(P — X) = @nebo je P — u(P — X) = U (P — vY), kde
Y probihi vhodné volenou soustavu bodovych mnoZin. Z toho sou-
dime, Ze existuje takova soustava M bodovych mnoZin, Ze ke kazdé
Y € M existuje takovd X € U, Ze

P—vYcP—uP—-—X)cX, QcUP —2Y) (YeM).

Posledni inkluse vSak znamens, Ze M pokryva Q pfi topologii ». Tudiz
existuje nejvys spotetnd M, c M, kterd pokryva @ pii topologii v, a to
znamend, %e @ c U (P — vY) (Y ¢« M,). Protoze ke kazdé Y ¢ M exis-
tuje takova X e ¥, Zze P — vY c X, existuje tedy takova nejvys spo-
Getnd Y, c U, %e @ c U X (X e Uyp). Tudiz v kazdé soustavé U bodovych
mnozin, kterd pokryva @ pii topologii u, je obsaZena nejvys spodetna
podsoustava, ktera zakryva @. Jestlize M je nespodetnad bodova mno-
Zina, soudime nyni z 8.1.20, e existuje bod a ¢ M, ktery pii F-topo-
logii % je bodem zhusténi mnoZiny M, takze podle 8.1.17 bod a ¢ M je
pti topologii v silnym bodem zhu$téni mnoziny M. -

IIT. Necht pro kazdou nespocetnou M c P existuje bod ae M,
ktery je p¥i topologii v silnym bodem zhu§téni mnoZiny M; podle 8.1.17
je a bodem zhu8téni mnoZiny M pfi topologii «. Je-li @ c P a jestlize
soustava U bodovyeh mnoZin pokryvad ¢ pfi topologii v, jest @ c
cU[P — v(P — X)] (X € %). Podle definic 4.5.5 a 8.1.4 jsou mnoziny
P — (P — X) (X € %) u-oteviené, takie (viz 8.1.2) soustava téchto
mnozin pokryva @ pii topologii ». Z 8.1.20 tudiZ plyne, Ze existuje
takovd nejvys spodetnd U,c U, %e Qc U[P — v(P — X)] (X eYy)
neboli Ze Y, pokryva U pfi topologii v.
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Poznimka. Z vét 8.1.12, 8.1.14, 8.1.20 a 8.1.21 plyne znovu vita
8.1.19. ‘

8.1.22. BudiZ » F-redukce topologie » prostoru P. Pak
prostor (P, v) mé silnou Lindel6fovu vlastnost pravé tehdy,
jestlize F-prostor (P, ) ma Lindeléfovu vlastnost. Viz 8.1.17
a 8.1.21.

8.1.23. Budiz P F-prostor s druhym axiomem spocetnosti.
Ke kazdé nespodetné M c P existuje bod aeM, ktery je
bodem zhu§téni mnoZiny M. Viz 8.1.10 a 8.1.21.

8.1.24. Aby prostor P mél slabou Lindelé6fovu vlastnost,
k tomu je nutné a stadi, aby kazda fidce rozloZena bodova
mnoZina byla nejvys spocéetna.

Diikaz. I. Necht P ma slabou Lindeléfovu vlastnost. Necht M c P
je nespocetna. Budiz H mnoZina téch x ¢ M, které jsou slabymi body
zhudténi mnoziny M. Podle 8.1.20 je H =+ §. Jestlize M je tidee roz-
loZena, pak existuje isolovany bod ¢ mnoZziny H c M. Podle 4.7.1
existuje takové okoli U bodu a, ze U n H = (a). ProtoZe a ¢ H, je
UnM a tudiz téz U n M — (a) nespodetni. Podle 8.1.20 existuje
slaby bod zhudténi b mnoginy U n M — (a) obsaZeny v této mnozing,
takze b & a. Protoze Un M — (a) c M, je zfejm& b také slabym
bodem zhusténi mnozZiny M; protoze b € M, je b « H. To je spor, nebot
UnH = (a) + (b).

II. Nechf soustava U pokryva bodovou mnoZinu ¢, aviak necht
-z4dna jeji nejvys spocetna podsoustava nezakryva @. Mime udat ne-
spodetnou fidce rozloZenou bodovou mnozinu Q. Takovou je viak
nespoéetnd mnoZina M sestrojend v ¢asti III dikazu véty 8.1.20.
Je-li totiz A4 libovolnd neprazdnd &ist M, pak v dobie uspofidané mno-
ziné T existuje prvni takové 7, Ze f(7) ¢ A. Kazdy jiny bod mnoziny A
je pak tvaru f(¢), kde t e T' lezi za 7, takZe podle citovaného dikazu je
f(t) e @ — U[f(7)]. TudiZ okoli U[f(t)] bodu f(z) obsahuje z mnoZiny A
pouze jediny bod f(z), takZe f(z) je isolovany bod mnoZiny A podle
4.7.1.

8.1.25. BudiZ P F-prostor s druhym axiomem spoéetnosti.
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Pak kazda fidce rozloZena bodovad mnoZina je nejvys spo-
¢etnd. Viz 8.1.1, 8.1.10 a 8.1.24.

8.1.26. Aby prostor P mél slabou Lindeléfovu vlastnost,
k tomu je nutné a staci, aby kazda dobife uspotfddand sou-
stava M bodovych mnozin, pro kterou plati

(1) X, eM, X,eM, X, pted X,=>X,>X,, X, —X,+90,
byla nejvys spodetna.

Dikaz. I. Necht P m4 slabou Lindeldfovu vlastnost. Predpokla-
dejme, Ze existuje nespodetnd dobfe uspofddani soustava M bodo-
vych mnoZin, pro kterou plati (1); miZeme predpoklidat, Ze @ nenalezi
do M. Je-li X ¢« M a neni-li X posledni v M, pak ze viech prvki M,
které leZi za X, je jeden prvni; oznatme jej X*. V ka?dé X ¢ M zvolme
bod ¢(X) ¢ X; neni-li X posledni v I, pak podle (1) miZeme pfedpo-
klidat, 7e @(X)e X — X*. Jestlize X, ¢ M lezi pfed X, e M, jest
p(X,) e P — X¥, 9(X,) e X, a podle (1) jest X, c X¥, takie p(X,) +
+ @(X,). TudiZ mohutnost mnoZiny M viech bodi ¢(X) (X ¢ M) je
rovna moh M, takze M je nespoéetnd. Budiz § + M, c M. V soustavé
téch p(X) (X ¢ M), pro které p(X) € M,, existuje prvni prvek X,. Jest-
lize X, je posledni v M, sklidd se M, z jediného bodu ¢(X,), takze
o(X,) je v tomto piipadé isolovany bod mnoziny M,. Jestlize X, neni
posledni v M a jestlize ¢(X) e M,, X + X,, plyne z (1), Ze X c X,
takie: ¢(X)e X = p(X) c X7. AvSak ¢(X,) ¢ P — X;, takie U =
= P — X7 je okolf bodu ¢(X,), které mi tu vlastnost, & Myn U
obsahuje jediny bod ¢(X,). Tudiz ¢(X,) je isolovany bod mnoziny M.
Avsak M, byla libovolna neprazdna éast mnoziny M, takze M je fidce
rozlozend. Podle 8.1.24 je M nejvys spoéetna a to je spor.

II. Necht soustava 2 pokryva bodovou mnoZinu ¢, avSak necht
Zadn4 jeji nejvys spoletnd podsoustava nezakryva ¢. Mame udat ne-
spodetnou dobfe uspotadanou soustavu ! bodovych mnozin s vlast-
mosti (1). UvaZujme zobrazeni f nespocetné dobfe uspofadané mnoziny
T do mnoziny ), které jsme zavedli v édsti III dikazu véty 8.1.20.
KaZdému 1 e T ptitadme mnozinu M(z) viech téch f(f) ¢ @, pro nézi
t e T budto je rovné 7 nebo lezi za 7. Je-li

T pied t<>M(z) pred M(t),
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pak soustava IR vSech M(z) (v « T) je nespoletnd soustava bodovych
mnozin, kterd ma vlastnost (1), nebot jestlize 7 e 7' leZi pred ¢ ¢ 7', pak
pledné je ziejmé, e M(7) > M(?) a za druhé podle citovaného ditkazu
okoli U[f(7)] bodu f(z) neobsahuje Zidny bod mnoZiny M(t), tak%e

f(r) e M(z) — M(¢) (viz 4.2.9).

8.1.27. Aby F-prostor P mél Lindel6fovu vlastnost, k tomu
je nutné a stadi, aby kaZdé sestupn& dob¥e uspofidani
soustava uzavienych bodovych mnozZin byla nejvys spo-
éetnd. Sestupné dobfe uspofadand soustava M uzavienych bodovych
mnoZin mé zfejmé vlastnost (1). Jestlize dob¥e uspofidana soustava M
jakychkoli bodovych mnoZin mé vlastnost (1), pak moh M = moh M*,
jestlize M* je soustava viech X (X e M); mimo to je pak M* sestupné
dobfe uspofadand soustava uzavienych bodovych mnozin. Proto nafe
véta plyne z 8.1.26.

8.1.28. Budiz P F-prostor, jehoz kazdé pokryti obsahuje
nejvys spodetné pokryti. Necht kazd4 oteviend mnoZina je
F,mnozZina. Pak P mé Lindeléfovu vlastnost. Necht Q c P
a necht soustava U bodovych mnozin pokryva Q. Podle 8.1.3 existuje
takova soustava & otevienych mnoZin, Ze & pokryva @ a Ze ke kazdé
Ge® existuje p(F) e, (@ > G Budiz M =G (Ge®), takie

M > Q. M je oteviend mnoZina, tak¥e M = G F, s uzavienymi F,.
’ n=1
Pro kaidé n je P=(P — F,)UUG (G e%) a mnoina P — F, je
oteviend. Podle 8.1.2 vznikne tudiZ z & pfipojenim mnoZiny P — F,
pokryti prostoru P, ve kterém musi byt obsaZeno nejvys spodetné
pokryti. Z toho plyne snadno, Ze existuje nejvys spodetnd 9, c @,
ktera pokryvad mnoZinu F,. Je-li § = U H,, je H c &, soustava H je
n=1

nejvys spotetnd a pokryvd mnoZinu M a tedy téZ mnoZinu @ c M.
Soustava viech p(@) (G € H) je obsaZena v soustavé U, je nejvys spo-
tetna a pokryva @.

8.1.29. Necht FR-prostor P md Lindel6fovu vlastnost. Pak
ka%d4 oteviend mnoZina je F,-mnoZina. Budiz G otevieni
mnoZina. Pro kazdy « ¢ G je G okolim bodu z podle 4.4.13. ProtoZe P je
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R-prostor, existuje takové okoli U(z) bodu z, Ze U(x) c (. Soustava

viech mnozin U(x) (z « G) pokryva G, takZe existuje takova nejvys.
spodetnad .8 c G, Ze soustava vSech mnozin U(z) (z ¢ S) pokryva G.

Podle 8.1.1 je G = UU(z) (v € S). Ziejmé je téz G = U U(x) (x e S).

ProtozZe 8§ je nejvys spoletnd, je & F,-mnoZina.

8.1.30. Aby v kazdé bodové mnoZiné @ prostoru P byla
obsaZena nejvys spodetnd mnoZina hustd v @, k tomu je
nutné a stadi, aby kazdd dobie uspotrddand soustava M
bodovych mnoZin s vlastnosti

2) X, eM, X,eM, X, pred X,=> X, cX,, X,— X, =90
byla nejvys spodletna.

Dukaz. I. Necht v kazdé bodové mnoZiné @ je obsaZena nejvys
spotetnd mnoZina hustd v . Pfedpoklidejme, Ze existuje dobte
uspofddand nespodetnd soustava M bodovych mnoZin s vlastnosti (2).
Podle 3.6.2 existuje normalné uspofddand mnozina 7' mohutnosti ¥,.
V&ecky tseky dobfe uspofddané mnoziny 7' jsou spotetné, takZe Zidny
z nich neni podobny M. TudiZ ze 3.4.6 plyne, Ze T je podobna soustavé
M,, kde budto My = M nebo M, je tisek dobfe uspofddané soustavy M.
Ztejmé moh M, = ¥,, M, je normalné uspofidina a vlastnost (2) plati
téZ pro M, (misto M). Podle 3.7.7 neni v M, posledniho prvku; protoze
M, je dobfe uspofddina, existuje ke kazdé X ¢ M, takovy prvek sou-
stavy M, ktery v M, lezi ptimo za X a ktery oznatime X*. Protoze M,
m4 vlastnost (2), miZeme pro kazdou X ¢ M, zvolit bod p(X) e X* —
— X. Oznadme @ mnoZinu viech bodt p(X) (X ¢ M,). Existuje nejvys
spodetnd S c @ hustd v @. Mohutnost ¥, je podle 3.7.6 a 3.8.7 regularni,
takZe podle 3.8.5 je M, reguldrné uspofadana. Existuje takova nejvys
spotetna & c M, Ze S je mnozina viech bodl ¢(X) (X e S). Protoze M,
je nespodetna a regularné uspofddana, neni & konfinalni s M; tudiz
existuje takova X, ¢ M, kterd leii za viemi X ¢ &S. Z vlastnosti (2)
soustavy M, pak plyne: X &= X*c X,; protoze p(X) e X%, je tedy
Sc X, a tudiz S c X,; naproti tomu je ¢(X,) e P — X,. TudiZ je
QnS + Q, tj. S neni hustd v ¢ a to je spor.

TI. Necht kazda soustava I bodovych mnozin, pro kterou plati (2),
je nejvys spoletnad. Predpoklidejme, Ze Zidna nejvys spoéetnd mno-
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Zina neni hustd v mnozing @ c P. Pak miZeme kaZdé nejvyk spotetné
mnoing S c @ ptitadit bod ¢(S) e @ — §. Podle 3.6.2 existuje nor-
malné uspofidand mnozina T' mohutnosti 8,. Pro kaZdé ¢ ¢ 7' je asck
A(t) mnoziny T podle 3.7.6 nejvys spoletny. Proto ze 3.5.2 plyne, %
Ize kazdému ¢ ¢ T' ptivadit bod y(2) € @ tak, %e pro kadé t ¢ T je y(t) =
= @[S(t)], kde S(¢) znamend mnoZinu viech bodl () [T € A(£)]. Jest-
lize t € T'lezi za 7 e T, jest p(7) € S(t), w(7) € @ — S(7), takZe S(f) + S().
Z toho plyne, Ze soustava IM bodovych mnoZin S(¢) (f € T') je nespocet-
na. Predpis
S(t) pied S(t)<>t pred ¢

definuje dobré uspofadani soustavy M, o kterém se snadno zjisti, Ze ma
vlastnost (2). To je spor, nebot M je nespoletna.

8.1.31. Aby v ka%?dé bodové mnoziné @ F-prostoru P byla
obsaZena nejvys spodéetnd mnoZina hustd v @, k tomu je
nutné a stacéi, aby kazidd vzestupné dobfe uspofadani
soustava uzavienych mnoZin byla nejvys spoéetna. Vze-
stupné dobfe uspofddand soustava MM uzavienych bodovych mnoZin
ma ziejmé vlastnost (2). Jestlize dobfe uspofdidand soustava M jakych-
koli bodovych mnozin m4 vlastnost (2), pak moh R* = moh M, jest-
lize M* je soustava viech X (X ¢ M); mimo to je pak M* vzestupné
dob¥e uspofadans soustava uzavienych bodovych mnozin. Proto nase
véta plyne z 8.1.30.

8.1.32. Budiz P F-prostor s druhym axiomem spodéetnosti.
Kazdé sestupné nebo vzestupnédobie uspofddand soustava
uzavienych mnoZin je nejvy§ spoéetna. Viz 8.1.1, 8.1.10,
8.1.27 a 4.6.10, 4.12:18, 4.12.21 a 8.1.31.

8.2. SPOCETNE EKOMPAKTNI PROSTORY

Definice 8.2.1. Pravime, %e prostor P je spoletné kompaktni nebo
struénéji S-kompakini, jestliZe ka?dé spodetné pokryti obsahuje ko-
neéné zakryti; koneéné prostory (také f) pocitdme mezi S-kompaktni
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prostory. Pravime, Ze bodovd mnoZina @ c P je S-kompaktni, jestlize
@ jakoZto vnofeny prostor je S-kompaktni.

8.2.1. Budiz @ uzavienid mnoZina v S-kompaktnim pro-
storu P. Pak @ je S-kompaktni. Je-li & spodetné pokryti vnofeného
prostoru ¢, pak podle 8.1.4 existuje v prostoru P nejvy§ spoletni
soustava M bodovych mnoZin, kterd pokryvd mnoZinu @ a pro kterou
Plati: X eM=@n X ¢S. Pripojenim oteviené mnoiiny P — @
vznikne z M podle 4.4.13 nejvys spodetné pokryti prostoru P. Protoze
P je S-kompaktni, existuje koneéné mnoho takovych mnoZin M, e M

(1<i<n), Ze (P—@Qu(UM)=P. Jest U@nM)=Q, @n
i=1 i=1
NM,e®.

8.2.2. Jsou-li @; (1 £7 =< n) S-kompaktni bodové mnoZiny
v koneéném poétu, je také U @; S-kompaktni. MiZeme piedpo-
t=1 '

kladat, ze U @; = P. Je-li & spodetné pokryti prostoru P, pak praniky
i=1

@;n X (X ¢©) podle 8.1.5 tvoii nejvys spodetné pokryti mnoZiny Q.
ProtoZze Q; je S-kompaktni, existuje konednd soustava &; c &, pro

kterou je @; = U (Q: n X) (X ¢ f,). Jo-li & = UK, pak & ¢ S je ko-
nednd soustava a jest P = Y X (X e ). o

8.2.3. Aby prostor P byl S-kompaktni, k tomu je nutné
a stadi, aby bylo ﬁﬂﬂ—# ¢ pro ka%dou posloupnost {M,}
bodovych mnoiin,ﬂ;;o kterouje § + M,> M,,, pro viecka n.

Dtkaz. I. Budiz ¢ + M, > M, pro viecka n,nalll_l,, = ¢. Budiz &
soustava mnozin P — M, (neN). Je-li ze P, pak z predpokladu
”ﬁlll_l » = 0 plyne, %Ze existuje index =, pro ktery ze P — M, neboli

pro ktery je P — M, okolim bodu z. TudiZz & je nejvys spodetné po-
krytf prostoru P. Je-li soustava & c & koneéna, existuje takovy index
k, 26 P—M,ef=>n=<k Aviak n<k= M,> M, takie pro
X e mame Y X c P — M, + P. TudiZ P neni S-kompaktni.
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II. Jestlize P neni S-kompaktnf, pak existuje takové spoletné po-
kryti & prostoru P, ze P + U X (X ¢ &) pro kaZdou koneénou £ ¢ &.
Soustava & se skladd z mnozin 8, (n ¢ N). Pro n e N poloZzme M, =

=P —-US,;. Pakjep & M,> M, pro véecka n; mdme dokézat, %e
=1

ﬁ M, = 9. Necht naopak a ¢ ﬁ M ,. Existuje takové =, Ze S, je okoli
=1 el

bodua. Pakjeae P — P —8,,P —8,> M,atedyae P — M,ato
je spor.

8.2.4. Ka%dé spodetné pokryti S-kompaktniho F-prostoru
obsahuje koneéné pokryti. Viz 8.1.2, 8.1.3 a definici 8.2.1.

8.2.5. Aby F-prostor P byl S-kompaktni, k tomu je nutné
a staéi, aby bylo ﬁ F, = ¢ pro kazdou posloupnost {F,} uza-
vienych mnoiinq,l-;ro kterou je ¢ + F o F,,, pro viecka =.
Dikaz. I. Necht P je S-kompaktni. Je-li {F,} takové posloupnost
uzavenych mnotin, %e 0 + F, > F,,,, jest'F]lF,, + 9 podle 8.2.3. (Zde

jesté nepotiebujeme piedpoklad, %e P je F-prostor.)
II. Necht P neni S-kompaktni. Podle 8.2.3 existuje takova posloup-

nost {M,} bodovych mno¥in, %e ¢ + M, > M,.,,, (| ¥, — 9. MnoZiny
n=l
F,= M, jsou uzaviené a jest 0 + F,> F,,,, ﬁ F.=0.
n=1

8.2.6. Aby prostor P byl S-kompaktni, k tomu je nutné
astati,aby bylo M’ + @ pro kaidounekone&nou M c P.

Dikaz. I. Necht P neni S-kompaktni. Podle 8.2.3 existuje takova
posloupnost {M,} bodovych mnoZin, Ze ¢ + M,> M., N M, =0.
n=1

* Pro ka#dé n zvolime a, ¢ M, a oznatime M mnoZinu viech a, (n € N).
Kdyby pro n&jaky bod b bylo b = a, pro nekoneéné mnoho =, pak by
ke kazdému = existovalo takové k > n, %e a, = b a bylo by be M, C

c M,, tedy be ) M, a to je spor. Tudii mno¥ina M je nekonetni
n=1
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Predpokladejme, Ze c e M'. Je-li U libovolné okoli bodu ¢, pak podle
4.2.11 existuje nekoneéné mnoho takovych n, Ze a, ¢ U. Potom viak
pro kazdé n € N existuje takové k, Ze k > », a, € U; jest a, e U n M,
M,c M, Tudiz Un M, + ¢ pro kaidé okoli U bodu ¢ a tedy (viz

4.2.9) c ¢ M, pro viecka n, tj. ¢ ﬁ M, a to je spor. Tudiz M' = ¢.
n=1

II. Necht mnozina M c P je nekone®nd a necht M’ = ¢. Existuje
takova prostd bodové posloupnost {a,}, Ze a, ¢ M pro vSecka n. Pro
kazdé n budiz M, mnozZina vSech a;, kde ¢ > n. Pak je § &+ M, >

D M,,, a podle 8.2.3 stadi dokdazat, Ze ﬁll_f,, = 0. Nechf naopak
n=1

ce ﬁ M,. Je-li U okoli bodu ¢, pak podle 4.2.9 je Un M, + @ pro
n=1 .

viecka n a to znamend, Ze a, ¢ U pro nekonetné mnoho n. ProtoZe
a, € M a protoie posloupnost {a,} je prostd, je U n M nekoneénd
mnozina pro kazdé okoli U bodu ¢, takie ¢ ¢ M' podle 4.2.11 a to je
Spor.

8.2.7. Necht z ka?dé bodové posloupnosti prostoru P lze
vybrat konvergentni posloupnost. Pak P je S-kompaktni.
Budiz M c P nekoneéna mnozina. Existuje takové prosta posloupnost
{a,}, Ze a, e M pro vSecka n. Z {a,} lze vybrat konvergentni {a,};
budi? ¢ = lim q;,; muZeme predpokladat, Ze ¢ + a;, pro viecka n.

n—>0

Je-li H mnozina v8ech a,,, je ¢ eH podle 6.3.7; aviak H c M — (c),

tedy c e M — (c) podle 4.1.1, tj. ¢ e M’. Tim je dokazano, %e M’ + ¢
pro kazdou nekoneénou M c P, takie P je S-kompaktni podle 8.2.6.

8.2.8. Budiz P S-kompaktni L-prostor. Z kaZdé bodové-
posloupnosti lze vybrat konvergentni posloupnost. Budiz
{a,} libovolnd bodova posloupnost a budiz H mnoZina viech a,.
Je-li H koneénd, lze z {a,} vybrat konvergentni posloupnost podle

6.3.2. Je-li H nekoneénd, pak podle 8.2.6 existuje bod ce H - (c)
‘a podle 6.3.8 existuje takové posloupnost {b,}, %e b, ¢ H — (c) pro
vSecka n, lim b, = ¢. Ze 6.3.2 a 6.3.3 snadno Plyne, Ze z {b,} lze
vybrat prostou posloupnost, a z toho plyne, Ze existuje posloupnost
{a:,} vybrana z {a,} iz {b,}. Podle 6.3.3 je lim a,, = ¢.

o
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8.2.9. Budiz P L-prostor; @ c P budiZz S-kompaktni. Pak
Q je uzaviend mnoZina. BudiZ ¢ ¢ @; mime dokazat, %e je ce (.
Podle 6.3.8 existuje takovd posloupnost {a,}, Ze a, ¢ @ pro viecka n
a Ze lim @, = ¢ v prostoru P. Podle 8.2.8 existuje takovi posloupnost
{a,} vybrand z {a,} a takovy bod b ¢ @, Ze je lim a,, = b v prostoru Q.
Podle 6.3.6 je lim a, = b také v prostoru P. TudiZ je b = ¢ podle 6.3.1
a 6.3.3, tj. c€ Q.

8.2.10. Budiz P L-prostor. Budiz C + §. Pro kazdé zeC
budiz @(z) c P S-kompaktni mnoZina. Budiz B =N@(z) (z ¢ C).
Pak také R je S-kompaktni. Zvolme z, ¢ C. MnoZina Q(z) je podle
8.2.9 uzaviena pro kazdé z € C a tedy téZ R je uzaviena podle 4.4.5.
Ziejmé R = Q(z,) n R, tak’e ‘R je relativné uzavieni ve vnofeném
prostoru @(z,) podle 4.6.4. Tudiz R je S-kompaktni podle 8.2.1.

8.2.11. Budiz P S-kompaktniprostor. Budiz fspojité zobra-
zeni prostoru P na prostor P,. Pak také P, je S-kompaktni.
Budiz & spocetné pokryti prostoru P,. Ze 7.1.1 snadno plyne, Ze mno-
ziny f~YX) (X e ©) tvofi spodetné pokryti prostoru P. Tudiz existuje
takova koneénd soustava & ¢ &, e P = U f~UX) (X e &). Zfejmé P, =
=UX (Xef).

8.2.12. Budiz C + §. Pro ka%dé z¢ C budiz P(z) nepriazdny
prostor. Budiz B =9PP(z) (zeC). Je-li B S-kompaktni, pak
kazdy P(z) (z € C) je S-kompaktni. Zvolme z, ¢ C a polozme f(z) =
= x(2,) pro kazdy bod x ¢ E. Ze 7.1.1 plyne snadno, Ze f je spojité
zobrazeni prostoru R na P(z,), takZe P(z,) je S-kompaktni podle
8.2.11.

8.2.13. Budiz 2,¢ C; mnozina € budiZ nejvys$ spodetni.
Pro ka?dé ze C budiz P(z) S-kompaktni prostor. Budiz R =
= PP(z) (ze¢C). Pro ka%dé zeC — (z,) budiz P(z) L-prostor.
Pak P je S-kompaktni.

" Poznamka. Kartézsky soucin dvou S-kompaktnich prostorit ne-
musi byt S-kompaktni (viz Dodatek I, § 3).

Dikaz. Trividlni piipad C = (2,) miZeme vyloudit; tudiz existuje
takové posloupnost {z}P, Ze € — (z,) je mnoZina vSech jejich &lend.
Budi¥ M c R nekoneénd mnoZina; podle 8.2.6 mame dokizat, Ze
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M’ &+ 9. Existuje takova prosta posloupnost {a,}, Ze a, ¢ M pro vSecka
n. ProtoZe.{a,(z;)} je bodova posloupnost v S-kompaktnim L-prostoru
P(z,), existuje podle 8.2.8 takova rostouci posloupnost {@,(n)}{ celych
kladnych &isel, Ze posloupnost {a,,)(z;)}> ma limitu b, € P(z,). Jestlize
pli uréitém ke N je uZz ddna rostouci posloupnost {g.(n)}=., celych
kladnych &isel, pak podle 8.2.8 Ize z ni vybrat takovou-posloupnost
{@r1(n)}2.;, Ze posloupnost {ae,, ny(2xs1)} =, mé limitu b, € P(2e,,).
Pro kazdé k € N polozme i, = ¢,(k), takZe prokazdé k € N je {i,}2., po-
sloupnost vybrand z {g.(n)}>.,, a tedy lim a;(z,) = b, pro kaidé

k e N podle 6.3.3 a 6.3.11. Jestlize v posloupnosti {a,(z,)}>., podet
navzijem ruznych élent je koneény, pak existuje takovy bod b(z,) €
€ P(z), Ze a;,(zg) = b(z,) pro nekonedéné mnoho #; jestlize viak mnozina
H v8ech ¢&lenti posloupnosti {a;,(2,)}2_, je nekoneénd, budiz b(z,) € P(z,)
néjaky hromadny bod mnoZiny H; takovy bod existuje podle 8.2.6,
protoze P(z,) je S-kompaktni. Pro z ¢ C — z, miZeme urdit k ¢ N tak,
Ze z = %, a poloZit b(z) = b;. Nyni mdame pro kazdé z ¢ C definovan
bod b(z) € P(z) a miZeme uvazovat bod b € R, jehoZz soufadnicemi jsou
body b(z). Budiz U okoli bodu b ¢ R. Podle definice 6.2.1 existuje ta-
kova koneénd mnoZina K c C, %e U > P,V (z), kde V(z) pro ze K je
vhodné volené okoli bodu b(z) € P(z), a pro ze C — K je V(z) = P(z).
Podle definice bodu b(z,) plyne ze 4.2.3 a 4.2.11, Ze existuje takova
nekoneéna mnozina S c N, Ze n e 8 = a;,(2,) € V(2,). Pro ze K — (z,)
existuje podle definice 6.3.1 takovy index k(z), Ze n > k(z) = a,,(2) €
€ V(2). ProtoZze K c C je koneéné a S c N jenekoneénd, existuje takova
nekoneénd mnozina S, c S, Ze: ze€ K — (2,), ne Sg= n > k(z). Pak
plati: ne S, ze K= a;(z) e V(2), a tedy: neS;=-a; ¢U. Protoze
{a,} je prosta, S, je nekoneénd a protoZe a, ¢ M pro vecka n, je mno-

zina U n M nekonetnd pro kazdé okoli U bodu b, a tudiz b ¢ M’ podle
4.2.11.

8.2.14. Bodovid mnozZina @ c E, je S-kompaktnipravé tehdy,
jestlize je omezend a uzaviena.

Dtkaz. I. Je-li @ c E, neomezend, pak pro kazdé k ¢ N existuje
bod a, € @, ktery md aspoii jednu souiadnici absolutné vétsi nez k.
Mnozina M c @ vSech a, je nekoneénd a ze 4.2.11 plyne snadno, Ze
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M' = 0, takZe podle 8.2.6 @ neni S-kompaktni. Jestlie ¢ c E, neni
uzaviena, pak @ neni S-kompaktni podle 6.3.21 a 8.2.9.

II. Je-li @ c E, omezena a je-li {a,} posloupnost obsaZzena v @, je
znamo z elementd matematické analysy, Ze z {a,} lze vybrat konver-
gentni posloupnost {a;}. Je-li @ uzavtens, pak limita b posloupnosti
{a,,} ndlezi do @ podle 6.3.7, takze podle 6.3.4 2 8.2.7 Q) je S-kompaktni.
Zejména je interval J,(c) = &, [— ¢ =t = ¢] S-kompaktni prokazdé
¢ eE,, ¢ > 0. ProtoZe E, je L-prostor (viz 6.3.21), plyne z 8.2.13, Ze
kartézsky soudin J,(c) n takovych intervala je S-kompaktni. JestliZe
nyni @ c E, je omezena, 1ze zvolit ¢ tak, Ze @ c J,(c); je-li @ uzaviena,
je @ relativné uzaviena v J, (c) podle 4.6.4, a tudiZ S-kompaktni podle
8.2.1.

8.2.15. Budiz P + ¢ S-kompaktni prostor. BudiZ f spojita
funkce v oboru P. Pak existuji takové body ae P, be P, Ze

z e P = f(a) = f(z) = f(b)
Ciselna mnozina f*(P) + @ je podle 8.2.11 a 8.2.14 omezens a uzaviena,
takze, jak znamo, existuje v mnoZing f!(P) nejmensi i nejvétsi &islo.
8.2.16. BudiZ P S-kompaktni F-prostor; budiz a H-bod;

budiz y(a) < 8. Pakaje R-bod. Podle 4.5.6 a 4.12.16 existuje takova
posloupnost {U,} otevienych mnozin, Ze U, > U,,, a Ze jeji éleny tvofi

aplnou soustavu okoli bodu a. Podle definice 5.2.2 je ﬁ U, = (a).
n=1

Budi% G otevtené okolf bodu a. Stadi dokézat, Ze U,c@G pro vhodné n.
Neni-li tomu tak, jest U, — G + @ pro viecka n; aviak U,— 6>
o) Uﬂ+1 G amnotiny U, — G =U,n (P — G’) jsou uzaviené, takie

n(U — @) * Q)podleBZS To je spor, neboﬁnU = (a), a e G.

ne=1

8.2.17. BudiZ P S-kompaktni prostor; budiZ ¢ R-bod; budiz
(@) < 8. Pak je y(a) = 8,. Podle deflmc 4.12.2 a 5.3.1 ex.lstUJe ta-
kova posloupnost {U,} okoli bodu a, Ze n U,=(a). Budiz ¥V, = n U,

i=1

takze V, jsou okoli bodu a podle 4.2. 5 Budlz W okoli bodu a; sta¢i
dokézat, e W > V,, pro vhodné n. Neni-li tomu tak, je § + ¥V, — W o

D V,.1 — W pro viecka n. Podle 8.2.3 existuje bod ¢ € an,, — W. Jest
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ceP— W, aviak a e P — P — W, jelikoz W je okoli bodu a. Tedy
¢ * a a to je spor, nebot ceﬁV"— WcFlI—/,,:(a).
nal

=1

8.2.18. Budtez w,v dvé topologie v mno%iné P; budiz u
jemnéjsineiv. Je-1i (P, u) S-kompaktniaje-li (P, ») L-prostor,
jest u = v. Je-li u % v, pak existuje mnozina M c P a bod a e vM —
— ulM. ProtoZe a ¢ vM, existuje podle 6.3.8 takovd posloupnost {a,},
Ze a, ¢ M pro viecka n a Ze lim a, = a ve smyslu topologie v. Je-li M,
mnozina viech a,, je M,c M a ze 6.3.2, 6.3.3 a 6.3.8 plyne snadno,
Ze o je jediny v-hromadny bod mnoZiny M,. Podle 4.1.5 je M, neko-
neéns; u-hromadny bod mnoziny M, by zfejmé byl jejim »-hromad-
nym bodem a tedy by byl roven a. Av3ak M,c M, a e P — uM, takie
a neni u-hromadnym bodem mnoziny M,. Tedy nekoneéna mnozina M
nems u-hromadny bod. Protoze (P, u) je S-kompaktni, je to spor proti
8.2.6. ’

8.2.19. Budiz P S-kompaktni FR-prostor. Budiz Qc P
husté rozloZend Gy-mnozina. Pak je moh @ = exp §,.

Dukaz. I. Existuji takové oteviené G’,, cP,ie @ =NG,.
n=1

II. Necht indexy iy, 4, 44; ... nezivisle jeden na druhém nabyvaji
hodnot 0, 1. Uréime rekurentné body a,, .. €@ a oteviené mnoZiny
Via,...:, tak, aby bylo
Vili,. ein?

cV,

. §
21890008 ?

7:',;‘,...:‘,.0 n T’ili,...
V ;s C Gn o

LIY PRRN

Bty oty € =9,

7,

2. oingl

Protoze @ je husté rozloZend, je @ nekoneénd. Tudiz v mnoZiné Q exis-
tuji dva ruzné body a,, a,. Podle 5.1.15 a 5.3.4 existuji takové dvé
oteviené mnoziny U, U,, %e aye Uy, @, U,, UynU, = 8. Pak je
U, n @, okoli bodu a, podle 4.4.11 a 4.4.13; protoze P je FR-prostor,
existuje takova oteviend V, ze ag.e V,, V, c U, n G,. Podobns existuje
takové oteviend Vy, Ze a, eV, Vi c U n Gy. Jest a; ¢V, VonV, =
= @, V; c G,. Necht nyni pro uréité n jsou uz dény body a,, ., <@
a oteviené mnoziny V,, , tak, Zea,, , eV, .. Pakpodle 4.4.13

PRI #Y 2183000

je Vi, okolibodu a,; ., €@ aprotoze @ je husté rozloZend, exis-
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tuji podle 4.2.11 a 4.7.6 v mnoziné @ nV,, ., dva navzijem rizné
body @;;,.. .0 B it Podle 5.1.15 a 5.3. 4 existuji takové dvé
oteviené mnoZiny U, .., Uiii..tjvy 20 Ciiyovimer € Uiy iy
Uii,...i0 N U.4,..41 =9 Mnoiina Viioqn Um2 .ip0 0 Gy je okoli
bodu a,; . ;o podle 4.4.11 a 4.4.13; protoze P je FR-prostor, existuje
takové oteviena V,; ig0 28 Gy g€ Vi.i,...'i,.o; 7;'11'.... 0 C Vi.i. ig 0
NUg,...000 0 Grsa- Podobns emstu]e takovd oteviend V., ., Ze
Diiyenoinl € Vi,i....i,.l’ 71',:',...:',.1 cV; , N U,,,, i1 N Grir- Nym mi-
Jeme stejné pokracovat ddl (berouce n +1 mlsto n).

15afs

III. Polozme F; ;... = i14s. ..iqe Podle 8.2.5 existuje bod by ;;,... €

€ Figg,.... Protode Vi, .0 0 Vig,.. o0 = 9, jsou body b,s,... viecky
navzajem razné. Protoie V.. .., C Gn, je bii,... € Q. Jestlize nyni
kazdé mnoZiné T c N pfifadime ten bod b;,;,;...., pro ktery

nel=1,=1, neN—T=14,=0,

dostaneme prosté zobrazeni soustavy M vSech &4isti mnoZiny N do
mnoziny . TudiZ moh ¢ = moh M = exp X,.

8.2.20. Budiz P S-kompaktni FR-prostor. Budii @ c P
Gymnozina. Budiz {G,} posloupnost v @ hustych arelativné

otevienych mnoZin. Budiz H = n G,. Pak mnozina H je v Q
n=1

hustd. Uzdvér mnoziny @ v prostoru P je FR-prostor podle 4.6.10 a
5.3.2 a je S-kompaktni podle 8.2.1. Podle 4.6.9 je @ relativni G;-mno-
#inou ve vnofeném prostoru Q. Proto mtizeme predpoklidat, ze Q = P.
Podle 4.6.13 existuji takové oteviené I',, Ze G, = @ n I,; mimo to
existuji takové oteviené 4,, 7e @ = ﬁld,,. MnoZiny G, jsou husté podle
4.9.8. Budiz U, + @ oteviend mnoZina; podle 4.9.1 a 4.9.5 staéi do-
kézat, e Hn U, + 9. ProtoZe G, je hustd, existuje bod a; e G, n Uy =
=QnInUy)cd,nlnU, Mnozina A,nI1nU, je okoli
bodu a, podle 4.4.11 a 4.4.13. Protoze P je FR-prostor, existuje takové
oteviené okoli U, bodu a,, % U, c 4, n I'; n U,. Obecnéji pedpokla-
dejme, Ze pti uréitém n ¢ N je dan bod a, € G, a takové oteviené okoli
U, bodu a,, 3¢ U,c 4,0 n U,_,. Protoze G,,, je hustd, existuje
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bod @, eGunUp,=@nlunU,cdoynlynU, Pak je
Adpsyn Ihyyn U, okoli bodu a,;,; protoze P je FR-prostor, existuje
takové oteviené okoli U,,, bodu @,,,, %¢ U, Cc dpynlnyn U

Takto pokradujice dostaneme takovou posloupnost {U,}®_, neprizd-
nych otevienych mnozin, % U,., Cc dpynIpyn U, pro vSecka

n = 0. Protoze P je S-kompaktni, existuje podle 8.2.3 bod b ¢ ﬁ U,.

n=0

Jest bedonAT,=N@nTI,)=HbeUy; tudiz HnU, + 9.
n=1 ne=l nel

8.2.21. Budiz P S-kompaktni FR-prostor. Budiz Qc P
Gs;-mnoZina. Budiz M mnoiina prvni kategorie v Q. Pak

Q M je hustd v Q. Jest M = U A,,, kde A, jsou #idké v Q. Tudiz

relativné oteviené G, = @ — (@ n A,,) jsou v @ husté, takze podle
8.2.20 mnozina H = n G, je v @ husta. Zfejmé @ — M > H, takie
B=l

@ — M je v @ husta podle 4.9.1.

8.3. KOMPARTNI PROSTORY

Definice 8.3.1. Pravime, Ze prostor P je kompakini, jestlize kazdé
pokryti obsahuje koneéné zakryti. Pravime, Ze bodovd mnoZina
Q c P je kompaktni, jestlize @ jakoZto vnofeny prostor je kompaktni.
Mezi kompaktni prostory pocitime téz 9.

8.3.1. Budiz @ uzaviena mnoZina v kompaktnim prostoru
P.Pak @ je kompaktni. Dokaze se jako 8.2.1, jen se vynechd slovo
spodetné a misto S-kompaktni se d4 kompaktni.

8.3.2. Jsou-li Q; (1 <4 <n) kompaktni bodové mnoziny
v koneéném podtu, je také |J @; kompaktni. DokiZe se jako
: A}

8.2.2 (s vynechinim slova spoéeéné).

8.3.3. Kazdy kompaktni prostor je S-kompalktni.
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8.3.4. Budiz P S-kompaktni prostor. JestliZe v kazdém
pokryti je obsaZeno spodetné pokryti, pak P je kompaktni,

8.3.5. S-kompaktni F-prostor s druhym axiomem spoéet-
nostije kompaktni. Viz 8.1.10 a 8,3.4.

Definice 8.3.2. O soustavé M + § bodovych mnoZin pravime, %e
je ‘centrovand, jestlize @ + N X (X e &) pro kaZdou konelnou a ne-
prazdnou & c M. Volime-li § tak, aby obsahovala jediny prvek, vidime,
Ze je-li M centrovani, pak viechny mnoziny X ¢ M jsou # 9. -

8.3.6. Aby prostor P byl kompaktni, k tomu je nutné
a stali, aby pro kaZdou centrovanou soustavu M % ¢ bodo-
vych mnozin bylo @ + N X (X ¢ M).

Dikaz. Jsou-li M, M* dvé navzijem doplitkové soustavy bodovych
mnozin (tj. X e M*<=>P — X M), pakje 0 = N X (X ¢ M) praveé
tehdy, jestlize M* je pokryti. Mimoto je @ = N X (X ¢ &) pro koneénou
& c M prave tehdy, jestlize piisluind konednd &ist M* je zakryti.

Definice 8.3.3. Pravime, Ze bod a je koncentraénim bodem bodové
mnoziny M (v prostoru P), jestlize pro- kazdé okoli U bodu a je
moh (U n M) = moh M.

8.3.7. Budi# P kompaktni prostor. Budiz M c P nekone&na
mnoZina. Pak existuje aspon jedén a e P, ktery je koncen-
tradnim bodem mnoZiny M. Neni-li tomu tak, pak kazdému z ¢ P
miZeme piitadit okol U(z) tak, Ze moh [M n U(z)] < m, kde m =
= moh M. Protoze P je kompaktni, miZeme uréit konedény podet
bodti z; (1 <1 < n) tak, aby bylo UU(z;) =P, a tedy U[Mn

in1 ic1
n U(x;)] = M. To je spor, nebot podle 3.7.10 je moh U [M n U(z;)] <
i=l
<m.

8.3.8. Necht v prostoru P existuje ke kazdé nekonecné
bodové mno%#iné aspoii jeden koncentradni bod. Je-li M + @
monoténni soustava bodovych mnoZin, pak je budto 0«
nebo ¢ + NX (X ¢ M). Necht ¢ neni prvkem monoténni soustavy
M + ¢ bodovych mnozin. UvaZujme M v sestupném usporidani.
Existuje-li posledni prvek X,e¢M, pak X e M=> X > X, tedy 0 +
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+ X,c Xoc N X (X eM). Necht tedy M nem4 posledni prvek. Podle
3.8.3 existuje s M konfindlni W c M, kterd je reguldrné uspofiddina.
Ztejmé I8 nem4 posledni prvek, takze I8 je nekoneénd. Ze 4.1.1 snadno
plyne,zZe N X=NTW (X ¢ M, W ¢« W), takZe midme dokizat, ze @ +
+NW (We). Pro katdou W e existuje takovi W*e B,
ktera je ve 8 prvnim prvkem leZicim zaprvkem W.Jest W o> W* + W,
a tudiZ miZeme ka?dé mnoziné W ¢ I piifadit bod (W) e W — W*,
Je-li Wy e, W,eB, W, pted W,, pak je o(W,) e P — W, o(W,) e
e Wyc W¥, takze o(W,) + ¢(W,). Mohutnost m mnoziny M vSech
bodu ¢(W) (W ¢ B) je tedy rovna moh I8 a tudiZ je nekoneéna, takze
existuje a e P, ktery je koncentraénim bodem mnoziny M. Staéi do-
kdzat, %e X ¢ T =- a ¢ X. Necht naopak Wye B, a e P — W,. Pak je
P — W, okolim bodu a. Jeli Wed, o(W)eP — W, pak neni
W c W,, takze W nalezi do tseku A(W,) soustavy I8 uréeného prvkem
W,; tudiz moh [M n (P — W,)] = moh A(W,). AvSak soustava I
je reguldrng uspoiadina, takZie moh A(W,) << moh B =m, tedy
moh [M n (P — W,)] <m. To je spor, nebot moh M = m, a je kon-
centraéni bod mnoziny M a P — W je okoli bodu a.

8.3.9. Kazdé pokryti kompaktniho F-prostoru obsahuje
koneéné pokryti. Viz 8.1.2, 8.1.3 a definici 8.3.1.

8.3.10. Aby F-prostor P byl kompaktni, k tomu je nutné
a stadi, aby kazdd monoténni soustava MM + @ neprazdnych
uzavienych mnozin méla nepriazdny prinik.

Dikaz. I. Je-li P kompaktni, je podminka splnéna podle 8.3.7 a
8.3.8. (Zde jestd neni tfeba predpokladu, Ze I je F-prostor.)

II. Jestlize F-prostor P neni kompaktni, pak podle 8.1.1 existuje
takové pokryti U, Ze Zddnad konednd soustava & c U neni pokrytim.
Podle 8.1.3 miZeme predpoklddat, Ze U se sklada z otevienych mnoZin.
Podle 3.7.3 existuje takové pokryti B c U, Ze je-li moh B = m, pak
-Zadna v B obsaZena soustava mohutnosti mensi nez m neni pokrytim.
Mohutnost m je zfejmé nekoneéna. Podle 3.6.2 mizeme predpoklddat,
Ze soustava B je normdlné uspofiddina. Podle 3.7.7 neexistuje v B
posledni prvek; proto je P = U B = U @(B) (B e D), jestlize ¢(B) =
= U X [X e A(B)], kde A(B) znamena prvkem B ¢ ¥ uréeny usek dobie
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uspofddané mnoZiny ®B. ProtoZe B je normalné uspofidina, je pro
kazdou B e ®: moh A(B) < m, takie podle definice soustavy B je
@(B) + P, tj. mnoziny P — ¢(B) (B ¢ B) jsou neprazdné. Aviak mno-
ziny P — @(B) (B ) jsou uzaviené a tvofi monoténni soustavu,
jejiz prinik je prazdny.

8.3.11. Aby F-prostor P byl kompaktni, k tomu je nutné
a stadi, aby pro kaZdou nekonednou M c P existoval v pro-
storu P aspofi jeden koncentraéni bod mnoZiny M.

Dikaz. I. Podminka je nutnd podle 8.3.7 (i tehdy, jestlize P neni
F-prostor).

II. Je-li podminka splnéna, je P kompaktni podle 8.3.8 a 8.3.10.

Piiklad 8.3.1. Ze 3.7.3 a 3.7.4 plyne snadno, e existuje takova
poslcupnost mnozin {M,}{, Ze moh M, = ¥, a #e pro ka?dé n > 1 je
moh M, ., nejmendi mohutnost vétsi nez moh M,. PoloZme moh M, =
= R, pro viecka n. Mﬁieme predpoklidat, Ze mnozZiny M, jsou dis-

junktni. PoloZme M = U M,,, moh M = x,. Snadno se zjisti, Ze 8, je

nejmensi mohutnost vétsi neZ viecky X,. Ze 3.8.7 plyne, Ze vSecky
mohutnosti X, jsou reguldrni; naproti tomu plyne ze 3.8.6, e mohutnost
8, je iregularni. (Snadno se dokaZe, Ze X, je nejmensi iregularni ne-
koneéna mohutnost.) Podle 3.6.2 miZeme piedpokladat, %e kazda M,
je normalné usporaddna. Jestlize pfedpokladame dile, Ze pro m < n
lezi kaidy prvek mnoZiny M, pfed kaidym prvkem mnozZiny M,
bude také M normalné uspoiadana. Oznaéme @ soustavu vSech tako-
vych posloupnosti {x,}, Ze x, ¢ M, pro viecka n; je-li také {y,} ¢ @,
pak<{z,} a {y,} nazveme ekvivalentni, existuje-li takovy index k, Ze
n > k= x, = y,. Tento vztah ekvivalence vede podle ¢lanku 1.3 na
rozklad R soustavy @. UvaZujme nejprve M jako uspofidany prostor
ve smyslu definice 6.1.2 a ozna¢me v tuto topologii v M. Prostor, ktery
mame na mysli, jest P = M u R u (1), kde 7 je dalsi prvek. Topologii
% prostoru P definujeme takto. Je-li X c P, pak pfedeviim 7 e uX,
jestlize budto v e X nebo mnoZina X n R je nekonednd. Dile pro
xeR, {x,} € « pravé tehdy o € uX, jestlize budto « ¢ X nebo pro ne-
konedng mnoho n je z, € X: Posléze M nuX = v(M nX). Da se
dokézat, Ze P ma tyto vlastnosti:
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[1] Pro kazdou monotdénni soustavu | + @ neprazdnych bodovych
mnozin je # + NuX (X ¢ M).
[2] Zadny & € P neni koncentra¢nim bodem mnoZiny M.

Piiklad 8.3.2. Necht P je normalné uspofddand mnozina mohut-
nostiy,. Je-lia e P a nelezi-li #4dny z « P p¥imo pied a, pak fekneme, 7e
a je druhw 0. JestliZe pfimo pfed danym a e P leZi néjaky b ¢ P, pak
existuje pfed a zcela urdity takovy c ¢ P, Ze mezi ¢ a a leZi koneéns
mnoho, a to co nejvice prvka mnoziny P; je-li n podet takovych prvkd,
pak fekneme, Ze a je druhu n + 1. Oznaéme v topologii v P, uréenou
danym uspotidénim podle definice 6.1.2. Uvazujme viak jinou topo-
logii v P, kterou oznatime u. Definujici u-okoli bodu a ¢ P je vytvofeno
kazdou dvojici tvaru (b, V), kde b e P a V je v-okoli bodu a; u-okoli
bodu a vytvofené takovou dvojici- (b, V) se sklidd ze vSech xeV
a mimo to jesté ze viech téch y e P, které leii za prvkem b a jejichz
druh je roven drihu prvku a. D4 se dokazati toto:

[1] Prostor (P, «) neni kompaktni.

2] Pro kazdou nekoneénou M c P existuje v prostoru (P, ) aspott
jeden koncentraéni bod mnoziny M.

Ptiklad 8.3.3. Prostor P se sklada z mnoZiny N v3ech celych klad-
nych &isel, z mnoziny N X N a ze dvou dalsich prvka a, b. Uzdvér X
mnoziny X c P definujme takto. Bod x ¢ N X N patii pravé tehdy
do X, jestlize x ¢« X. Bod x ¢ N patii pravé tehdy do X, jestlize budto
x € X nebo ke kazdému k ¢ N existuje takovén ¢ N Zen > k, (x, n) ¢ X.
Dile je ae X pravé tehdy, jestlize budto a ¢ X nebo ke kazdému
k e N existuji takovd me N, ne N, Ze m > k, (m, n) e X. Koneéné je
b ¢ X pravé tehdy, jestlize budto b ¢ X nebo ke kazdému k ¢ N exispuje
takové n € N, Ze n > k, n ¢ X. Pak plati toto:

(1] P je spoéetny kompaktni HL-prostor.

2] Necht soustava U bodovych mnoZin se sklida z mnozin 4,
(n=1,2,8,...) a ze dvou dalsich mnozin U, V. P tom je U =
= (N X N)u (a),V = Nu (b) apro kazdén ¢ Nse 4, sklada z bodun
a ze viech bodd tvaru (n, z), kde z € N. Pak je U spodetné pokryti pro-
storu P, ve kterém neni obsaZeno zadné koneéné pokryti:

8.3.12. Budiz @ c P kompaktni bodovd mnoZina. Necht
ka%dy ze P — @ je H-bod prostoru P. Pak mnoZina @ je uza-
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viens. Budit @ e P — Q. Mdme dokézat, %e a e P — Q. Oznatmo 1l
soustavu v3ech okoli bodu a; oznadme M soustavu véech priniki
Qn U (U e 1). Protofe a je H-bod, musi byt (¢) = N U (U e W). Z toho
plyne snadno, %e ve vnofeném prostoru ¢ prinik relativnich uzdvéri
vSech mnoZin X ¢ M je prazdny. Podle 8.3.6 tudiZ existuji takové mno-

Ziny X,; e M v konetném podtu (1 =1 = n), Ze ¢01Xt = §. Existuji

takové U;ell, 2e QnU, =X, 1 Z£i=<n). Jeli U=NU, pak
: {11

podle 4.2.5 je U okoli bodu @ a jest @ n U = 0, takie a ¢ P — @ podle
4.2.9.

8.3.13. Budiz P H-prostor. Pak ka?d4d kompaktni bodova
mnozina je uzaviend. Viz 5.2.3 a 8.3.12.

8.3.14. Budiz P H-prostor. Budiz C + 0. Pro ka%dé zeC
budiZ Q(2) c P kompaktni mnoZina. Budiz B = NQ(z) (z¢C).
Pak také R je kompaktni.

Dikaz jako u 8.2.10, jenom misto 8.2.1, 8.2.9 a slova S-kompaktni
ddme 8.3.1, 8.3.13 a slovo kompaktni.

8.3.15. Budiz P kompaktni prostor. Budiz f spojité zobra-
zeni prostoru P na prostor P,. Pak také P, je kompaktni.
Dikaz jako u 8.2.11 (s vynechdnim slova spodetné).

8.3.16. Necht prostor P obsahuje ke ka%dé nekone&né
mnoziné M c P koncentraéni bod mnoZiny M. BudiZ f spo-
jité zobrazeni prostoru P naprostor P;. Pak prostor P, obsa-
huje ke kaZdé nekonedné mnoZiné M, c P, konceentraéni
bod mnoziny M,. K dané nekonedné M, c P, existuje takovi ne-
koneéna M c P, ze f{(M) = M, a %e zhzZeni f | M je prosté zobrazeni,
takze moh M = moh M,. Existuje koncentra¢ni bod a ¢ M mnoziny M.
Je-lib = f(a), pak podle 7.1.1 je b ¢ M, koncentraéni bod mnoziny M,.

8.3.17. Budiz C + 0. Pro kaZdé z¢ C budiz P(z) neprazdny
prostor. Budiz R =9PP(z) (z¢C). Je-li B kompaktni, pak

kazdy P(z) (z € C) je kompaktni. Dikaz jako u 8.2.12, jenom misto
8.2.11 vezmeme 8.3.15.
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8.3.18. Budiz C #+ . Pro kazdé z¢ C budiZ P(z) kompaktni
prostor. Budiz B = PP(z) (z¢ C). Pak R je kompaktni.

Dikaz. I. Budiz M + @ centrovand soustava podmnozin prostoru
R. Podle 8.3.6 mame dokizat, Ze mnozina N X (X ¢ M) neni prazdna.

II. Budiz @ mnozina vSech téch centrovanych soustav podmnozin
prostoru R, které obsahuji M jako podsoustavu. Jest & + @, nebot
M e . Dokazme, Ze existuje soustava IM*, kterd je maximdalni ve @
v tom smyslu, Ze pfedné M* e P a za druhé: S e P, So M*= & =
= M*. Pledpokladime-li opak, pak ke kazdé & ¢ @ existuje takova
hO) € D, 2e & c h(S) + &. Potom podle 3.9.2 existuje takova @, + 0,
D, c D, ze P, je monoténni (). &, € @y, S, € D, = budto S, c &, nebo
S, cS,) a Ze soustava L = S (S €D, nenaleii do . Protoie
Sedy= S > M, plati téz T > M. Jelikoz viak neplati T ¢ , nemize
soustava ¥ byt centrovana. To znamend, Ze existuje takova konedna

posloupnost {8,}7_,,%e S; e (1 =i = n) a Ze NS; = @. Podle defi-
iml

nice soustavy ¥ existuji takové &;e D, %e S;eS; pro 1 <1 < n.

Protoze soustava @, je monoténni, existuje takovy index j (1 < § =< n),

726, c @; pro 1 = 4 = n. Potom viak viecky mnoZiny S; (1 < ¢ = n)
n

nalezeji do &; a jest nlS,- = @. To je spor, nebot &; ¢ D, takie &; je

centrovand soustava.

ITI. Necht tedy * je maximalni ve @; pak IM* > M, takze je tieba
pouze ukézat, %e mnoZina N X (X ¢ M*) neni prizdni. Z definice
soustavy IM* je zfejmé, e kazdd centrovand soustava mnozin X c R,
obsahujici M* jako podsoustavu, splyne s IM*. Takovou soustavu
viak tvofi zfejmé viecky priniky koneéné mnoha mnoZin soustavy
M*, proto tyto priniky musi nilezet do M*. Jestlize nyni 4 c R
a jestliZe A n X + 9 pro kaidou X ¢ M*, pak také 4 « M*, nebot
pfipojime-li mnozinu A k soustavé M*, dostaneme opét centrovanou
soustavu.

IV. Je-li z¢ C, pak pro kaZdou X c R oznaéme x,(X) mnoZinu
viech téch x(z) e P(z), které jsou z-soufadnicemi nékterého z e X.
Snadno se zjisti, Ze je-li & + § centrovand soustava podmnoZin pro-
storu R, pak 7}(S) + 0 je centrovani soustava podmnoZin prostoru
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P(2). Zejména tedy pro kazdé z e C je nL(M*) centrovand soustava
podmnozin kompaktniho prostoru P(z), takZe podle 8.3.6 existuje bod
a(z) € P(z), ktery nalezi do uzavéru kazdé mno%iny soustavy z2(M*).
BudiZ a ten bod prostoru R, ktery pro kazdé z ¢ C mé z-soufadnici
a(z). Stadi dokdzat, 7e a e | X (X ¢ M*). Podle 4.3.2 a podle definice
6.2.1 mame dokdzat, Ze jestlize K c C je koneénd mnozina (K # 9),
jestlize pro ka#dé z € K je V(z) okoli bodu a(z) e P(z) a jestlize U zna-
meni mnozinu viech t¥ch z e R, pro n&z plati: z ¢ K = 2(z) € V(2),
pak pro ka¥dou Be M*je Un B # 0. Je-li X e M* 2 ¢ K, pak 7,(X) e
e 3 (M*), takZe bod a(z) podle své definice nalezi do uzavéru z.(X) c
c P(z), a tudiZ podle 4.2.9 je 7,(X) n V(2) + @ neboli X n =Y [V(z)] +
+ @ pro kazdou X ¢ M*, takZe podle III je n; [V (z)] e M*. BudiZ nyni
B ¢ M*; probiha-li z koneénou mnozinu K c C, jsou =] '[V(z)] dalsi
mnoziny v koneéném podtu, které stejné jako B naleZeji do soustavy
M*. Protoze M* je centrovand, je
BN,z V()] + ¢

neboli
UnB+90.

8.3.19. Kompaktni FH-prostor P je normalni.

Dikaz. I. Necht F c P je uzaviend a necht a e P — F; dokiZeme,
#e mnoziny (a), F jsou H-oddglené. Trividlni pfipad F = ¢ miZeme
vyloudit. Je-i z ¢ F', pak body a, x jsou H-oddélené, nebot @ + z a P
je H-prostor; podle 5.1.15 existuji tedy takové dvé oteviené mnoZiny
U), V(z), 26 a e U(z), x e V(z), U(x) n V(z) = §. Podle 8.1.2 a 8.1.5
tvoli mnoziny V(z) n F (xz ¢ F) pokryti vnofeného prostoru F, ktery
" podle 8.3.1 je kompaktni. TudiZz v F je obsaZena takova konedna po-

i=1

sloupnost {z;)7, Ze U F n V(z;) = F. Podle 4.4.11 mno%ina U = 1 G(x,)
. i=1

je oteviend; podle 4.4.10 mnoZina V = | V(z;) je oteviena. Jest a e U,
- i=1

“FcV,UnV =0, takie (a), F jsou H-oddglené podle 5.1.15.

II. F,, F, budte? dvé disjunktni uzaviené mnoziny; mame dokazat,
ie F,, F, jsou H-oddé&lené. Trividlni piipad F, = § miZeme vyloudit.
Je-li z ¢ ', pak mno%iny F,, (x) jsou H-oddélené podle I; tudiz podle
5.1.15 existuji takové dvé oteviené mnoziny U(z), V(z), ze F, c U(z),
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zeV(z), Ulx)n V(z) = 0. Jako v I soudime opét, ze F, obsahuje ta-
kovou konednou posloupnost {z;}?, ze F,cV = U V(z,). Je-li jesté
' i=1
U=nNU(x),pak U,V jsouotevienéajest F, c U, F, cV,UnV =9,
i=1
takie F,, F, jsou H-oddélené podle 5.1.15.

8.3.20. Budiz P kompaktni prostor. Budiz Ul + 9 soustava
okoli mnoZiny M c P. Budiz M =NU (Uel). Je-li B sou-
stava vS8ech prinikd koneéné mnoha mnoZin soustavy U,
pak B je iplnd soustava okoli mnoZiny M. Podle 4.2.5 je B
soustava okoli mnoziny M. Budiz H okoli mnoziny M. Mame ukazat,
Ze V c H pro vhodnou V ¢ 8. Jestlize tomu tak neni, jest § = N (X —
— H) (X e &) pro kaZdou konednou soustavu & ¢ U. Podle 8.3.6 exis-
tuje bod z e MU — H (U e 1). Podle 4.1.1 je x e P — H, aviak M C
c P — P—H, nebot H je okoli mnoZiny M. To je spor, nebot
xeNU =M.

8.3.21. Budiz P kompaktni prostor; budiZz a¢P R-bod.
Pak je yp(a) = x(a). Je-li naopak y(a) + y(a), pak podle 4.12.1 je
¥ = y(a) < x{a). Existuje takova soustava Ul okoli bodu a, %Ze moh U =
= y(a), (@) = NU (U e ). ProtoZe a je R-bod, mizeme kazdé U e Il
piifadit takové okoli U, bodu a, Ze U, c U. Soustava U; mnozin U,
mé podle 4.2.3 vlastnost (a) = N U, (U, ¢ ll;); mimo to moh U, <
= moh Il = y(a). Protoze yp(a) = X,, plyne ze 3.7.11, Ze také moh B =
= y(a) < x(a), je-li B soustava viech prianiki koneéné mnoha mnozin
soustavy ll,. To je spor, nebof podle 8.3.20 je B tuplna soustava okoli
bodu a.

8.3.22. BudiZz P kompaktni FH-prostor; budiz M c P uza-
viend mnozina. Pak je y(M) = y(M). Je-lip(M) + y(M), pak podle
4.12.1 je ¥, = p(M) < x(M). Existuje takova soustava Il okoli mno-
ziny M, e moh W =y(M)a %e M = N U (U € Ul). Podle 5.4.6 a 8.3.19
mizeme kazdé U ¢ || piifadit takové okoli U, mnoziny M, ze U, c U.
Dalsi pribéh dukazu je stejny jako u 8.3.21.

8.3.23. Budiz f spojité zobrazeni kompaktniho prostoru P
na H-prostor P,. Pak f je oboustranné spojité. BudiZ ¢ P,.

198



BudiZ U okolf mnoZiny f~1(b) c P; budiZ ¥V mnoZina téch y ¢ P;, pro
néz f~1(y) c U. Podle 7.2.1 mame dokdzat, %e V je okolf bodu b ¢ P,.
Piipad U = P je trividlni a miZeme jej vyloulit. Pro kaZdy bod
y e P, — (b) l1ze urdit okoli V(y) bodubd a okoli W(y) boduy tak,
Ze V(y) n W(y) = 9. Ze 7.1.1 plyne, Ze jestlize k soustavé viech mnoZin
-1 [W(y)] [y « P, — (b)] ptipojime mnoZinu U, vznikne pokrytf pro-
storu P. ProtoZe P je kompaktni, existuji takové body y, v konetném

podtu (1 < i < n), Ze UuU f{W(y)] = P. Jeli Vo = AV (), jo Ve
i=1 i=1

okoli bodu b podle 4.2,5. Jestlize zef~1(V,), mime 1 i< n=
= f(x)e P, — W(y,)=>ze P — [~ W(y,)). Tudiz f2(V,) c U, takie
VocV aV je okoli bodu b podle 4.2.4.

8.3.24. BudiZz f prosté spojité zobrazeni kompaktniho
prostoru P na H-prostor P,. Pak f je homeomorfni. Viz 7.1.7,
7.2.6 a 8.3.23.

8.3.25. Budiz (P, %) kompaktni prostor. BudiZ » H-topo-
logie v mnoziné P, kterd je hrubs$i nez u. Pak je u = v. Viz
7.1.11 a 8.3.24.

8.3.26. Budi# f oboustrannd spojité zobrazeni kompakt-
niho FH-prostoru P naprostor P,. Paktaké P, je kompaktni
FH-prostor. Podle 8.3.19 je P normélni, takZe podle 7.2.20 je také P,
normalni, takze P, je FH-prostor. P, je kompaktni podle 8.3.15.

8:3.27. BudiZ f oboustranné spojiﬁé zobrazeni kompakt-
niho F-prostoru P na prostor P;. Pak jest y!(P,) = »!(P). Pfipad
koneéného P je podle 4.12.17 trividlni. Je-li P nekoneény, pak mohut-
nost y*(P) je nekoneéna podle 4.12.17. Podle 7.2.18 je P, F-prostor.
Pro M c P budiz (M) = &,y € Py, f~(y) c M]. Prostor P ma ote-
vienou basi B mohutnosti y(P). Budiz € soustava viech mnoZin tvaru
UX (X ¢ R), kde & probihd vSecky konedné &asti soustavy B. Podle

3.7.11 je moh € = y*(P), takZe moh ¢(€) = y*(P) a staci dokizat, Ze
®'(€) je oteviend base prostoru P,. Je-li C € €, pak C c P je otevieni
podle 4.4.10, tak¥e fi(P — C) c Py je uzavieni podle 7.2.9; ziejmé
¢(C) = P, — f{(P — C), takie ¢(C) c P, je otevieni. Budiz ¥ okoli
bodu b ¢ P,; podle 4.5.17 zbyva pouze dokazat, Ze be@(C)c ¥V pii
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vhodné C ¢ €. Podle 7.1.1 je (V) okoli kazdého bodu z ¢ f-1(b). Podle
4.5.17 muzZeme kazdému x e f-1(b) pfitadit B(x) e B tak, %e z ¢ B(z) ¢
c f~Y(V). Podle 7.1.20 a 8.3.1 mnoZina f~1(b) je kompaktni. Podle
8.1.2 a 8.1.5 tvoli soustava vSech mnozin f-1(b) n B(z) [z e f~1(b)]
pokryti kompaktniho prostoru f-1(b) vnoteného do P. Tudi# existuje
koneéné mnoho takovych bodi z; e f~1(d) (1 = ¢ < n), Ze f1(b)c C =

= fJB(z,-). Nyni je C € €, C c f~1(V), takZe ¢(C) c V a protoze f~1(b) c
tml
c C, je b e p(C).

8.3.28. Budiz P #+ 0 uspofiddany prostor. Aby P byl kom-
paktni, k tomu je nutné a stadi, aby pfedné v P existoval
prvniiposledni bodaabyzadruhé v Pneexistovaly mezery.

‘Dikaz. I. P je F-prostor podle 6.1.7.

II. Jestlize v P neni posledni prvek, nahlédne se snadno, Ze soustava
vSech tsekd A(z) (x e P) tvoii pokryti prostoru P, které neobsahuje
Zadné konec¢né zakryti, takZe P neni kompaktni. Podobné P neni kom-
paktni ani tehdy, jestlize v P neni prvni prvek.

IIT. Je-li (4, B) mezera v P, je jasné, e mnoZina A + @ je uzaviend
a Ze vnofeny prostor 4 je uspofddany prostor. ProtoZze v 4 neni posled-
ni prvek, plyne ze II, Ze 4 neni kompaktni, takZe podle 8.3.1 ani P neni
kompaktni.

1V. Predpokladejme, Ze P ma prvni prvek a i posledni prvek b a Ze
v P nejsou mezery. Trividlni pfipad @ = b miZeme vylou&it. Budiz M
nekoneéna ¢ast P a budiZ moh M = m. BudiZ B mnoZina viech tako-
vych z € P, Ze mnoZina viech pfed z leZicich bodd mnoZiny M mé mo-
hutnost m; budiz 4 =P — B. Ztejmé a e 4, be B a (4, B) je tez v
mnoZiné P. ProtoZe neexistuji mezery, existuje budto posledni prvek
mnoZiny 4 nebo prvni prvek mnoziny B. Je-li ¢ posledni v A, nahléd-
neme snadno, Ze kazdé okoli zprava bodu ¢ obsahuje m bodé mnoZiny
M; je-li ¢ prvni v B, pak ka?dé okoli zleva bodu ¢ obsahuje m bodu
mnoziny M. V obou p¥ipadech je ¢ koncentratni bod mnoZiny M,
takze P je kompaktni podle I a podle 8.3.11.

8.3.29. Budiz P zobecnény uspofiddany prostor. Je-li P
kompaktni, pak P je uspofadany prostor. Oznaéme u topologii
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danou v mnoziné P a v topologii z definice 6.1.2. Zfejmé je v hrub#f
ne% 4 a podle 6.1.7 je v H-topologie, takZe « = v podle 8.3.25.

8.4. UPLNE REGULARNI PROSTORY

Definice 8.4.1. Pravime, Ze prostor P je #plné reguldrni, jestlize P
je F-prostor a jestlize ke kazdé uzaviené mnoziné F c Pa ke kazdému
bodu a P — F existuje takova spojitd funkee f v oboru P ez e P=
>0=f@x) <1, fla) =0, ze F = f(r) =1.

Poznimka. O funkei f stadi pfedpoklidat, Ze f(a) =0, x ¢ F =
= f(x) = 1, nebot potom lze definovat funkei g v oboru P tak, Ze

fx) <O0=g(@) =0, fl&)>1=>gx)=1,
0 = f(z) = 1= g(x) = f(z),

nadez g je spojitd funkce voboru Pajestz e P = 0 = g(z) = 1, g(a) =
=0, 2zeF = g{x) =1.

8.4.1. Je-li prostor @ vnofen do uplné reguldrniho P, je
také @ dplné reguldrni. Podle 4.6.10 je Q@ F-prostor. Budiz F,c @
relativné uzaviend a budiz a ¢ @ — F,. Podle 4.6.13 existuje takova
uzaviend F c P, ze F, = @ n F. Podle definice 8.4.1existuje takova
spojita funkce f v oboru P, Ze f(a) = 0, x ¢ F = f(x) = 1. Je-li f, ziZeni
| @, je fo spojitéd funkce v oboru @ a jest fo(a) = 0, z e Fo= f(z) = 1.

8.4.2. Uplné& regularni prostor P je R-prostor. Budiz Fc P
uzaviend a budiz @ ¢ P — F. BudiZ f takova spojita funkece v oboru P,
ze fla) =0, z € F = f(x) = 1. MnoZiny

G=2¢&; [fz) <], H=26, [{(z)> 1]
_jsou oteviené podle 7.1.14 a jest a ¢ G, F c H tak?e (a), F jsou H-oddé-
lené podle 5.1.15 a P je R-prostor podle 5.3.6.

Pozndmka. Existuji FR-prostory, které nejsou 1iplné reguldrni
(viz cvié. 8.5.14).

8.4.3. Normélni prostor je iplné reguldrni. Viz 7.3.10.
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8.4.4. Budiz P jakykoli prostor. Pak existuje uplné regu-
lirni prostor P, a spojité zobrazeni g prostoru P do P, s tou
vlastnosti, Ze kazdd spojitd funkce v oboru P se da slozit
ze zobrazenipaze spojitéfunkce voboru P,.

Dikaz. I. Definujme takto vztah ekvivalence € v mno#iné P. Je-li
ze P,y e P, pak (z, y) ¢ € znamend, Ze f(x) = f(y) pro kaZdou spojitou
funkei f v oboru P. Axiomy (I€) aZ (ITI€) (viz ¢lanek 1.3) jsou splnény.
Existuje takové zobrazeni ¢ mnoZiny P na mnozinu p'(P) = P,, Ze
mnoZiny o~Y(y) (¥ € P;) jsou pasy rozkladu ptislusného ke vztahu €.

I1. Kazdé dvojici sklddajici se ze spojité funkce f v oboru P a z ote-
vieného omezeného intervalu J pfitadme mnozinu H(f, J) viech téch
y € Py, pro které je y = p(x), f(x) ¢ J. Oznaéme B soustavu viech tako-
vych mnozin H(f, J). Definujme F-topologii v mnoziné P, poZadav-
kem, aby B byla oteviena base. Podle 4.5.16 musime ukézat, Ze jsou
splnény axiomy (I®), (IIB). Pro axiom (IB) je to zfejmé. K dikazu
(IIB) budiz H(f, J)eB, H(fy, J,)eB, aeP, ola)e H(f,,J)n
n H(f,, J,). Mame udat takovou H(f, J) € B, aby bylo o(a) e H(f, J) c
c [H(f,, J1) n H(f,, J,)]. Existuje takové &islo ¢ > 0, %e pro k =1
ipro k= 2 jest ‘

€, [fla) —e <t <fila) +elc ;. ’

Stadf polozit J = &, [— e <t <¢], xeP = f(x) = |f,(x) — fr(a@)] +
~+ |fo() — fs(a)|. Funkee f je spojité podle 7.1.32.

ITI. Ukazme, Ze zobrazeni g je spojité. Budiz a € P a budiz V okoli
bodu p(a) € P,. Podle 7.1.1 mame dokéizat, ze o~1(V) je okoli bodu a
v prostoru P. Podle 4.5.17 existuje takovd H(f, J)e®B, Ze o(a)e
e H(f, J) c V. Podle definice mnoziny H(f, J) je f spojita funkee v oboru
P a jest f(a) e J, takie podle 7.1.1 je U = &, [f(x) ¢J] okolim bodu
a e P. Aviak f{(U) =V, takze f~1(V) je okoli bodu a ¢ P podle 4.2.4.

IV. Je-li f spojita funkce v oboru P, plyne z definice P,, Ze p¥i vhod-
né funkei g v oboru P, je f sloZena z ¢ a z g. Mame dokéizat, Ze g je
spojita, a to plyne ze 7.1.3. Nebot je-lie > 0, b € P,, jest

V=26, [yeP, gly) — 90)| <l = H(f, J),
kde J = &,[g(b) — e <t < g(b) + €], takZe V je okoli bodu b podle
4.4.13.
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V. Zbyva dokazat, Ze prostor P, je tplné regulirni. Vime, Ze P, je
F-prostor. Necht @ c P je uzavi‘ené. a necht’, aeP, oa)e P, — @, Pak
existuje takovd H(f, J) € B, Ze ¢(a) e H(f, J) c P, — P. Dile existuje
takové e > 0, ze J > &, [f(a) — e <t < f(a) + ¢]. Je-i

@) — f@)] = &= p(z) =1,

f(®) — Ha)
) — f@)] < & = pla) = L2,
jest @ spojitd funkee v oboru P (viz 7.1.32), ktera podle IV je slozena

z g a ze spojité funkee g v oboru P,. Snadno se zjisti, Ze
gle(@)] =0, yePi=>0=g(y) =1, yeP=g(y) =1.

8.4.5. Kartézsky soudin R = PP(z) (ze C) Gplné regularnich
prostorid P(z) je uplné regularni. Zvolme bod a ¢ B a uzavienou
mnozinu F ¢ B — (a). Oteviend mno#ina R — F je okolim bodu ¢ ¢ R.
Podle definice topologie kartézského soudinu existuje neprazdnd ko-
netna K c C a pro kaidé z ¢ K takové okoli U(z) bodu a(z) e P(z), Ze
mno%ina V téch ze R, pro né: ze K = z(2) e U(z), je d4sti R — F.
Protoze P(z) jsou F-prostory, mtiZzeme pfedpoklidat, Ze kazda U(z) je
oteviena v P(z). Protoze P(z) jsou tplné reguldrni, existuje pro kazdé
z e K takova spojitd funkce f, v oboru P(z), Ze f,[a(z)] = 0 a Ze z(z) e
e P(z) — U(z) = [,[=(z)] = 1. Pro x ¢ R budiZ ¢(x) rovné soudinu &isel
f.[z(2)] (z € K). Snadno se zjisti, Ze ¢ je spojitd funkce v oboru R, Ze

pla)=0azie:xeF=gp) =1

Definice 8.4.2. Budiz m > 0 libovolnd mohutnost. Zdkladnim
kvddrem dimense m nazveme kartézsky soudin PP(z) (ze€C), kde
moh € = m a pro kaZdé z ¢ C je P(z) interval &,[0 = ¢ < 1] ve své
pfirozené topologii.

8.4.6. Zikladni kvddrdimense m je kompaktni FH-prostor,
jehoZ totalnicharakterjeroven¥,pfikoneénémmajeroven
m p¥inekoneéném m. Podle.6.1.17 a 8.3.28 interval &,[0 =t =< 1]
je kompaktni FH-prostor s prvnim axiomem spodetnosti. Z toho plyne
tvrzeni podle 6.2.10, 6.2.17, 6.2.19 a 8.3.18.

8.4.7. Uplné regularni prostor P + § s totilnim charak-
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terem m je homeomorfni s prostorem vnofenym do zdklad-
niho kvadru dimense m.

Dukaz. I. P¥i koneéném m je P podle 4.12.17 koneény a tvrzeni je
trividlni. Necht tedy m = 8,. Budiz B oteviend base prostoru P,
moh B = m. BudiZ € mnoZina viech téch dvojie (B,, B,) ¢ B-X B,
jimz lze pfifadit spojitou funkei f = &(B,, B,) v oboru P tak, aby bylo

2eP=>0=fx)=1, zeB,=fz)=0,
zeP—B,= f(x) =1.

11 Budi? a € P a budiZ U okoli bodu a. Podle 4.5.17 existuje takovi
B, ¢, ze a e B, c U. Protoze B, je oteviend a P je tplné regulérni,
existuje takava spojitd funkce g v oboru P, Ze g(a) = 0, z e P= 0 <
Sg(x) =1, zeP —B,=>g(x)=1. Podle 714.1 je &.[g9(zx) <}
okoli bodu @, take podle 4.5.17 existuje takova B, ¢ B, e a B, c
c &, [g(x) < }]. Je-li

glx) <3 = fx) =0, gx)> 3= f(z) =29(x) — 1,

je f spojitd funkce v oboru P a jest ze P= 0= f(z) <1, xe B, =
= flx) =0,z e P — B,= f(x) = 1, takZe (B}, B,) e €, ae B, c B, cU.

IIT. Z toho plyne nejprve podle 4.5.17, Ze jestlize dvojice (B,, B,)
probihd soustavu €, pak mnozina B, probiha otevienou basiprostoru P.
Protoze m = ¥ P), je moh € =m, tak’e moh € = m podle 3.7.9.
Jestlize tedy S(z) =&,[0=¢=1] pro ka?dé z¢€ a @ = PS(z)
(z € €), je @ zakladni kvadr dimense m.

IV. Pro z ¢ P budiZ ¢(z) ten bod prostoru @, jehoZ z-soutadnice pro
kazdé z = (B,, B,) ¢ € je rovna f(z), kde f = @(B,, B,). Podle 7.4.6
je @ spojité zobrazeni prostoru P na ¢'(P) c Q.

V. JeliaeP,beP, a =+ b, pak podle 4.2.6 existuje takové okoli U
bodu a, e b ¢ P — U. Podle II existuje takova dvojice 2z, = (By, B,) ¢
€€ Zeae B, c B,cU. Bod ¢(x) mé z4-soufadnici pro = a rovnou 0,
pro = b rovnou 1; tudiz p(a) + ¢(b). Zobrazeni ¢ je tedy prosté.

VI. Je-li U okoli bodu @ ¢ P, existuje takové dvojice z, = (B,, B,) ¢
€€ ieaeB, cB,cU. Jelize P — U, pak z,-soufadnice bodu ¢(z) je
rovna 1; naproti tomu je z,-soufadnice bodu ¢(a) rovna 0. Je-li tedy V'
mnozina téch bodh prostoru @, jejichZ z,-soufadnice je menSi nez 1,
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pak y € V n o(P) = ¢~Yy) c U. Z definice 6.2.1 v¥ak plyne, Ze V je
okoli bodu g(a) v prostoru @, takze V n ¢!(P) je podle 4.6.2 okoli ¢(a)
v prostoru ¢*(P) c @. Podle 4.2.4 a 7.2.1 je tudiZ ¢ inversné spojité,
takZe ¢ je homeomorfni podle 7.1.7 a 7.2.6.

8.4.8. Aby prostor P byl Gplné regularni, k tomu je nutné
a stacéi, aby P byl homeomorfni s prostorem vnofenym do
kompaktniho FH-prostoru. Podminka staéi podle 8.3.19, 8.4.1
2 8.4.3 a je nutnd podle 8.4.6 a 8.4.7.

Definice 8.4.3. Pravime, Ze prostor P je kompakini f-obal prostoru
@, jestlize P je kompaktni FH-prostor, @ je vnofen do P, @ je husty
v P a ke ka%dé omezené spojité funkei f v oboru @ existuje spojité
rozdifeni g na obor P. Podle 8.4.8 ma tato definice vyznam pouze pro
uplné regularni @. V tomto pripadé kompaktni §-obal podle 8.4.9
existuje a podle 8.4.11 je ,,v podstaté‘ jednoznaéné uréen; oznaéime

jej B(Q).

8.4.9. Ke kazdému tiplné regularnimu prostoru @ existuje
kompaktni f-obal 5(Q).

Diikaz. I. P¥ipad Q = 0 je trivialni; necht tedy Q + 9. Existuje
takovd mnoZina C + 0, Ze kaZdému z ¢ C lze pfifadit omezenou spo-
jitou funkei f, v oboru @ tak, Ze obricené pro kaZdou omezenou spoji-
tou funkei f v oboru @ existuje aspoii jedno takové z ¢ C, %e f splyne
8 f,. Pro kazdé z ¢ C existuji takova redlnd &isla a,, b, (a, < b,), Ze
M@ cd,=¢&,[a, <t <b,). Budiz R=PJ, (z¢C). Prostor R je
zfejmé homeomorfni se zdkladnim kvidrem dimense moh C, takZe
podle 8.4.6 je R kompaktni FH-prostor.

II. Pro ka?dé z € @ budiZ ¢(x) ten bod prostoru E, jeho# z-soufad-
nice pro kazdé z ¢ C je rovna f,(x). Podle 7.4.6 je ¢ spojité zobrazeni
prostoru @ na (@) c B. Je-liae@, be @, a + b, pak z tiplné regula-
rity prostoru @ plyne existence takové omezené spojité funkce f
'v oboru @, Ze f(a) = 0, f(b) = 1. Existuje takové z,e C, Ze f = f,;
zo-soufadnice bodu ¢(z) je pro 2 = a rovna0, pro x = b rovna 1. Zobra-
zeni ¢ je tedy prosté. Je-li a € @ a je-li U okoli bodu a, plyne z Gplné
regularity prostoru @, Ze existuje takova spojité funkce f v oboru @, Ze
fla) = 0 a e x e @ — U = f(x) = 1. Existuje takovéz,e C, Ze f =, .
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Budi% ¥ mnozina téch y ¢ R, jejichZ z,-soufadnice je mensi nez 1. Pak
je V okoli bodu ¢(a) v prostoru R, takZe podle 4.6.2 mnozina V n
n ¢'(Q) je okoli bodu g(a) v prostoru ¢X(Q). Zftejmé y eV n (@) =
= @~(y) c U, takZe podle 4.2.4 a 7.2.1 zobrazeni ¢ je inversné spojité.
Je tedy podle 7.1.7 a 7.2.6 ¢ homeomorfni zobrazeni prostoru ¢ na
prostor ¢*(@) vnofeny do R a tudiZ sta¢i udat kompaktni f-obal pro-
storu ¢!(Q).

III. Budiz P = ¢(@) c R. Pak P je FH-prostor podle 4.6.10 a
5.2.1 a P je kompaktni podle 8.3.1. MnoZina ¢'(Q) je hustd v P. Je-li b
omezend spojitd funkee v oboru ¢(Q), pak funkee f v oboru @ slozend
ze zobrazeni ¢ a z funkce % je omezena spojitd funkee v oboru Q. Exis-
tuje tedy takové z; e C, Ze f = f, . BudiZ g ta funkce v oboru P, jejiz
hodnota v ka?dém z ¢ P je rovna z,-soufadnici bodu z. Zfejmé g je
spojitd funkee v oboru P, jejiz zuZeni g | ¢1(Q) splyne s k. Tudiz P je
kompaktni f-obal prostoru ¢XQ).

8.4.10. Necht @ je vnofen do kompaktniho FH-prostoru P.
Necht mnoZina @ je hustd v P. Je-li (@) kompaktni f-obal
prostoru ¢, pak existuje takové spojité zobrazeni A pro-
storu (@) na prostor P, ie 2z Q= h(z) =z, M[BQ) — Q] =
=P —Q.

Diukaz. I. Trividlni piipad P = @ mizeme vyloudit. Podle 8.3.19
a 8.4.3 je P tuplnd reguldrni prostor. Podle 8.4.7 existuje mnozina
C % 0 a homeomorfni zobrazeni g prostoru P do § = PT'(z) (z € C),
kde T'(z) = &,[0 < t = 1] pro kazdé z ¢ C. Podle 8.4.6 je S H-prostor.
Pro jasnost oznaéme u topologii prostoru (@), » topologii prostoru S.
Protoze P je kompaktni, je také g*(P) c S8 kompaktni, takze mnozina
gi(P) je uzaviend v S podle 8.3.13, a tedy v g'(@) c ¢*(P) podle 4.4.7.
Na druhé strané mnozina @ je hustd v P, takZe také g'(Q)) je hustd
v gi(P), tj. v g1(Q). 2 g*(P). Tudiz v g{Q) = ¢*(P).

II. Pro ze C, y € S budiZ f,(y) z-souiadnice bodu y. Pak pro kazdé
z € C je f, omezena spojitd funkce v oboru 8. Existuje omezend spojita
funkce v oboru @ sloZena z g a ze ztZeni f, | g*(Q); tudiZ podle definice
kompaktniho f-obalu existuje takova spojita funkce f}' v oboru (@), Ze

e Q@ = flg(x)] = fi(=) .
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IIT. Pro kazdy z e f(@) budiz ¢(z) ten bod prostoru 8, jehoz z-sou-
fadnice je rovna f}(z) pro kadé z ¢ C. Ze 7.4.6 plyne, ze ¢ je spojité
zobrazeni prostoru §(¢) do prostoru S. Ziejmé

0y ZeQ = px) =g(x),

tudiz ¢Y(@) c ¢'[B(@)].- Podle 8.3.15 mnoZina ¢ [f(Q)] je kompaktni,
takZe @'[A(Q)] je uzaviend v S podle 8.3.13 a tedy v (@) c ¢'[B(Q)]
podle 4.4.7. Je-li V okoli bodu y € ¢'[8(Q)] v prostoru ¢'[5(@)], pak pfi
vhodném z ¢ 8(Q) je ¢(x) = y a podle 7.1.1 je ¢~1(V) okoli bodu z v pro-
storu B(Q); protoze @ je husty v (@), je @ n ¢~'(V) + @ podle 4.9.4
a tedy V n ¢Y(Q) + 0; ze 4.9.4 tudiZ plyne, Ze mnozina ¢X(Q) = g*(Q)
je hustéd ve @'[B(Q)], tj. vg(Q) > ¢'[A(@)]. Z toho plyne vgH(Q) =
= pA(Q)], tedy ¢[B(@)] = g*(P) podle I, tj. ¢ je spojité zobrazeni
prostoru §(@) na prostor g'(P).

IV. BudiZ z, €@, x,¢p(Q), x, & z,. ProtoZe B(Q) je H-prostor;
existuje takové okoli U bodu z, v prostoru §(@), Ze =, € (@) — «U,
tim spiSe je x, e @ — u(@ n U). ProtoZe @ je hustd v §(@), plyne ze
4.2.13 (kde misto P, M, N dame B(Q), @, (x,)), Ze z, ¢ u(Q n U). Pro-
toZe ¢ je spojité zobrazeni prostoru g(Q) do 8, jest ¢(z,) ¢ v[¢*(@ n U)],
a tedy podle (1) ¢(z,) e v[g"(@ n U)]. Protoze ¢ |@ je homeomorfni
zobrazeni prostoru @ na g'(Q) c S a protoze x, ¢ @ — w(@ n U), jest
g(zy) e gUQ) — V[ (@ n U)], tudiz o¢(x,) + g(x;) = p(z,). Je tedy:
2ef(Q) — Q= p(x) e P — gi(Q).

V. Dokizali jsme, Ze p je spojité zobrazeni prostoru f(@) na g*(P), Ze
zeQ = px) =g(x)azez e f(Q) — @ = ¢(x) e P — g'(Q). Protoze g je
homeomorfni zobrazeni prostoru P na g(P), existuje takové spojité
'zobrazeni k prostoru (@) na P, Ze ¢ je sloZeno ze zobrazeni % a g.
Ziejmé: ze¢@Q = h(x) = z, zef(Q) — @ = h(x)e P — @, a tedy
MBQ) — Q=P — Q.

8.4.11. Budtez P,, P,dva kompaktni f-obaly iplné regular-
niho prostoru Q. Pak existuje takové homeomorini zobra-
zeni h prostoru P, na prostor P, Ze: x e @ = h(zx) = 2. Podle
8.4.10 existuje takovéspojité zobrazeni & prostoru P, na P,, Ze = € @ =
= h(z) = z. Podle 8.3.24 stadéi dokdzat, %e h je prosté. Piedpokld-
dejme opak, takZe existuji a ¢ P;, be P, a + b, h(a) = h(b). Podle
7.3.10 a 8.3.19 existuje takova omezend spojitd funkee f, v oboru P,
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ze f(a) = O, f,(b) = 1. ZiZeni f, | @ je omezend spojitd funkece v oboru
Q. Existuje takova spojitd funkce f, v oboru P,, Ze z € Q = f,(x) =
= f,(x). Ze zobrazeni k a z funkee f, miZeme slozit spojitou funkei f,
v oboru P;. Jest fi(a) = f[h(a)] = f,[h(D)] = fo(b), naproti tomu
f1(@) = f1(b). Je-li zeP,= g(x) = fo(x) — fL(z), je g podle 7.1.32
spojita funkce v oboru P,. MnoZina M = &, [¢g(x) = 0] je v prostoru P,
uzaviend podle 7.1.20. Ziejmé @ c M, takze M je husta podle 4.9.1 a ze
4.9.2 plyne M = P,, tj. x e P, = fo(x) = f,(x) a to je spor, nebof
fol@) = fo(0), fr(a) * f1(B).

8.4.12. Nechf normalni prostor @ je vnofen do kompakt-
niho FH-prostoru P. Nechf mnoZina @ je husta v P. Aby
prostor P byl kompaktnim f-obalem prostoru @, k tomu je
nutné a staéi, aby uzavéry (v prostorn P) dvou disjunktnich
relativné uzavienych podmnozin prostoru @ byly dis-
junktni.

Dikaz. I. Budiz P kompaktni g-obal prostoru @. Jsou-li F,, F, dvé
disjunktni relativné uzaviené podmnoziny @, pak podle 7.3.10 existuje
takovd omezend spojitd funkce f v oboru @, Ze z e F, = f(x) = 0,
z e Fy = f(z) = 1. Existuje takovad spojitd funkce g v oboru P, Ze
z e @ = g(x) = f(z). Mnoziny

¢, =&, [xeP,g(a:):O]? D, =&, [zeP, glx) =1]
jsou uzaviené v P podle 7.1.20 a jest F, c @,, F, c @, takie podle
447je F,c D, F,c D,, atedy F, n F, = 0, nebot &, n &, = 0.

II. Abychom ukdzali, Ze nae podminka staéi, pfedpokladejme, Ze je
splnéna. Podle 8.4.9 existuje kompaktni f-obal (Q). Podle 8.4.10 exis-
tuje takové spojité zobrazeni 4 prostoru f(@) na P, Ze x € Q@ = h(x) = =.
Podle 8.3.24 stali dokazat, Ze & je prosté. BudiZ a € (@), b f(Q),
a % b; mame dokazat, Ze h(a) + h(b). Oznatme u topologii prostoru P.

Podle 7.3.10 a 8.3.19 existuje takova omezena spojitd funkece f v oboru
B(Q), Ze f(a) = 0, {(b) =.1. Budi

Flzépz[er;f(x)—S—%]; F2=tb’,,[a:eQ,f(x)g%]

Mnoziny F,, F2 jsou podle 7.1.8 a 7.1.18 relativné uzaviené v prostoru
Q a jest F;nF, =0, takie podle naSeho pFedpokladu také «F,n
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nuF, = 0. Je-li U okoli bodu k(a) v prostoru P, pak podle 7.1.1 je
h=1(U) okoli bodu a v prostoru (@). Také mnozina @, = &, [x € 5(Q),
f(x) = }] je podle 7.1.1 okoli bodu a v prostoru §(@), takze podle 4.2.5
té% @, n h~Y(U) je okoli bodu e ¢ 5(§)). Protoze mnozina @ je hustd
v B(Q), plyne ze 4.9.3, Ze Qn D, n kY U) *+ @, tj. F,nhY(U) + 0,
tedy také F, nU # @, nebot F, c Q = hMNF,) = F,. Tudiz i(a) e uF,
podle 4.2.9. Podobné je téz h(b) e uF,. Protoze uF,nuF, =0, je
h(a) = h(b).

8.4.13. Budiz @ vnofen do kompaktniho FH-prostoru P.
Uzavéry (v prostoru P) dvou disjunktnich relativné uzavie-
nych podmnozin prostoru @ budtez disjunktni. Pak @ je
normalni prostor. Podle 4.6.10 je @ F-prostor. Budtez F,, F, dvé
disjunktni relativnd uzavfené podmnoziny Q. Jejich uzavéry F,, F,
jsou disjunktni uzaviené mnoziny v prostoru P, ktery podle 8.3.19 je
normélni, takZe F,, F, jsou H-odd¥lené v P. Podle 5.1.13 jsou také
F,, ¥, H-oddélené v prostoru P a podle 5.1.11 téZ v prostoru .

8.4.14. Budiz P kompaktni f-obal uplné reguldrniho pro-
storu Q. Budiz 7 relativn& uzaviend podmnoZina @, T jeji
uzdvér v P. Aby T byl kompaktni f-obal prostoru 7', k tomu
je nutné a staci, aby ke kazdé omezené spojité funkei f
v oboru T existovala takova spojitd funkce g v oboru @, Ze
ziZeni g | T splyne s f.

Dikaz. I. Dokazme nejprve, Ze podminka stadi. Mime dokizat, Ze
T = B(T). Podle 4.6.10 a 5.2.1 je T FH-prostor; podle 8.3.1 je T kom-
paktni; zfejmé je T' v T hustd. B&zi tedy jen o dikaz faktu, Ze ke kazdé
omezené spojité funkei f v oboru 7' existuje takova spojitd funkee ¢
v oboru 7, ze ¢ | T = f. Je-li f déna, pak podle pfedpokladu existuje
takové spojitd funkee g v oboru @, Ze g | T' = f. Existuji takové redlna
éisla a, b, e xe T = a < f(x) < b. Je-li

g@@) <a=hx) =a, gx)>b=hx)=>,
a = g(x) = b= h(z) = g(2),
pak podle 7.1.32 je  omezen4 spojitd funkce v oboru Q a jest b | T' = f.
Protoze P = B(Q), existuje takovéa spojitd funkce & v oboru P, Ze
k|Q = h.Pak ¢ = k | T je spojité funkce v oboru T a jest ¢ | 7' = f.

14 Topologické prostory B 209



II. Budiz T = B(T") a budiz f omezena spojitd funkece v oboru 7.
Existuje takova spojitd funkee & v oboru T,%e h | T = {. Podle 8.3.19
je P normalni prostor. Ze 7.3.12 tudiZ plyne, Ze existuje takova spojitd
funkce & v oboru P, %e k| T = h. Pak je g = k | Q spojitd funkce
voboru Qajestg | T = f.

8.4.15. BudiZ B(Q) kompaktni f-obal dplné reguldrniho
prostoru @. Aby @ byl normalni, k tomu je nutné a staci, aby
pro kazidou relativné uzavienou 7T c @ uzavér mnoziny T
v prostoru f(@) byl kompaktnim f-obalem prostoru 7. Viz
7.3.11, 7.3.12 a 8.4.14.

8.5. Cvicent k § 8

8.5.1. BudiZ u F-redukce (viz definici 8.1.4) topologie v prostoru P. Aby ke
kaZdé nekonedné mnozZind M C P existoval takovy bod a ¢ P, Ze kazdé v-okoli
bodu e je v-okolim nekoneéné mnoha x ¢ M, k tomu je nutné a stadi, aby (P, u)
byl S-kompaktni F-prostor. Aby ke ka?dé nekonedné mnoZiné M c P existoval
takovy bod aeP, %o pro ka#dé v-okolf V' bodu a jest moh ¢(V) = moh M, kde
@(V) je mnoZina téch x ¢ M, jejichZ v-okolim jest V, k tomu je nutné a staédi, aby
(P, #) byl kompaktni F-prostor.

Definice 8.5.1. Bodovou mnoZinu @ c P nazveme relativné S-kompaktni
(v prostoru P), jestlize kaZdé spodetné pokryti prostoru P obsahuje koneéné za-
kryti mnoZiny Q.

8.5.2. Aby bodova mnoiina. @ c P byla relativné S-kompaktni, k tomu je
nutné a stadi, aby bylo n M % § pro kaZdou takovou posloupnost {M,}®, pro
kterou plati M, c P, Q n M + @, M, > M,,, pro viecka n.

8.5.3. Aby bodové mnoZina @ C P byla relativné S-kompaktnf, k tomu je
nutné a stadi, aby bylo M’ % @ pro kaZdou nekonednou M c Q.

8.5.4. BudiZ P L-prostor. Aby bodovéd mnoZina @ c P byla relativné S-kom-
paktni, k tomu je nutné a stadf, aby z kaZdé v Q obsaZené bodové posloupnosti
{a,} bylo lze vybrat posloupnost, kterd v prostoru P je konvergentni.

Definice 8.5.2. Bodovou mnoZinu @ C P nazveme relativné kompaktni
(v prostoru P), jestlize ka?dé pokryti prostoru P obsahuje koneéné zekryt
mnoZiny @.
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8.5.5. Aby bodové mnoZfina @ c P byla relativnd kompaktn{, k tomu je
nutné a staéf tato podminka: Je-li M + @ takovd soustava Gdst{ mnoZiny @,
7eP + N X (X e f) proka¥dou konednousoustavu £ c M, pak P + N X (X « M).

8.5.6. Necht bodovd mnoZina @ C P je relativné kompaktni a necht mnoZina
M c @ je nekoneéné. Pak existuje bod a ¢ P, ktery je koncentra¢nim bodem
mnoZiny M.

8.5.7. JestliZe ngrmaln{ prostor P neni §-kompakin{, pak existuje neomezens,
spojitd funkee v oboru P.

8.5.8. Prostor P popsany v pifkladé 8.3.3 je S-kompaktni H-prostor s prvnfm
axiomem spodetnosti, ale @ ¢ P neni R-bod. TudiZ v 8.2.16 nelze vynechat pied-
poklad, Ze P je F-prostor.

8.5.9. Budi¥ 4 normdlné uspofddand mnoZina mohutnosti 8, (viz 3.6.2 a |
3.7.6). BudiZ N mnoZina v8ech celych kladnych éisel ve svém pfirozeném uspo-
fdddni. Zvolme véc 7, kterd neni ani prvkem A ani prvkem N a roziiime dand
usporddéni mnoZin 4, N v uspofddéni mnoZin B = 4 u (t), M = N u (1) tak,
aby v byl posledni v B i v M. Poklddejme B, M za uspoiddané prostory ve
smyslu definice 6.1.2 a utvofme kartézsky soudin P = B x M. Oznaéme » topo-
logii prostoru P z definice 6.2.1. Uvaiujme jinou topologii # v mnozZiné P. Budiz
Q=B X (r)cP. Jeli aeP, a * (t,7), X Cc P, budiZ a ¢ uX pravé tehdy,
jestliZe aevX. Je-li X ¢ P, budiZ (r, ) euX pravé tehdy, jestlife budto
(t, ) ¢ X nebo (z, 1) ev(@ n X). Pak je (P, u) S-kompaktni FH-prostor, ale
(7, T) neni R-bod. TudiZ v 8.2.16 nelze vynechat predpoklad y(a) < N,. Zdrovenr
vidime, Ze v 8.2.18 nelze vynechat pfedpoklad Ze (P, v) je L-prostor.

8.5.10. Prostor P necht se sklddé z mnoZiny N vSech celych kladnych &isel a ze
dvou dalsich bodi a, b. Je-li mnofina X c P konednd, budiz X = X. Je-li
X c P nekoneéné a je-li fada

1
) DX

konvergentni, budi? X = X u (b). Je-li X c P nekoneéné a je-li fada (1) di-
vergentni, budi¥ X = X u (a) u (b). Pak je P S-kompaktni F-prostor a jest
(@) = Ny, x(a) > Ny. TudiZ v 8.2.17 nelze vynechat piedpoklad, Ze @ je H-bod.
PoloZime-li @ = P — (a), vidime, Ze v 8.3.12 nelze vynechat piedpoklad, Ze
ka¥dy 2 e P — Q je H-bod. '

8.5.11. Budi¥ P F-prostor popsany v pfikladé 6.4.10. Bodové mnoZiny @, =
=P — (1), @, = P — (2) jsou kompaktni, ale @, n @, neni ani S-kompaktni.
Proto v 8.2,10 nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je L-prostor; rovnéZ nelze
v 8.3.14 vynechat pifedpoklad, %e P je H-prostor. '

-8.5.12. Jako ve cvideni 8.5.9 budiZ 4 normélné uspofddand mnoZina mohut-
nosti 8,. Poklddéme A za uspotddany prostor ve smyslu definice 6.1.2, takze 4
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je dédiéné normélni prostor (viz 6.1.7). Ke ka#dé spojité funkei f v oboru 4
existuje takové a € A, Ze i

zed,a pred =z = f(z) = f(a).

Z toho plyne, Ze uspoié,danfr prostor B = A4 u (z), o kterém byla zminka
v 8.5.9, je kompaktnim f-obalem prostoru 4.

8.5.13. Budi¥ P = B X M prostor popsany ve cvi¢eni 8.5.9 v topologii z de-
finice 6.2.1. Budi¥ Q = P — (7, t) vnoten do P (r m4d ty% vyznam jako v 8.5.9).
Je-li f spojitd funkce v oboru @, pak existuje takové okolf U bodu (z, 7) € P, %e

zeQnU, yeQnU= fz) = ).
Z toho plyne, Ze prostor P je kompaktnfm f-obalem prostoru Q.

8.5.14. Budi¥ .Q prostor stejnd oznadeny v 8.5.13; jeho topologii oznaéme u;

budiz
T'=4Ax(t)cQ, Ty=(r) X NCQ,

/

kde 4, N, 7 maji tyZ vyznam jako v 8.5.9. BudiZ {@,}{ posloupnost takovych
mnoZin, %e pro viecka n je moh @, = moh @, a zvolme pro kaZdé n ¢ N prosté
zobrazeni @, mnoZiny @ na mnoZinu @,. Pro ¢e¢ N, ke N, k — 7 = 2 budiz
Q; n @, = 9. Pron e N budiz

Qon—1 N Doy = ‘Pén_l(Tl) = (P%”(Tl) ’
T eQup 1 N Qo 2> Papi(®) = Py,() 5

Q2n N Qopiy = ‘Péﬂ(Tz) = ‘Pén+1(Ta) s
T € Qap N Qopnyy = Pop(®) = Popa(®)

)

&)

@
Budiz P = | @, u (0), kde w je novy symbol. Pro X c P budi¥
=l

v X) = U1<77,1,[u(¢,_,1(X n &)

Do P zavedeme topologii takto. Je-li X ¢ P, budiz X = »(X) u (w), jestlize
budto w ¢ X nebo pro nekoneénd mnoho n ¢ N jest X n Q, + @; jestlife viak
w ¢ P — X a jestlife pouze pro koneénd mnoho n ¢ N jest X n @, + §, budiZ
X = v(X). Pak P je FR-prostor. Aviak P nenf tiplné regulérni; dikaz zde
struéné neznaéime. Pfedpokldddme-li, e P je uplnd reguldrni, pak existuje
kompaktni FH-prostor R, do kterého P je vnoten. Topologii prostoru B ozna-
me w. Pro ka¥dé n ¢ N jsou w ¢ (T,), w ¢L(T,), wQ, kompaktni FH -prostory;
mnotina @} (T,) je hustd ve w ¢1(T;), mnozina ¢X(T,) je hustd vew @l(T,), mno-
Zina @, je hustd ve w@,. Z 8.4.10 a 8.5.12 plyne, Ze pro kazdé n ¢ N existuje
takovy bod a, € R, Zeo '

w gp(Ty) = 4(T1) U (a5) 5

212



z 8.4.10 a 8.5.13 plyne, Ze pro ka%dé n ¢« N existuje takovy bod b, ¢ B, Ze w(}, =
= @, u (b,). ProtoZe"

q’;‘i(Tz) CQp, w ‘Pﬂl(Tz) + ‘P};(Tz) ’
musi byt

w ‘P,]{(Tz) = ‘P}‘(Tz) U (by) .

Nyni se snadno zjistf, Ze a, = b,,, a potom se odvodi z (1) a (2}, Ze viecky body
a,, b, jsou rovny témuZ jedinému a ¢ R. Jo tedy a ¢ w@, pro viecka n a je-li U
libovolné okolf bodu @ v prostoru R, je U n @,, + @ pro vieckan, tak¥e w ¢ wU.
Protofe w % a a protoZe R je H-prostor, je to nemozné.
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