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§9. METRISOVATELNE PROSTORY

9.1. ZAKLADNI VLASTNOSTI METRISOVATELNYCH PROSTORU

Definice 9.1.1. Budiz P libovolnd mnoZina. Odchylkou v mnozing P
nazveme funkei ¢ v oboru P X P, kterd vyhovuje témto dvéma
axiomim (ve kterych z e P, y ¢ P):

(Io) oz, z) = 0.
(Ie)  + y = o(x, y) > O.
Prvky z ¢ P budeme zvat body.

Definice 9.1.2. BudiZ g odchylka v mno#ing P a budi# a ¢ P. Je-li £
kladné &islo, nazveme mnozinu &, [e(a, ) < €] (g, &)-okolim bodu a;
p-okolim bodu a nazveme kaZdou mnoZinu, ktera pti néjakém & > 0
je (o, €)-okolim bodu a.

Je-li ¢ odchylka v mnoZiné P a znamena-li U(a) pro kazdy a e P
soustavu vSech p-okoli bodu a, jsou splnény axiomy (IM) az (IVW),
nebot axiomy (IU) a (IVU) jsou zfejmé a jest: (Ig) = (IIU), (IIQ‘) =
= (ITIW). Jestlize tedy pro kaidy a ¢ P pokladame ll(a) za soustavu
definujicich okoli bodu ¢, vznikne podle 4.3.3 topologie v mnoZing P.

Definice 9.1.3. O pravé popsané topologii v P pravime, Ze je vytvo-
fena odchylkou .

- 9.4.1. BudiZz @ vnofen do P. Je-li topologie prostoru P
vytvofena odchylkou p, pak topologie prostoru @ je vytvo-
‘fena odchylkou ¢ |Q X @.

9.1.2. Jestlize topologie prostoru P je vytvofena od-
chylkou, je v Psplnén prvniaxiomspoéetnosti. Nebot (g, n~1)-
okoli (n =1, 2, 3, ...) bodu a tvoii dplnou soustavu okoli bodu a.

214



Definice 9.1.4. Dvé odchylky p,, o, v mnoZiné P nazveme ckviva-
lentni, jestliZe ob& vytvareji touz topologii.

9.1.3. Aby odchylky p,, 0, v mnoziné P byly ekvivalentni,
k tomu je nutné a staci, aby kazdému boduae P a kazdému
¢islu £ > 0 bylo lze pFitadit takova kladna &isla 8, = 8,(a, €),
8y = 0,(a, €), Ze

xEP; @1(a,z)<51:>92(a,x)<3,
ZEP, Qz(a;z)<‘5z=>91(a:z)<5-

Definice 9.1.5. Odchylku ¢ v mmnoZiné P nazveme symeirickou,
je-li pro x € P, y € P splnén axiom

(IILg) o(z, y) = e(y, ).

Definice 9.1.6. Metrika v mno%ind P je symetrickd odchylka o,
kterd pro x € P, y € P, z ¢ P spliiuje tzv. trojihelnikovy aziom

(IVe) olz, y) + ey, 2) = ol 2).

9.1.4. BudiZ @ vnofen do P. Je-li topologie prostoru P vy-
tvofena metrikou p, je topologie prostoru @ vytvofena
metrikou o | @ X @.

9.1.5. Nechftopologie prostoru P je vytvofena metrikou g.
Pak P je FHL-prostor. Aby bylo lima, = a, k tomu je nutné
a stadl, aby bylo lze kaZdému ¢ > 0 ptifadit takovy index k,
ze n > k= o(a, a,) < e.

Dikaz. I. Je-li aeP, beP, a + b, jest g(a, b) > 0. MnoZina
U = &, [20(a, z) < o(a, b)] je okoli bodu a; podle (IIlp) je mnoZina
V = ¢&, [20(z, b) < o(a, b)] okoli bodu b; podle (IVg) je UnV = 8.
Tudiz P je H-prostor.

IT. Je-li lima, = a a je-li e > 0, jest &, [o(a, ) < €] okoli bodu a,
. takze existuje takovy index k, Ze n > k = o(a, a,) < .

III. Ka%dému ¢ > 0 budiZ piifazen takovy index k(e), Ze n >
> k(e) = o(a, a,) < ¢. Je-li U okoli bodu a, existuje takové & > 0, Ze

o(a, z) < £ = z e U; pak je n > k(e) = a, ¢ U. TudiZ lim a, = a podle
Ia 6.3.5.
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IV. Budiz ae M. Pro n=1,2,3,... je &, [o(a, z) < n-1] okoli
bodu a; podle 4.2.9 tudiZ existuje takovy a, ¢ M, Ze p(a, a,) < n~L
Podle III je lim @, = a. Tudiz P je L-prostor.

V. Budi ae M. Podle 4.2.9 existuje nejprve takovy b, e M, Ze
o(a, b,) < n~1apotom takovy a, e M, Ze p(b,, a,) < n~L. Podle axiomu
(IVo) je o(a, a,) < 2.n-1. TudiZ lim a, = a podle III, takie a e M
podle 6.3.7; tedy P je F-prostor.

Definice 9.1.7. Prostor P nazyviame melrisovatelny, jestlize jeho
topologii Ize vytvolrit metrikou. JestliZe je dana uréitd vytvafejici
metrika g, pravime, Ze P je metricky prostor; je-li a € P, b € P, pak &islo
o(a, b) se nazyvé vzddlenosti bodw a, b v metrickém prostoru P.

Definice 9.1.8. Budiz P metricky prostor s metrikou p. Budiz
P+ McP, aeP. Infimum mnoZiny é&isel g(a, ) (z e M), znadka
d(a, M), nazveme vzddlenost? bodu a od mnoZiny M (v metrickém pro-
storu P). Je tudiz d(a, M) = p(a, b), jestlite M = (b) je jednobodova
mnozina.

9.1.6. Budiz P metricky prostor; budiZ ¢ >0 a budiz §
(o, £)-okoli bodu a. Pak S je oteviend mno%ina.

Dikaz. Je-li z,e8, jest o(a, z,) < e. Existuje takové 6 > 0, Ze
o(a, ) + & < e. Je-li p(xy, ) < &, jest x € S podle trojihelnikové ne-
rovnosti. TudiZz S je okoli bodu z,, takZe mnoZina S je oteviend podle
4.2.8 3 4.4.12.

9.1.7. BudiZ P metricky prostor. Je-liae P, 0 = M c P, jest
0=d(a, M) < . Jest M = &, [d(x, M) =0]. Jest d(a, M) =
= d(a, M). Je-li jedtd be M, jest |d(a, M) — d(b, M)| < o(a, b).
Je-liz ¢ P = f(z) = d(z, M), je fspojitd funkce v oboru P.

Dikaz. I. Ze 0 < d(a, M) < oo, je zfejmé.

II. Aby bylo 2, ¢ P — M, k tomu podle 4.3.2 je nutné a stadi, aby
pii vhodném & > 0 bylo g(z,, z) < e=x e P — M. Z toho plyne, Ze
M = &, [d(z, M) = 0).

III. Protoze M c M, je zifejmé d(a, M) = d(a, M). Kdyby bylo
d(a, M) > d(a, M), pak by existoval takovy bod z, e M, Ze o(a, £,) <
< d(a, M). Existovalo by takové e > 0, Ze pfa, z,) + ¢ < d(a, M).
Protoze z, ¢ M, existoval by podle II takovy bod z, ¢ M, Ze g(z,, z,) <
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< &. Potom by v8ak bylo o(a, z,) < o(a, z,) + o(,, x,) < d(a, H)ato
je spor, nebot z, ¢ M.

IV. Prox e M jed(a, M) = p(a, x) = o(a, b) —+ e(b, z) neboli o(b, z) =
= d(a, M) — o(a, b). Tudiz d(b, M) = d(a, M) — o(a, b) a podobné
také d(a, M) = d(b, M) — o(a, ), takZe |d(a, M) — d(b, M)| < o(s, b).

V. Budiz f(z) = d(z, M) pro z ¢ P. Je-li ¢ > 0, budiz U(e) (p, €)-
okoli bodu a € P. Podle IV je x € U(¢) = |f(x) — f(a)| < ¢, takZe funkce
f je spojité podle 7.1.3.

9.1.8. Metrisovatelny prostor P je dédiéné normalni. Podle
9.1.4 stadi dokazat, Ze P je normdlni. P je F-prostor podle 9.1.5.
Budtez F,, F, disjunktni uzaviené mnoZiny; miame dokizat, Ze F,, F,
jsou H-oddélené. Budiz F, + ¢ + F, nebot jinak je véc trividlni. Pro
z ¢ P budiz f(z) = d(x, F,) — d(z, F,). Podle 7.1.32 a 9.1.7 je f spojita
funkee v oboru P. Mimo to plyne z 9.1.7, Ze F, c G, F, c Gy, kde G, =
= €, [f(x) < 0], G, = &, [f(z) > 0]. Ztejmd G, n G, —  a mnoZiny
@,, G, jsou oteviené podle 7.1.14. Tudiz F,, F, jsou H-oddélené podle
5.1.15.

9.1.9. V metrisovatelném prostoru je kaZdd uzavfend
mnoZina Gy-mnozinou a kazd4 oteviend mnoZina je F,-mno-
%inou. Podle 4.4.19 staéi dokazat, Ze uzaviend mnoZina ¥ je Gs-mno-
Zinou. Trividlni pi¥ipad F = ¢ mlZeme vyloutit. Podle 9.1.7 je F =
= NG, kde G, = &; [d(z, F) < n-1]. MnoZiny G, jsou oteviené podle

n=l
T71.14 a 9.1.7.

Poznamka. Podle 9.1.8 a 9.1.9 metricky prostor je dokonale nor-
malni.

9.1.10. Budiz C + ¢ nejvys spodetnid mnoZina. Pro kazdé

ze C budiz P(z) metrisovatelny prostor. BudiZ R = PP(z)
(¢ C). Pak R je metrisovatelny prostor.

Dukaz I. Je-li o; metrika v prostoru P; (1 <1< m)a je-i R=
= 5}) P“ zjistime snadno, Ze ¢ je metrika v prostoru R, jestliZe o(z, y) =

= Z 0:(z:, ¥:), kde z; (y,) jsou soufadnice bodu z ¢ P (y € P).
{=1 .
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II. Je-li B =_9‘;) P; aje-li p; metrika v prostoru P;, poloZime g(a:, y) =

i=1
= > 0¥, ¥:), kde z; (y;) jsou soufadnice bodu zeP (yeP) a
t=1

o¥(x;, y;) = min [p,(x;, ¥;), 2=%]. Snadno zjistime, Ze o je metrika
v prostoru R.

9.1.11. Totalni charakter metrisovatelného prostoru P je
roven nejmensi mozné mohutnosti husté bodové mnoziny.
Je-li P koneény, plyne tvrzeni ze 4.1.6 a 4.12.17. Je-li P nekoneény, je
totdlni charakter y!(P) nekoneény podle 4.12.17. Ze 4.12.21 plyne, Ze
stadi dokazat, Ze mohutnost kazdé husté mnoziny je = y*(P). Budiz
naopak H c P hustd, moh H = b < x*(P). Ze 4.1.6 plyne, Ze mohut-
nost § je nekoneéna. Pro y € H, n ¢ N budiz S,(y) = &.[o(z, y) < n1];
mnoziny S,(y) jsou oteviené podle 9.1.6. Budi?z & soustava viech
mno#in S,(y) (y € H, n e N); ze 3.7.10 plyne, Ze moh & < §, tedy
moh & < x(P). Je-li v8ak U okoli bodu a ¢ P, existuje takové n e N,
Ze o(a, ) < n~! = z ¢ U. Podle 4.9.4 existuje takovy y ¢ H, Ze p(a, y)<
<< (2n)-1. Jest a € S,,(y) a z trojihelnikové nerovnosti plyne S,,(y) c U.
Tudiz & je podle 4.5.17 oteviend base prostoru P a to je spor, nebotf
moh & < y!(P).

9.1.12. Aby nfetrisova.telnjr prostor P spliioval druhy
axiom spocéetnosti, k tomu je nutnéa stadiabyvnémexisto-
vala nejvys spodetna hustd mnozZina.

Definice 9.1.9. Budiz P metricky prostor. Je-li ¢ > 0, pak e-sit
v prostoru P je takova bodovd mnozina M, Ze pledné ze M, y ¢ M,
z % y= oz, y) > € a Ze za druhé ke kazdému z ¢ P existuje takovy
xeM, Ze oz, 2) < e

-9.1.13. V metrickém prostoru P pro kazdé ¢ > 0 existuje
g-sit. Oznaéme M soustavu viech téch bodovych mnozin M, pro které

zeM, yeM, z+y=oy) >e.

Ztejmé M + O, nebot P e M. Mimo to je zfejmé, %e pro kazdou ne-
prazdnou monotonni M, c M také sjednoceni viech M e My ndlezi do
M. Z toho plyne podle 3.9.2, Ze existuje takovd A ¢ M, pro kterou ne-
existuje M e M, A c M + A. Ziejmé A je e-sit.
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9.1.14. BudiZz P metricky prostor; budiZ e> 0; budiz M
e-3it v prostoru P. Pak je moh M =< 4'(P). Existuje takova ote-
viend base B, Ze moh B = y(P). Podle 4.5.17 mtZeme kaZdému
x € M piifadit mnoZinu ¢(x) e B tak, Ze predné z e p(z) a za druhé
zep(x) = o(x, 2) < je. Je-lixe M,y e M,z e p(x) nply), jest p(x,z) <
< }¢, 0(z, y) < %e, a tedy podle trojihelnikové nerovnosti p(z, ) <,
takZe z = y podle definice ¢-sité. Z toho plyne, Ze ¢ je prosté zobrazeni
mnoziny M do B, takZe moh M = moh B = y*(P).

9.1.15. Budiz P husté rozloZeny metrisovatelny prostor.
Pak existuje takovd A c P, Ze ob& mnoiiny 4, P — 4 jsou
husté.

Dikaz. I. Zavedeme rekurentné posloupnost bodovych mnoZin
{M,} takto. M, budiZz 1-sit v prostoru P (viz 9.1.13). Je-li M, uz
urdena, budi M, ., (n 4 1)-lsit ve vnofeném prostoru P — LnJ M,

£=1
(viz 9.1.4 2 9.1.13).

II. Pro ze P, ¢ > 0 budiZ S(z; ¢) = &, [o(z, ) < €]. Budiz U okoli
bodu a ¢ P. Existuje takovy index %, Ze S(a, k1) c U. MnozZina V =
= S[a, (4k)~'] je nekonelnd podle 4.2.11 a 4.7.6. Je-li z, ¢V, x, ¢V,
jest o(xy, ;) < (2k)~* podle trojihelnikové nerovnosti, takZe pro
1 < n =< 2k nemiize do V naleZet vic neZ jeden bod mnoZiny M,;

. 2k
tudiZz existuje bod zeV — U M,;. K bodu z musi existovat takovy
. t=1
Ye My, Ze o(y, 2) < (2k + 1)-1. Protoze z ¢ V, jest o(z, a) < (4k)~%;
2z trojihelnikové nerovnosti tudiz plyne, Ze o(y, a) < k=%, takie y ¢ U n
nMy,,cUn D M,,_,. MnoZina 4 = lj M,,_, je tedy hustd podle
na=l n=1
4.9.3. Podobné se dokéze, %e také B = | M,, je hustd. Zfejmé 4 n

=l

n B = @, takie P — A je husta podle 4.9.1.

9.1.16. BudiZz P metrisovatelny prostor; budiz @ c P. Aby
existovala funkce f v oboru P, jejiZ mnozinou bodi spoji-
tostije @ ktomujenutnéastadi abypfednékaidyisolovany
bod prostoru P néilefel do @ a aby za druhé @ byla G;-mno-
Zina.
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Dikaz. I. Podminka ,je nutnd podle 7.1.2 a 7.3.6. Pfedpokladejme
tedy, Ze je splnéna. Podle 4.4.19 je P — Q= G F,, kde mnoziny F,
jsou uzaviené a neobsahuji Zidny isolovan)'r ‘:);(11 prostoru P. Budiz
A, —F, A,—F, — UF, takie P— Q=) A, a mnotiny A,
(n € N) jsou d.is;junktnif-1 "

II. Podle 4.7.10 mazeme poloZit 4, = B,u C,, kde B,n C, = 9,
B, je relativné uzaviend v A4,, B, je budto prizdni nebo husté roz-
loZena a O, je Fidce rozlozena. Podle 9.1.15 existuji takové dvé mno-
Ziny H,, K,,,72e H,n K, = $, H,u K, = B, a kaida z obou mnozin
H,, K, je hustd v B,.

III. Kaidy bod x € P néleZi do pravé jedné z mnozin

Q H, K, C, (neN).
Proto mazeme definovat funkei f v oboru P takto:
" 2e@QUH,=>flx)=0, zeK,uC,= f(x) =n"1.
Méme dokdzat, Ze mnoZina vSech bodil spojitosti funkce f splyne
s mnozinou §. Je-li nejprve a ¢ @, tedy f(a) = 0, a je-li £ > 0, pak

n
existuje takové n € N, Ze n . ¢ > 1. MnoZina U F; c P — @ je uzaviend

iml
podle 4.4.6, takZe podle 4.4.13 je U = P — |J F, okoli bodu a. Ziejms
i=1
zeU= |f(x) — f(a)] < n~! < ¢, takie a je bod spojitosti funkce f
podle 7.1.3.

IV. Je-lia e P — @, pak existuje takové n € N, Ze budto a € B, nebo
aeC,. Je-liaeB,a jeli U okoli bodu a, pak jelikoz H, i K, je hustd
v B,, soudime ze 4.9.4, Ze existuji dva body z, ¢ Un H,, z,e U n K,.
Jest f(x,) = 0, f(x,) = n~%; mimo to je budto f(a) = 0 nebo f(a) = n-1.
Proto implikace z ¢ U = [f(x) — f(a)| < n~! jenespravni, takie podle
7.1.3 neni a bod spojitosti funkee f.

V. Posléze necht a € C,; budiz U okoli bodu a. Protoze B, = 4, —
— C,, je relativné uzaviena v 4,, je C, podle 4.4.13 relativnim okolim"
bodu a ve vnofeném prostoru 4,, takZe podle 4.6.2 v prostoru P exis-
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tuje takové okoli V bodu a, Ze 4, nV = C,. Podle 4.2.5 je UnV
okoli bodu a. Protoze P je F-prostor (viz 9.1.5), existuje podle 4.4.13
a 4.5.6 takova oteviend mnozina G, ze ae Gc UnV. Je tedy Gn
nC, + #; jelikoz C, je Fidce rozloZend, existuje isolovany bod b
mnoziny G n C,; mnozina (b) je tedy relativné otevieni v G n C,,
takZe podle 4.6.13 existuje v prostoru P takova oteviena I, Ze C, n
nI'n @ = (b). Podle 4.4.11 a 4.4.13 je I"n G okoli bodu b. Protoze
beC,c P — @, neni b isolovany bod prostoru P, takie podle 4.7.1
existuje bod ceI'n@, ¢ +b. Protoze C,nI'nG@=(b), GcT7,
A, nV =C,, jest ce P — A4,, a tedy f(c) + n~! = f(a), takie [f(c) —
— f(@)] =n=* — (n + 1)~1. ProtoZe ceU, je implikace zeU =
= |f(x) — f(a)] < e jisté tehdy nesprivni, jestlize 0 <& <n!—
— (n + 1)-1. TudiZ podle 7.1.3 a neni bodem spojitosti funkce f.

Definice 9.1.10. Metricky prostor P nazveme lotdiné omezeny, jest-
lize v ném pro kaZdé ¢ > 0 existuje koneéna e-sit.

9.1.17. Je-li metricky prostor P totdlné omezeny, pak P
spliiuje druhy axiom spoéetnosti. Existuje takovd posloupnost
{4,} koneénych bodovych mnoZin, Ze kazdé 4, je n~1-sif v prostoru P.

Mnozina @ = alDJ A, je nejvys spotetna. Je-li U okoli bodu a ¢ P, exis-
n=1

tuje takové ne N, Ze g(a,x) = n~'= zeU. ProtoZze 4, je n1-sit,
existuje x € 4,, o(a, ) = n1, tedy x e @ n U. TudiZ @ je hustd podle
4.9.3 a P spliluje druhy axiom spodetnosti podle 9.1.12.

9.1.18. S-kompaktni metrisovatelny prostor P je totdlns
omezeny p¥i kazdé volbé vytvarejici metriky p. Budiz ¢ > 0.
Podle 9.1.13 existuje e-sit M v prostoru P. Staci ukazat, ze M je ko-
neénd mnozina. Je-li M nekoneéné, pak podle 8.2.6 existuje hromadny
bod @ € P mnoZiny M. MnoZina U = &, [o(a, ) < }¢] je okoli bodu a.
Podle 4.2.11 existuji body 2, e UnM, 2, U n M, x, + z,. Z troj-
thelnikové nerovnosti plyne o(x;, ;) < ¢ a to je nemozné,.

9.1.19. S-kompaktni metrisovatelny prostorsplinjedruhy
axiom spodetnosti. Viz 9.1.17 a 9.1.18.

9.1.20. S-kompaktni metrisovatelny prostorje kompaktni.
Viz 8.3.5 a 9.1.19.
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9.1.21. Metricky prostor P (s metrikou p) budiZ totdlng
omezeny. Budiz Q ¢ P. Pak také Q (s metrikou o |Q X @) je
totalné omezeny. Budiz ¢ > 0. Existuje koneénd mnoZina A, kterd
je 3e-siti v prostoru P. Podle 9.1.13 existuje e-sit M v prostoru Q.
Stadi ukdzat, Ze mnozina M je koneénd. Necht naopak M je nekoneéna.
Ke kazdému z € M existuje takovy z € 4, Ze o(z, ) < }e. Protoze M je
nekoneénd a 4 je koneénd, existuji takové body z,e¢ M, z,e M,
xed, ze 2, * 2, oz, ) = d¢, o(x, 2,) = }e. Z trojihelnikové nerov-
nosti plyne o(z,, 2,) =< ¢ a to je nemozZné.

9.1.22, Prostor E, je metrisovatelny. Je-li o(z, y) = |z — y| pro
z € E,, y € E,, je zfejmé, Ze g je metrika v E,. Tudiz E, je metrisovatelny
podle 9.1.10.

9.1.23. Zékladni kvadr Q dimense m je prévé tehdy metri-
sovatelny, jestlize m = §,.

Dikaz. I. Interval &,[0 <¢ = 1] je metrisovatelny podle 9.1.4
a 9.12.2. Tudiz pro m = X, je @ metrisovatelny podle 9.1.10.

II. Je-li m > n(;, ae@, jest y(a) =m podle 6.2.14, takie @ podle
9.1.2 neni metrisovatelny.

9.1.24. FR-prostor P s druhym axiomem spodetnosti je
metrisovatelny. P je normilni podle 8.1.11, tedy tpln& regularni
podle 8.4.3. Tudiz z 8.4.6 plyne (pro nekoneény P a je zfejmé pro ko-
neény P), Ze P je homeomorfni s podmnoZinou zédkladniho kvadru @
dimense 8y. TudiZ P je metrisovatelny podle 9.1.4 a 9.1.23. Jiny dikaz
pozname v &lanku 9.2.

9.1.25. Necht topologie prostoru P je vytvofena metrikou
0,. Jestlize P spliiuje druhy axiom spoéetnosti, lze najit
metriku g, ekvivalentni s g,, vzhledem k niZz P je totdlné
omezeny. Podle pfedchizejiciho dikazu existuje homeomorfni
zobrazeni f prostoru P do zikladniho kvidru @ dimense 8,. ¢ je metri-
sovatelny; budiz ¢ vytvotujici metrika prostoru . Podle 8.3.3 a 8.4.5 je
Q@ S-kompaktni, tedy totalné omezeny podle 9.1.18. Z 9.1.21 plyne
snadno, Ze staéi poloZit g,(z, ¥) = o[f(x), f(¥)] pro x e P, y ¢ P.
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9.2. KRITERIA METRISOVATELNOSTI

9.2.1. Topologie prostoru P budiz vytvofena symetrickou
odchylkou p. Proze P, ye P, z¢ P budiz

(1) o(®, 2) = 2 max [e(z, y), e(y, 2)] .
Pak P je metrisovatelny prostor.

Dikaz. I. Nejprve dokizeme, Ze pro kaZdou koneénou bodovou
posloupnost {z;}; (n = 3) jest

n-1

(2) o(zy, z,) = 4 Zle(xz-, Ziy1) — 20(2y, ) — 20(%y, T,) -
fm

To je trividlni pro » = 3; miZeme tedy pfedpoklidat, Ze p¥i uréitém
k = 4 plati (2) pro 3 =<n =k — 1 a mame dokizat, Ze (2) plati téz
pro n = k. BudiZ naopak

k-1

(3) oy, @) > 4 3 0(as, ai41) — 20(ay, a5) — 20(axy, @) -
i=1
Protoze p(x, y) = 0, plyne ze (3), Ze
(4) o(ay, ax) > 2¢(ay, as), (@, Gz) > 20(dx—, @) .
Podle (1) plyne ze (4,), Ze o(a,, a;) < 20(a,, a;); porovname-li se (4,),
vidime, Ze existuje takovyindex h (2 < b =< k — 2), Ze sice p(a,, a;) =

< 20(an, @), aviak o(a,, a;) > 20(an41, o), tedy podle (1) e(a;, a;) <
< 20(ay, Gpyy). Tudiz

() o(ay, &) = o, @) + e(ay, anyy) -

Protoze 2 < h < k — 2 a protoze (2) plati pro 3 <n <k — 1, jest
»

(6) o(ai, Onyq) = 4 Z o(@;, @iyq) — 20(ay, ap) — 20(an, Ansa) ,

i=1
k-1

(M o(an &) = 4 z 0(a;, @;11) — 20(an, Gn1) — 20(@k—y, @) -
i=h

Z (5), (6) a (7) vyjde seétenim spor proti (3).
II. Pro z¢ P, y e P budi? o(r,y) infimum mnoZiny viech &isel

n-1
-421 o(z;, #;4,), kde {x;}] probihd viecky takové koneéné bodové po-
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sloupnosfi, pro které n = 2, z;, =2, z, = y. Zfejmé 0 < oz, y) =<
= oz, y), oz, y) = o(y, ) a mimo to z I plyne o(z, y) < 4o(z, y).
Proto je o symetricka odchylka v mnozZiné P, kterd podle 9.1.3 je
ekvivalentni s p. Zbyva zjistit, Ze o spliiuje trojihelnikovou nerovnost.
Pro kazdé £ > 0 muzeme kazdé trojici bodu (z, y, z) ptifadit takové
dvé konedné posloupnosti {z;}7, {#;}.*™, %e pfedné z, ==z, z, = ¥,
Zyp.m = 2 & za druhé

n-1

Z Q(xi: xi.+1) < 0(3:, y) + g,

i=1

n+m-1

iz o(x;, v;4,) < oly,2) +¢.

Potom jest
nim-1

ofz,2) S 3 o, Tin) < 0@, y) + oy, 2) + 2¢
i=1
a protofe ¢ > 0 bylo libovolné, spliiuje ¢ trojihelnikovou nerovnost.

9.2.2, Aby prostor P byl metrisovatelny, k tomu je nutné
a stadi, aby existovala posloupnost {%,}) neprazdnych
soustav bodovych mnoZin s témito vlastnostmi:

A. Pro kazdé n je P=U X (X e¥U,).

B. Je-li X,e¥U,y, X,eWUppy, X;nZX, 0, pak existuje ta-
kovda X e, 7ze X,uX,c X.

C. Pro aeP budiz W, (a)=U X (Xe¥,, aeX). Pak éleny
posloupnosti {W_(a)}7 tvofi iplnou soustavu okoli bodu a.

Dikaz. I. Necht topologie prostoru P je vytvofena metrikou g. Pro
kaidy bod a € P a pro kazdé n = 1 budiz U,(a) (o, 2)-okoli bodu a.
Budiz U, soustava viech mnozin U,(z) (z ¢ P). Protoze = ¢ U,(z), plati
A Je-li aeU,p(@)n Uyl a jeli zelU,yy(zy), jest ola, ) <
< 2771 o(z, 2,) < 27771 a tudiZ e(x, a) = o(z, z,) + ofx,, a) << 2™
Tedy U,.q(x,) c Uy(a) a stejné se dokaze téz U, (x,) c U,(a), takie
plati B. Proa € P je U,(a) c W,(a) a podle pravé feéeného je W,,,(a) c
c U,(a); tedy plati C.

II. Necht posloupnost {¥,} mé vlastnosti A, B, C. Pro x e P, y e P
definujme éislo o(z, y) takto. Pfednd budiZ o(x, ) = 0. Je-li za druhé
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z + y, pak z C plyne podle 4.2.6, e existuje takové k ¢ N, e 74dné
X ¢ U, neobsahuje soudasné oba body z, y; podle B potom plati totéz
ipro X e U,, n > k; je-li m nejmensi takovy index, Ze %4dna X € U,,
neobsahuje soudasné oba body x, y, budiZ o(z, y) = 2-=. Snadno se
zjisti, Ze p je symetrickd odchylka v mnozing P. Dokézeme, Ze pro
zeP,yeP,ze P jebudto o(z, 2) = 20(z, y) nebo o(z, z) < 29(y, 2). To
je zfejmé proy = xiproy = z. BudiZ tedy = + y + 2, g(z, y) = 2™,
o{y, z) = 2. Protoze odchylka p je symetricka, staéi dokdzat: m <
< n= o, 2) = 20(x, y). Jeviak jisté o(z, 2) = 27 je-li tedy m < 2,
je jist& o(z, z) =< 2¢(=, y). Je-li viak m = 3, pak protoZe o(z, y) =
= 2-m existuje takova X, e ¥,,_,, Ze v ¢ X, y ¢ X, a protoZe o(y, 2z) <
< 2-m, existuje takovd X, e U, _,, Ze y e X,, ze¢ X,. Protoze y e« X; n
n X,, plyne z B, #e existuje takovd X € %,,_,, %¢ X, U X, c X. Potom
je zeX, ze X, X eU,_, takie o(z, z) < 2-("-1 = 29(z, y). Nyni
z 9.2.1 plyne, Ze p vytvofuje metrisovatelny prostor. Zbyva dokizat,
e puvodni topologie w prostoru P splyne s topologii v, ktera je vytvo-
fena odchylkou p. To je vSak zfejmé, nebot z definice mnoziny W, (a)
a z definice p plyne, Zze W, (a) = &, [o(a, ) < 2-7], takie mnoZiny
W.(a), které podle C tvoii pii topologii » tiplnou soustavu okoli bodu a,
tvoti takovou soustavu i pfi topologii ».

9.2.3. Budiz P metrisovatelny prostor. Pro kaidy zeP
budiZ U(z) iplnd soustava okoli bodu z. Pak pro kazdy x e P
existuje takova posloupnost {U,(x)}, Ze U,(x) e Wz), U,py(z)
c U,(x), Ze ¢leny posloupnosti {U,(x)} tvofi iplnou soustavu
okoli bodu z, aze kazdému z ¢ P a kazdému indexu n lze p¥i-
Fadit takovy index ¢(z, n) > n, Ze

zeP, yeP, m=gxn), Un@)UUay) + 9= Uny)cU@).
Budi% ¢ metrika prostoru P a pro ¢ > 0 budiz S(z, ) (g, £)-okoli bodu
zeP. Zvolme U,(z)e W(x) tak, Ze U,(2)c S(z, 1). Je-li uf uréena
U,(z) e U(z), pak podle 4.2.5 je U,(z) n S(z, 3-*) okoli bodu z, takze
existuje takovd U, (z) ¢ W(z), Ze U, () c U,(x) n S(x, 3-"). Mime
tedy U,(z) c S(z, 3-"+1) pro viecka z, takZie mnoZiny U,(z) (n e N)
tvofi takovou tplnou soustavu okoli bodu z, Ze U, (x) c Uulz)
c 8(z, 3-7+1) pro n ¢ N. P¥i danych z, n je U,(z) okoli bodu z, takZze
existuje takovy index m = g(z, n) > n, te S(z, 3-™+2) c U,(z). Je-li
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nynize P, yeP, m= g, n), acUn@)n Unly) ajelizeUny), pak
viecka t¥i ¢isla g(z, a), o(a, ¥), o(y, z) jsou mensi nez 3—-™+1, takZe troj-
thelnikova neronost da g(z, z) << 3-™+2 a z toho plyne, Ze z ¢ U, (), tj.

mime U, (y) c U,(z).

9.2.4. Kazdému bodu x prostoru P budiz ptifazena po-
sloupnost {U,(z)}, jejiZ ¢leny tvofi Giplnou soustavu okoli
bodu 2. Pro kazdou dvojicize P, n« Nnechtf existuje takovy
index gz, n) > n, Ze

zeP, yeP, m=ogz,n), Un2)nUny) + 8= Uny)cU=).
(8)
Pak P je metrisovatelny prostor.

Diukaz. I. MiZeme piedpokladat, Zze U,,,(x) c U,(z), nebot jinak
by statilo misto U,(x) vzit U}(x) = rn] U.,(z) a misto ¢(z, n) takovy
index ¢*(z, n), pro ktery -

1 =i = n=p*2, n) > @, 1) .

II. Definujme rekurentné posloupnost indexu {r,(z)}: r(r) = I,
rn1(€) = @[z, r,(x)]. Poloime V , (x) = U,(x), kde r = r,(x) a oznadéme
U, soustavu mnozin V,(x) (x e P). Stali dokazat, Ze posloupnost
{¥,} ma vlastnosti A, B, C vyslovené v 9.2.2. Vlastnost A je zfejmai,
nebot podle 4.2.3 je z ¢ U (x).

III. K dukazu vlastnosti B predpokladejme, Ze V, . (x)n
n Vn-i;l(xZ) + @. Necht nejprve p = ¢, kde p = 7,,4(%,), § = 7nsa(22).
Mime tedy Uy(z,) nU,(z,) + 0, p =gq, takie podle I Uy(x,)n
nU,(z;) &+ 0. Aviak p = ¢[x,, r,(z;)], takZe podle (8) U,(x,) c V,(z;)
a tim spife U,(x,) c V,(x,). Protoie p > r,(z,), mame téz U,(z,) ¢
c Vo). Tudiz Vo (2,) U Vaga(xe) € Valx,y), jestliZe r,.41(21) = rppa(s)-
Podobné vyjde V. (%;) U Voya(2,) € Vi(xe), jestliZe rqyy () = 7004(21)-
Vlastnost B je tedy splnéna.

IV. Budiz W, (a) = UV.(z) [a eV, (x)]. Midme dokézat, Ze mnoZiny
W.(a) (n e N) tvoii dplnou soustavu okoli bodu a. Podle 4.2.4 jsou
mnoZiny W,(a) okolimi bodu a, nebot W,(a) >V, (a) = U.(a), kde
r = r,(a). Je-li H libovolné okoli bodu a, existuje takové n, ze U, (a) C
c H. Budiz m = ¢(n, a); sta¢i dokazat, ze W,(a)c U,(a). Je-li ze
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€ Wa(a), pak existuje takovy xzeP, Ze aeV,(z), z¢V,(x). Jest
V(@) = Uyz), kde r = r,(z) = m; podle I je tedy V,.(x) c U,(z),
tudiz a e Un(z), zeUp(z). Protoie také aeU,(a), jest U,(a)n
n Un(z) + 0; aviak m = ¢(n, a), takze podle (8) U, (z) c U,(a). Tudiz
ze Ula), tj. W,.(a) c U,(a).

9.2.5. Topologie prostoru P budiZ uréena odchylkou .
Necht kazdé dvojici ze¢P, ceE, ¢> 0 lze ptitadit &islo
o(x, &) > 0 tak, ze prox, e P, 2, P, 3¢ P, 6 = d(z, ¢) jest

Q(.’E, 1171) < 6 ) Q(ZZ; xl) < 6 H] Q(x2; xa) < 6 = Q(xi xa) <e.
Pak P je metrisovatelny. Pro aeP, neN .budiz U,a) = &,
[e(a,z) <n~1]. Pro zeP, meN zvolme ¢z, n)> [z, n )],
@(z, n) > n. Snadno se zjisti, Ze jsou splnény pfedpoklady véty 9.2.4,
takZze P je metrisovatelny.

9.2.6. Topologie prostoru P budiZ urdena symetrickou
odchylkou p. Necht pro kaZdou dvojici zeP, c¢cE, £¢>0
existuje takové ¢islo a(zr,e) > 0, Ze prozeP, ye P, ze P, o =
= u(z, €) jest

e y) <x, ely,2) <a=oz,2) <e.

Pak P je metrisovatelny.

vvvvv ?

Podame nyni novy dikaz véty 9.1.24, opieny o 9.2.4. DfivEjsi
ditkaz se opiral o véty 7.3.10 a 8.1.11, kterych se v novém diikaze ne-
pouziva. :

Druhy dukaz véty 9.1.24. Existuje posloupnost {G,} otevienych
mnoZin, jejich% &leny tvofi otevienou basi prostoru P. BudiZ z e P.
Ze 4.2.5, 4.4.13 a 4.5.17 plyne, Ze pro kaZzdé n ¢ N existuje okoli U,(x)
bodu z s témito vlastnostmi: -

[1] Existuje takovy index A, Ze U,(x) = G.

[2].Je-li e =n, xze@,, jest Uylz)c Gy

[8] Je-li i =<mn, xe P — @,, jest U,(z)n G; = 0.

Ze [2] a 4.5.17 plyne, Ze mnoziny U, (z) (n € N) tvot tplnou soustavu
okoli bodu z. Budiz U,(x) = G,. Ze 4.5.17 a z fakta, %e x ¢ P je R-bod,
soudime, Ze existuje takovy index k, Ze z ¢ G, G, c G. Zvolme index
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m = ¢z, n) tak, Ze m >n, m = h, m = k. Budiz U,(z) n U,.(v) + 0.
Podle 9.2.4 staéi dokazat, Zze U,(y) c U,(x). Protote z ¢ G, k < m,
je Un(®) c Gy, podle [2]. Jelikoz U, () n U(y) + 6, je tudiz U, (¥) n
n G, + 9, takie podle [3] je y € G,. Protoze G, c Gy, b < m, jepodle [2]
U.,.(y) c Gy, tj. mame skuteénd U,(y) c U,(z).

9.3. DISKONTINUUM

Definice 9.3.1. Necht pro n e N prostor P, c E, se sklidd pouze

ze dvou bodi 0, 1. Kartézsky souéin P P, se nazyva diskontinuum.
A=1
9.3.1. Diskontinuum je kompaktni metrisovatelny pro-
stor. Viz 8.2.13, 9.1.10 a 9.1.20.

9.3.2. Budiz P + ¢ kompaktni metrisovatelny prostor.
Pak existuje spojité zobrazeni diskontinua D na prostor P,

Dikaz. I. Budiz ¢ metrika v prostoru P. Pro z ¢ P, ¢ > 0 budiZ
S(z, €) (o, €)-okoli bodu z v prostoru P. Z 8.3.3 a 9.1.18 plyne, Ze pro
kazdé ¢ > 0 existuje takovd konetnd bodova posloupnost {a,}, Ze

G S(az, €) = P. Zvolme he N tak, Ze m = 2% (pii tom muZeme h
k=1 .
zvolit libovolné veliké) a poloime a, = a,, pro m + 1 < k < 2», Pak

2h .

jest U S(az, ¢) = P. Pro body a; (1 < k < 2%) miZeme zavést oznadeni
k=1

bis,...i, Kde kazdy z indexu 4, ¢y, ..., i nabyvd dvou hodnot 0, 1.

‘Poloime S(bi,i,...im 8) = Pixi:---ih‘ Pak je P = U Pi,i,...i,,y mnoZina

P;;,...., + 9 je uzaviend v prostoru P a tvoli kompaktni metrisova-

telny prostor (viz 8.3.1 a 9.1.4); mimo to

zelP,, YyePy, =0y = 2.

oip 2 LI PYN

II. Vychazejice z daného prostoru P provedeme konstrukei popsa-
nou v I s volbou & = 2% pfislusné é&éislo % oznadme h,. Vychazejice
z kaZdého z 2™ prostori Pii,...i,, provedeme stejnou konstrukeisvol-

bou ¢ = 2-3; p¥i tom miZeme predpoklidat, Ze &islo & m4 ve viech 2™
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piipadech touZ hodnotu, kterou oznatime h, — h,. Ke kazdému pro-
“storu Pii,...i, obdrZime p¥itom 2"~™ t prostori, které oznadime P ... vine
Vychazejice z kazdého z 2™ novych prostort, mizeme provést ste]nou
konstrukei s volbou & = 2~ tak, aby ¢islo 2 mélo ve viech piipadech
touz hodnotu k; — h,. Pokradujice stejné déle dostdvame celd kladni
tisla hy < h, < hy < ... a takové neprizdné kompaktni Pi,...;; c P
(kde kazdy z indexw 7y, ¢,, 75 ... nabyva hodnot 0, 1), Ze

(1) e Piyy.iny Y € Pisiaiy = o, y) < 277,

(2) P=U Puis...ir,

(3) Piaurin, = U Pisia.ty
kde ve (3) napravo sjednoceni m4 2%+1~" glent, odpovidajicich volbam
0, 1 pro kazdy z indexti i, .y, s, 42, ---, Uy o

IIT. Je-li dan bod teD, oznaéme 1,, s, %5, ... jeho soufadnice.

-]
Bodova mnozZina N P;;,...;, ¢ P nemtZe podle (1) obsahovat vice ne%
n=1 n

jeden bod, ale podle 8.3.10 neni prazdnd, takie obsahuje pravé jeden
bod, ktery oznalime f(t). Je tedy f zobrazeni D do P; z (1), (2) a (3)
plyne snadno, Ze f je zobrazeni D na P.

IV. Budiz t ¢ D, a = f(t) ¢ P a budiz V okoli bodu a ¢ P. Existuje
takovy index n, Ze: o(a, ) < 2" = z € V. BudteZ 3y, %,, %,, ... soufad-
nice bodu ¢. Budiz 7' mnoZina t&ch bod prostoru D, jejichz prvnich h,
soufadnic se shoduje s pfisluSnymi soufadnicemi bodu ¢ MnoZina
T c D je podle 6.2.6 oteviend, takze podle 4.4.13 T je okolim bodu
te D. Ztejmé fY(T') c Pi,a,...s,, takZe podle (1) je Pig,...q c V. Tudiz
T c f~1(V), takZe mnozina f~1(V) je podle 4.2.4 okolim bodu te D a
zobrazeni f je spojité podle 7.1.1.

9.3.3. BudiZ f spojité zobrazeni kompaktniho metriso-
vatelného prostoru P na H-prostor P,. Pak také P, je kom-
paktni metrisovatelny prostor. Prostor P, je kompaktni podle
8.3.15. Podle 8.3.3 a 9.1.19 P spliluje druhy axiom spodetnosti. Podle
8.3.23 zobrazeni f je oboustranng spojité. Podle 9.1.5 P je FH-prostor,
takZe podle 8.3.19 P je normélni; podle 7.2.20 také P, je normalni,
takZe podle 5.3.4 a 5.4.5 P, je FH-prostor. Podle 8.3.27 spliuje P,
druhy axiom spodetnosti, takZie P, je metrisovatelny podle 9.1.24
(viz téZ 5.4.5).
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9.3.4. Budiz P + 9 H-prostor. Aby existovalo spojité
zobrazeni diskontinua na prostor P, k tomu je nutné a staédi,
aby Pbylkompaktnia metrisovatelny.

9.3.5. Mohutnost diskontinua D je rovna exp ¥,. Je-li fe D,
budiZ ¢(f) mnoZina téch n ¢ N, pro néz n-t4 soutadnice bodu ¢ jerovna 1.
Ztejmé ¢ je prosté zobrazeni prostoru D na soustavu viech 8dsti mno-
Ziny N.

9.4. UpLNE PROSTORY

Definice 9.4.1. BudiZz P metricky prostor s metrikou p. Cauchyov-
skd posloupnost je takovd bodova posloupnost {a,}, Ze ke kazdému
e > 0 existuje takovy index k, Ze ’

(1) m>k, n>k= 0@ a,) <e.

9.4.1. Posloupnost vybrand z Cauchyovské posloupnosti
je Cauchyovska.

9.4.2. V metrickém prostoru kaZdd konvergentni po-
sloupnost je- Cauchyovska. BudiZz lima, = a. Je-li ¢ > 0, pak
podle 9.1.5 existuje takovy index k, Ze: » > k = o(a,, a) < }e. Z troj-
tdhelnikové nerovnosti plyne (1).

Definice 9.4.2. Metricky iplny prostor je metricky prostor, ve
kterém kazdd Cauchyovskd posloupnost je konvergentni.

9.43. ProzcE,, y ¢ E; budiZ o(z, y) = |t — y|. Pak E, je metric-
ky dplny prostor. To je zndmo z elementi matematické analysy.

9.44. Budiz C + @ nejvys spodetnd mnoZina. Pro kazdé
2¢ C budiZ P(z) metricky tGplny prostor. Pak také prostor
R =9P(z) (ze C) pti vhodné volbé vytvofujici metriky je
metricky dplny.

Dikaz. I. BudiZ g; metrika metricky tiplného prostoru P; (1 <1 =
m

< m). Zvolme metriku p prostoru R =9 P, stejné jako v &asti I
t=1
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dikazu véty 9.1.10. Budiz {a,} Cauchyovské posloupnost v prostoru R;
aq; (1 = ¢ =< m) budtez soufadnice bodu a,. Ke ka%dému £ > 0 exis-
tuje takovy index k, Ze n, > k, ny > k= g(a,, a,,) < e. Protoze

Q(an,, ny Z Qt(an i On z) = 91( n u n,i) )

je {an:}z., Cauchyovski posloupnost v prostoru P; (1 < ¢ < m).
Protoze P; je metricky uplny, existuje takovy bod b; € P;, %o lim a,; =
= b;. BudiZ b ¢ P.bod se soufadnicemi b; (1 < i < m). Ke ka’dému
¢ > 0 existuje podle 9.1.5 takovy index k;, Ze n > k; = g(an;, b;) <
<e.mL Zvolime-li index h tak, Ze 1 i < m=h =k, jest n >

> h= o(a,, b) = Z 0:(@ns ;) < €. TudiZ lima, =b v prostoru P

podle 9.1.5.
II. Pro e N budiz p; metrika metricky tplného prostoru P,.

Zvolme metriku ¢ prostoru B = SBP,- stejné jako v éasti II dikazu
i=1 -
véty 9.1.10, tedy

(:l: y) Z Q. xu yz) Q:f(xi: yt) = min [Qi(xi: yi): 2—1] .

Budiz {a,} Cauchyovska posloupnost v prostoru E; a,; (¢ ¢ N) budtez
soufadnice bodu a,. ProtoZe o(@m, @s) = 0¥ (@mi, @n;), Musi pfi pevné
zvoleném % ke kaZzdému takovému ¢, Ze 0 < & < 2%, existovat index &
s vlastnosti: m >k, n > k= 0{am, a,) < . Potom viak ziejmé ke
ka?dému & > 0 vibec existuje takovy index k, takie z metrické upl-
nosti prostoru P; plyne existence bodu b; € P;, pro ktery lim a,; = b;.

Budiz b € P bod se soutadnicemi b; (i ¢ N). Ke kaZdému ¢ > 0 existuje
podle 9.1.5 takovy index k; Ze: n > k;= 0y, b)) <e.277h

Existuji takové indexy p, b, %6 > 2-i < }¢, 1 <t < p=>h = k. Pro
t=p+l

n > h jest
@® P ©
e(@n, b) = Z Qf(ani: b)) = Z 0i(@ns, b)) + Z 27t <e,
-1 i=1 imptl

takZe lim a, = b v prostoru P podle 9.1.5.
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9.4.5. BudiZ P metricky prostor (s metrikou g). Budiz @ c P
metricky iplny prostor (s metrikou ¢ | @ X Q). Pak mno%ina @
je uzaviend v prostoru P. Budiz a ¢ Q; mdme dokézat, Ze a ¢ Q.
Podle 9.1.5 je P L-prostor, takZe existuje takové posloupnost {a,}, e
a, € @ pro viecka n, lima, = a v prostoru P. Podle 9.4.2 je {a,}
Cauchyovska posloupnost v prostoru P a tudiz zfejmé téZz v prostoru
Q. ProtoZe @ je metricky uplny, je posloupnost {a,} konvergentni
v prostoru @, takze a € ¢ podle 6.3.4.

9.4.6. Budiz P metricky Gplny prostor (s metrikou ). Budiz
Q c P uzavienad mnozina. Pak také @ je metricky tdplny
prostor (s metrikou ¢ | @ X @). BudiZ {a,} Cauchyovské posloupnost
v prostoru Q. Ztejmé {a,} je Cauchyovské téZ v prostoru P; protoze P
je metricky dplny, existuje takovy a € P, Ze lim a,, = a v prostoru P.
Podle 6.3.7 je a ¢ @, takZe posloupnost {a,} je konvergentni v prostoru
@ podle 6.3.4.

9.4.7. Budiz P metricky uplny prostor. Budiz {4,} takovd
posloupnost kladnych é&isel, ze lim §, = 0. Budtez {4,}, {K,}
dvé posloupnosti bodovych mnozin. Budiz 4, + 0, 4, > Z,,H;
K, + 0 budiZ koneénd mnoZina; budiz: ze 4, = d(z, K,) =< 9,.
Pak mnozina ﬁlAﬂ je neprazdna a kompaktni.

Dikaz. I. Zvolime a, € 4, a dokaZeme, Ze z posloupnosti {a,} lze
vybrat konvergentni posloupnost. Pro kazdé » je a, ¢ 4,; tudiZ pro
kazidé n existuje takovy z € K,, Ze o(a,, *) =< ,. ProtoZe mnozina K,
je koneénd, existuje bod x, € K, a takova posloupnost {a,,} vybrani
z {a,}, Ze p(@y,, ;) = 0, pro vecka n; protoze a, e 4,, 4,2 4,,,, je
patrné, Ze a,, € A, pro viecka n. Predpokladejme nyni, Ze pfi uréitém
¢ ¢ N mame urcéen bod z; € K; a posloupnost {a,,}2., tak, Ze pro viecka
n je a;, € Ay, 0(@n, ;) = 6;. (Tak tomu je pro ¢+ = 1.) Pro n > ¢ jest
an,eAd,cd,, takie ke kaidému »n > ¢ existuje bod ze K,,;, pro
ktery o(@:n, ) = d;,,. ProtoZe mnozZina K,,, je konednd, existuje
bod 2., € K;,, a takova posloupnost {a;,,}>_, vybrand z {a,,}3_;.,,
70 0(@;41.m %i11) = 0,4, Pro viecka n; zfejmé a,,,,, ¢ 4, pro viecka =.
Nyni miZeme pokratovat dile berouce ¢ + 1 misto ¢. Mame pak reku-
rentné uréeny bodové posloupnosti {a;,}>_,. Polozme b, = a,,, takie
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posloupnost {b,} je vybrana z posloupnosti {a,}. Na¥im cilem je do-
kazat, Ze {b,} je konvergentni; protoZe P je metricky tplny, staéi do-
kazat, Ze {b,} je Cauchyovskd. BudiZ ¢ > 0; existuje takové i, Ze
20; < &. Posloupnost {b,}>_; je vybrina z {d;,}°_,. Tudi? mime
n = 1= (b, x;) < §; a v dasledku trojilkielnikové nerovnosti m,= ¢,
n=1t= o{bnm, by) < e

II. Podle I existuje konvergentni {b,}, pro kterou b, € 4, pro viecka
n. Budiz lim b, = b. Pfi daném n mime ¢ > n=-a,¢ 4,,,, takie

be A, c A, podle 6.3.3 a 6.3.7. Tudiz C = ﬁ A, # 0. Mimo to jsme
n=1 .

dokézali, Ze z kazdé posloupnosti {a,}, pro kterou plati a, ¢ 4, pro
viecka 7, lze vybrat konvergentni {b,} tak, Ze lim b, e C. BudiZ nyni
{a,} bodova posloupnost obsazend v C. Pak je a, ¢ 4, pro viecka =,
takze existuje bod b e C a takova {b,} vybrani z {a,}, Ze im b, = b
v prostoru P a tudiZ podle 6.3.4 také v prostoru C. Prostor C je tedy
kompaktni podle 8.2.7 a 8.3.20.

9.4.8. BudiZ P metricky tuplny prostor. BudiZ {J,} takova
posloupnost kladnych éisel, Ze lim 6, = 0. Budiz {4,} takové

posloupnost bodovych mnoZin, %e A, + 9, 4,2 A4,,, a Ze

xed,, yeAd,= oz, y) < 6,. Pak mnoZina ﬁ A, obsahuje pravé

n=1

jeden bod. Zvolime a, e A,, poloZime K, = (a,) a uZijeme 9.4.7.
Dostaneme, Ze C = ﬁ A, + 8. Je-li viak xz ¢ C, y € C, je pro viecka n:
n=1

red, yed, atedy o(z, y) < 6,. ProtoZe lim J, = 0, je o(z, y) = 0,
tudiz x = y. )

9.4.9. BudiZ P metricky prostor. Aby P byl totdlné ome-
zeny, k tomu je nutné a stadi, aby z kazdé bodové posloup-
nosti bylo lze vybrat Cauchyovskou posloupnost.

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Budiz ¢ > 0. Podle 9.1.13
existuje e-sit 4 v prostoru P. Stadi dokazat, Ze A je konetnd mnoZina.
Predpoklidame-li opak, existuje v A prostd posloupnost {a,}. Pak je
m % n= 0(an, a,) > &, takie z {a,} nelze vybrat Cauchyovskou
posloupnost. To je spor.
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II. Necht P je totalné omezeny. BudiZ {a,} bodovi posloupnost.
Existuje takova posloupnost { K} koneénych bodovych mnozin, ze K,
je n~l-sit v prostoru P. Protoze K, je 1-sif, existuje ke kazdému n
takovy x € K, Ze p(a,, ) < 1. Protoze K, je komednd, existuje bod
z, € K, a takova posloupnost {a,,} vybrand z {a,}, Ze ¢(@;,, ;) = 1.
Obecnéji predpoklidejme, Ze pfi uréitém 7 ¢ N je ddna posloupnost
{@:n}y.1 Vybrana z {a,}. ProtoZe K, je (¢ 4+ 1)~'-sif, existuje ke kaz-
dému n takovy x ¢ K,,, Ze p(a,,, ) < (¢ + 1)~. Protoze K, je ko-
ne¢nd, existuje bod z,,, € K,,, a takova posloupnost {a;,,,,}57.1 Vy-
brand'z {@:;,}5_1, Z€ 0(@i41yn, Tiny) = (2 4+ 1)~1. Takto dostdvime reku-
tentnd pro ka#dé i ¢ N bod z; a bodovou posloupnost {a;,}>., tak, ze
{@,,} je vybrana z {a,}, {@:11,n}n-1je Vybrinaz {a;.}7.; a Ze o(a.,, =) =
=< ¢~ pro viecka n a i. Poloime b, = a,,. Pak posloupnost {b,} je
vybrana z {a,} a zbyva dokazat, Ze {b,} je Cauchyovskd. Budiz ¢ > 0.
Existuje takové ¢, Ze 2 . 371 <C e. ProtoZe {b,}7_; je vybrana z {a;,}>_,,
mame n = 1 = (b, #;) = i~ a trojihelnikovd nerovnost dava m = 1,
7 = t= olby, b,) <e.

9.4.10. BudiZ P metricky prostor. Aby P byl kompaktni,
ktomu jenutné a staci,aby Pbyltotalné omezeny a metriec-
ky dplny.

Dikaz. I. Necht P je kompaktni. Podle 9.1.5 P je L-prostor, takze
podle 8.2.8 a 8.3.3 Ize z kaZdé bodové posloupnosti vybrat konver-
gentni bodovou posloupnost. Tudiz P podle 9.4.2 a 9.4.9 je totalné
omezeny, coZ ostatné je obsazeno ve vété 9.1.18. Je-li {a, } Cauchyovska
posloupnost, vyberme z nf konvergentni {a;,} a poloZme lim a,, = a.

Abychom zjistili, Ze P je metricky tGplny, stadi dokdzat, Ze im a, = a.
BudiZ ¢ > 0. ProtoZe {a,} je Cauchyovska, existuje takovy index k, Ze:
m>k, n> k= 0(an,, a,) < 3e. Podle 9.1.5 existuje takovy index p,
Ze 1, > k a o(a, a;) < }e. Pak jest: n > k= o(a, a,) < o(a, a;,) +
+ o(as,, a,;) < &, takie lim a, = a podle 9.1.5.

II. Necht P je totdlné omezeny a metricky uplny. Z libovolné po-
" sloupnosti {a,} lze podle 9.4.9 vybrat Cauchyovskou {a, }; protoze P
je metricky idplny, je {a;} konvergentni a P je kompaktni podle
8.2.7 a 8.3.20.
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Definice 9.4.3. Metricky prostor P se nazyva dplngm obalem
metrického prostoru @), je-li mnozina @ c P hustd a je-li P metricky
1iplny.

- 9.4.11. Ke kazdému metrickému prostoru @ existuje aplny
obal.

Dtkaz. I. BudiZz o metrika prostoru §. Budiz M mnoZina v3ech
téch Cauchyovskych posloupnosti prostoru @, které v @ nejsou konver-
gentni. Je-li {a,} ¢ M, {b,} ¢ M, pak necht [{a,}, {b,}] ¢ € znamen4, Ze
lim p(a,, b,) = 0. Z¥ejmé [{a,}, {a,}] € € pro kaZdou {a,} ¢ M, [{a,},
{b,}] € €= [{b,}, {a,}] € €. Z trojihelnikové nerovnosti snadno plyne

[{@n}, {ba}] € ¢, [{b.}, {¢a}] € € = [{a,}, {c,}] € €.

Tudiz € je vztah ekvivalence v mnoZiné M, ktery vytvofuje rozklad
mnoziny M. Zvolme T c M tak, aby T obsahovala pravé jeden prvek
z kazdého pasu tohoto rozkladu. Polozme P = Q u T.

II. Pro ptehlednost budeme znaéit prvky mnoZiny € malymi latin-
skymi a prvky mnoziny 7 malymi feckymi pismeny. Definujme funkei
go Vv oboru P X P nisledujicimi pfedpisy [1], [2], [3].

[1] ae @, be@= gola, b) = g(a, b).

[2] Je-li x = {a,} e T, b e @, budiz py(cx, b) = g4(b, ) = lim g(a,, b).
Aby tento predpis mél smysl, musime dokézat, e &iselnéd posloupnost
{o(a,, b)} je konvergentni. BudiZ ¢ > 0. ProtoZe {a,} je Cauchyovsks
posloupnost v prostoru ), existuje takovy index k, Ze m > k, n > k =
= o(an, a,) < &. Je-li m > k, n >k, soudime z trojihelnikové nerov-
nosti, ze o(a,, b) < o(a,, b) + o(an, a,) < o(a,, b) + ¢ a stejné vyjde
0(a,, b) < 0(@m, b) + & Tudiz: m >k, n > k= |o(an, b) — olas, b| <
< € a posloupnost {p(a,, b)} je konvergentni v E, podle 9.4.3.

[8] Je-li o« = {a,}eT, B ={b,} eT, budi g,(x, f) = lim g(a,, b,)-
Opét musime dokéizat, Ze &iselnd posloupnost {o(a,, b,)} je konver-
gentni. Budiz ¢ > 0. Protoze {a,}, {b,} jsou Cauchyovské posloup-
nosti v prostoru @, existuje takovy index k, e m >k, n> k=
= 0(@m, @) < 3&, 0(bm, b,) < }e. Je-li m >k, n >k, plyne z troj-
thelnikové nerovnosti, e o(@m, bm) < 0(Gm, @a) + 0(a5, ba) + 0(bn, bm) <
< o(@,, b,) + ¢ a podobnd je 6% o(an, b,) < 0(@m, bm) + & Tudii:
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m >k, n> k= |0(@n, bn) — 0(a,, b,)| < ¢ a posloupnost {p(a,, b,)}
je konvergentni v E, podle 9.4.3.

ITI. DokaZeme, Ze g, je odchylka v mnoziné P. Ziejmé je gy(a, a) =
=0, go(x, x) = 0 a rovndi: a % b= g4(a, b) > 0. Je-li & + B, jest
ool, B) = lim o(a,, b,) + 0 (tedy > 0), nebot posloupnosti &« = {a,},
B = {b,} podle definice mnoziny 7' nemohou byt ekvivalentni. Posléze
mame gy(x, b) = po(b, &) = lim p(a,, b) + 0 (tedy > 0), nebot jinak
by bylo lim a, = b podle 9.1.5, agkoli posloupnost &« = {a,} ¢ M neni
konvergentni v prostoru Q.

IV. Odchylka g, je zfejmé symetrickd. Abychom ukézali, Ze spliiuje
trojuhelnikovou nerovnost, oznatme «, 8, ¥ libovolné tfi prvky mno-
Ziny P. Je-li x € T, existuje v ¢ takova posloupnost {a,}, Zze « = {a,};
je-li &« € @, polozme a, = « pro viecka n. Podobné definujme posloup-
nosti {b,}, {c,}. Potom mame py(x, f) = lim p(a,, b,) a podobné vztahy
pla‘ti pro 90(/3; ‘}’) iPrO 90(0‘; 7) Protoze Q(a’m bn) + Q(bm cn) = Q(a’m C,,)
pro viecka n, jest go(x, B) + eo(B, ¥) = 0ole, ¥). Zjistili jsme, Ze g, je
metrika v mnoZing P, kterd v ni vytvofuje topologii. Protoze ¢ =
= 0, | @ X @, je @ prostor vnofeny do P.

V. UkédZeme, Ze mnozina @ je hustd v P. Budiz x = {a,} ¢ T; podle
6.3.7 stadi ukazat, Ze v prostoru P jest lim a, = «. BudiZ ¢ > 0,
e’ > 0, ¢ > ¢'. Pak existuje takové k, Ze: m > k, n > k= g(an,, a,) <
< ¢'. Protoze gy(a,, o) = lim o(a,, a,), jest: m > k= p(@,, x) =

n—-w

< ¢ < e. TudiZ lim a, = « v prostoru P podle 9.1.5.

VI. Zbyvé ukazat, Ze prostor P je metricky tplny. Budiz {«,}
Cauchyovsks posloupnost v prostoru P. ProtoZe mnoZina ¢ c P je
husté, existuje podle 4.9.3 pro kazdé n takovy a, € @, Ze gy(x,, @) <
<nt Jeli e > 0, pak existuje takovy index k(¢), Ze m >
> k(e), n > k(e) = golom, x,) < i¢; miuZeme piedpokladat, zZe
e.k(e) > 3. Pro m > k(e), n > k(e) mime 0(@n, @,) < 0o(Am, Xm) +
+ oo(oem, ) + 000, @) < m™ 4+ te + n1 < e. Tudiz {a,} je Cau-
chyovska posloupnost v prostoru . Stadi dokazat, Ze {a,} je konver-
gentni v prostoru P, nebot je-li lima, = 8, pak podle 9.1.5 je téZ
lim Xp = ﬂ; PI'OtOie Qo(o‘m ﬂ) é 90(0‘1” a‘n) + Qo(a’m ﬂ) < eo(am ﬂ) + nl
Je-li {a,} konvergentni v prostoru @, jsme hotovi, nebot pak podle
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9.1.5 je {a,} konvergentni téZ v prostoru P. Jestlize {a,} neni konver-
gentni v prostoru @, plyne z definice mnoziny 7', Ze existuje takova
posloupnost {b,} = f ¢ T, ze lim g(a,, b,) = 0. Jak jsme poznali v V,
existuje ke kazdému & > 0 takovy index k, Ze m > k= 0o(b,, B) < ¢,
tj. mdme lim go(b,, ) = 0. Protoze 0 = gy(a,, B) = 0o(@n, ba) +
+ Qo(bm ﬂ) = Q(a’m bﬂ) + Qo(bm ﬂ)) jeSt hm Qo(am ‘B) = 07 a’tedy ]-ima’n:
= f podle 9.1.5.

.9.4.12. Budtez P;, P, dva Giplné obaly metrického prostdru
Q. Pak existuje takové prosté zobrazeni f prostoru P, na

prostor Py, Ze ze Q= f(z) ==z a Ze g[f(x), {(¥)] = ai(z, y) pro
ze P, yePy,je-1i g, (p,) metrika prostoru P, (P,).

Dikaz. 1. BudiZ p metrika prostoru @, takZe g, |@ X @ = o =
= g, | @ X @. Podle 9.1.5 je P; L-prostor. ProtoZze mnoZina @ je hustd
v prostoru P, existuje podle 6.3.8 ke kazdému a ¢ P, — @ takova po-
sloupnost {a,}, Ze a, € @ pro viecka n a Ze lim a, = a v prostoru P,.
Pro kaidy bod a ¢ P, — @ zvolme takovou posloupnost {a,} = ¢(a).
Podle 9.4.2 je pro a ¢ P, — @ posloupnost {a,} = gp(a) Cauchyovskai
vprostoru P,; zfejmé je {a,} Cauchyovska téz v prostoru P,; protoZe P,
je metricky tuplny, existuje takovy bod a* ¢ P,, Ze lim a, = a* v pro-
storu P,. PoloZzme f(a) = a* pro a ¢ P, — @; pro a ¢ @ budiz f(a) = a.
Je tedy f zobrazeni prostoru P, do prostoru P, a jest x ¢ @ = f(x) = =.

II. Jestlize pii libovolnd daném y ¢ P; poloZime g(x) = g,(x, ¥) pro
z e P, jest g spojitd funkee v oboru P, jak plyne napi. z véty 9.1.7,
vezmeme-li tam P, a (y) misto P a M. Podobny-fakt plati oviem i o pro-
storu P,. Z toho se snadno odvodi, Ze
(2) aePy, beP, = g)f(a), [(b)] = eila,b).
Nebot vztah (2) jisté plati pro ae @, be Q. Budiz be @, ae P, — @,
{a.} = @(a). Pak je 0;[f(a,), [(6)] = e:(an, b) & mimo to je lima, = a,
lim f(a,) = f(a). Z toho plyne (2) podle 7.1.5. Tudiz (2) plati pro a € P,
beQ. Je-likonetné a e Py, be P, — @, {b,} = @(b), jest g.[f(a), {(b,)] =
= o,(a, b), lim b, = b, lim f(b,) = f(b), takZe (2) opét plyne ze 7.1.5.
Vztah (2) je tudiZ sprévny obecné.

III. Protoze P, je metricky tplny prostor, plyne ze (2), Ze také
f{Py) c P, je metricky tplny prostor. Podle 9.4.5 je tedy mnoZina
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fH{(P,) uzaviend v prostoru P,. Mimo to je podle 4.9.1 mnoZina f(P,)
také hustd v prostoru P, takze podle 4.9.2 je f\{(P,) =P, tj. f je
zobrazeni prostoru P, na prostor P,. Ze f je prosté, je disledek vzta-
hu (2).

Definice 9.4.4. Prostor @ nazveme topologicky uplng, existuje-li
takovy kompaktni FH-prostor P, Ze @ je Gs-mnoZina v P.

9.4.13. Topologicky dplny prostor je iplné reguldrni. Viz
8.4.7.

9.4.14. Budiz @ vnofen do P. Je-li P topologicky dplny
a je-li Q uzaviensd mnozina v prostoru P, je také @ topolo-
gicky diplny prostor. Existuje takovy kompaktni FH-prostor R,
%e P je Gy-mnoZina v R. TudiZz existuji takové oteviené G, c R, Ze

P = F] G,.. Podle 4.6.13 existuje takova uzaviena S c R,%e Q@ = Pn S.
n=1

Podle 4.6.10, 5.2.1 a 8.3.1 je S kompaktni FH-prostor. Jest @ =
= ﬁ (G',; n S) a mnoZiny G, n S jsou podle 4.6.5 oteviené v prostoru S,
ta,]:;t: @ je Gs-mnozina v §.

9.4.15. Budiz @ vnofen do P. Je-li P topologicky dplny

aje-li@Q Gy-mnozinav P, jetaké @ topologicky iplny prostor.
Existuje kompaktni FH-prostor R a takové (&, oteviené v R, e P =

= ﬁ G,. Existuji takové K, oteviené v P, %e Q = F] K,. Podle 4.6:13
n=1

n=l

existuji takové H, oteviené v R, 7e K, = P n H,. Pak je @ = ﬁ G, n
n=1
n ﬁ H,, takie () je Gy-mnoZina v R,
n=1

9.4.16. Budiz f(¢) kompaktni f-obal iplnéregularniho pro-
storu Q. Aby @ byl topologicky dplny, k tomu je nutné
a staédi, aby @ byla Gy-mnozZina prostoru g(@).

Dikaz. I. Je-li @ Gs-mnoZina prostoru f(@), je @ topologicky tplny
prostor, nebot podle definice 8.4.3 je (@) kompaktni FH-prostor.

II. Budiz @ topologicky tplny. Pak existuje takovy kompaktni
FH-prostor P, Ze @ je Gy-mnoZina v P. Budiz P, uzdvér mnoZiny @
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v prostoru P. Podle 4.6.10, 5.2.1 a 8.3.1 je P, kompaktni FH-prostor
a podle 4.6.9 je @ G;-mnoZina v P,. Mimo to mnoZina @ je hustd v P,

takZe podle 8.4.10 existuje takové spojité zobrazeni h prostoru f(Q) na
prostor Py, Ze h~1(Q) = @. Protoze @ je G;-mnoZina v P,, existuji

“takové v P, oteviené G,, 7e @ = ﬁ G,. ProtoZze @ = h~1(Q), je @ =
n=1

= ﬁlh—l(Gn). Mnoziny A-1(@G,) jsou podle 7.1.14 oteviené v f(Q). Tudiz
@ je Gy-mnozZina v §(Q).

9.4.17. Budiz P dplné& regulérni prostor. BudiZ @ c P topo-
logicky dplny prostor. Pak existuje takova mnoZina 7 c P,
te T je Gy-mnozinav Paze @ =Tn Q. Pti tom Q znamend oviem
uzavér mnoZiny @ v prostoru P. Oznadme B(Q), f(P) kompaktni
B-obaly prostort @, P (viz 8.4.9). Budiz @, uzdvér mnoZiny ¢ v pro-
storu B(P), takie Q = @, n P. Podle 4.6.10, 5.2.1 a 8.3.1 je @, kom-
paktni FH-prostor a mnozina ¢ je husta v ¢,. Tudiz podle 8.4.10 exis-
tuje takové spojité zobrazeni k prostoru $(Q) do @, Ze M[A(Q) — @] =
= @, — Q. Podle 4.4.19 a 9.4.16 existvji v prostoru (@) takové uza-

viené F,, %0 f(Q) — @ = U F,. Tudiz @, — @ = Glhl(Fﬂ) apodle 7.2.9
a 8.2.23 jsou mnoziny hl(nl;,,l) uzaviené v proston: fQ,,. Podle 4.4.19 tedy
existuji takové H, oteviené v prostoru @, Ze @ = EIH,,. Podle 4.6.13
existuji v prostoru B(P) takové oteviené G, n;e H,=@Q,nG,.
Budiz K = (@, T = P n K. Podle 4.6.9 je T' G4-mnoZina v P. Pro-
tote T— Q. P. Q= QunKCP,jo@=Tn.

9.4.18. Budiz P topologickytdplny prostorabudiz @ vnofen
do P. Aby @ byl topologicky iplny prostor, k tomu je nutné
astadi, aby @ byl prinik uzaviené mnoziny prostoru P s G-
mnozinou prostoru P.

Dikaz. I. Budiz Q = F n H, kde F je uzavieni a H je Gy,-mnoZina
prostoru P.. Podle 9.4.15 je H topologicky tplny prostor. MnoZina @ je
relativné uzaviens v H podle 4.6.4, takie @ je topologicky uplny pro-
stor.
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II. Budiz @ topologicky tpiny prostor. Podle 9.4.13 a 9.4.17 je
@ = T n Q, kde Q je uzaviena a T je Gy-mnozina.

9.4.19. Budiz @ topologicky tplny prostor. Budiz A bo-
dovéd mnoZina prvni kategorie. Pak ¢ — 4 je hustd mnozina.,
Budiz §(@) kompaktni f-obal prostoru ¢ (viz 8.4.9). Podle 5.4.5, 8.3.3
a 8.3.19 je (@) S-kompaktni F R-prostor, takze tvrzeni plyne z 8.2.21
a 9.4.16.

9.4.20. BudiZz P metricky uplny prostor. Pak P je topolo-
gicky tplny.

Dikaz. I. BudiZ ¢ metrika v P. MiZeme piedpokladat, Ze o(z, y) =
=1 pro x ¢ P, y e P. Jinak by totiZ stadilo nahradit p ekvivalentni
metrikou g,, kde

e ¥) = 1= oi(x, y) = elz, 9),
Q(x: y) > 1= 90(2:) y) =1.

II. Prostor P je podle 8.4.3 a 9.1.8 dplné reguldrni, takZe podle
8.4.9 existuje kompaktni S-obal S(P). Budiz a e P. BudiZ: ze P =
= f(2) = o(a, x) = d[z, (a)]. Podle T a 9.1.7 je f, omezend spojita
funkce v oboru P. Tudiz podle definice 8.4.3 existuje takova spojitd
funkece @, v oboru B(P), Ze: xz € P = ¢,(z) = o(a, x).

III. Je-li ¢ spojitd funkee v oboru f(P), je-li mnozina U relativné
oteviend v P a jestlize z ¢ P, tp()<e:>:veU pak z € f(P), p(z) <
< = x € U. [Zde a v dal$im je f(P) zakladni prostor.] Nebot mnoZina
W = &, [z € B(P), p(z) < €] je podle 7.1.14 oteviend; protoze P je
husta v f(P), je P n W hustd ve W podle 4.9.12, tj. Pn W > W; na
druhé strand je Pn W c U, takie Wc U.

IV. Budiz a ¢ P, b ¢ P. Dokazeme, Ze @,(z) + p(z) = o(a, b) pro
viecky z e B(P). Je-li T = &, [p.(x) + po(x) = 0(a, b)], plyne z troj-
uhelnikové nerovnosti, ze P c T, takZe mnozina 7' je hustd podle 4.9.1.
AvSak ze 7.1.18 a 7.1.32 odvodime snadno, Ze mnoZina 7' je uzaviena.
Tudiz T = p(P) podle 4.9.2.

V.Pro aeP, neN budiz I(a,n)= &, [zep(P), p,(x) < n1].
Podle 7.1.14 je I'(a, n) oteviend, takze také G, = UI’( n) (x € P) je

podle 4.4.10 oteviena. Stadi tedy dokazat, Ze P = ﬁ @,. Protoie
=1
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aeP=ael(a,n)=>aecl, je Pc F]G,,. Obracené budiz bsF] Ga;

‘=1 fiml
méme dokdzat, Ze b ¢ P. Z definice mnoZiny @, plyne, %e pro kazdé n
existuje takovy bod a, ¢ P, Ze

(3) P, (b) < nL.
Ze IV nyni plyne
(4) 9(0’1717 aﬂ) é ?’a,,,(b) + ‘Pa"(b) < m—1 + n—l y

a z toho soudime, Ze {a,} je Cauchyovskd posloupnost prostoru P.
Protoze P je metricky tplny, existuje takovy a ¢ P, Ze
(8) lima, =a.

Stadi dokazat, Ze b = a.

VI. Predpoklddejme, Ze b % a. Podle 5.1.15 existuji takové ote-
viené U, V, Ze aeU, beV, UnV = §. Podle 4.4.15 je UnV=0.
Podle 4.4.13 a 4.6.2 je P n U relativni okoli bodu a v metrickém pro-
storu P. TudiZ existuje takovy index k, Ze: z e P, g(a, 2) < 2. k1=
= 2z ¢ U. Podle IIT médme: z ¢ B(P), ¢,(x) < 2.k 1= z ¢ U. Protoze
beV, UnV =9, jest '

(6) gald) = 2. k1.

Nyni (4) davé o(as, a,) < n=' + k7, takZe podle (5) mame g(a, a) =
=k Pro zeP jest: o(a, ) =< o(a, a) + e(ax, ) = k' + o(aw, ),
tjo Pc T = &, [@a(®) — @a,(x) = k). Z toho soudime stejnou tivahou
jako ve IV, Zze T = B(R). Je tedy zejména b ¢ T, coZ podle (3) a (6) je
nemozné.

9.4.21. Budiz P dplny obal metrického prostoru Q. Aby @
byl topologicky dplny, k tomu je nutné a staéi, aby @ byl
GymnoZinou v P.

- Dikaz. I. Budiz @ c P Gy-mnozina v P. Podle 9.4.20 existuje ta-
kovy kompaktni FH-prostor R, Ze P je G5-mnoZina v E. Podle 4.6.16
existuje takovd Gs-mnozina S v prostoru R, Ze @ = P n S. Podle
4.4.21 je tedy @ G;-mnozinav R, atudiZ @ je topologicky tiplny prostor.

II. Budiz @ topologicky tplny. Podle 8.4.3 a 9.1.8 je P tiplné regu-

larni prostor, takZe podle 9.4.17 existuje takova Gy-mnoZina T pro-
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storu P, e @ = T n Q. Podle definice 9.4.3 je mnoZina @ husts v P,
tj. @ = P, tedy @ = T.

9.4.22. Budiz @ topologicky tplny metrisovatelny pro-
stor. Topologie prostoru ¢ se da vytvofit takovou metrikou
0o, pti které je @ metricky dplny.

Dikaz. I. Podle 9.4.11 a 9.4.21 existujé takovy metricky dplny

prostor P, Ze @ je G;-mnoZina v P. Oznaéme ¢ metriku prostoru P.
" Podle 4.4.19 existuji v P takové uzaviené mnoZiny F,, Ze P — Q =

= lj F,. Protoze ptipad @ = P je triviilni, miZeme pfedpoklidat, Ze
n=1

F, £ 0 pro vSecka n.
II. Proz € @, y € @, n € N budiZ (viz definici 9.1.8)

(7) fa(z, y) = o(z, y) + d(z, F,) + d(y, F,),
_ozy

(8) gﬂ(x! ?/) - fn(x: y) )

(9 0o(z,y) = o(=, ¥) +§12-" - Ga(Z, y) .

Protozez e Q, F, = F, c P — @, je d(x, F,) > 0podle 9.1.7 a podobng
saké d(y, F,) < 0. Tudiz 0 < o(z, y) < f.(z, y), takZe definice (8) ma
tmysl a jest

(10) 0=gu(z,y) <1.
Nekonedéna fada napravo v (9) je tedy konvergentni. Mimo to

Pro o = y je zfejmé po(z, y) = 0; pro = + y je zfejm& gz, y) > 0.
Také 04(, y) = 0oy, @) jo ziejmé.

Jelikoz proc > 0, 0 < ¢, < t,, jest
bt
cH+t T c+t,
a jelikoz pro x e @, y e @, 2 € @ jest o(x, z) < o(z, y) + o(y, 2), mame

D) = o) ¥ dlw, F) T oy, 2) + de )

(12)
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Av3ak podle 9.1.7 jest

d(y, F.) = e(x, y) + d(=, F,),
Ay, Fr) = ely, 2) + d(z, F,),

takZe Z4dné z obou é&isel

o(z,y) + d(z, Fo) + dly, Fa), oy, 2) + d(y, F.) + d(z, F,)
neni vétsi nez jmenovatel ve (12). TudiZ ze (12) plyne.

9.(2, 2) < g.(2, ¥) + 9a(9, 2) »
takZe podle (9) oz, 2) = 0o(%, ¥) + 0o(y, 2).

III. Tim je dokazano, Ze g, je metrika v Q. DokéZeme, Ze g, je ekvi-
valentni s ¢ | @ X @. Podle (11) a podle 9.1.3 méme ukizat, e ke
kazdému bodu @ € @ a ke kazdému &islu ¢ > 0 existuje takové &islo
d>0, Ze v Q, o(a, x) < 0= gyla, ) < ¢. JestliZe pFi urdité volbg
bodu a a ¢isla e tomu tak neni, pak existuje v prostoru @ takova bodova
posloupnost {x,}, Ze lim p(a, x,) = 0, aviak g¢(a, x,) = ¢ pro viecka n.
Existuje takovy index %, Ze 2-**1 < . Podle (10) je pro viecka n

@®

S 2tgfa @) S > 2 =2 < e,

{=k+1 i=k+1

tedy
k .
0o(a, ) < ola, z,) +212_" - gia, z,) + 3e,
takZe podle (7) a (8)

(13)  eola, %) < o(a, 2,) ﬂ;w % e

Protoze lim g(a, z,) = 0, existuje takovy index n, Ze prava strana ve
(13) je mendi‘'ne? . To je spor, nebot gy(a, x,) = & pro viecka n.

IV. Zbyvéa dokizat, Ze pii metrice g, prostor ¢ je metricky dplny.
Budiz {z,} posloupnost Cauchyovska pii metrice g,. Mame dokézat,
Ze existuje takovy bod a € @, Ze lim gy(a, x,) = 0 (viz 9.1.5). ProtozZe
uZ vime, e g, a o | @ X @ jsou ekvivalentni metriky prostoru ¢,
stadi dokazat, ze lim o(a, x,) = 0. Av8ak z (11) plyne, Ze posloupnost
{z.} je Cauchyovsk4 i pti metrice o. ProtoZe prostor P pti metrice o
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je metricky tplny, existuje takovy bod ae P, %e lim o(a, %,) = 0,
a potifebujeme pouze dokizat, %e a € Q. BudiZ naopak a e P — @ =
= G F,. Pak existuje takovy index k, Ze a ¢ F,. Podle definice 9.1.8 je
0 15_ :i(x,,, F,) < o(a, x,). ProtoZe lim g(a, z,) = 0, jest

(14) lim d(z,, F},) = 0.

n—rx

Podle (9) je 0o(®m, Z,) = 27% . gi(@m, 2,), takZe ze (7) a (8) plyne
] plyn

0(Tm, )

= 27k .
(15) Qo(xms wﬂ) = Q(zm, x") + d(xm, Fk) + d(xn, Fk)

Podle 9.1.7 jest

d(xm; Fk) é Q(xm; xn) + d<xm Fk) ’
takZe z (15) plyne
0(Tm, Zn)
(xm’ xﬂ) + d(xm Fk) )
Protoze posloupnost {x,} je Cauchyovska pfi metrice g, existuje
takovy index p, Ze m > p, 7 > D= 0o(Tm, ;) < 27%-2. Z (16) nyni
dostaneme snadnym vypodtem

(16) Qo(xnn xﬂ) 2 2-k-1 0

m>p, n>p=> 09Xy, v,) << dx, ).
ProtoZe o(zn, @) = o(@,, x,) + o(z,, a), je tedy
m>p, n>p=> 0T, a) = 0a, %) + dz, Fy) .
Nyni méme lim g(a, z,) = 0 a podle 9.1.7 téz lim d(x,,, F},) = d(a, F,) =
= 0. Tudiz: m > p= o(zn,a) <0 => a =n;:. To je spor, nebof
Tne@, ae P — Q.

9.4.23. Budiz K mnoZina v3ech iracionalnich &¢isel. Budi%
K = Ej A,. Pak existuje takové n, Ze mno%ina A4, obsahuje
int e::fla,i. (4, je uzavér v prostoru E,.) Této véty jsme uzili v pikla-
dech 6.4.7 a% 6.4.9.

Dikaz. Podle 9.4.3 a 9.4.20 je E, topologicky tiplny prostor. Jest
Kc G A4,. Kdyby #4dné z mnozin 4, neobsahovala interval, pak by
n=l
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podle 4.10.8 mnoZiny 4, byly fidké. ProtoZe také (a) je ¥idka pro kazdy
bod a spodetné mnoZiny E, — K, byla by mnoZina E, prvnf kategorie
v E, a to je spor proti 9.4.19.

9.5. FoNKRCE PRVNI TRIDY °

Definice 9.5.1. Budiz P prostor; budiz f funkce v oboru P. Pra-
vime, Ze f je funkce pront tfidy, existuje-li takova posloupnost {f,}©
spojitych funkei v oboru P, Ze lim f,(x) = f(x) pro kaidy z e P.

9.5.1. Budiz P prostor; budiz f spojitd funkece v oboru P.
Pak f je funkce prvni tiidy.

9.5.2. Budiz @ vnofen do P; budiZ f funkce prvni t¥idy
voboru P. Pak f| @ je funkce prvni t¥idy v oboru @. Viz 7.1.8.

9.5.3. Budiz P prostor; budteZ f g funkce prvni t¥idy
v oboru P. Pro z e Pbudiz

(x)
fa(x) = max [f(z), g(2)] ;
fs(x) = min [{(x), g(2)] ;
fu(@) = fz) + g(z) ;
fs(@) = f(z) — g(2);
fo(@) = f(z) . g(2) ;

Pak f, f, ..., f jsou funkce prvni t¥idy v oboru P. Viz 7.1.32,

9.5.4. Budiz P prostor; budtez f,g funkce prvni tfidy
v oboru P. Pro z ¢ P budiz g(x) + 0. Pro z ¢ P poloZme A(z) =

=%. Pak je & funkce prvni t¥idy v oboru P. Existuji takové
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posloupnosti {f,}, {g.} spojitj?ch funkei v oboru P, e lim f,(z) = f(z),
lim g,(x) = g(x) pro véecky z ¢ P. Pro zeP poloZme

Fal@) = 1(@) - 0a(2) , Yale) = max [0Y, [gu(@)?], gu(x) = 22

Ze 7.1.32 plyne, Ze ¢, Yns ¢n jSOU spojlté funkee v oboru P. Stadi tedy
dokézat, e lim g,(x) = h(z) pro kazdy z ¢ P. Je vSak lim (g,(2))? =

N>

(g9(x))? > 0, takZe existuje takovy index k{z), Ze: n > k(z) =
(gn(x))?2 > n~1. Pro n > k() jest y,(x) = (¢g.(x))?; tudiz lim y,(z) =
(g(x))* > 0. Protoie lim p.(z) = f(z).g(x), limy.(z) = (9(x))?,
_ (=) . g(=)
) = gty

9.5.5. Budiz P prostor; budiz f funkce prvni t¥idy v oboru
P; budiz |f(z)] < 1 pro viecky z ¢ P. Pro xz ¢ P budiz

f(x)
1 —[f@)]

Pak je g funkce prvni tfidy v oboru P. Existuje takova posloup-
nost {f,} spojitych funkei v oboru P, Ze lim f,(x) = f(x) pro kazdy

x e P. Pro z ¢ P budiz

IIUll

, jest lim g, (x) = h(z).

g(x) =

Fa@)] <1 — 0t = hy(x) = fo(2),
(@ =1—nl=h(z)=1—n1,
ey —14n1=h,(x)=—1+n1.

Ze 7.1.32 plyne, Ze k, jsou spojité funkce v oboru P. ProtoZe |f(z)| < 1,
zjistime snadno, Ze lim h,(z) = f(x) pro kazdy x ¢ P. Protoze x ¢ P =
= |h.(z)| < 1, plyne ze 7.1.32, e také k, jsou spojité funkece v oboru P,
jestliZe -

by ()

zeP=k,(x) = 1= @)
Ziejms

zelP = limk,(x) = i—_f(x)—
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9.5.6. Budiz P prostor. BudiZ {f,}; posloupnost funkei
prvni t¥idy v oboru P. Necht existuje stejnomérnd limita f
(viz definici 7.3.3) posloupnosti {f,}. Pak také f je funkece prvni
t¥idy v oboru P. Existuji takové indexy n, < n, < mn, < ..., 7e

n=n;, TeP=|f(x) — flx) < 2-i-1 (t=1213,..).
Jest
mgni: ngni; xEPﬁlfm(x)_fﬂ(x)l<2—; (”;=112;3:)
Polozme
= [(®) — [o,(®), 9:(®) = fa,,(®) — fuf7) (xeP; i=1,23,..).

Podle 9.5.3 stadi dokézat, Ze g jo funkce prvni {fidy. Existuji takové
spojité funkcee ¢;, (¢, n =1,2,3,...)voboruP,%e z ¢ P = lim Pin(Z) =
= g,(x) pro ¢ = 1, 2, 3, ... Budiz

|<Pm(1’)| < 2- = %n(“’) = ‘pin(x) »

(pi‘n(z) =27 = 1pin(:v) =2 ’

qvin(z) =2 win(z) = — 2,
Funkce y,, jsou spojité podle 7.1.32; protoZe z e P = |g,(z)| < 2-%,
jest

e P = [pin(x) — 0:()| = |pin(®) — ()],
tedy lim y;,(z) = g,(z). Budiz
n—>w

zeP=h,(x) = i"/"iu(x) .

i=1

Funkee %, jsou spojité podle 7.1.32; stadi tedy dokézat, Ze lim A,(z) =
=g(z) pro z ¢ P. Budiz a ¢ P, ¢ > 0. Existuje takovy index k, Ze
3.2 < ¢ a

lg(a) — _Zg. a)| = |f(@) — fn,, (@) <}.¢.

ProtoZe lim y,,(a) = g.(a), existuje takovy index m, Ze m > k a

n—c

1<k, n>m= |pga )—g,(a]<3k
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Pro n > m jest

k k
[ha(@) — 9@ < | D gi(@) — 9@ + 2 Ivinl@) — 9:@)] +
i=1 -

i=1

S £ £ - . 2e 1
t=k+1 =kl
tj. n > m = |h,(a) — g(a)| < ¢, takZe
lim A,(a) = g(a) .

Definice 9.5.2. Bodovou mnozinu F c P nazveme dokonale uza-
ofenou (v prostoru P), existuje-li spojita funkee f v oboru P, pro kterou
je F = &, [f{(x) = 0]. Bodovoumnozinu G c P nazveme dokonale ote-
vfenou (v prostoru P), jestlize P — @ je dokonale uzaviena.

9.5.7. Dokonale uzavfena bodovd mnoZina je uzavfend.
Dokonale oteviend bodovd mnoZina je oteviend. Viz 7.1.20.

9.5.8. Pranik nejvys spoéetné soustavy © + @ dokonale
uzavienych bodovych mnoZin je dokonale uzaviena mno-
Zina. Sjednoceni nejvys spoéetné soustavy & % @ dokonale
otevienych bodovych mnoZin je dokonale oteviend mno-
Zina.

Dukaz. I. BudiZ { F,}{ posloupnost dokonale uzavienych bodovych
mnoZin prostoru P. Existuje takovd posloupnost {f,}i spojitych
funkei v oboru P, 7e F, = &, [f,(z) = 0]. Budiz

[fa(®)] < 27" = @u(a) = ful2),
fal@) 2 27" = @u(z) = 277,
fn(x) =—2"= (pn(x) = —2"".

Podle 7.1.32 jsou ¢, spojité funkce v oboru P. Zfejmé F, = &, [p,(x) =
= 0]. Polozme

1

ga(@) = 2 |pi#)] -
i=1
Podle 7.1.32 jsou g, spojité funkce v oboru P. Jest

zeP, m>k; n>k$‘gm(z)_gn(z)|§22—‘=2-h,
f=k+1
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takZe podle 7.3.7 existuje stejnomérnd limita % posloupnosti funkef
{gn}g. Podle 7.3.3 a 7.3.8 jest h spojitd funkce v oboru P. Snadno se

dokize, 76 (| F = &, [h(z) = 0]. MnoZina A F. jo tedy dokonale
n= n=1
uzaviena.
II. Jsou-li bodové mnoZiny G, dokonale oteviené, jsou mnoziny

P — @, dokonale uzaviené. Podle I je mnoZina ﬁ (P — G,)dokonale

n=1

uzaviend, takie Y G, = P — ﬁ (P — @,) je dokonale otevieni.
n=1 n=1

9.5.9. Sjednoceni koneéné soustavy & + ¢ dokonale uza-
vienych bodovych mnozZin je dokonale uzav¥end mnozina.
Prinik koneéné soustavy & + ¢ dokonale otevienych bo-
dovych mnozZin je dokonale oteviena mnoZina.

Dikaz. I. Jsou-li bodové mnoZiny F; (1 < ¢ < n) dokonale uza-
viené v prostoru P, pak existuji takové spojité funkee f, (1 < ¢ < n)
v oboru P, Ze ¥; = &, [f(x) = 0]. Je-li

xﬂP$¢@)=IIMﬂ,

i

jest @ spojitd funkee v oboru P podle 7.1.32. Ztejmé U F; = &, [p(z) =
iml

= 0], tak¥e mnoZina |J F; je dokonale uzaviena.

II. Jsou-li G’i (1 < i < n) dokonale oteviené, jsou P — G; dokonale

uzaviené, podle I je Cj‘(P — @,) dokonale uzaviena, takZe ‘an,- =
-1 -

=P — 0 (P — G,) je dokonale" oteviend.
i=1

9.5.10. Budiz P prostor; budi% f spojitd funkee v oboru P; *
budiz ¢ ¢ E,. Bodové mnoziny .

. A=2¢, [flz) =c], B=2¢&: [flr) =]
jsou dokonale uzaviené. Bodové mnoZiny
C=¢&, [flxy>c], D=2¢&; [fz)<c
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jsou dokonale oteviené. Pro x ¢ P budiz
file) = — ¢ + min [f(2), ] ;  fo(x) = — ¢ + max [f(2), c] .
Podle 7.1.32 jsou f,, f, spojité funkce v oboru P. Ziejmé
A=2¢&, [Lz)=0]; B=2¢&, [f(zr)=0].

Mnoziny 4, B jsou tedy dokonale uzaviené a mnoziny C = P — B,
D = P — A jsou dokonale oteviené.

Definice 9.5.3. Bodovou mno%inu A4 c P nazveme dokonalou
F -mnoZinou (v prostoru P), existuje-li takova posloupnost {F,}

@
dokonale uzavienych mnozin, e 4 = U F,; 4 c P nazvemedokonalou
nel

Gs-mnoZinou (v prostoru P), existuje-li takovad posloupnost {G,}

dokonale otevienych mnoZin, 7e 4 = F] G,.
n=1
9.5.11. Aby Ac P byla dokonald GymnoZina, k tomu je
nutné a staéi, aby P — A byla dokonala F,-mnoZina.

9.5.12. Dokonale uzaviena bodova mnozina je dokonala
F,-mnoZina. Dokonale oteviena bodova mnoZina je doko-
nald G,-mnoZina.

9.5.13. Dokonale uzavienad bodovd mnoZina je dokonalad
Gsmnozina. Dokonale oteviena bodova mnoZina je doko-
nald F,-mnozina. ’

Dikaz. I. Je-li F dokonale uzaviena, pak existuje takova spojita
funkce f v oboru P, ze F = &, [f(z) =0]. Pron =1, 2, 3, ... budiz

A, =&, [flx) <n7]; B,=&.[fx) > —nT].
Podle 9.5.10 jsou 4,, B, dokonale oteviené, takZze podle 9.5.9 také
A,n B, je dokonale oteviens. Aviak F — ) (4, n B,), takie F je

n=1

dokonald G'4-mnoZina.

II. Je-li G dokonale oteviena, je G' dokonald F,-mnoZina podle I
a podle 9.5.11.
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9.5.14. Sjednoceni nejvys spoéetné soustavy & + @ doko-
nalych F,-mnozin je dokonald F,-mnoZina. Prinik nejvys
spodetné soustavy © + § dokonalych Gy-mnozin je dokonald
G;mnozina.

9.5.15. Prinik koneéné soustavy & + § dokonalych F,-
mno%in je dokonald F,mnoZina. Sjednoceni konedné
soustavy & + @ dokonalych G;-mnoZin je dokonald Gy-mno-
#ina. Druhé tvrzeni se odvodi z prvniho na zakladé 9.5.11. Prvni
tvrzeni stadi dokazat pro ptipad dvou dokonalych F,-mnozin M,, M,.
Jedi M, = iU1F1i, M, =kU1F2k’ jest MynM,=U U (F;n Fy).

ia1kal
Jsou-li Fy;, F,, dokonale uzaviené, je také F',; n F,, dokonale uzavie-
né podle 9.5.8.

9.5.16. Budiz A c P dokonald G;-mnoZina; budiZ Bc P do-
konalad F_ -mnoZina; budiz 4 c B. Pak existuje takova Cc P,
ie: y

[1] C je dokonald GymnozZina;

[2] C je dokonald F,-mnoZina;

[3 AcCc B.

Dikaz. I. Existuji takové dokonale oteviené G,c P a takové
dokonale uzaviené F, c P, 7e

A=AG,; B=UF,.
n=1

n=1

Definujme rekurentné bodové mnoZiny H, K,

H =G, K,=0GnF,

(1) vﬂ+1 n+l
Hn+1 = Kn U.ani ’ Kn+1 =11, 0 'UlFi .
Polozme
. w ©
(2) H=NH,, K=UKX,.
n=1 Ne

Z 9.5.12, §.5.13, 9.5.14 a 9.5.15 odvodime indukei, Ze kazd4 z mnozin
H,, K, je dokonalou F,-mno#inou a také dokonalou. G;-mnoZinou;
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z 9.5.14 potom plyne, Ze H je dokonali (y-mnoZina, K je dokonals
F,-mnozZina. Stadi tudiZz dokazat, Ze
AcH=KcB.

Z (1) plyne

(3) K,cH,. -

Mimo to je
n+l n
NG.cNGcH,,
i=1 i=1

-takze

(4) H’n+1CHn‘

n n+l
Posléze je K, c U F; c IJ F,,K,cH,,,, takze
i=1

i=1
(5) Kﬂ+1 2 Kﬂ .
II. BudiZ z € A. Pak je x € G; pro viecka ¢, tedy podle (1) = ¢ H, pro
viecka n, tudiz x ¢ H. Je tedy 4 c H.

III. BudiZ = € K. Pak existuje takové m, Ze x ¢ K ,,; jest K,, c U F,,
. ial

tudiz xeljF,-:B. Je tedy K c B.
i=1
IV. BudiZ z ¢ K. Pak existuje takové m, Ze z € K,,; podle (5) n =
=m=xeK,, takie podle (3) n = m=xe H,, a tudiz podle (4)
zeNH, = H. Jo tedy K c H.
=l
n+l

V. BudiZz ¢ H — K. Pak je pro vieckan: ze H,,, — K, c N G,
i=1

w® @ m
tedy xe | G = A c B = | F,. TudiZ existuje takové m, Ze z e U F,.
y n=1 n=l ]

neal
Mimo to je viak 2z e H,,, tedy e H,nU F, = K, c K a to je ne-
n-=1
mo#né. Tudiz H — K = 9, tj. H c K.
9.5.17. Budiz P pr‘ostor; budiZ f funkece prvni t¥idy v oboru
P; budiZ ce E,. Bodové mnozZiny

A=2¢&, [fw)zc], B=46&; [flz) =]
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jsou dokonalé Gy-mnoZiny. Bodové mnoZiny
0= € [f(x) > c]; D= &y [f(x) <]
jsou dokonalé F,-mnozZiny.

Dikaz. I. Existuje takovd posloupnost {f,}7° spojitych funkef
v oboru P, zZe lim f,(x) = f(x) pro kazdy xe P. Prot,n =1,2,3, ...
budiz

My =& [fa@) =c+i7].
Je-li z ¢ C, pak existuje takovy index i, Ze x ¢ M;, pro viecka n = 1.
Obrécené se z existence takového ¢ snadno odvodi, Ze x € C. Tudiz

O=GH¢'7 H1=ﬁMin'
=1 Nt

Av¥ak mnoZiny M,, podle 9.5.10 jsou dokonale uzaviené, takZe podle
9.5.8 také H, jsou dokonale uzav¥ené a tedy C je dokonala F,-mnozina.
II. Je-li g(z) = — f(x) pro viecky x ¢ P, je zfejmé také g funkce
prvni tiidy ajest D = &, [g(x) > — c], takZe podle I je D dokonald
F-mnozina.
1. Jest 4 =P — D, B=P —(, takie A, B jsou dokonalé
Gs-mnoziny podle 9.5.11.

9.5.18. Cc P budiz dokonald F,-mnoZina a soudasnd téz
dokonald Gy-mnoZina. Budiz
zeC=fx)=1, zeP —C= f(z) =0.
Pak je f funkce prvni t¥tidy v oboru P. Existuji takové dvé po-
sloupnosti {F,}, {G,}7 bodovych mnozZin, %e kazd4d F, je dokonale
uzaviena, kazda G, je dokonale oteviena a Ze

C=UF,=NG,.
ne1

nal

Podle 9.5.9 jsou mnoZiny U F,; a P — N G; dokonale uzaviené; tudiz
i=1 i=1

existuji takové spojité funkece @,, v, v oboru P, Ze

U F.=&. [p@) =01, NG & lpnle) + 0]

fm
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Protoze UF,c Cc NG jest 9.(x)| + |wu(®)] > O pro kazdy ze P.
i=1

i=1
Proto existuje takova funkece f, v oboru P, Ze

[1/},,(.’17)’ .
Neal@)] + |yal2)|

funkee f, je podle 7.1.32 spojita. Je-li x « C, pak existuje takové m, Ze

xeP= f(x) =

nzm=>zelJF;=flx)=1.
i=1
Je-li z e P — C, pak existuje takové m, Ze

n=m=zecP — (G = fof) =0.
i=1

i=

TudiZ lim f,(z) = f(x) pro kazdy x « P a funkece f je prvni tiidy.
9.5.19. BudiZ P prostor; budiz f funkece v oboru P. Jestlize
pro kazidéceE, jsou

¢ @) =c], & [flx)=c]
dokonalé Gy-mnoZiny, pak f je funkce prvni t¥idy.

9.5.20. Budiz P prostor; budiz f funkce v oboru P. JestliZe
pro kazdé ceE, jsou

€. lflx)>c], & [flz)<c]
dokonalé F,-mnoZiny, pak f je funkce prvni t¥idy.

Dikazy vt 9.5.19, 9.5.20. I. Piedpoklady v 9.5.19 jsou podle 9.5.11
ekvivalentni s pfedpoklady v 9.5.20, takZe mame pouze ukazat, Ze f
je funkee prvni tfidy, jsou-li splnény predpoklady obou vét.

II. Nejprve predpokladejme

zeP=[f(z)| < 1.

Budiz n ¢ N. Pro — n =< ¢ < n, ¢ celé, budiz

Ai=&[f(x)§§;], Bi=&[f<x><“;1].

Pak jsou 4, dokonalé G;-mnoziny, B; jsou dokonalé F -mnoZiny a jest
A; c B,. TudiZ podle 9.5.16 existuji takové mnoziny C; (— n = ¢ = n),
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ve A, c C; c B; a Ze kazda C; je dokonald G;-mnoZina a soutasns 6%
dokonala F,-mnoZina. Zfejmé je U A; = P, a tedy také U C, = P.
{m -1 i==n
Budiz

i-1
D,=C,, —n+1<is<n=>D,=C,— UGC,.

ja—n

Pak mnotiny D; (— n < i < n) jsou disjunkéni ajest U D, = P.

7 9.5.14 a 9.5.15 plyne snadno, Ze kazdd D, je dokonald G-mnoZina
a souasné téz dokonald F,-mnoZina. Podle 9.5.18 je tedy ¢, funkce
prvni tfidy, jestlize

:CED,-=>(}J,-(:1:)=1, xeP—Di=>(p,-(x)=0.
Budiz

i ,
zeP = fo(2) = Z_:ﬂh' . pi{) .
Z 9.5.3 plyne, Ze f, je funkece prvni tiidy v oboru P. Je-li z ¢ P, budiz 1
nejmensi hodnota indexu ¢ (— n < ¢ < n), pro kterou = ¢ 4,. Pak jest
(uZivime pfedpokladu, Ze |f(z)| < 1)
A—1 A

Protoze A, c C), jest xe C); je-li —n <1< 1— 2, jest xe P — B,
a tudiz x ¢ P — C;, nebot C, c B,. Z toho plyne snadno, Ze je budto
A—1

2eD, nebo zeD,_,, takie je budto f(x) =% nebo f,(z) = poal

Tim je dokazéno, Ze
1
zeP = [fulx) — f(2)]| = -

Tudi? f je stejnomérn4 limita posloupnosti {f,} a podle 9.5.6 je f funkce
prvni t¥idy.

III. Je-li f libovolnd funkee spliiujici predpoklady vét 9.5.19 a
9.5.20, budiz
__ 1@
reP = g(:L‘) = m .
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Snadno se zjisti, Ze g spliiuje tytéz predpoklady jako f. Aviak
zeP=|gx)| <1,

takze g je funkce prvni t¥idy podle II. Podle 9.5.5 je také f funkce prvni
tfidy, nebot '

g(=x)
zeP= f(zx) = T— @)

9.5.21. Budiz P metrisovatelny prostor. Kazda uzavieni
mno%ina je dokonale uzaviens, kazda oteviend mnoZina je
dokonale oteviend, kazdd F,-mnoZina je dokonald F,-mno-
Zina, kazda Gy-mnoZina je dokonald Gy-mnoZina. Prvni tvrzeni
plyne ze 7.3.14, 9.1.8, 9.1.9; ostatni tvrzeni se snadno odvodi z prvniho.

9.5.22. Budiz T % § dobfe uspotiddand mnoZina; budiZ ¢
kladné &islo; budiz P metricky prostor s metrikou p. Pro
kazdé te T budiz G(t) oteviens a F(t) uzaviend mnozina pro-
storu P. Budiz

(1) teT, xeF(t), yeP, olx,y) <e=yel(),
(2) tel, 7T, tvpled t=Flt)nG(z)=0.

Budiz M =UF(t) (teT). Pak je M uzaviend mnoZina pro-
storu P. Pro z ¢ P, « > 0 budiz S(z, «) (g, o)-okoli bodu z. Jestlize M
neni uzaviena, pak existuje bod ye M — M. Podle 4.2.9 je M n
n S(y, &) + 0. ProtoZze T je dobie uspofidand, plyne z definice mno-
Ziny M, Ze existuje takové ¢, € T, Ze F(t,) n S(y, €) + 0, aviak

teT, tpred ty=F(t)n Sy, &) =0.

Budiz x, € F(t,) n S(y, €); je tedy z, € F(t,), o(x,, y) < &, takZe y e G(Z,)
podle (1). Podle 4.4.13 je G(4,) okoli bodu y, takie existuje takové
x> 0, ze S(y, ) c G(t,). JestliZe t ¢ T lezi pFed ¢, jest F(t) n S(y, &) =
= @. Jestlize t e T lezi za t,, jest F(t) n G(t,) = 0 podle (2), a tedy
F(t) n S(y, x) = 9. Protoze F(ty) c M, ye M — M, jest y e P — F(t,).
Podle 4.4.13 je P — F(t,;) okoli bodu y, takZe existuje takové § > 0, Ze
F(t)) n Sy, ) = 0. Existuje takové y > 0, Ze y <¢ y <o, y < B.
Pro kazdé teT je F(t) n S(y, y) = 0; tudiz M n S(y, v) = 0. To je
viak podle 4.2.9 nemo#né, nebot y ¢ M.
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9.5.23. Budiz T + @ dobfe uspotddani mnoZina; budiz P
metrisovatelny prostor. Pro kazdé t e T budiz G(t) oteviens
mnozina a A(f) F,-mnozina prostoru P; budiz A(t) c G(¢) pro
kazdé teT. Budiz
(3) teT, 7T, vpledi= A NnG(r)=0.

Budiz M = A(¢) (teT). Pak je M F,-mnoZina prostoru P.

Budi# ¢ metrika v P. Pro ka?dé ¢ T existuje takovd posloupnost

(Ba(t))® uzavienych mnotin, e U B,(f) = A(f). Je-li G(t) = P, po-
1

lozme F,;(t) = B,(t) pro n,71 =1, 2,3, ... Je-li G(!) &+ P, budiZ (viz
definici 9.1.8)
(4) F’nl(t) = Bn(t) n éba: [d(x; P — G(t)) 2 i_l] .
Mnoziny F,.(f) jsou uzaviené podle 4.4.5, 7.1.18 a 9.1.7. ProtoZe
B,(t) c A(t) c G(t) a protoZe mnozina P — G(t) je uzaviend, jest
zeB,(t)=d[z, P — G{)] > 0
podle 9.1.7, takie U Fa(t) = Ba(t). Protoze Fny(t) ¢ A(t), je podle (3):
i=1 -

teT, teT, v pred t=F, (t)nGz)=9.
Mimo to jest:

teT, meFult), yeP, olzy) <il=yeG(),
nebot to je z¥ejmé pro G(t) = P a v opaéném piipads to plyne ze (4).
Nyni plyne z 9.5.22, Ze kazda mnozina H,, = U F,(t) (t ¢ T) je uza-

viend, takze
M=U UH,

n=17=1
je F,-mnoZina.

9.5.24. Budiz P metrisovatelny prostor; budiZz f funkce
v oboru P. Necht pro kazdou uzavienou mnoZinu F + ¢
ziZeni f | F m4 aspoii jeden bod spojitosti. Pak f je funkce
prvni t¥idy. N

Dukaz. I. Stadi dokazat, Ze pro kaZdé ¢ > 0 existuje takova funkce
k v oboru P, Ze k je prvni t¥idy a Ze

zeP= |fzx) — kix) <e.
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Nebot potom existuje takova posloupnost {f,};° funkei prvni tiidy
v oboru P, Ze z e P = |f,(x) — f(x)| < n~, takZe f je funkece prvni
t¥idy podle 9.5.6.

II. Zvolme ¢ > 0. Podle 3.6.1 a 3.7.4 existuje takova dobfe uspofa-
dana mnozina W, Ze moh W > moh P. Budiz & soustava vSech ote-
vienych mnozin prostoru P; budiZ w symbol rizny od viech prvka
soustavy &. Pro ¢ ¢ W budiz A(&) Gsek mnoziny W urdeny jejim prvkem
£. Je-li ¢ zobrazeni tseku A(£) do & u (w), polozme g(p) = w, jestlize
w € PA(£)]; jestlize vSak ¢ [A(£)] ¢ &, pak budiz H = U ¢() [ € A(§)),
neni-li £ prvni ve W, H = 0, je-li & prvni ve W; podle 4.4.10 je H
oteviend mnozina prostoru P; jestlize H = P, budiZ opét g(g) = w;
jestlize H = P, pak podle pifedpokladu miZeme zvolit bod ¢ e P — H,
ktery je bodem spojitosti ziZeni f | P — H; podle 4.5.6, 7.1.3 a 9.1.5
existuje ‘takové oteviené okoli U bodu a, Ze e U — H = |f(x) —
— fla)] < & podle 4.2.3 je ae U, tedy U — H + 9; budiz g(p) = U.
Ze 3.5.2 nyni plyne, Ze existuje takové zobrazeni p mnoZiny W do
B u (w), Ze p(&) = g(p) pro kazdé & W, kde ¢ = y | A(§). Z pied-
pokladu moh W > moh P odvodime snadno, %e musi existovat takové
Ee W, ze (&) = w. BudiZ &, prvni takové £ a poloime T = A(&,).
Vylouéime-li trividlni pfipad P = @, bude T' #+ @. Mnozina T' je dobie
uspofddani. Pro kazdé t e T' jest y(t) c P oteviend mnoZina. Je-li ¢
prvni v T, budiz K(¢) = w(t); jestliZe ¢ neni prvni v 7', budiz

K(t) =vy(t) — Uyp(r) [veA®)].
Pro ka?dé t ¢ T miZeme zvolit takovy bod «(t) € K(t), Ze
x e K(t) = |f(z) — fla®)]] <.

Jest P = Y K(¢) (t € T) a soustava mnoZin K(t) (t € T) je disjunktni.
Existuje tudiz takova funkee k v oboru P, Ze

z e K(t) = k(z) = fla(t)] .
Ztejmé

zeP = |f(x) — k)] <e;
jde tedy pouze o dikaz, %e k je funkee prvni t¥dy. Budiz Z c El, M=
= &, [k(z) € Z]; podle 9.5.20 a 9.5.21 stadi ukazat, Ze M je F -mnoZina.
Pro t e T budiz A(t) = M n K(t); zfejmsé je budto A(¢) = K(t) nebo
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At) = 0. Ze 4.4.16, 4.4.18 a 9.1.9 plyne, e kazda A(t) je F,-mnoZina.
Jest A(t) c p(t) pro kazdé t ¢ T' a mnoZiny y(t) c P jsou oteviend. Dile
jest M =UA(ER) teT) a

teT, 7T, 7 pledi=A{)nyp(z)=20.
Tudiz M je F,-mnoZina podle 9.5.23.

9.5.25. Budiz P F-prostor. BudiZ f funkece prvni tiidy
v oboru P. Budiz @ mnoZina bodu spojitosti funkee f. Pak
P — @ je mnoZina prvni kategorie. Existuje takova posloupnost
{f.} spojitych funkei v oboru P, Ze lim f,(x) = f(z) pro kaidy = ¢ P.
Je-li e > 0, m ¢ N, budiz

1) Ape=& [>m > m=|f,@) — f@)] <.

Podle 7.1.18 a 7.1.32 jsou 4,, . uzaviené mnoziny. Z véty 9.4.2 (uzité
na prostor E;) plyne

(2) P=U4m,
m=1

pro kazdé e > 0. Budiz

(3) Bm,e = FI' Am.: .

Mno#iny B,,, jsou ¥idké podle 4.10.14, takze podte 4.11.1 stadi doka-
zat, ze

P—QcU UB,

1,
Mulnal n
Budiz
(4) aeP—{ UB, 1.
ma=ln=1 n

Mime dokéazat, Ze a je bod spojitosti funkee f. BudiZ ¢ > 0. Zvolme
index k tak, Ze k! < e. Podle (2) a (4) jest

@ [ B
aelJd 1 — 1
mL_Jl ™E ﬂHI m g’

existuje tedy takovy index m,%eaed 1t — B 1. Podle (3) a protoze
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A 1 je uzaviend mnoZina, jessae P — P — A_1,%j. A_1 je okoli
'R B % m%
bodu a. Z (1) plyne

1
zed, L, p>m, v>m=|fy@) —f,@ =,

a tedy, protoZe lim f,,(:é) = f(z),

p—>o
zed, 1, »>m= @) —f@)] ST <e,
'k

takZe a je bod spojitosti funkce f podle 7.1.33.

9.5.26. Budiz P metricky dplny prostor. BudiZz f funkce
v oboru P. Pro 4 c P budiz s(4) mnozina bodu spojitosti
zhi%eni f| 4, r(4d) = A — 3(A). Aby f byla funkce prvni t¥idy,
k tomu je nutna a staéi kterakoliz nasledujicich podminek:
[1] Pro kaZdou uzavienou mnoZinu A4 #+ @ jest s(4) + 0.
[2] Pro kaZzdou uzavienou mnozinu 4 + @ mnoZina s(4) je
hustd v 4.

[3] Pro ka%dou uzavienou mnozinu 4 + ¢ je r(4) prvni
kategorie v 4.

[4] Pro kazdou Ac P, A + 0 je r(4) prvni kategorie v 4.

Dikaz. I. Je-li f funkee prvni t¥idy v oboru P, plyne ze 7.1.8, Ze
pro kazdou 4 c P je f | A funkee prvni t¥idy v oboru A.
II. Je-1i f funkee prvni t¥idy, pak podle I a 9.5.25 plati [4].
III. Ztejmé [4] = [3].
IV. [3] = [2] podle 9.4.19 a 9.4.20.
V. Ziejmé [2] = [1].
VI. Plati-li [1], je f funkce prvni t¥idy podle 9.5.24.

9.6. Cvicent k §9.

9.6.1. BudiZ p funkce v oboru P X P.Proz ¢ P, y ¢ P, z ¢ P budiz:

1l 2 =y<=po(z,y) = 0;

[2] el ) + elz y) = e(, 2).
Pak o je metrika v P. JestliZe ve [2] misto o(z, y¥) ddme o(y, 2), stane se tvrzeni
nespravnym.
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9.6.2. Budi? P mnoZina viech posloupnosti, jejich¥ &leny jsou redlns &isla.
Pro & = {z,} ¢ P, n = {y,} ¢ P budiz

[ o]
1 |x _'yn|
9(&n)=2——"——.
! n! 1+ |z, — Yyl

fal
< e . 1 .
@2(§, 1) = infimum mnoZiny é&sel [— + max |z; — y,](n ¢ N) .
7 1gign

Pak jsou p,, @, dvé navzdjem ekvivalentni metriky v mno%ind P. V prostoru jimi
vytvofeném je pravé tehdy lim £, = &, kde £, = {=,,}2 ;. jestlife pro ka#dé
ieN jest imz,; = =;. i
N—ra
Definice 9.6.1. Budi# f zobrazeni metrického prostoru P do metrického
prostoru P,;. Pravime, Ze f je stejnomérné spojité, jestlize ke kazdému é&fslu ¢ > 0
existuje takové ¢elo & > 0, Ze:

zeP, yeP, oy <= flx)fyl<e.
9.6.3. Stejnomérnd spojité zobrazeni je spojité.

9.6.4. BudiZ f zobrazeni metrického prostoru P do metrického prostoru P;.
Aby f bylo stejnomérns spojité, k tomu je nutné a stadi:

T, eP, y,eP, lim (@, y,) =0 = lim o[f(x,), (y,)] = 0.

9.6.5. Budi% P metricky prostor; budiz @ = M c P. Pro x ¢ P budiZ f(z) =
= d(x, M) (viz definici 9.1.8). Pak f je stejnomérné spojitd funkee v oboru P.

9.6.6. Budi% f spojité zobrazeni kompektniho metrického prostoru P do
metrického prostoru P,. Pak f je stejnomérné spojité.

9.6.7. BudiZ P metricky prostor s druhym axiomem spodetnosti. MnoZina
viech élend posloupnosti {a,} budiZ hustd v prostoru P. Pro ¢ P, n ¢ N budiZ
1
L TR
Funkee f, jsou spojité a jest:

zeP=> 0<fiim) =1,
zelP, y€P=> |f,,,(.’£) '—fn(y)l é@(z,vy)'

Je-li § & A4 c P, budi¥ u,(4) supremum mnoZiny &isel |f,(x) — fo(y)l(x e 4,
®
Y ¢ A); ddle budiZ u(d) = z 2-mu, (A). Jestlife mnoZina A je jednobodovd, jest
ne=l
#(4) = 0. Dédle platf

§+ AcBcP= pd) <pbB),
P+ AcCP=pud=und).
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Je-li + ACP,P % BCP,e> 0a jestlize ke ka¥dému x « 4 existuje takovy
y ¢ B, %e g(x, ¥) < ¢, pak u(d) <-u(B) + 2. Je-li@ + AcBcP,B—4 + 0,
jest u(A) < u(B). Joli ACP, BCP, AnB+0, jest u(du B) < u(d) +
+ u(B).

Definice 9.6.2. BudiZ P metricky prostor. KaZdé posloupnosti bodovych
mnoZin {4,}P ptifadime dvé bodové mnoZiny B, C takto:

B =&, [xeP, liminfd(, 4,) = 0],
C=¢&, [xeP,limd(z, 4,) = 0].

Pii tom d(z, 4,) mé pro 4, * § vyznam vyloZeny v definici 9.1.8 a polo¥ime
tfeba d(z, #) = 1. Pi¥me .

B=LimAd,, C=Limd,.
Z véty 9.1.3 plyne snadno, Ze mnoZiny B, C se nezméni pii pfechodu od jedné
metriky k jiné s nf ekvivalentni; jinak fedeno, tyto mnoZiny zdvis jen na topo-
logii prostoru P. Ziejmé

Lim 4, = Lim4,, LimA4, = LimA4,,.

Ztejmé Lim A, ¢ Lim 4,,; jestlize Lim 4, = Lim 4,, pfSeme

Lim 4, = Lim A4, = Lim 4,,
a pra,virﬁe, Ze posloupnost {4,} je konvergentni.

9.6.8. Necht metricky prostor P spliiuje druhy axiom spodetnosti. Pak
z ka#dé posloupnosti bodovych mnoZin {4,} lze vybrat konvergentni posloup-
nost. Dikaz struéné naznaé¢ime. Necht ¢leny posloupnosti {B,} tvofi otevienou
basi prostoru P. BudiZ 4,, = 4,. Pti daném 7 e N budiZ {4, ,, ,}7_; takové po-
sloupnost vybrand z posloupnosti {4,,}®_;, pro kterou plati
(*) Bi nﬁnAHl,n:Q);
jestliZe Zddn4 posloupnost vybrand z {4;,}®_, nem4 vlastnost (*), budiz 4, , =
= A,,. Pak posloupnost {4,,} je konvergentni.

Definice 9.6.3. BudiZ P metricky prostor. BudiZ P* soustava vsech ne-
préazdnych kompaktnich prostorti vnofenych do P. Pro A4 ¢ P*, B ¢ P* budiZ

v.u(A, B) = maexd(z,B) (xeAd),
“u(B, A) = maxd(y, 4) (ye B);
obd maxima existuji podle 8.2.15, 8.3.3 a 9.1.7. BudiZ
o*(4, B) = max [u(4, B), u(B, 4)] .

Snadno se zjistf, Ze p* je symetrickd odchylka v mnoZiné P*. Ddle se snadno
zjisti (je-li téZ C e P*), Ze:
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u(4, C) = w(4, B) + w(B, 0),
u(C, 4) = (B, 4) + u(C, B), )

takZe p* je metrika v P*. TudiZ P* je metricky prostor, ktery nazveme Haus-
dorffovijm nadprostorem prostoru P. Ve cvié. 9.6.9 a% 9.6.16 znamend P* Haus-
dorffav nadprostor metrického prostoru P.

9.6.9. Je-li A, e P* pron ¢ N a 4 ¢ P*, pak plati:
lim w(d, 4,) = 0= A c Lim 4, .
9.6.10. Je-li 4, ¢ P* pron ¢ N a A ¢ P*, pak plati:
lim w(4,, A) = 0=> A > Lim 4, .

9.6.11. Budi¥ 4, ¢ P* pro n e N, 4 ¢ P*. Je-li P kompaktn{, pak lim g*(4,,
A) = 0<>Lim 4, = A. P¥ilibovolném P plati vztah lim g*(4,, A) = 0 prévd

@
tehdy, jestlife pfedné Lim A,, = 4 a za druhé 4 v U A4, je kompaktni.

n=1
9.6.12. BudiZ f homeomorini zobrazeni metrického prostoru P na metricky
prostor P;. Budiz P* (P;f) Hausdorffv nadprostor prostoru P (P,). Pro X ¢ P*
budiZ ¢(X) = f4(X). Pak ¢ je homeomorfn{ zobrazeni P* na P¥.

9.6.13. Je-li P metricky uplny, plati totéZ o P*.

9.6.14. Je-li P totdlnd omezeny, plat{ totéZ o P*.

9.6.15. Spliuje-li P druhy axiom spotetnosti, plati totéz o P*.
9.6.16. Je-li P kompaktni, plati totéz o P*.

0

9.6.17. Budi¥ D C E, mnoZina viech &isel tvaru » i, . 3-7, kde ka?dé, mé
nal

jednu z hodnot 0, 2. Pak existuje homeomorfni zobrazeni mnoZiny D na dis-

kontinuum. MnoZina D vznikne takto z uzavieného intervalu J = &, 10 =
=t £ 1]. Nejprve rozdélime D na tii stejné dily a odstranime posledni tfetinu
(bez jejich krajnich bodu), takZe zistanou dva uzaviené intervaly. Z kazdého
2 obou téchto intervall opét odstranime posledni tietinu (zase bez krajnich
bodu). Stejnd naloZime s kaZdym ze zbyvajicich étyf intervalt a talk pokradu-
jeme stdle ddl. D je ta podmnoZina intervalu J, kterd zbude po odstranéni spo-
éetnd mnoha otevienych intervali. ’

Definice 9.6.4. Mno#inu D C E, popsanou v 9.6.17 nazveme #riadické diskon-
tinuum. Body 0, 1 a viecky krajni body kaZdé odstrafiované tietiny nazveme
pristupnymi body mnoZiny D; ostatni jeji body nazveme nepfistupnymi body
mnoziny D. ' )

9.6.18. Existuje podobné homeomorfni zobrazeni pfirozend uspofddané mno-
#iny vech iraciondlnich ¢isel ne pFirozend uspofddanou mnoZinu vSech nepfi-
stupnych bodua triadického diskontinua.

4
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9.6.19. BudteZ P,, P, metricky tplné prostory. BudiZ f homeomorfni zobra-
zeni mnoZiny @, c P, na mnoZinu @, C P,. Existuje takovd G3-mnoZina R, pro-
storu P, a takovd Gj-mnoZina R, prostoru P,, Ze @, C R,, @, C R, a Ze existuje
homeomorfni zobrazeni p mno#¥iny R, na mno%inu R,, jehoZ ziZenim je f. Dikaz
struénd naznadime. Pro m ¢ N, n ¢ N budiZ 4., mnoZina téch = ¢ P}, pro né?
plati:

aec@, beQy, e(a,x) <nt, ob x) <nt=> gfa)fO)]l =m;

@ @
budiZ H;, = N U A4,,,. Podobnd& budi% B,,, mnoZina. téch y e P,, pro néZ plati;

m=1n=1

aeQ,, beQ,, gla,y) <nl, oby) <n?t= glf,a) f—l(b)]‘ =m;

@ @
budiz Hy,= N U By, Jest @, c H,, @, c H,. Existuje takovéspojité zobrazen{ g,
Mm=1ln=l .
mnoZiny H, do P,, Ze f = g, | @,; existuje takové spojité zobrazen{ g, mnoZiny
H; do Py, %e f_, = g, | @,. BudiZ

R, =&, [vreHy, gi(x) e Hyl, -Rz=¢'5'y ly e Hy, goly) e H,] .

Ddle budiZ ¢ = g, | Ry, y = g, | R,. Dé se ukdzat, ¥e R, (R,) je G5-mnoZina pro-
storu P, (P,) a %e zobrazeni ¢, ¥ jsou navzdjem inversnf; ziejmsé @, c Ry, @, C R,,

I=9|@:.

9.6.20. Budi? P normdlné uspoiddand mnoZina mohutnosti 8,. V piikladé
8.3.2 byl definovén druh prvku a ¢ P, ktery oznaéime f(a); f je tedy funkce
v oboru P. Poklddejme P za uspofddany prostor ve smyslu definice 6.1.2. Pak
je P d&diéné norméln{ prostor s prvnim exiomem spodéetnosti. V kaZdé bodové
mno%ind F + () existuje bod spojitosti funkce f | F'. Pfes to f nen{ funkce prvni
tiidy, jak snadno zjistime na zdkladé 8.5.12. Z toho plyne, Ze v 9.5.24 nelze
pfedpoklad metrisovatelnosti prostoru P nahradit pfedpokladem, Ze P je dé-
di¢né normélni prostor s prvnim axiomem spodetnosti. Nevim, je-li moZné
piedpoklad metrisovatelnosti nahradit pfedpokladem, Ze P je dokonale normél-
ni prostor.
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