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2. LOKALNE KONECNA POKRYT{

Pojem pokryti atd. je definovan pro souBory podle pravidla 1.1
A na zakladé definice T 8.1.1. Pokryti nazyvime olevfengm (uza-
vFengm), sklada-li se z otevienych (uzavienych) mnozin.

2.1. Necht P je normaini prostor, {G,} je jeho bodové ko-
netné oteviené pokryti. Potom existuje oteviené pokryti
(U,} takové, e U, c G, pro kazdy index «.*)

Dikaz. I. Bud S soustava viech soubort {X,} takovych, Ze
X, c P jsou oteviené, U, X, = P a pro kazdé « bud X, c @, anebo
X, =G, V soustavé S zavedeme &asteéné uspofadini: {X,} €S je
pred {Y,} €S, kdyZ a jen kdyz {X,} + {¥,}, X, > Y, pro kazdé « a
X, =Y, kdykoli X, c G,.

II. Necht M c S je (vzhledem k privé zavedenému &asteénému
uspofaddani) monoténni, tj. plati: kdyz {X,} e M, {Y,} ¢ M, pak bud
{X,} = {Y,.}, nebo {X,} je pfed {¥,} anebo {¥,} je pied {X,}. Pro
kazdy index « oznadme M, soustavu mnozZin M takovych, Ze pro né-
ktery soubor {X,}eM je M = X,. Bud Z, prinik vSech mnoZin
ze soustavy M,. Dokazeme, Ze {Z,} ¢ S. Necht x ¢ P. Pfedpoklddejme,
Ze z non € J,Z,. Jezto soubor {G,} je bodové konedny, existuji indexy
0y, ...y 0p tak, Ze je-li « index rizny od viech «,, pak z non € G,. Jeito
znon € Z,,, + = 1, ..., n, existuji soubory {X:} e M, =1,...,n tak, 7e
z non € X;,. Jezto M je monoténni, existuje i, tak, %e viechny soubory
{Xi},i=1,...,n,1 % i jsou v § pfed {Xf,“} Mame pak pro kazdé «
akaidé i = 1,...,n inklusi X} > X2. Z toho plyne, Ze 2 non ¢ U Xz,
znon € J,Xz. To viak je spor, nebot {X} e M c S. Tedy musi byt
% € U,Z,, a protoZe z ¢ P bylo libovolné, mime ,Z, = P.

*) Viz J. DieupoNNE, Une généralisation des espaces compacts, Journal de Mathé-
matiques Pures et Appliquées, 1944, (9), 23, 65—76.
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Zvolme libovolné index w,. Jestlize pro kazdy soubor {X,} ¢ M je
X, =G, pak Z, = G,. Jestlize existuje soubor {¥,} e M tak, Ze
—Ya, c G,, pak pro libovolny soubor {X,} ¢ M bud {X,} je pied {¥,},
a pak X, oY, anebo {¥,} je pfed {X,}, popt. {¥,} = {X,}, a pak
X,, = Y, ;z toho plyne, ze Z, = Y, . Mnozina Z, je tedy vidy otevie-
né a bud Z, c G, anebo Z, = G,

Dokézali jsme takto, ze {Z,} e S. Ziejmé kaidy soubor {X,} e M,
rizny od {Z,)}, je pied {Z,}. Plati tedy: je-li M c § monoténni, pak
existuje {X,} ¢ § tak, Ze kaZdy soubor, ktery nalezi do M a je rizny
od {X,}, je pfed {X,}. Z toho plyne podle T 3.9.1: existuje soubor
{U.} €8, ktery je v § , maximalni‘, tj. plati: je-li {X,} €S, pak {U,}
neni pfed {X,}.

III. DokéZeme, ¥e pro kazdé « je U, c G,. Ptedpokladejme opak;
pak vzhledem k {U,} ¢ § existuje index &, takovy, ze U, = G, neni
viak U, c G,,. Bud V sjednoceni viech U,, & + «,. Jeito U, uV =
= P, P je normélni, existuje oteviené W takové, ze W c U,, Wu
UV =P. Poloime W, =W, W,=U, pro kaidy index « # «,.
Potom zfejmé {W,} €S, {U,} je pted {W,}, coZ je spor.

2.2, Definice. Necht {X,; « € 4}, {¥y; § € B} jsou soubory mnozin.
Soubor {X,} je jemnéjsi nez {Y,}, jestlize ke kazdému « existuje f
tak, ze X, c Y, Soubor {¥,} je hvézdovité jemnéjsi nei {Y,}, jestlize
ke kazdému x e U, X, existuje f tak, Ze v ¢ X, = X, c Y. Je-li {X,}
(hvézdovitd) jemnéjsi nez {Y,}, Fikdme nékdy také, ze {X,} je (hvézdo-
vitgm) zjemnéném souboru {¥;} nebo Ze (hvézdovitd) zjemiuje {¥ )}
apod.*)

2.3. Je-li {X,} hvézdovité jemnéjsi nez {Y;}, pak je jem-
néj8i nez {¥,}. Je-1li {X,} jemné&jsi nez {¥,}, {¥,;} jemn&jsi nei
{Z,}, pak {X,} je jemn&j8i nez{Z,}; jestlize pfitom bud {X,}
je hvézdovité jemnéjsi nez {¥Y;} nebo {Y,} je hvézdovité
jemnéjsi nez {Z,}, pak téz {X,} je hvézdovité jemné&jsinez
(2,).

*) Noktefi autofi pouZivaji vyrazu ,,hvézdovitd jemnsjsi‘‘ apod. v jiném (ad pfi-
buzném) smyslu, totiz tak, %e {X,} hvézdovité zjemtiuje {¥ g}, jestliZe ke kazdému
o ¢ A existuje f € B takové, Ze plati: je-li o’ ed, Xa'n X, + 0, pak Xo' C Yﬂ.
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2.4. Definice. Soubor {X,; x € A} ¢asti prostoru P je diskrétni v P,
jestliZe je lokélng koneény v P a soubor { X, } je disjunktni; je o-diskréins
v P, jestliZe existuji 4, c 4 tak,%e A = G A, asoubory {X,; x e 4,}

n=1
jsou diskrétni.

2.5. Jestlize soubory {X,; a € 4}, {¥,; f « B} 8asti prostoru P
jsou adlskretnl pak téZ soubor {X,nYy (x,f)ed X B} je
o-diskrétni.

2.6. Necht {G,) je lokdln& konedné oteviené pokryti nor-
mélniho prostoru P; necht C, c G,, C, jsou uzaviené. Potom
existuje lokdln® konetné o-diskrétni oteviené pokryti {U,},
pronéz plati (1) {U,} je hvézdovité jemné&jsinez {G,}; (2) exis-
tuji oteviené mnoziny H, takové, 2e C,c H,c G,, U, H, =P,
kazdé U, protind pouze koneéné mnoho mnozin H,.*)

Dukaz. I. Necht je dino lokalné koneéné oteviené pokryti {G.;
o € A}. Podle 2.1 existuji oteviené G* tak, ze |J, % = P apro kazdé «
je G* ¢ G,. Z normality P plyne snadno indukei, Ze existuji oteviené
mnoziny G% a«ed, k=12 ..., tak, #e C,UG*c G. G*c G,
G*c @, acd, k=12 ... Oznadme B soustavu viech neprizdnych
koneénych éasti mnoziny indext A. Pro u ¢ B bud n(u) podet prvka
mnoziny p. Pron = 1, 2, ... oznaéme F, uzdvér mnoziny téch x ¢ P,
které lezi ve vice neZ n mnozinach G,. Polozme nyni V,= n,,,G5"* —
— Fo pro pe B.

II. Dokézeme, Ze {V,} je lokalné koneéné o¢-disjunktni oteviené
pokryti P a je hvézdovité jemné&jsi nez {G,}.

Nejdiive dokéZeme, Ze U, sV, =P. Bud z¢P. Pro k=1,2, ...
bud a, podet téch & ¢ A, pro néz z « Gk a bud b, podet téch « € 4, pro
ndz x e G5, Ztejmé 1 < a;, < b, < a;,, pro k =1, 2, ...; posloupnosti
{a,}, {bx} jsou omezené. Snadno se zjisti, Ze existuje p takové, ze p =
= a, = b,. Bud p mno#ina téch « ¢ A, pro néi = ¢ G%; mame n(u) =

*) Srovn. prdce: A. H. StoNe, Paracompactness [and product spaces, Bulletin of
the American Mathematical Society, 1948, 54, 977—982 (v této prici se v podstatd
dokazuje existence otevieného pokryti {U,} hvézdovitd jemnéjsiho ne% {@,}); E. Mi-
cHAEL, Local properties of topological spaces, Duke Mathematical Journal, 21, 163
az 171,
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= a, = p. Tvrdim, Ze x ¢ V. Jeito ziejms z ¢ N,,, G2, stati dokézat,
Ze znon ¢ F,. Z rovnosti a, = b, plyne ihned, Ze x je privé mnozina
« ¢ A takovych, Ze z ¢ G2. Bud K sjednoceni G2 pro « z mnoziny
A — u. Podle 1.13 K je uzaviené; z non ¢ K, tedy P — K je okoli z.
Zrejmé plati: kdyzy e P — K,y ¢ G5, pak & e u. Tedy 24dnéy e P — K
nelezj ve vice nez n(u) = p mnozinich G, atedy z non ¢ F,. Dokazali
jsme tedy, Ze U,.p V, = P. Zfejmé V, jsou oteviené, tedy {V,; u « B} je
oteviené pokryti P. .

Dokézeme, Ze {V,} je lokdlné koneény. Bud x ¢ P. Jeito {G,} je
lokalnd koneény, existuje okoli W bodu z a koneénd p, c 4 tak, Ze
pro ced —pu, je WnG,=9. Jeli WnV, + 0, pak tim spide
WnG, + ¢ pro kaidé x e u, tedy pu c py. Okoli W bodu x protina
tedy V, pouze pro koneéné mnoho u e B.

Dokazeme, Ze {V,} je hvézdovitym zjemnénim souboru {G,}. Bud
zeP. Nechtx eV, ajelizeV, je vidy n(u,) =< n(u). Tvrdim, Ze pak
plati: zeV,=> uoc u. Skutetnd, kdyby zeV,, x5ep, —pu, pak
ze @ c GP, ze G pro aep, tedy x e G, pro aspoit n(u) + 1
indext «, tedy x e F(,), xnoneV,, coi je spor. Zvolme nyni uréité
oy € Wo. Z¥ejmé pak x eV, =V, c G,. ’

Dokézeme koneéné, ze V, je o-disjunktni. Pron =1, 2, ... bud B,
mnozZina téch u ¢ B, pro né% n(u) = n. Staéi nyni dokazat pro kazdé
n, e soubor {V,; u e B,} je disjunktni. Predpoklidejme, ze z ¢V,
zeV,, pu+p, n{p) =n(u')=mn Potom viak ze¢@, pro kazdé
o ep Uy, tj. aspon pro n + 1 indexu «, takZe x € F,,, coz je spor.

III. Polozme H, = G, a dokazme: Jestlize V,n H, + @, pak
« € u. Predpoklddejme opak; necht VinH, 0, age A — u. Bud
n = n(u). Jestlize xeV,n H,, pak zeG, pro aeu a rzeH, Cc G,
tedy z lezi aspoii v # + 1 mmozinich G}, tedy x ¢ F,, xnoneV,, coz
je spor. Tim je dokazino, Ze kazdé V, protind H, pouze pro koneéné
mnoho .

IV. Podle 2.4 existuji oteviené mnoziny U, tak,ze U,c V,, U, U, =
= P. Snadno se zjisti, Ze {U,} m4 vSechny poZadované vlastnosti.

2.7. Necht & = {G,;xec A} je lokdlné konelné oteviené
pokryti normélniho prostoru P; necht F, jsou uzavfené,
F,cG,.Potom existuji soubory §,, k=1, 2, ...tak, ze (1) H, =
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={H,;ned}, Foc H,c G, pro kaidé xed; (2) prok=12, ...
plati: soubory %, jsou lok4ln& koneéna o-diskrétni pokryti,
Drs1 je hvézdovitym zjemnénim §H,, kazdy ¢len souboru H,
protind pouze koneény podet élent ka?dého souboru %,
i=1..,k—1 {

Dukaz. I. Podle 2.6 existuji oteviené mnoziny H, a lokilné ko-
neéné o-diskrétni oteviené pokryti {Uy} tak, Ze U, H, = P, pro kazdé o
je Foc H, c G, {Uy} je jemn&jsi nez {@,}, kazdé U, protind H, pouze
pro koneéné mnoho «. Polozime &, = {H,}. Podle 2.6 (s H, misto G,)
existuje lokilné koneéné o-diskrétni oteviené pokryti {V,}, které je
hvé&zdovité jemnéjsi nez {H,}. Soubor {U;nV,} je zfejmé otevienym
pokrytim; podle 1.7 a 2.5 je lokaln& koneény a o-diskrétni; zfejmé je
hvézdovité jemné&jsi nez {H,} a kazdy jeho ¢len protind pouze koneéné
mnoho H,. Polozime H, = {UynV,}.

II. Necht pro jisté £ = 1, 2, ... jsou jiZ sestrojeny soubory §; pro
i =1 ..,k pii ¢emz (1) , = {H,}, F,c H, c G,, (2) kaidy soubor
Hi, t =1, ..., k je lokdlné koneéné o-diskrétni oteviené pokryti pro-
storu P, (3) je-li 1 =1¢ < k, pak ., je hvizdovitym zjemnénim &,
a kaidy élen §,,, protind pouze koneény podet élent §;, (4) existuje
lokdlné konedéné o-diskrétni oteviené pokryti prostoru P, které je
hvézdovité jemnéjsi nez 5, a jehoz kazdy &len protind pouze konedny
pocet ¢lent 5.

Sestrojime nyni £;,, tak, aby podminky (1) az (4) platily s k¥ 4+ 1
misto k. Necht md soubor I = {W,} vzhledem k § vlastnosti uvedené
v (4). Podle 2.6 existuji oteviené Wi c W, a lokilné koneéné o-diskrét-
ni oteviené pokryti {X,} tak, ze U, Wy = P, {X,} je hvézdovité jem-
n&j$i nez {W,} a kazdé X, protind pouze koneény pocet W5. Dile
existuje rovnéz podle 2.6 lokilné koneéné o-diskrétni pokryti {Y .},
které je hvézdovitd jemn&jsi nez {W;}. Poloime ., = {W;}. Pak
ztejmé §;,, je hvézdovité jemndjsi nez %, kaidy &len H,,, protind
pouze koneéné mnoho é&lend §,, soubor {X,nY,} méi vzhledem
k $,.1 vlastnosti uvedené v (4).

Jeito (1) az (4) skuteéné plati podle I pro & = 1, plyne nyni tdplnou
indukei existence posloupnosti soubord ), s poZadovanymi vlast-
nostmi.



2.8. Necht {G)} je nejvys spofetné oteviené pokryti nor-
méalniho prostoru P. Necht existuji F,-mnoziny X, c G, ta-
kové, ze Uy X, = P. Potom existuje nejvy3spoéetné oteviené
pokryti {U,; « € A} prostoru P, které je jemnéjsi nez {Gy}, je
lokdlné koneléné a dokonce ma tu vlastnost,*) Ze pro kazdé
xgedjeU, nU, + ¢ pouze pro koneény pocet indexi «.

Dikaz. Je-li {G;} koneéné, je véta ziejmd; predpoklidame tedy,
7e k=1,2,... Necht X, = U F2, F% jsou uzaviené. Z normality P
plyne ihned indukei, Ze exustu]l (prok, k=1, 2, ...) oteviené mnoZiny
H! takové, ze H}:c Gy, —]ET;: c Hi+l, Fhc HE Zrejmé pak X, c G H,’g',
P=\UH:Proh,k=1,2,...,h =k poloime U} = H: — U H" tpro

hk

h > 2, Ul = H% pro h = 2. Mnoziny U? jsou zfejmé otevrene, U" c G,.
h
Necht z ¢ P. Oznadme r nejmensi %, pro které z e U H}; takové h

exmtu]e neboﬁU UH"—UH"—U UH" U UH" P. Zvolme

h=1kwul k=1hz k=1h=1

nyni k = r tak, abyx e Hk, pa,kx eUz neboﬁ]mak by pro vhodné j <
< r — 2 bylo z « Hi-2, tedy z ¢ Hi-1 C U H’ 1, co% podle volby r neni

i=1

mozné. Tedy {U% h, k=1, 2, ..., h = k} je skutetné spoletné otevie-
né pokryti P.

Snadno se zjisti, e Uy n Uy = @, je-li m < n + 2. Z toho ihned
plyne, %e kazdy é&len souboru {Uj h, k=1,2, ...,k =k} protind
pouze koneény podet Elenti tohoto souboru; tim spise pak je tento sou-
bor lokalné koneény.

Poznamka. 1. Neni znidmo, zda véta 2.8 plati bez predpokladu
existence F,-mnozin X c Gy, s U X;, = P. 2. Je zfejmé, Ze tento pred-
poklad je vidy splnén napi., je-li P dokonale normélni. ’

2.9. Necht Gy ={Gy;0ed}, @, k=12, ... jsou oteviena
pokryti prostoru P; necht &,,; je hvézdovité jemnédjsi nez

*) Soubor s touto vlastnostf nazyvame hvézdovité koneénym nebo kombinatoricky
koneéngm.
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G, £=0,1,2,..»Potom existuji soubory {U,}, {F,} takové,
ze {U,} je lokdln& konedné o-diskrétni oteviené pokryti
prostoru P, {U,} je jemné&jsi nez &, mnoiiny F, jsou uza-
viené, F,cU, UF,= P, ke kaidému u existuje k takové, Ze
zddny ¢len souboru & neprotina zirovedr F, i P — U,.%)

Dikaz. I. Proxed, n=1,2, ... oznaéme H(x, n) mnoZinu z ¢ P
takovyeh, #e pro vhodné V ze souboru @, plati: (1) z € V; (2) kdyz W je
élen souboru G, V.n W + ¢, pak W c G,. Je ziejmé, %e H(x, n) jsou
oteviené. DokdZeme, Ze U, H(x, 2) = P. Necht ze¢ P; zvolme V ze
souboru @, tak, aby z ¢ V. JeZto &, hvézdovits zjemniuje &, existuje «
takové, zZe plati: je-li U ¢élen souboru &, x e U, pak U c @,. Necht nyni
W je élen souboru @,, V. n W + @; jeito @, hvézdovité zjemniuje &,,
existuje mnozina U ze souboru ®, takova, ze V. u W c U; mame pak
zeU, tedy U c G,, tedy W c G,. Z toho plyne, Ze x ¢ H(x, 2). Tedy
skuteéns J, H(«x, 2) = P. ‘

Dokézeme, ze plati _

(*) kdyz W je é&len souboru @&,, m >n, Wn H(«, n) + #, pak

WcH(x,n+ 1).

Skuteéng, necht W m4 uvedené vlastnosti; pak existuje W’ ze souboru
@, ., tak, ze W c W'. Je-li W, dalsi ¢len souboru &,.,, W, n W’ + ¢,
pak existuje (nebot &, ,, hvézdovité zjemniuje &,) mnozina W* z @,
takové, ze W, u W' c W*. Z toho, ze W* n H(x, n) + #, plyne nyni
ihned, Ze W* c G,, a tim spife W, c G,. Plati tedy: je-li W, z G,,,,
WinW + 9, pak W, c G,. Z toho vyplyva, Ze W' c H(x,n 4 1)
a tim spife W c H(x, n + 1).

Z tvrzeni (*) plyne dale ihned
(**) UseB H(‘x’ '"’) C Uaesn H(OL, n+1)
pro libovolné Bc 4 an=1,2,...

II. Zvolme uréité dobré uspofddani mnoziny 4; je-li-v tomto uspo-
fddanf « e A pted fe 4, piSme « < f. Oznaéme M mnoZinu viech
(x,n),x e A,n=1,2,... Prou = (x,n) e M poloime V, = V(x, n) =
= H(x, n) — Up<aH(B, n + 1), V, = V'(x, n) = H(x, n — 1) —

*) Viz A.H.SroNE, Paracompactness and product spaces, Bulletin of the American
Mathematical Society, 1948, 54, 977—982.
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- Uﬂ<aH(ﬂ) n + 2)’ V;: V”(OC, n) = H(a7 n — 2) - Uﬁ<4H(ﬁs 'n+3),

klademe zde ovem H(x, 0) = H(x, —1) = . Z (**) plyne ihned, Ze

jevidyV,cV,c V—l" c V,;jeziejmé, ze V,, V,, V} jsou oteviené. Kdyz

ze P, zvolme nejmensi oy s zel) H(xy,n) (to je moZné, nebot
n=l

U.H(x,2) = P, a tedy tim spiSe kazdé z lezi v nékteré mnoZiné

U H(«, n)) a pak zvolme nejmensi n;, pronéz x ¢ H(ox,, n,); snadno se

Nwl
zjistd, Ze z € V"(cty, mo + 2). Plati tedy U, V, = P a tim spife U,V, =
=U.V,.=P.

Necht je W é&len souboru ®&,,, m > n. Kdyz W n V(x, n) + 9, pak
podle (*) je Wc H(x,n + 1), takze WnV(y,n) =0 pro y > o.
Plati tedy: je-li m > n, pak kaidy &len souboru &, protind V(x, n)
nejvyse pro jedno x. KaZdy soubor {V(x, n); x € A} je tedy lokilné
koneény diskrétni. Necht je W é&len souboru @&, m = n + 2. Kdyz
WnV'(x,n) + 0 pak WnH(x,n— 1) + @, podle (*) je tedy W c
c H(x, n); kdyby W n Us<aH(B, » 4+ 1) + @, pak by pro jisté § < «
bylo Wn H(B, » + 1) + ¢, tedy podle (*) W c H(S, n + 2), tudiz
WnV'(xn) =0, coi jespor; plati tedy W c V(«, n). To znamena, Ze
plati: Zddny ¢len souboru §,,, m = » + 2, neprotina zéroven V’'(x, n)
a P — V(«a, n); analogicky se dokafe, Ze Zidny ¢len souboru @&,
m = n + 3, neprotind zdroven V'(«, n) a P — V'(x, n).

IIL Pron=1,2,... polozme V., = U U.V'(w, k), V" = U UsV"(a, k).
k=1 k=1

Z¥ejmg UV, = UV, = P. Snadno se zjisti (na zdkladé tvrzeni na
fml n=1
' konei predchézejici ¢asti dukazu), Ze Zddny &len souboru @,, m =
= n + 3, neprotind zdroveti V,, a P — V,. Pro u = («, n) ¢ M polozme
nyniU, = U(x, n)= V(x,n) — Vy_1, F, = F(a,n) = V"(x,n) — V, _1.
Potom U, jsou oteviené, F, jsou uzaviené, F, c U,. Kdy% z € P, zvolme
nejmendi n takové, Ze zelJ,V’(x, n); potom znoneV,_,, takie
zeU, F(x,n). Tedy U, F, = P. Necht je W &len souboru @,,, m =.
= n 4 3, predpoklidejme, Ze pro nékteré « plati W — U(x, n) =+ 9,
WnF(x,n) + 9, a odvodme spor. Z W nF(x,n)+ @ vyplyvé
WnaVix,n) + 0, tudiz W nV'{(a,n) + @, takZe (viz konec &asti II
dikazu) mnoziny W a P — V(x, n) jsou disjunktni. Z toho nyni plyne
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W V(x, n); vzhlpdem k U(x, n) = V(w,n) — V. _, W —U(x,n) + 9,
plati tudiz WV, _ + 0, tedy také WnV,_, + 0. Aviak, jak jiz
‘bylo uvedeno, zZadny ¢len souboru &, m = n + 3, neprotind zaroven
V. a P—V,, ato plati oviem také s n — | misto n. Mime tedy
W c V,_1. To viak je spor s pfedpokladem W n F(x, n) + 9, nebot
V._1a F(a, n) jsou disjunktni. Dokézali jsme tedy, Ze Z4dny &len sou-
boru @,,, m = n 4 3, neprotind pro 4 = («, n) zérovenr F, i P —U,.

Zbyva dokézat, Ze {U,} je.lokilné koneény. Bud x e P. Zvolme p
tak, aby zeV,. Ztejmé U(x,n) nV, = @ pro n > p. Jeito soubory
{V(x,n); xe A} jsou, jak jsme dokdzali v II, lokalné konelné a
U(x, n) c V(x, n), je soubor {U(x,n); xe 4, n =< p} zfejmé lokilné
konedny. Z toho plyne nyni ihned, Ze vhodné okoli bodu z protind U,
‘pouze pro koneéné mnoho u.

2.10. Necht P je metrisovatelny prostor; necht {G,} je
jeho oteviené pokryti. Potom existuje oteviené pokryti
{Up}, které je hvézdovité jemnéjsi nez {G,}.

Dikaz. Zvolme urditou vytvifejici metriku g prostoru P. Je-li
zeP, e > 0, necht S(z, ¢) znadi (g, )-okoli bodu z, tj. mnozinu téch
4y € P, pro né% o(z, y) < e. Pro kazdé x ¢ P zvolme nyni kladné ¢, < 1
tak, aby S(z, ;) ¢ G, pro vhodné « a poloime U, = S(z, ¢,), kde
0, = }e,. Ztejm& {U,; xe P} je oteviené pokryti P. Necht x¢ P.
Oznaéme ¥ mno#inu y ¢ P takovych, %e z e U,; bud ¢’ supremum ¢isel
&y, Y€ Y. Zvolme y,¢ Y tak, aby e, > §¢’. Necht nynf yeY, ze U,.
PotomzeU,,xeU,,2ze U, tedy o(yo, ) < 8, 0(y, ) < 8y, 0, 2) <
< 8y, 0(Yo, 2) < b, + 26, Mame s, < &’ < 3¢, tedy 4, < 34,,,, takZe
o(y, 2) < 40, =¢,. Plati proto ze U, yeY =>2z¢8(y,, &,). Podle
‘predpokladu existuje o tak; Ze S(y,, &,) C G,. Z toho vyplyvi z e U, =
= U, c G,; tedy {U_.} hvézdovité zjemiiuje {G;}.

Cvi¢eni k § 2

2.1. Necht {@,} je bodov® koneéné oteviené pokryti normélniho prostoru P.
Potom existuji dokonale oteviené U, takové, e U, ¢ Gy, U U, = P. _

2.2. Necht {X,; « ¢ 4} je soubor mnoZin. K tomu, aby {X,} byl hvézdovité
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jermmnéjsf nez {X }, je nutné a stadi, aby existovala mnoZina A’ c A takovd, Ze
soubor {X,; x ¢ A’} je disjunktni, {X; o ¢ 4} zjemiluje {X,; & ¢ A’}.

2.3. Zeakryti {X,; & ¢ A} prostoru P nazverne ireducibilnim, jestliZepro B c A4,
B + A méme vidy Ugsp X, + P. Dokaite: je-li {X,; « ¢ A} bodové koneéné
zakryti{ prostoru P, pak existuje 4’ C 4 tak, Ze {X,; x ¢ A’} je ireduecibilni
zakryti P.*)

2.4. Aby prostor P byl spodetné kompaktni, k tomu je nutnéd a staéi kazd4
z tdchto podminek: (1) kaZdé ireducibilni oteviené pokryti P je konedné, (2) kai-
dé ireducibilni nejvys spotetnd oteviené pokryti P je konedné.

2.5. Nazveme prostor P o-diskrétnim, jestlize soubor {(z); z ¢ P} je o-di-
skrétni. DokaZte: v ¢-diskrétnim prostoru kaZzdé mno%ina je zdrovein F, -mnoZi-
nou a Gj-mnoZinou.

2.6. Kazdy metrisovatelny prostor obsahuje husty o-diskrétn{ podprostor.

2.7. DokaZte: ve vété 2.6 lze volit pokryt{ (U,} tak, aby bylo koneéné, je-li
soubor {G,} koneény, a mélo stejnou mohutnost jako {G,.}, je-li tento soubor
nekonedny.

2.8. Necht {G}} je bodové koneéné nejvys spotetné pokryt!{ normdlniho pro-
storu P. Potom existuji oteviené U, C G, takové, Ze {U,} je lokdln® koneény,
uu,=>~r.

2.9. Z v&t 2.9 a 2.10 plyne okamZitd: ke ka¥dému otevienému pokryti metri-
sovatelného prostoru P existuje jernndjsi lokdInd koneéné o-diskrétni oteviend
pokryti. DokaZte toto tvrzeni pi{fmo. [Necht P mé metriku g; necht (G,;
o € A} je jeho oteviené pokryti; pfedpokldddme, e A je dobfe uspofddéna.
Necht By ,, kdek = 1, 2, ..., » ¢ 4, znad{ mnoZinu x ¢ P takovych, Ze g(z, P —
— G,) =k, znoneGy prof e A, f < a; poloZme By, = UGBka Necht Hy, .,

1
znadi mnoZinu « ¢ P takovych, Ze go(z, By ,) < 7’ e(x, B;) > -4—? proj=1,.

k — 1. Zjisti se, Ze {Hy ,} je pokryti s potrebnym1 vlastnostmi.]

2.10. Necht P je metrisovatelny prostor, {@,} je jeho lokdlné konetné ote-
viené pokryti. Potom existuje vytvofujicf metrika ¢ prostoru P takovd, Ze
(o, 1)-okoli (viz T def. 9.1.2) kaZdého x ¢ P jo obsaZeno v nékteré G,. [Necht.
F, c G, jsou uzaviené, |J F, = P; necht f, jsou spojité zobrazeni P do (0, 1},
folx) = 1 pro z e F', f,(x) = 0 pro x e P — G,. Polofme ¢(z, y) = Z,lf,(x) —
— f.@)| + o=, y), kde o je libovolnd vytvoifujici metrike prostoru P.]

*) Terminu ,,ireducibilni* se pro pokryti v literatufe &asto pouzivd v podstatné
odliéném smyslu. Riké se totiZz napf., Ze oteviené pokryti {G,; o« ¢ A} prostoru P je
ireducibilni, je-li splnéna tato podminka: kdyz H, C G, jsouoteviené, JH, = P, pak
pro. libovolnou kone&nou neprdzdnou pcd platx protinaji-li se G, & € 4, pak se proti-

.naji t6% H,, x e .
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2.11. Véta z 2.10 zastdvé sprévnou, vynechéme-li pfedpoklad, %e {G,} je
lokélné koneéné. [Pouijte 2.9.]

2.12. Tvrzeni véty 2.6 lze zesilit (lze kldst H, = (), poloZime-li na P silnéjs{
poZadavky. DokaZte: je-li {G,} lokélné koneéné oteviené pokryti metrisovatel-
ného prostoru P, pak existuje lokdlnd konedné o-diskrétni oteviend pokryti
{U ), které je jemndjsf neZ {G,} a mé tu ‘vlastnost, Ze kazdé U, protind pouze
konetné mnoho mnoZin G,. [PouZijte 2.9.]

2.13. Necht P je metrisovatelny prostor. Necht {X,} je lokdlnd koneény
(v P) soubor &dsti P. Potom existuje vytvorujici metrika ¢ prostoru P a éislo
&> 0 takové, Ze oznalime-li G, mnoZinu vSech x ¢ P, pro nd% o(z, X,) < ¢,
goubor {G,} je lokdInd koneény. [Pro = e P bud U, oteviené okoli, které protind
kone®né mnoho X,. Sestrojme k {U;} metriku ¢ podle 2.11 a poloZme
=131
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