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3. PSEUDOMETRIKY

3.1. Definice. Bud P mnozina. Pseudometrika v P je funkce o
v oboru P X P takovi, e pro z ¢ P, y ¢ P, z ¢ P plati:

(1) elz, x) = 0,

(2) oz, y) = oly, x), _

(3) e(x, 2) = ez, y) + ey, 2)-
Je zfejmé, Ze pseudometrika g je metrikou, kdyz a jen kdyz o(z, ) + O
proxzeP, yeP, x £ .

3.2. Necht g je pseudometrika v mno%ing P. Jeito zfejmé o(z, y) =
=0, o(y,2) = 0= p(x,2) = 0, existuje (a je jednoznaéné urcen)
rozklad (viz T 1.3) R mnoZiny P takovy, Ze prvky z ¢ P, y ¢ P patii
do téze mnoziny soustavy R, kdyz a jen kdyi g(z, y) = 0. Zfejmé
plati: kdyz A e R, BeR, a, ¢ A, a,e 4, b, € B, b, e B, pak ¢(a,, b,) =
= 0(ay, b,). Jestlize nyni pro A ¢ R, B ¢ R poloZime p*(4, B) = g(a, b),
kde a € 4, b € B, pak o* je metrika v R. Rikdme, 7e R s metrikou o* je
metricky prostor, prislu$ny k pseudometrice o v P. Mluvime-li o zobra-
zeni P do tohoto prostoru, rozumime tim, pokud neni feceno néco
jiného, to zobrazeni, které pfifazuje kazdému x ¢ P mnoZinu 4 ¢ K,
v niZ lezi prvek z.

Obracené, necht f je zobrazeni mnoZiny P do metrického prostoru
s metrikou o; pro z € P, y ¢ P poloZme ¢'(z, y) = o[f(z), f{(¥)]). Zifejmé ¢
je pseudometrika v P.

3.3. Necht P je topologicky prostor, ¢ je pseudometrika
v P. Nasledujici vlastnosti pseudometriky ¢ jsou’ekviva-
lentni: (1) o je spojitd jako funkce v prostoru P X P; (2) pro
kaidéx e Pae> 0 existujeokoliUboduxtakové ze p(x, y) < ¢
pro yeU; (3) zobrazeni P na metricky prostor, prisludny
k pseudometrice g, je spojité; (4) pro kazdé ¢ > 0 mnoZina
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Cw [(x,y) e P X P, o(x, y) < ¢e] je okolim mnoZiny &, [(z,y) e
¢PXP z=y]vPXP.

Dikaz. Nechf plati (2). Bud (z, y) e P X P, ¢ > 0. Existuji okoli U
bodu z, V bodu y tak, Ze o(z, ') < }¢,0(y, ¥') < keprox’ e U,y e V.
Mime |o(z, ¥') — elx, y)| = oz, 2') + o(y, ¥'); tedy pro (z', y') e U X
X Vjest |o(x', ¥') — o(z, y)| < ¢, takZe plati (1). Plati-li (1), pak kazda
mnozina £, ) [(%, y) e P X P, o(x, y) < €] je oteviend, tedy zfejmé
plati (4). Plati-li (4), pak kaZzdy bod a ¢ P m4 okoli U, takové, ze
Us X Uy &y [0z, y) < €], atedy ze U, = p(a, z) < e. Plati tedy
(1). — Snadno se zjisti, Ze (2) a (4) jsou ekvivalentni.

Definice. Pseudometriku ¢ v prostoru P, kterd ma uvedené vlast-
nosti, nazyvame spojitou.

3.4. Necht {f,; € A} je lokdlné konedny soubor spojitych
funkcivprostoruP. Prox e P,y e Ppoloime p(z, y) = Z,|f.(x) —
— f«(y)|. Potom p je spojita pseudometrika v P.

Dikaz. Pro (v, y)e P X P poloime g,(z, y) = |f.(x) — f.(y)|. Je
ztejmé, Ze funkce g, jsou spojité v P X P. Bud (a, b) e P X P. Jeito
{f.} je lokiln& kone&ny, existuje okoli U bodu a, okoli ¥ bodu b a ko-
neéné mnoziny uc 4, vc A tak, 3¢ ae d — pu, xeU= f(x) =0,
feA—v yeV=1[f(y)=0. Ziejmé pak (r,y)elU XV, aed —
— 4 — v = ¢,(x, y) = 0. Soubor {g,} je tedy lokalné koneény, takie
podle 1.21 g je spojita funkece v P X P. Snadno se ovéri, ze ¢ je pseudo-
metrika.

3.5. Necht g,, o = 1,2, ... jsou pseudometriky v mnozin& P.
1 el 9)

= 2" 1+ Qn(x: y)
¢ je pseudometrika v P. Je-1i P prostor a jsou-li g, spojitsé,
pak téZ g je spojitd pseudometrika.

Dikaz. Elementirnim vypoltem se ovéii, Zze kaZzda funkce o,

Pro (z,y)e P X P poloime g(z,y) = Z . Potom

definovand vztahem o, (2, y) = %, je pseudometrikou. Zrejmé

vidy o,(z, ¥) < 1. Z toho plyne ihned, Ze g je pseudometrika. Jsou-li g,
spojité, pak z toho, %e fada, kterou je definovadno p(z, y), konverguje
stejnomérns, plyne ihned, Ze o je spojité.
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3.6. Necht P.je mnoZina, f je funkce v P X P takovai, Ze
(1) f(z:x) =0 f’ro zel, (2) f(x,?/) =f(?/;33) Pro ze P, Ye P,
(3) [(%o, 3) = 2 max f(z;_y, %;) Pro 2 € P.

. k=123

Potom existuje pseudometrika o v P takovi, Ze
(2, y) = elz, ) = f(=, y)
pro libovolné z ¢ P, y e P.%)

Dikaz. I. Snadno se zjisti, Ze funkce f je nezdporna (stadi v (3) po-
lozit xy = x, = , #, = z3 = y). DokaZeme, %e pro kazdé n plati: jest-
lize z, e P, k= 0,1, ..., n, pak f(zo, #,) = 2 f(x,_,, 7;). Pfedpokla-

ES1
dejme opalk; zvolme nejmensi n takové, Ze pro vhodni z; jest f(z,, z,) >

> 2> f(%}_y, %;); poloime o = > f(2,_,, ;). Zvolme nejvétsi ¢ = 0,
k=1 k=1

q
1, ..., n takové, e > f(x,_,, ) = 3a. Kdyby ¢ = n, pak zfejmé dosta-
k=1

neme « = 0, z éehoZ vyplyne, Ze je vesmés f(z,_,, z;) = 0, atedy také

f(zo, x,) = 0, coZ je spor. Je tedy ¢ < n. Z toho plyne vzhledem k volbé

n, Ze f(Ty, 2,) = . Ziejmd f(z, Tg) S x a3 > f(2ey, %) < o, z Sehoi
k=q+2

plyne f(z,.;, z,) = «. To v8ak je jiz spor, nebof na druhé strang je

f@o, Z4) > 201

II. Pro libovolnd x € P, y ¢ P bud nyni ¢(z, y) infimum vSech &isel
> sy, x,;), kde z, =z, z, = y. Z I vyplyva merovnost if(z, y) <
k-0

< o(z, y); nerovnost o(z, y) < f(z, y) je evidentni. Snadno se dokize
nerovnost g(z, z) = o(x, y) + oy, 2).

3.7. Necht P je mnozina, V,cP X P, k=1,2,... Necht
(1) (z,x)eV,prokaidéaxePak=1,2 ..., (2) prokazdé k plati
(,2)eVin, @ 2)eVen=(x,9y)eV,. Potom existuje pseudo-
metrika o v P takova, Zeprok =1,2, ... plati oz, y) < 2*-1 =

*) Tato véta Gzce souvisi s vétou T 9.2.1. Viz té% (i k ndkterym dalsim vétém to-
hoto paragrafu) citovanou (na str. 410) knihu J. KerLLEYHO, Zejména str. 185 a 186,
kde je také uvedena dal3i literatura.

432



= (z,y) € Vg, (=, Y e Vapsa = oz, y) < 27 Jestlize P je prostor
akaziddV,jeokolimmnoZiny v8ech (z,z) e P X P, pak pseudo-
metrika p je spojita.

Diikaz. Snadno se zjisti, Ze (z, y) € Vi1 = (¥, %) € V3. Bud V,, mno-
zina (v, y) takovych, Ze (z, y) € Vy, (y, z) € V.. Pak plati: (z,y) e V=
= (¥, %) € Vi3 (2, 9) € Viwa, (U, 2) € Viewy = (3, 2) € V. Poloime f(x, y) =
=1pro (x,y) e P X P—V;, f(z,y) = 2* pro (z,9) eV, — Vipsos

f(z, y) =.0 pro (z, y) € N V. Snadno se zjisti, Ze f méd vlastnosti, uve-
. k=1

dené v 3.6, takze existuje pseudometrika g takova, Ze pro (z, y) e P X P
plati #f(z, y) < o(®, ) = f(z, y). KdyZ o(x, y) = 27%, pak f(z,y) <
< 2%, tedy (%, y) € Vi C Vi kdyZ (2, ¥) € Virya, Pak (2, y) € Vi, tedy
fle,y) = 2%, olw, y) = 2°%. '

Poznamka. Jestlize V, jsou ,,symetrické, tj. (x,y) e V= (y, z) €V,
pak lze tvrzeni véty 3.7 trochu zosttit a misto implikace (z,y) € Vypyy =
= o(z, y) =< 2% psat implikaci (z, y) € Vo, = o(z, y) = 2%,

3.8. Necht jedana mnozina P. Necht prok = 1,2, ... soubor
@, ¢asti P je zakrytim P, @,,, je hvézdovits jemn&jsi neZ @,.
Potom existuje pseudometrika ¢ v P a kladna &isla §,, ¢,
takové, e (1)lim 6, = 0, a ka?dy élen souboru ®, ma primér
= 6, (2) ke kazdému zePa k=12 ... existuje &len G sou-
boru G, takovy, Ze o(z, y) = g,= y ¢ G; zejména lze volit §, =
=2 pro k=2n k=2n+1 g =2" pro k=2n—3, k=
= 2n — 4. Jestlize @, jsou oteviena pokryti, pak pseudo-
metrika o je spojita.

Dukaz. Bud V, sjednoceni véech & X @G, kde G je &len souboru &,.
Snadno se zjisti, Ze V, maji vlastnosti uvedené v 3.7 (vlastnost (2)
plyne z toho, Ze @, ., je hvézdovité jemnéjsi nez &,); kromé toho ziejmé
(x, y) € Vi, = (y, 2) € V.. Tedy podle véty 3.7 (a poznamky k ni) existuje
pseudometrika o takova, Ze o(z,y) < 2% 1= (z,9)eVy a (2;9) €
e Vo= oz, y) < 2% Piitom je-li kazdy élen kazdého G, otevienou
mnoZinou, pak zfejmé ka%dé V, je oteviené, tedy je okolim mnoZiny
viech (z, x), z e P, takZe podle 3.7 ¢ je spojita.

Necht G je &len &, k =2n nebo k=2n+ 1, z G, yeG Potom
(x,y) e Vi c V,,, a tedy o(z, y) = 2-". Tedy, vohme li §, = 2% p ma

28 Topologlcké progt.ory 433



vlastnost (1). Necht x ¢ P anecht jeddnok =1, 2, ...;budk = 2n — 3
nebo k = 2n — 4. Jezto §,,, je hvézdovité jemnéjsi nez &, existuje
¢len G, souboru @, tak, Ze plati: je-li H élen ®,,_,, x ¢ H, pak H c G,.
Jestlize y ¢ P, o(z, y) < 2-", pak mdme (, y) € V,,_,, tedy existuje H
ze souboru ®&,,_, tak, Ze x ¢ H, y € H, tedy plati y € Gy. Tedy, volime-li
g = 27", p ma vlastnost (2).

3.9. Definice. Necht P je prostor. Rikdme, Ze mnoZiny X c P,
Y c P jsou normdiné oddélené (v prostoru P), jestlize existuje spojita
funkee f v P takova, ze fi{(X) n f/{(Y) = 0.

3.10. Necht P je prostor, X c P, Y c P. Aby byly X, Y nor-

malné oddélené, k tomu je nutnd a stadéi kazda z téchto
podminek:

(1) existuje spojitd funkece f v P takovi, Ze ze P=>0 =
Sf@=l,zeX=>fx)=1, zeY = f(x) = 0;

(2) existuje spojitd pseudometrika ¢ v P takova, Ze
inf 'o(z, y) > 0;

CeX,yeY

(3) existuji oteviena pokryti &, k=12, ... prostoru P
takova, ze ®&,,, hvézdovité zjemiiuje &, t=1,2, ...,
a pro vhodné p Zidny élen souboru &, neprotina zaro-
veih X i7Y.

Dikaz. I. Necht X,Y jsou normilné oddélené; necht ¢ je spojita
funkee v P, p(X) n ¢*(Y) = 9. Jeito prostor E, je normalni, existuje
funkce g v E, tak, Ze £eE; = 0=g(f) =1, e’ X)=g(f) =1,
Eepl(Y) = g(&) = 0. Abychom zjistili, Ze plati (1), staéi nyni pro
z € P polozit f(x) = g(p(x)). — 1I. Necht f m4 vlastnosti uvedené v (1).
Prok = 1, 2, ... bud G, soubor {f~1(&£ — 3-, £ 4 3-*); £ € E;}. Snadno

“se zjisti, Ze &, maji vlastnosti uvedené v (3). — III. Necht plati (3).
Podle 3.8 existuje spojitd pseudometrika o v P a &fslo ¢ > 0 tak, Ze
plati: kdy% (z,y) e P X P, po(z, y) < ¢, pak pro vhodné G ze souboru
G, jexz € G, y e G. Kdyby pro nékterd z ¢ X, y € Y bylo o(x, y) < ¢, pak
by z toho plynulo, Ze Gn X + 8, GnY =+ @, coi podle pfedpokladu
neni moZné. Proto o(z,y) = ¢ pro ze X, yeY, tedy plati (2). —
IV. JestliZe plati (2), pak pro z € P poloZime f(z) = 1n£ e(z, ). Snadno se
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zjisti, Ze [ je spajitd, f/(X)n fA(Y) = 9, takie X, Y jsou normaln¥
oddélené.

3.11. Necht {X,;x e 4}, {¥,;xc A} jsou soubory &asti pro-
storu P. Necht {¥,} je lokaln& koneény a pro ka?dé « X, a
P—7Y, jsounormalné oddélené. Potom téz U, X,a P— .Y
jsou normélné oddélené.

Dikaz. Podle 3.10 existuji spojité funkce f, v P takové, te x ¢ P =

>0=f2) =1, veX,= fo(x) =1 zeP — Y,= f,(x) = 0. Polo-
Zime-li pro x ¢ P. f(x) = Z,f.(x), je podle 1.20 a 1.21 funkce f defino-
vana v P a jespojitd. Zfejm& z e U, X, = f(z) =1, 2¢e P— U, Y, =
= f(z) = 0, takZe U X, a P — U Y, jsou normilng oddélens.

3.12, Necht prostor P je normdalni. MnoZiny Ac P, Bc P
jsou normalnd oddélené, kdyz a jen kdy% A n B = 0.

Cviceni k § 3

3.1. Necht P jemnoZina. Pro X ¢ P X P oznaéme X~! mnoZinu (z, ¥) e PxX P
takovych, Ze (y, ) e X; pro X c P Xx P, Y C P X P oznadme X © Y mnoZinu
(x, z) ¢ P x P takovych, Ze pro vhodné y ¢ P je (x, y) ¢ X, (y, z) ¢ Y. Nazveme
zobecnénou uniformitou na P kaZdou neprézdnou mnoZinu Il ddsti P X P spliu-
jict tyto podminky: (1) 2 e P, Uell = (2,2) e U; Q) UeU, UCVCP X P =
=Vell; 3) Ujel, UgyeU=>U nU,ell; (4) Uell=> Ulell; (5) kdy%
U ¢ U, pak existuje V e Ul takové, ze V o V C U. JestliZe kroms$ toho platf (6),
kdyZzxz ¢ P,y ¢ P, x + vy, pak existuje U ¢ Il takové, Ze (z, ¥) non ¢ U, nazveme U
uniformitou. MnoZinu P s denou na ni (zobeendnou) uniformitou Il nazveme
(zobecnéngm) uniformnim prostorem;*) oznadujeme jej (P, Ul) anebo struéné P.
Doka%te: je-li M neprdzdnd mnoZina pseudometrik v P a je-li I mnoZina U C
C P x P takovych, Zepro vhodnd g, ¢« M,7= 1, ..., n, & vhodné ¢ > Oplati z ¢ P,

n

yeP, 2 g;(®, y) < e = (x,y) e U, pak U je zobecnénd uniformita na P; jestliZe
1

pfitom M mé tu vlastnost, Ze pro z e P, y e P, = + y, vidy existuje ¢ ¢ M

*) O teorii uniformnich prostori viz kromé knihy citované na str. 410, zejména
tyto kniZni préce: A. WEIL, Sur les espaces & structure uniforme et sur la topologie
générale, 1937; N. Boursaxi, Eléments de Mathématique, Livre III, Topologie géné-
rale (zejména kap. II).

’
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8 oz, y) > 0, pak U je uﬂi.form.ita. (Rikdme pak ndkdy, %e U je vytvofena mno-
Zinou pseudometrik 9MN.)

3.2, Je-li (P, 1) zobecnény uniformni prostor, nazveme pseudometriku g na P
stejnosmérné spojitou (vzhledem k l), jestliZe pro ka¥dé ¢ > 0 mnoZina (z, y) €
¢ P x P takovych, %e g(z, ¥) < ¢, ndleZi do . DokaZte (pouZitim 3.7): je-li M
mnoZina vSech pseudometrik na P stejnomérné spojitych vzhledem k U a je-li
B zobecnénd uniformita sestrojend k 9N zpisobem popsanym v 3.1, pak
B = U

3.3. Necht U je zobecnénd uniformita na P. Jsou-li pseudometriky g;, ¢ =
) n

= 1, ..., n stejnomdrnsé spojité (vzhledem k U), pak té% Zg,- je stejnomsrné spo-
1
jitd; jeou-li g, &k = 1, 2, ... stejnomdrnd spojité a klademe-li

9(1? y) — l Qk(a"’y)
’ &2 1+ ez y)

pek o je stejnomérnd spojitd pseudometrika.

3.4. Necht P je mnoZina, M je nepridzdnd mnoZina pseudometrik na P.
Sestrojme k M zobecnénou uniformitu U zpuisobem, popsanym v 3.1. Potom
pseudometrika ¢ na P je stejnomérnd spojitd vzhledem k I, kdyZ a jen kdyZ
existujf g; e M, 2 = 1, ..., n, takové, Ze plati: ke kaZdému ¢ > 0 existuje 6 > 0

n
takové, Ze prox e P,y e P, Z 0:(z, y) < éje vidy o(x, y) < e.
i=1 .

3.5. Necht P je mnoZina. Potom mnoZina U téch U c P x P, pro né% exis-
, n

tujl X; c P,i=1,...,n, takovd, Ze U X; =P, U (X; X X;) C U, je uniformitou
1

na P. Obecnéji: je-li m nekoneénd mohutnost, pak mnoZina l,, td&ch U c P x P,
proné% existuje X C exp P mohutnosti < mtakové, Ze U x xX =P, Uxx(X X X) C
c U, je uniformitou na P. Zfejmé U = Uy . Je-li p mohutnost P, q nejmensi
mohutnost vétSi neZ p, pak plati: kdyZ 8, = m < n = q, pak Uy, F Uy; kdyZ
m = q, pak Uy = Ug

3.6. Necht Ul je (zobecnénd) uniformita na P. Jestlize @ C P, pak soustava l.lQ
viech U n (@ X @), U ¢, je (zobecnénd) uniformita na Q. (Rikdme, Ze (Q, UQ) je
‘podprostor uniformniho prostoru (P, U) nebo prostor vnofeny do (P, U1).)

3.7. Necht (P, ll), (@, B) jsou zobecndné uniformni prostory. Zobrazeni f
P do Q nazyvédme stejnomérné spojitym, jestlize ke kaZdému V ¢ B existuje
U e Ul takové, Ze platf: kdy% (z, y) € U, pak (f(z), f(y)) ¢ V. DokaZte: k tomu, aby
zobrazeni f bylo stejnomérné spojitym, je nutné a staéi, aby pro kazdou stejno-
méms spojitou (vzhledem k B) pseudometriku p v @ platilo: pseudometrika
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¢’ v P, definovand vztahem g¢'(x, y) = po(f(z), /(¥)), je stejnomdrné spojitd
(vzhledem k U). v

3.8. Metricky prostor (P, g) budeme vZdy (neni-li vyslovné fedeno néco jiného)
povaZovat za uniformn{ prostor (s uniformitou vytvofenou metrikou g podle 3.1).
Pro metricky prostor majf podle této imluvy smysl viechny pojmy definované
pro uniformni prostory. DokaZte: zobrazeni f metrického prostoru (P, g) do
metrického prostoru (@, 6) je stejnomérné spojité (v prévé zavedeném smyslu),
kdy% a jen kdy# ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze o(z, y¥) < § = o(f(z),
Hy)) < & (tj. kdyZ f je stejnomérné spojité ve smyslu T -def. 9.6.1).

3.9. Necht U, B jsou zobecnéné uniformity na mno#iné P. Je-li U D B, pak
tkédme, Ze U je jemnéjdl nez B, B je hrubdi neZ U. DokaZte: (1) identické zobra-
‘mi (P, U) na (P, B) je stejnomérns spojité, kdyZ a jen kdyZ U je jemn&jsi neZ @B;
!) nejjemndjsi uniformita na P se skldds ze vech U c P x P obsahujicich ,,dia-
ondlu*‘, tj. obsahujicich vSechny (x, ) e P X P (nazyvdme tuto uniformitu
iskréint); (3) nejhrubsi zobecnénd uniformita na P se sklddé prdvé jen z mnoZiny
>x P.

3.10. Necht U je zobecnénd uniformite ne mnoZiné P. Soustavu B <&asti
P x P nazveme bast (resp. subbast) uniformity U, jestliZe B C U a ke kaZdému
U ¢ Wl existuje V ¢ B takové, Ze V c U (resp. existuji V, ¢ 8,7 = 1, ..., n, takové,

n
Ze NV, cU).

i=1

Doka¥te: je-li B neprdzdnd soustava ddsti P X P takovd, Ze (a) z e P,
VeB= (2a)eV, (b) ke kaZdému V ¢ B existuje V, ¢ B takové, Ze V., 0V, C
c V-1, pak existuje pravé jedna zobecndné uniformita W, proniZ je 0 subbasf;
Ul je uniformita, kdy# a jen kdy% proz ¢ P, y e P,  + y, existuje V ¢ B takové,
%o (x, y)non e 1.

3.11. Necht {(P,, I;); x : A} je squbor zobecnénych uniformnich prostori.
Polo¥fme P = P,P,. Pro e 4, Uely oznadme V(§, U) mnoiinu (z, y), kde
z = {x,} e P, y = {y,} ¢ P, takovych, Ze (x4 yg) ¢ U. DokaZte: existuje pravs
jedna zobeen®né uniformita U na P, pro kterou soustava vSech V(8, U) je sub-
basi; jsou-li viechny I, uniformitami, pak té% Il je uniformita. — Prostor (P, )
budeme nazyvat kartézskym souéinem prostori (P,, U,).

3.12. Rikéme, ¥e uniformni prostor (P, 1) je metrisovatelny, jestlie existuje
metrika ¢ v P, lterd” vytvé¥ (zplsobem, popsanym v 3.1) uniformitu U.
Doka¥te: uniformni prostor (P, 1) jemetrisovatelny, kdyZ a jen kdyZ uniformita
Il mé spodetnou basi (nebo: kdy% a jen kdy% Ul mé spodetnou subbasi). [Névod:
necht U, tvoii basi (subbasi); zvolime stejnosmérndspojité pseudometriky o, tak,

1 o0
T
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3.13. Necht (P, W), (@, ®B) jsou zobecnéné uniformn{ prostory. Zobrazeni f
prostoru P do @ nazveme stejnomérné homeomorfnim, jestlize f je prosté, f a f_,
jsou stejnomérnd spojité. Existuje-li stejnomérné homeomorfni zobrazeni P
na @, fikdme, e zobecnéné uniformni prostory P a @ jsou stejnomérné homeo-
morfni. DokaZte: kazdy uniformn{ prostor je stejnom&rnd homeomorfni s pod-
prostorem kartézského soudinu metrisovatelnych uniformnich prostort. [Necht
mnoZ¥ina pseudometrik M vytvdi{ (ve smyslu 3.1) uniformitu U. Pro g e M
bud E, metricky prostor, pfisluiny k g, f, bud zobrazeni P na R, (viz 3.2). Pro
z ¢ P bud f(z) = {f,(x)} « PE,.]

3.14. Necht P je mnoZina, Ul je zobecnén4 uniformita na P, u je topologie v P.
Rikédme, %6 Ul & u souhlasi (anebo %e ll vytvd#i topologii u), jestlife pro z ¢ P,
M c P pletf z e uM, kdy¥ a jen kdyZ pro ka%dé U ¢ U existuje y ¢ M takové,
%e (v, y) € U. DokaZte: (1) ke ka%dé uniformité Il na P existuje prévé jedna topo-
logie kterd s ni souhlasi; pfi této topologii je P F-prostorem; (2) je-li Wl zobec-
nénd uniformita, kterd nespliiuje podminku (6) z 3.1, pak neexistuje Zddnd
topologie, kterd by s ni souhlasila.

Poznédmka. Je-li P uniformn{ prostor, budeme vidy povaZovat (pokud neni
vyslovné feden opak) P zdroveii za topologicky prostor s topologii souhlasic{
8 danou uniformitou na P. V dusledku této umluvy maji v uniformnich prosto-
rech smysl vSechny pojmy zavedené pro topologické prostory.

3.15. Vechny uniformity U, zavedené v 3.5, souhlasi s diskrétn{ topolo-
gii v P.

3.16. DokaZte: (1) podprostor uniformnfho prostoru P'je zérovei -podprosto-
rem topologického prostoru P (viz imluvu v pozndmce k 3.12); podrobnéji:
je-li (P, W) uniformni prostor, u topologie v P, kterd souhlas{ s U, pak pro libo-
volné @ c P uniformita llQ souhlasi s topologii prostoru @ vnofeného do (P, u);
(2) kartézsky soudin PP, uniformnich prostora P, je zdroven kartézskym sou-
¢inem topologickych prostort P,; (3) stejnomérnd spojité zobrazeni (uniformni-
ho prostoru do uniformniho prostoru) je vidy spojité (jako zobrazeni topolo-
gického prostoru do topologického prostoru).

3.17. Je-li P uniformni prostor, pak ﬁopologicky prostor P je 1iplné regulérni.
[Sta¢i dokdzat: je-li F c P uzaviend, z ¢ P — F, pak existuje stejnomérné
spojitéd pseudometrika p takovi, Ze g(x, F) > 0.]

3.18. Nazveme topologicky prostor P uniformisovatelngm, jestliZe existuje
uniformita, kterd souhlasi s topologii prostoru P. DokaZte: P je uniformisova-
telny, kdyZ a jen kdyZ je uplné reguldrni. [Je-li' P uplné reguldrni, pak s jeho
topologii souhlasi uniformita vytvofend mmoZinou vSech spojitych pseudo-
metrik v P.]

3.19. Necht P je tplné reguldrni topologicky prostor. Uniformita, vytvofend
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mnoZinou viech spojitych pseudometrik v P, je nejjemndjsi ze vBech uniformit
souhlasfcich s topolokii prostoru P.

Poznédmka. V mnoZiné vﬁéch uniformit souhlasicich s topologii uplného
reguldrniho P obecné neexistuje nejhrubsi.

3.20. Necht P je kompaktni FH-prostor. Potom existuje prdavé jedna uni-
formita, kterd souhlasi s topologif P. [Necht M znaéi mnoZinu viech stejno-
mérnd spojitych pseudometrik na P. Stadi dokazat: kdyZ M, c M a pro (z, ) «
e P X P, x + y vidy existuje ¢ ¢M, 8 p(x,y) > 0, pak ke kaidému o ¢M

n .
as> O0senajdou g, e ad>0s Z ez, y) < 6 = oz, y) < &]
1

»
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