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9. P R O D L O U Ž E N Í L O K Á L N Ě K O N E Č N Ý C H 

P O K R Y T Í 

9.1. Nechť oc e A}, {Ya; oc e A} jsou soubory množin (se stejnou 
množinou indexů A). Pravíme, že { F a } je rozšiřujícím (popř. zužujícím) 

•prodloužením souboru {X a } , jestliže Y S X, kde klademe Y = U Ya, 

X — U Xx, a pro každé <x e A platí Ya o Xa (popř. 7 , n l c Xa ) ; je-h 
{ F a } zároveň rozšiřujícím i zužujícím prodloužením {X a } , tj. je-li vždy 
Yx n X = Xx, říkáme, že { F a } je přesným prodloužením Je-li 
Y = X, pak místo o rozšiřujícím (zužujícím) prodloužení mluvíme 
někdy stručně o rozšíření (zúžení). Místo „lokálně konečný soubor 
(otevřených) množin, který je rozšiřujícím prodloužením souboru 
{ X a } " budeme říkat stručněji „lokálně konečné (otevřené) rozšiřující 
prodloužení souboru { X a } " apod. 

Poznamenáváme, že některé věty předcházejících paragrafů lze 
stručněji (a někdy výrazněji) formulovat pomocí pojmů, které jsme 
právě zavedli. Tak lze např. větu 5 . 1 7 formulovat takto: Každý lokálně 

"konečný soubor uzavřených částí plně normálního prostoru má lokálně 
konečné otevřené rozšiřující prodloužení. 

9.2. Nechť {X a ; oc e A}, {Yx, oc e A} jsou soubory množin (se stejnou 
množinou indexů A). Jestliže pro každou konečnou neprázdnou 
/ic A je (\Xa = QoC\Ya = <í), říkáme,že soubory { X a } , { 7 a } jsou 

acfi -t €U 

kombinatoricky podobné a píšeme { X a } ^ { P r o d l o u ž e n í (rozšiřu-
jící nebo zúžující) { Y a } souboru { X a } nazveme kombinatoricky po-

dobným prodloužením, jestliže { F a } , { X a } , { X n Yx], kde X = U Xa, 

jsou si navzájem kombinatoricky podobné. 

9.3. Nech ť je prostor P normální . P o t o m každý n e j v ý š 
spoče tný soubor {Fk} jeho uzavřených částí, k t e r ý je lo-
kálně konečný v S = U FK, má komb ina to r i cky podobné 
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otevřené (v P ) rozš i řu j í c í prodloužení {č?fc}; př i tom lze do-
konce po žadova t {Gk} ^ {Fk}. 

Důkaz. Stačí ovšem provést důkaz pro případ, že {P f c } je ne-
konečný. Nechť pro jisté n = 1, 2, ... jsou již pro každé k < n sestro-
jeny otevřené Gk "o Fk takové, že položíme-li Yk = Gk pro k < n, 

Yk = Fk pro k ^.n, platí {Yk} ^ {Fk}. Bud M množina neprázdných 
konečných / i c N takových, že nnone/i, Fnn Yk = 0 (N ovšem 

značí podle T 2 . 1 množinu všech přirozených čísel); položme T = 

= U f l ^ ' Snadno se zjistí, že P „ n T = 0; tedy existuje otevřená 
ficM ftt/í _ 

Gn D P„ taková, že Gn n T = 0. Zřejmě pak platí {Zk} ^ ^ {Fk}, 

kde Zk = Gk pro k < n + 1, Zk = Fk pro k n + 1. Indukcí nyní 
vyplyne tvrzení věty. 

9.4. Nech ť P je normální, S c P, FkcHkcS, fc= 1,2,...; 
nechť Fk jsou uzavřené v P, Hk jsou o tevřené v S, \jFk = S, 

{ F k } je lokálně konečný v S, {Hk} je bodově konečný. P o t o m 
ex i s tu j e lokálně konečný v U Gk soubor {Gk} o t evřených v P 
množin, k t e rý je zároveň rozš i řu j í c ím prodloužením {Fk} 

a zužu j í c ím prod loužen ím {Hk } , př i čemž p la t í { F k } ^ { G k n 
n S}^{Gk}. 

Důkaz. Pro p = 1, 2, ... položme K„ = S — U Hk, XJV = S — 
k>p 

— U Fk. Potom Kv jsou uzavřené v S, TJv jsou otevřené v S, Kv c U 
*>p 

z toho, že {Hk} je bodově konečný, pijme" U Kv = S. Ježto prostor S 

je podle T 5.4.4 normální, vyplývá z toho podle 2.8, že existuje spo-
četné lokálně konečné otevřené pokrytí {V a ; oc e A} prostoru S, které 
zjemňuje {Uv}. Podle 2.1 existují uzavřené v S množiny Ta c Va 

takové, že U Ta = S. Soubor {X a ; a-e N u A}, kde X a = Fa pro oc = 

= k e N, Xx = Ta pro cc e A, je lokálně konečný v S (předpokládáme 
ovšem A n N = 0); tedy podle 9.3 existují otevřené v P množiny 
G* o Xa takové, že { (?*} ^ kde oc e A u N . Ježto, jak se snadno 
zjistí, každé Ta protíná pouze konečně mnoho množin P^, protíná 
tedy každá G*, a e A, pouze konečně mnoho 

množin G*, oc- — h e 
Položíme nyní G = \JG*, Gk = G* n G. Snadno se zjistí, že Gk d Fkt 

<xeA 
{ G J je lokálně konečný v j j Gk, {Gk} ^ {Fk}. 
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9.5. Nech ť P je normální , S c P je uzavřené. P o t o m každé 
ne j v ý š spočetné lokálně konečné o tev řené p o k r y t í {H k } 
prostoru S má loká lně konečné o tev řené (v P) kombinato-
r i cky podobné zúžu j í c í prod loužen í {Gk}-, p ř i t om lze nav íc 
po žadova t {Hk}^.{Gk}. 

Důkaz. Stačí ovšem provést důkaz pro případ, že množinou indexů 
je N. Podle 2.1 existují uzavřené Ff c Hk takové, že U F* = S. Pro 
každou neprázdnou konečnou / i c N takovou, že ("1 Hk 4= 0, zvolme 

ktfi 
neprázdnou uzavřenou T^ c f| Hk, položme Fk = F% u U T^ Snadno 

kffj ktfi 
se zjistí, že Fk jsou uzavřené, Fk c Hk, {P^} ^ {Hk}. Podle 9.4 existují 
otevřené v P množiny Gg takové, že Fk c G* n S c Hk, { (?* } je lokálně 
konečný v \JG*, { P * } ^ {G* n S) { (?*}. Zvolme nyní ještě ote-
vřenou U takovou, že S c U c U c U G*, a položme Gk — GkC[ U. 

Snadno se zjistí, že Gk mají potřebné vlastnosti. 

9.6. Nech ť P je normální . Nech ť FkcP, k= 1 , 2 , . . . , jsou 
uzavřené, { F k } je l oká lně konečný v S = U Fk a nechť p lat í : 
j e - l i M c N nekonečná, pak ex i s tu j e konečná fi c M taková, 
že 1 - 1 ^ = 0 - P o t o m {Fk} má komb ina to r i cky podobné ote-

keu 

vřené rozš i řu j í c í prod loužen í {Gk}, k teré je lokálně konečné 
v UG*-

Důkaz. Podle 9.3 existují otevřené Gk o Fk takové, že {Gk} ^ {Fk}\ 

jak se snadno zjistí, z předpokladů věty vyplývá, že {Gk} je bodově 
konečný. Položme nyní Hk = S n Gk a použijme věty 9.4. 

9.7. Nech ť P je spočetně plně normální . Nechť Fkc P, k == 

= 1,2, ..., jsou uzavřené, {Fk} je lokálně konečný v S = [jFk. 

Potom {Fk} má komb ina to r i cky podobné o tevřené rozšiřu-
j í c í prod loužen í {(?*}, k teré je lokálně konečné v (J Gk. 

Důkaz. Podle 8.6 je S spočetně plně normální, takže podle 8.2, (4) 
existují otevřené v S množiny Hk o Fk takové, že {Hk} je lokálně ko-
nečný v S. Použijeme nyní 9.4. 

Poznámka. Předpokládáme-li ještě, že S je uzavřené v P, pak, jak 
je snadno patrné, lze požadovat, aby {Gk} byl lokálně konečný v P. To 
platí obdobně též pro 9.4 a 9.6. 
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9.8. N e c h ť P j e s p o č e t n ě p l n ě n o r m á l n í , 8 c P j e u z a v ř e n é , 

{ H k } j e n e j v ý š s p o č e t n é l o k á l n ě k o n e č n é o t e v ř e n é p o k r y t í 

p r o s t o r u S. P o t o m {Hk} m á l o k á l n ě k o n e č n é o t e v ř e n é p ř e s n é 

p r o d l o u ž e n í . 

D ů k a z . Ježto { H k } je lokálně konečný v P , existují podle 8.2, (4) 

otevřené v P množiny Uk o Hk takové, že {Uk} je lokálně konečný. 

Nech ť nyní Vk jsou otevřené v P , Vk n S = Hk, po ložme Gk = Ukn Vk. 

Snadno se zj istí , že {Gk} má potřebné vlastnosti. 

P o z n á m k a . Obecně nelze požadovat (ani v případě, že P je kom-

paktní, { H k } je konečný) , aby zmíněné prodloužení by lo zároveň kom-

binator icky podobné. 

CVIČENÍ k § 9 

9.1. Nechť P je dědičně normální. Potom každý nejvýš spočetný soubor 
{ X j J jeho částí, který je lokálně konečný v X = (J Xk, má kombinatoricky 
podobně otevřené (v P) rozšiřující prodlouženi {Gfc}. [Sestrojte nejdříve pří-
slušné prodloužení v prostoru P — (X — X) . ] 

9.2. Nechť P je dědičně normální, S C P- Potom každé nejvýš spočetné 
lokálně konečné otevřené pokrytí { H k } prostoru S má lokálně konečné otevřené 
(v P) kombinatoricky podobné zúžující prodloužení { G y . 

9.3. Nechť P je dědičně normální, S c P. Potom každé konečné otevřené 
pokrytí {Hk} prostoru S má kombinatoricky podobné otevřené (v P) přesné 
prodloužení. [Bud n počet množin Hk. Za předpokladu, že tvrzení platí pro n, 

71 + 1 71 + 1 
dokážeme: je-li f| Hk = 0, pak existují otevřené Uk D Hk takové, že f| Uk = 0. 

i l 
Z toho pak odvodíme, že tvrzení platí pro n + 1.] 

9.4. Nechť je P dědičně spočetně plně normální. Jestliže Xk c P,h = 1,2,. . . , 
{X,. } je lokálně konečný v X = U Xk, pak {X f c } má kombinatoricky podobné 
otevřené (v P) rozšiřující prodloužení {G k } , které je lokálně konečné v U Gk. 
[Sestrojte nejdříve příslušné prodloužení {G^} v prostoru P — (X — X) a uvažte, 
že množina bodů, v nichž {Gk} není lokálně konečný, je uzavřená a disjunktní 
s u <?;.] 

9.5. Nechť je P dědičně spočetně plně normální. Nechť S C P a nechť {Hk} 

je nejvýš spočetné lokálně konečné otevřené pokrytí prostoru S. Potom {Hk} má 
kombinatoricky podobné přesné prodloužení {<?&}, které je lokálně konečné 
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9.6. Nechť P je normální. Fa C Ua C P, Fa jsou uzavřené, Ua jsou otevřené, 
{Ua; oí e A] je lokálně konečný. Potom existují otevřené Ga takové, že Fa c 
C Ga c Ua, {(?„} ^ [Dokážeme, že pro každé a0 e A existuje G takové, že 

n , n 
FatcGc Uaa a platí: když oc^A, f ) Fa, = 0, pak G n n ^ = Vlastní 

i-0 i-1 
důkaz se pak provede např. použitím T 3.9.1.] 

9.7. Říkáme, že pseudometrika g na množině P má spočetný charakter. 
splňuje-li metrický prostor příslušný k g (viz 3.2) druhý axiom spočetnosti. Do-
kažte: nechť je prostor P normální. Nechť S c P je uzavřená a nechť spojitá 
pseudometrika g na S má spočetný charakter. Potom existuje spojitá pseudo-
metrika o na P, která se na S shoduje a o. [Lze použít např. 9.5 a postupovat 
obdobně jako u 5.4, 5.5], 
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