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VIil. ROZSIRENI POJMU URCITEHO INTEGRALU
(INTEGRALY NEVLASTNI). ]

1. FUNKCE INTEGROVANA JEST V INTERVALU
INTEGRACNIM NEKONECNOU, PO PRIPADE NEURCITOU.

132. Podstatny ptedpoklad pii Cauchy-Riemannové definici
integralu byl, 7Ze funkece integrovana jest pro vsecky hodnoty
intervalu (a, b) definovana a 7c¢ jest kone¢nou v tom intervalu,
majic jistou dolni a jistou horni hranici (m resp. M).

V nasledujicim provedeme rozsifeni pojmu integridlniho,
pii ¢emz za jistych omezeni ptipustény budou i funkece, jez
v intervalu integralnim pro jednotlivé hodnoty ncodvisle pro-
ménné nejsou definovidny, po pfipadé, jez sé v intervalu inte-
gra¢nim stavaji v okoli jednotlivych hodnot neodvisle proménné
nckoneénymi.

Uvazujme ku ptikladu tyto dvé funkee

fl(x)=sin%_, ACERE

ohé v intervalu (—1, 1). Prvni neni definovana v bod¢ x=0,
jest viak funkei kounecénou v intervalu (—1,1). Funkece f.(x)
rovné¢z neni definovana pro x=0, nadto pak jest v (—1, 1) nc-
koneclnon, a to v okoli bodu x = 0.

K vili struénosti budeme fikati, neni-li f(x) pro x=c¢ de-
finovina, ze jest f(x) v bod¢ x=c neurcita: stavi-li se pak
f(x) v okoli bodu x =c¢ nekonelnou, budeme uzZivati réeni, Ze
f(x) stapa se v bodé ¢ nekoneénou a roonéz k vali struénoslti
uéinime pro nasledujici predpoklad, ze pokud se jedna o in-
tervaly, v nichz f(x) neni ani neurcitou ani nekonecnou. f(x)
(resp. @(x)) jest o téch intervalech schopna integrace (podle
definice Cauchy-Riemannovy).

138. Velmi jednoduché jest rozhodovini o tom, jaky vyznam
pridéliti jest integrilu z f(x) v (a, b) podle definice Cauchy-
Ricmannovy, je-li funkce f(x) v bodech jistého mnozstvi bo-
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dového nachdzejiciho se v (a, b) neuréitou. Bylo jiz totiz diive
vytéeno, 7e, pozménime-li hodnotu funkee f(x) v bodech mnozstvi
bodového délky nulové na (a, b) zpisobem zachovivajicim ko-
necnost funkce v (a, b), integral ten svoji hodnotu nezméni (odst.
90). Nisledkem toho jest patrno, 7e definice Cauchy-Riemannova
stanovici integral jakoZto limitu souétu (resp. souc¢tt) pro pripad,
7e limity caste¢nyeh intervali konverguji k nule, podriuje
vyznam i tenkrite, jestlize f(x) jest neuréitou v mnozsivi bo-
dovém délky nulové. PFi tvofeni zminénych souétu (jejichz
limity maji divati integrdl z f(x)dx v mezich a, b) pak bud
jest mozno ty Casteéné intervaly, jez obsahuji body, pro kicvé
jest f(x) neurditou, prosté vynechdvati aneb jest mozno v bodech-
ve kterveh f(x) jest neurdita. funkei f(x) pt¥isuzovati néjaké
ur¢ité hodnoty, aviak takové, aby f(x) v (a. b) zlstivala funkeci
konecnou. Existence limity, jakoz i jeji velikost, jiZ oznacovati
budeme jakozto integrdl z f(x)dx o mezich a.b podle C.-R., ne-
bude, af uzivime jednoho nebo druhého zpisobu, dotéena (je-li
jenom f(x) v kazdém intervalu neobsahujicim body neurcitosti
podle C.-R. integrace schopna).
' Naproti tomu jest patrno. e, je-li funkee f(x) neurcita
v mnozstvi bodovém, je7 neni délky nulové, jehoz tedy délka
zevnéjsi I >0, mizeme, prisoudime-li v bodech neurcitosti hod-
noty kladné vétsi nez 4 (kde A4 jest ¢islo kladné vhodné ku
B volené) dociliti, aby vscehny souc¢ty S byly vEétsi nez ¢&islo
kladné B; na druhém misté pak, pFisoudime-li v téch hodech
neurcitosti hodnoty zdporné mensi nez —A. jsou viecky soucty
s mensi nez — B. Jest tedy integral z funkee f(x), jejiz hodnoty
nejsou diny v bodech mnozstvi délky nenulové a mohou ty hod-
noty v téchto bodech libovolné byti voleny, zivisly, existuje-li
viubee, na tom, jak hodnoty ty volime, takze mlzeme {vrditi
tuto vétu: Nufnd a postacujici podminka, aby existoval inlegril
z f(x) dx o mezich a,b, kde f(x) jest funkce, jez jest neurcitou
v mnozstoi bodovém na (a, b) polozeném a kde integral definu-
Jjeme podle definice Cauchy-Riemannooy pozménéné se zietelem
k bodim neurdcitosti zpisobem sorchu vyloZzengm, jest: Ono
mnozstoi bodové (obsahujici body neurcitosti funkee f(x) na
(a, b)) jest délky nulové (J.). Pri tom predpokladano. ze f(x)
jest integrace schopna v kazdém intervalu na (a. b) nechsahu-
jicim body neurcitosti funkee f(x).

Timto vysledkem jest rozhodnuto dplné. v jakém rozsahu
jest mozno pripustiti do dvah matematickyeh integraly (resp.



346

horni, dolni integrily) z funkei obsahujicich body neurditosti
v intervalu integratnim, a netfeba touto otizkou dile se zaby-
vati. Budeme tedy v nasledujicim vySetfovati funkce f(x). jez
se v bodech nékterveh stivaji nekonecnymi, a to za predpokladu
ponékud zménéného, e totiz v kazdém intervalu, ve kterém f(x)
se nestiva nekonecnou, jest podle C.-R. integrace schopnou
(obsahuje-li v tom intervalu body neurdcitosti, ovsem ve smyslu
tohoto odstaoce).

POZNAMKA. Reseni otizky projednané by se znainé zkom-
plikovalo, kdybychom v bodech, ve kterych f(x) stiva se ne-
urditou, zavadéli také interval neurcitosti. Kdyby ku pE. sta-
vala se f(x) neuréitou v bodé ¢, mohli bychom stanoviti. ze
hodnota funkee v bodé ¢ jest néjaké ¢islo (ndm ovsem neznamé)
intervalu (C’, C"). Pro pojem neurcitosti funkce takto ziuzeny
véta svrchu uvedena neplati, avsak podminka v ni svrchu uve-
dend a za nutnou a postacujici oznacend zménila by se v pod-
minku postadujici, jestlize ¢isla C’', C" — jez jsou funkce pro-
ménné ¢ — jsou koneéné funkee pro mnozstvi bodové obsahu-
jici body neurcitosti funkee f(x) v (a, b).

139. Nejprve vezmeme v tvahu pripad jednoduchy, Ze funkce
integrovand stdva se nekoneénou toliko pro horni mez b, pFi
cemz dolni mez a <b.

Pak definujeme, Ze

L b :
Jiwde=tim [fed;  e>o, (0
e=
d a

existuje-li ovSem tato limita, af ¢ jakkoliv konverguje k nule.
Neexistuje-li ta limita, Fikdme, Ze symbol

b
o [ dx (1)
nemad vyznamu. a

Definice tato jest ve shodé s rozsifenim pojmu uréitého
integrilu provedenym na zikladé primitivnich funkei v odst.
61. Nebof cxistuje-li v (a, b) primitivni funkce F(x) k f(x),
takze ve vSech bhodech intervalu (a, b) jest I’(x) = f(x) vyjma
v bodé¢é b, jest b—e

[rix)ds=Fb—&— Fa);

jestlize pak tato primitivni funkce jest v bodé b spojitou (zleva),
jest liir‘l] F(b—e¢) =F(b) a mame tudiz v tomto pFipadé na za-

kladé (1)
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b
ff(x) dx==lim [F(b— ) — Fla)] = F(b) — F ),

coZ jest privé rovnice, na zakladé jejimz rozsifeni pojmu inte-
grilniho v odstavei 61 bylo provedeno. Miizeme tudiZ, zname-li
k f(x) primitivni funkeci, snadno rozhodnouti, zda integral (1)
ma vyznam,

Nasledkem podané svrchu definice v (1) zistiva integral
spojitou funkci horni meze, i kdyz horni mez nabyva hodnoty.
pro kterou funkce integrovani stava se nekonefnou; ovsem
jenom potud, pokud integril podriuje oyjznam.

Nutnd a postaujici podminka, aby existovala limita v (1),
jest (podle véty Bolzano-Cauchyovy; DP 75), aby ke kazdému
kladnému ¢&islu 7 bylo lze nalézti &islo ¢ té vlastnosti, Ze nerovnina

b—e! b—s"

[t ds— [feds <

anebo (jinak psino, viz odstavee 96, (II)) nerovnina

b—e"

[fwdsi<n @

b—e’
jest splnéna pro vSecka ¢, & hoviei nerovniniam 0 <é& <Zeg,
0 <& <e Aneb, coz jest v podstaté totér, aby ke kazdému
kladnému é&islu % bylo lze nalézti kladné &islo & té vlastnosti,
ze jest splnéna nerovnina

b—e'

1) dx | <n
b—e

pro vsecka & hovici nerovniné 0 <& <e.

140. Z obecné ])odminky (2) vyplyvd nejprve, Ze s integralem
b—e

[f(x)ld.x:hmflf(x)ldx, £>0 3)

ma vyznam i integral (1), nebof (odstavec 88 g)

b—e’ b—e!
f f(x)dxiS’flf(x)ldx} @
bt b—e’’

V tom piipadé, Ze integral (3) méa vyznam, fikame, ze in-
tegral (1) konverguje absolutne.
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Existuje-li integral (1), tu jest patrno, ze konvergence jellm
jest absolutni vidy, kdyz f(x) jest v (a. b) téhoZz znaménka*):
anebo kdy7 aspoii od jisté hodnoty b, uvniti (a, b) jest f(x)
téhoz znaménka, nebof pro rozhodnuti o konvergenci integrilu
(1) jest lhostejno, zda bereme v tvahu integral (1) sim ancho
integral

b
[10ds,  a<bi<b.
]

Dile jest patrnmo, Ze, je-li f(x) funkee kladnid v intervalu

(b,. b), integral
b—e

[fx)ds  bi<b—e<b (5)
s

s klesajicim ¢ stale vzristd a Ze jsou tedy jenom dva ptipady
mozné, bud Ze integral ten md limitu pro lim é=0 aneb Ze
ten integral s klesajicim ¢ roste nade vSecky meze. Kone¢né jest
ziejmo (stile za predpokladu, 7e f(x) jest v (b, b) kladnd), Ze
postac¢i k rozhodnuti, ktery z téchto doou pripadii nastaoa,
oziti v uvahu jednu jednoduse spocetnou posloupnost cisel

k nule konvergujicich &, ¢, ¢, ... a vyseffovati fadu disel
b—ep
ukzjf(x)dx, k=1,23...;
by )

existuje-li lim ux, existuje i limita ve (3). a to af & jakkoliv
‘=00

konverguje k nule.

Pro absolutni konvergenci plati pak tyto véty (funkece ¢(x)
v ndsledujicim jest rovnéz ve viech bodech intervalu (a. b)
vyjma b kone¢nou a v kazidém ciastecném intervalu na (a. b)
neobsahujicim b integrace schopnou).

Jestlize v okoli hodnoty b pro x<<b
Fx) i< e(x)]

b b
tu, existuje-li integral f‘ p(x) | dx, existuje téz ff(x)dx a kon-

verguje tento integral absolutné.

Nebof, je-li nerovnost predpoklidani splnéna pro hoduoty
mezi b, a b a ma-li integral z | @(x)|dx pro interval (b,, b
vyznam, pak podle véty o stiredni hodnoté jest (pti b,<<b—e<b)

*) Tu totiZ nastupuje v (4) v platnost znaménko rovnosti.
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b—s b—e b

[ 1w axg [|(, dx < [l 1dx,
b b,

odkudz véta uvedena 1Imed vyplyva (nebof konverguje-li €
k nule, nemtze vvraz na levé strané vzriistati nade viecky meze).
Z véty pravé dokazané vyplyvia: Jestlize pomér

1) |

o(x) | (6)
ma v intervalu (b, b) kone¢nou horni hraniei M, pak konverguje-li
/b‘p(.x)d.x absolutné, konverguje i Ibf(x) dx absolutné. Ma-li (6) dolni
Il)lllanici m od nuly riznou, pa:‘k ncexistuje-li fhtp(x) dx. ne-
existuje ifbl f(x) | dx. PFi tom stile jest ¢ (x) funl’:ce, ktera stava

b,
s¢ nekonecnou toliko v b.
Nebof jest
f(x) SMig(x)
a v pripadé, ze m >0

) < 1),

odkud? podle predchdzejici véty véta pravé uvedend nasleduje.
Jestlize existuje limita

(x). =1,

(x)

pak pomér f(x)]: @(x)] lze, jak zndmo, v intervalu (b,, b)

uzavriti ve dvc hlamce

L —p<

llm ==

X
1912 1y
kde n muZeme si zvoliti tim men$i, ¢im mensi jest interval
(by, b). Nasledkem toho vyplyva z véty posledné dokazané véta:

Jestlize existuje limita

f(x) _ <
llmb o(x) =L bL<x<b
b b
pak integral[|f(x)|dx md vyznam, ma-li oyznam integral | |p(x)|dx.
8 Y
b, b-

Jestlize jest L. riizné od nuly, pak neexistuje-li mtegralf P(x) dx,
b
neexistuje téz integral j f(x | dx.
by
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Zvolme si tp(x)=|x_;b’a, > 0. Pak o funkci f(x). pro
niz plati

l_l—nj((—))— lm x—blef(x)=1L @)

pri L od nuly rizném, tikame, 7e stiva sc v b uréité neko-
neénou radu a. Jelikoz pak integral

b

[ LSS
(b —x)-

a

mi tenkrdit a jenom tenkrdat vyznam, kdyz e<<1*) plati véta:
b

Nutna a postacujici podminka, aby existoval integr:l ff(x) dx,

L

kdyz f(x) v bodé b stavi se uréité nekonecénou radu e. jest, aby
b
a < 1. Integral ff(x) dx konverguje pak (pt¥i e <<1) absolutné.

Jestlize o roonici (7) L=0, rikame o f(x) stavajici se p b

nekonecnou, ze stava se nekonecnou radu nizsiho nez a. V tomto
b

ptipad¢ lze vysloviti vétu: Integril jf ydx, kde f(x) stdva se

nekonecnou v b iidu nizsiho nez a, md jisté opyznam a kon-
verguje absolutné, kdyz «<1.

POZNAMK A. Ob¢ma vétim bychom mohli dati Sirsi platnost,
kdybychom réenim .funkee stiva se mekonecnou uréité Fadu a*
resp. .nejvyse Fadu e* ddvali ndsledujici obecnéjii vyznam:

Necht vyraz |b— x| f(x), kdyz x konvergujc ku b, jest
stale obsazen mezi Cisly L a L

Pak jsou-li . a l od nuly rizny a téhoZ znaménka, miizeme
fikati, ze funkce stivd se urcité nekonecénou radu ea.

Jsou-li L a | riznych znamének ancbo jedno aspon rovno
nule, lze o f(x) Fikati, zc f(x) stdapd se nekonecénou nejoyse radu a.

Pod ¢islem L resp. | mizeme v predchazejicich definicich
vyrozumivati téz tak zvanou nejvétsi resp. nejmensi limita vy-
razu b —x*f(x), kdyz x konverguje ku b.

" P#i téchto roziitenich pojmu urcité nekonecnosti resp. ne-
konednosti nejvyse tidu @ obé véty sorchu uvedené a dokizané

- - —_— 1—« .
(b ) , ta pﬂk

*) Nebof primilivni funkce k (b_—lx)" PF @ <1 jest
jest v bodé x=>b spojitd jenom pro ¢ <<1. Kdyz e=1, jest prlmllnm funkce
log (b — x), jez v bodé x =>b jest nespojita.
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wustdpaji oéioidné o platnosti, nahradime-li v druhé vété slova
,;adu niz$iho nez e“ slovy .nejvyse fidu e“.
141. PRIKLAD 1. Integraly

(k< 1)

1 . 1
ex dx
—— d ; et ——
ofVI == b[hn—x*)u—k*xz)

1
dx
s
0 Jx— 1P+
naji .vyznam, nebof funkce integrované stavaji se nekonefnymi pro horni
nez uréité, a to Fadu po Fadé 4, 4, 3.

PRIKLAD 2. Symbol
0

c.\‘
—dx
x
—1
1ema vyznamu, nebol funkce integrovana jest pro horni mez urcité neko-
recnou Fadu .

PRIKLAD 3. Integral

1
f log® (1 — x) dx
0

na vyznam, nebof funkce integrovana stiva se sice nekonecnou pro horni
nez, aviak fFadu nizsiho, nez jest kterékoliv cislo mezi 0 a 1. Jest totiz

lim|x—t]2log®| 1t —ax =0.
x=1

1 jest e jakékoliv é&islo redlné kladné.
PRIKLAD 4. Symbol

1
_ dx

/(1 —x) log (1 — )

vztahuje se k funkci, kteri stivia se nekone¢nou Fadu niz§iho nez 1 (ne viak
1rtité nekonecnou); nebof jest

1 1
(t—x)log 1—x

lim (1 — x) =0.
z=1

Kriteria dosud dokazanid nehodi se k tomuio piipadu, Lze viak tu snadno
rozhodnouti; jest totiz pfi } <a <|

a d .
f(l -9 102 (l_x)=—{log[— log (1 —.\”)]}% =

=+ log (log 2) —log (log i _l_ d) .

Jelikoz pak limita v¥razu, ktery jsme obdrzeli. pro ten pfipad, Ze lim a=1,
neexistuje, nema predloZeny symbol vyznamu. Naproti tomu mi integral
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[AV]

[(l—— x)log“(l— x)

vvznam, kdyz « > 1, jak snadno podobnou vdvahou (pomoei primitivni funkce}
se miZeme pfesvédciti.
PRIKLAD 5. Iutegral

mé& vyznam, jelikoZz pro x =0 stiva se funkce integrovani nekonec¢nou fidu
nizsiho, nez jest liboveolné Cislo =2 }. Anebo, uZivame-li réeni zavedeného po-

znamkou, siava se funkce ta pro x =0 nekone¢nou nejvyse Fdadu }.

PRIKLAD 6. Integral
0 ]
cos —
——dx
=
-1
obsahuje funkci, jez se stiva pro x=0 nekone¢nou Fidu nejvyse (viz svrchu

pozndmku) 3. Nicméné mi tento integrdl vyznam, jakZz vyplyvd z ndsle-
dujici rovnice

.o 1
’ sin - Cos —-
x x

e b i =

a tedy

0 1 0 1
COS - sin -

V d\ = V il (Ix— lun [V— x sin _ f V_,_ dx — sin 1.

PRIKLAD 2. Integrél

1 R

“sin ")
[E

0
ma pfi kazdém e vyznam, dikaz pfenechivam d¢tendfi. Tento piiklad, ve
kterém funkce pfi >0 stiva se nekone¢nou pro dolni mez, nejsnaze fesime,
uzivame-li v intervalu (¢, 1) integrace per partes. Funkci za znaménkem
integra¢nim lze totiz psati
1-
Xz

— [sin e®]'. x“ ="
42. Stiava-li se f(x) nekone¢nou pro dolni mez integraéni
a, klademe definujice (pii a< b)

ff(x)dx_hm jf(x)dx £>0

a+e
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Véty pravé dokizané se zietelem ku horni mezi podrzi

i nyni platnost soucasné s dikazy pfislusnymi (se zménami, jez

étenar snadno doplni). Pripad. Ze a>b a f(x) stava se pro hornt

nebo dolni mez nekonecnou, pievadime na predchazejici pii-
pady na zikladé rovnice
b

‘/-f(x) dy=— ff(x) dx,
a b

jejiz platnost tim rozsifujeme i pro integraly pravé definované.
Stava-li se f(x) soucasné pro horni i dolnt mez a, b neko-
necnou, klademe

b c b
[1 dv =[xy dx+ 110 ax,

pFi ¢em? ¢ jest ¢islo mezi a a b.
Jest tedy pFi a<<b tu .
b c b—e¢' b—e’
ff(x) dx=Ilim jf(x) dx—lim | f(x)dx = llm ff(x) dx.
. e=0 2oe € =0 0,¢'=
Kone¢né stava-li se f(x) v konetném poctu bodd ¢, cp.... 00
nachdzejicich se uvniti integra¢niho intervalu (a, b) nekone¢nou,
klademe definujice

b ¢ Cy b
[ F(x) dx = ff(x) dx 4+ f [ dy 4 ...+ j fix) dx.

pti ¢emz piedpoklidime jenom, 7e Fada Cisel a, ¢, ¢ ..., 00 b
jest bud Fada Cisel stoupajicich anebo Fada ¢isel klesajicich.

143. Definice -podané lze snadno rozsiviti i pro ptipad, ze
body (¢), v nichz f(x) stiva se nekonecnou, jsou v nekoneéném
poc¢tu. Pak tvofi mnozstvi bodové, jez jest uzaviené; nebot,
maji-li body (¢) bod zhuiténi p, stava s¢ f(x) v kazdém okoli
toho bodu y nckonedénou a mézeme tudiz uzivajice réeni zave-
deného i Fikati, ze f(x) stiva se v 7 nekoneénou: t. j. bod y
a vibee kazdy bod zhusténi mnozstvi bodd (¢) patii mezi body
(¢) a mnozstvi bodi (¢) jest uzaviené. Dile jest nutno piedpo-
kladati o mnozstvi bodi (c), ze jest délky nulové (J.), jinak by
totiz definice nasledujici nemé¢la smyslu.

Uzavieme nyni viecky body (¢) — pokud se ovSem nacha-
zeji v intervalu integraénim (a, b) — v konelny pocet inter-

vali, jejichz celkova délka jest menii neZ ¢ a jez jsou po-

Petr, Integralni podel, 2. v. 23
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lozeny na (a.b), coz jest mozno, jelikoZz mnoZstvi (¢) jest délky
nulové. Odejmeme-li tyto intervaly od (a, b), zbude z (a, b)
jisty koneény pocet intervali (a;. b,), (a,. by), (as. by), .. ., (am, bu),
pii ¢emz a<a, <b, <a,<by<...<an<ba<b a pii ¢em7

(by—ay) + (by—as) + ..... + (bw—aw) > b—a —e. Oznadime
D = (al’ bl) + (829 bz) + ‘e + (am, bm) a
b;
f(x)dx = f f(x)dx.

My pak stanovime

b
ff(x)(lx:limff(x) dx (-1
] B:OD

existuje-li tato limita a je-li vzdy taz, af ¢ jakkolio konverguje
k nule a al jakkoliv postupujeme pri uzaoreni vsech bodii (¢)
v intervaly. jejichz celkova délka jest mensi nez & Kdyz &
konverguje k nule, pak prisluiné ¢islo m mize vzristati nade

viecky meze (a je-li poc¢el bodd ¢ nekoneény. vskutku vzrusta).
' b

Neexistuje-li limita vyi¢end. Fikame, 7e ff(x) dx nema vvznamu.
a

K této definici lze pficiniti obdobné poznamky jako k definiei

odstavee 139. Zejména lze tvrditi podle véty Bolzano-Cauchyovy,

Ze nutnd a postacujici podminka, aby limita v (A) existovala a

tudiz integral z f(x)dx v (a, b) mél vyznam., jest. aby ke kazdému

kladnému ¢&islu % bylo lze udati ¢éislo € tak, ze jest pro kazdé¢ D

?ff(x) dx —ff(x) dx <y pro viecka 0 ¢ <+
D D

Pii tom jest*) D'=(a’;,b’y) + (8’2, b))+ ...+ (@'m.b'w) a (b'y—a'y) +
+ (by—a'y) +...+ (bw—a'w) >b—a—¢ (samoziejmé jest takc
a<a,<b,<...<buw=<b a nchled¢ k témto podminkim a
predchazejici podmince jsou a'i, b'x. m’ libovolna).
Rovné7 jest patrno. ze. ma-li vvznam integral
b'
Jir) ax,

4 4 . . L4 a
ma vvznam i integral b

[rewdx

*) D'ma tyZ vyznam jako v pFedchizejici (vaze; soucet intervali tvo-
Ficich D pak stile jest >b—a —¢.
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a rikame pak. ze konvergence v (A) jest absolutni. Zaroven jest.
b b
frw ds i< [If(x)dy
a a

a lze pFic¢initi obdobné poznamky jako svrchu.

[8S)

. ROZSIRENT POJMU INTEGRALU PRO NEKONECNY
INTERVAL.

144. Doposud uvazovali jsme integral z funkee pro interval
dany dvéma ¢&isly (a, b). Intervalu takovému se zfetelem ku
nasledujicimu rozsiteni fikati budeme koneény interval.

Méjmez funkei f(x), z niz integral pro interval (a. b) p¥i
b>>a, al si b zvolime jakkoliv veliké. ma vyznam na zikladé¢
definice Cauchy-Riemannovy rozsitené po ptipadé i pro funkce
stavajici sc¢ v intervalu integra¢nim neuritymi resp. nekonec-
nymi (podle odstavel pFedehazejicich). Jevi se z riznyech ohledi
ucelnym zavésti limitu

b a
lim ./f(x) dx, jiz znacime krdlce [f(x) dx 1)
b= » J

existuje-li ovsem ta limita. Rikime pak ji .integral od a do
nekoneéna-; intervalu prisluSnému nekoneény a znaditi jej
budeme (a, ~). O funkei f(x) se pak vyjadfujeme, Ze jest v (a. ~)
integrace schopna (existuje-li limita (1)) a ze integral z f(x)dx
ma pro interval integrac¢ni (a, ) vyznam.

Jest snadno rozhodnouti. existuje-li limita (1), zname-li v (a, ~)
primitivni funkei F(x) k f(x). Pak oc¢ividné

oo b
[ F(x) dx = lim j f(x) dy = lim F(b) — F(a).
p b=00 pl b=0o0
= <]
odkudz jest patrno. Ze definice symbolu ff(x) dx tady podana

shoduje se aplné s definici toho symbolu naazaikladé primitivnich
funkei (viz odstavec 67, kde uvedeny nékteré priklady).

Pro existenci limity (1) lze uc¢initi podobné disledky, jako
pro existenci limity (1) odstavce 139. metoda vedouci k jejich
odvozeni jest stejnd a jest tudiz moZno v nasledujicim toliko
struéné ji naznaditi. Nejprve jest jasno, ze nutnd a postacujici
podminka pro existenci té limity jest. aby ke kazdému ¢islu

kladnému ¢ bylo lze udati &islo kladné B takové, ze jest
23*
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b b b
[royax—[fwds = [fx)dx|<e @)
a a b

pro viecka b'> B a pro viecka b”> B.

Odtud zase nasleduje, Ze, existuje-li integril
o
Jite dx,
AR

tim spise existuje i integrdl (1) a my rikdme v tomto pFipadé,
7e konvergence integralu (1) jest absolutni.

Je-li f(x) pro vSecka x> A stile kladnd, tu integral
b
[rrds b> 4
4

s rostoucim b stile roste a jsou tudiz jediné dva pfipady mozny,
bud integril ten s rostoucim b roste nade viecky meze anebo
ma pro lim b= oo uréitou limitu. K rozhodnuti, ktery z téchto
doou pripadii nastivd, postaéi vziti o uvahu jednu jednoduse
spocetnou posloupnost Cisel b,, by, b, ... rostoucich s indexem
nade vsecky meze a pysetFovati fadu cisel
o
u,,-:ff(x) dx, k=1,25,...;

existuje-li l:hm uk, ma i (1) limitu pro lim b=oo, a to touz limitu,

al b jakkoliv roste nade vsecky meze.

POZNAMKA. Pro piipad, 7e existuje integral (1), nasleduje
z (2), nechame-li tam b" vzrustat nade vsecky meze, pFrechazejice
na levé strané k limité pro lim b = oo,
ff(x)dx < ¢ pro viecka b'> B,
kterouzto nerovninu mizeme psati téz ve tvaru
llm jf(x)d.x—o

anebo (podle analogie) oCividné téz ve tvaru

' f;(x) dv=0.
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145. Pro konvergenci absolutni pak ndsleduji z (2) véty:
Jestlize, od jistého éisla A poclinaje, jest stile
() £ e(x) ], x> 4

tu z existence integrilu fllp(x )idx vyplyva existence integralu
0

ff(x dx a konvergence ol)ou jest absolutni. Dale:

Jestlize pomér
A G)
¥ (x)

ma pro viecka x > A konecnou horni hranici, pak konverguje-li
(e o]

ftp(x)dx absolutné, konverguje i ff(x) dx absolutné¢. Ma-li (3)

4 4

pro x> A dolni hranici od nuly r@znou. pak neexistuje-li
o o]

0
jl‘p(x)idx, neexistuje i f!f(x) dx. Konec¢né z této véty nasleduje:
‘A a

Existuje-li limita

f(x)
PLTE R
20 oo
pak integral f‘f(x)ldx ma vyznam, ma-li vfznamintegrailﬂq(x)j(lx.
4 4

oc
Jestlize L jest rizné od nuly, pak neexistuje-li integral fl o(x) dx,
o 4
neexistuje i integral j|f(x) | dx.

i

Pri predchazejici vété zvolime w(x):%e >0, A>0. Pak
o funkei f(x), pro niz plati

lim f(v) —llm xef(x)=L “)

z=a P(x)

pri L od nuly rizném, fikime, e stiva se pro x =~o urcité
nekoneéné malou radu a. Jelikoz pak integral

ao
dx

. 4>0

ma tenkrat a jenom tenkrat vvznam, kdyz e>1, a konvergence
jebo jest absolutni, plati véta: Nutnd a postadujici podminka,
oo

aby existoval integral ff(x) dx, ve kterém f(x) stiva se pro
A
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x =~ urcité nekoneéné malou radu a, jest, aby a > 1. Konver-
gence integralu jest pak absolutni.

Jestlize v rovnici (4) L =0, fikime o f(x), Ze pro x =o0
stivi se nekone¢né¢ malou ¥idu vy3iiho neZ a. Pro tento piipad

®
lze vysloviti vétu: Integral ff(x) dx, kde f(x) stavd se pro & =co
4

nekoneéné malou Fddu vysSiho nez @, mi vvznam a konverguje
absolutné, kdyz a>1.

Obdobné lze i pro tento pFipad rozsifiti pojmy a tvrzeni
v poznamce k odstavei 140.

146. PRIKLAD 1. Integril z racionélné funkce

[= =}

P(x)
;[ QTx) dx,

kde P(x), Q(x) jsou polynomy v x a 4 jest tak voleno, aby v intervalu
(4,00) jmenovatel nestival se nulou, ma tenkrat a jenom tenkrate vvznam.
kdyZz stupehi jmenovatele g jest alespoii o dvé jednotky vyssi neZ stupei
citatele p; t. j. kdyz g — p=2. Nebof, jak snadnym poétem vyplyva. jest

. —p P(x) _Po

lim x%7? 2= =22,

z=0 Q(x) " qo
kde p,, go jsou koeficienty nejvyssich mocnin proménné x v &itateli a jme-
P(x)

Q(x)
PRIKLAD 2. Integral

novateli. Jest tedy zlomek pro x=o0 urdité nekoneéné maly Fadu ¢—p.

[s o)
fe—” R(x) dx,
A
kde R(x) jest raciondlna funkce x a 4 vhodné voleno (viz piiklad pied-
chizejici), md vZdy vyznam. Nebof
lim x¢e™ R(x) =0,
=
af @ jest Cislo jakkoliv veliké; stiva se tedy funkce ¢ *R(x) pro a=o0
nekone¢né malou Fidu vysSihe neZ jakékoliv kladné ¢islo (viz odstavec 64),
PRIKLAD 3. Jestlize k f(x) existuje funkce primitivni F(x) (t. j.
F'(x) =[(x)) kone¢ni v intervalu (B, o0) a @ >0, pak soudasné s integrilem

@
F(x)
}a+l

oo
dx existuje integral ./ f(i‘zaix
B

Nebof integraci per partes mame (B bud vhodné voleno, zejména jest

B >0, B">B) 5 5 »
(=), _|F(x) F(
f pe dx_[ pr ] +afx—af%dx.
B B B
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Jestlize lim B'=ocv, pak prvni ¢len pravé strany mia podle supposic za limitu
— g ma-li tudiz i druhy élen uréitou limitu, ma ji i leva strana, a na-

opak, ¢imZ véta jest dokizdna.
Tak ku piikladu oo |
*sin x
j dx
B

x¢

existuje vidy (B >0) pfi « >0, nebof integral
[~ ]
cos x
[ i dx
B
existuje, jelikoz funkce za znaménkem integra¢nim stava se pro x =00 ne-
koneéné malou fddu vyssiho nez 4+ a4 kde 0 < L.

PRIKLAD 4. Podrzime-li oznaceni i piedpoklady prikladu pfedchize-
jiciho, lze stejnvm zpisobem dokizati, Ze souCasné s integralem

Jx) dx.

(= =]
/‘ F (x)
log x

o0
4 m,'dx existuje integral 1'[

0 «
Tak ku pfFikladu integral [Tb:,—'gl—i dx existuje, jelikoZ existuje integral
2

e o}

[o <]

" COS X . P . cos x
/ —de (a tim spiSe integral [
3 2

% (log 27

142. Pravé tak, jako jsme definovali integrial v intervalu
(a, o), definujeme integral v intervalu (—oo, b) rovnici

b b
f f(x)dx = lim f f(x)dx

a véty odvozené pro integraly v intervalu (a, 00) piendaseji se
snadno na integraly v intervalu (—oce, b). Dile definujeme

Jrxrdx= [fx)dx+ [Fix) dx
kde ¢ jest libovoln¢ zvolena hodnota, a koneéné

—® a b @®
f fdv=—[fdx,  [f) dx=—_[ f(x) dx.
a —® ® b
148. Integraly, pfi nichZ funkece integrovana v intervalu
integraénim stiva se nekoneCnou resp. neurlitou, a integraly,
*) Podle druhé véty o stfedni hodnoté (odstavec 104) pouZité na integral
) .

cos x . . P
/ de. Funkce {fog ©* jest funkci klesajici v intervalu (2, o<).
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pri nichz interval integracni jest nekonelny, zahrnuji s¢ pod
spoleénym pojmenovinim integrala nevlastnich. Jordan*) na-
zyva integrily ty integraly zevSeobecnénymi (.intégrales d¢-
finies généralisées™).

Prvni pFesné rozliSeni integraléi na vlastni a nevlastni dano
bylo Riemannem v r. 1867. (Ges. Werke, str. 225))

5. PREHLED ZAKLADNICH VLASTNOSTI INTEGRALU
NEVLASTNICH.

149. TémcP viecky zakladni véty odvozené v kapitole pred-
chizejici pro integrialy v intervalu (a, b) koneiném z funkeci
v (a, b) koneénych podrzuji platnost svoji pro integraly ne-
vlastni, p¥i nichz i interval integra¢ni i funkce integrovana
stavati se maze nekone¢nou, oviem s tim omezenim, Ze vyrazy
resp. vztahy, k nimz jsme vedeni (na zikladé onéch vét), maji
viibee vyznam. V ndsledujicim podan jest stru¢ny piehled hlav-
nich vét s ptisluSn¥m omezenim sc zvetelem k integrdliim
nevlastnim.

1. Rovnice

b c b b y

[rds= [rxas+ [fds. [fdy=—[fx)dx

a a c a b
jsou spravny i pro integraly nevlastni. nehof tvorily rovnice
ty podklad definice téchto integrild.

2. Véta, 7e integral jest spojitou funkei horni meze, rovnéz
tu vyplyva piimo z definice integrald nevlastnich. Obsirnéji to
bylo vylozeno v odstavei 139.

3. Véta o stredni hodnoté platna pro funkei kone¢nou v in-
tervalu (a, b) kone¢ném a vyjaditena rovnici

b
ff(x) dx=(b—a)yu, m< M

ztraci vyznam, je-li f(x) v (a, b) nekoneénou, aZ na to, Ze mi-
7zeme tvrditi: Jestlize f(x) jest v (a, b) stile kladna anebo rovna
nule (t. j. stile f(x) =0), jest

b
ff(x) dx =0 pii a<<b.
a

*) Cours d’analyse II. sv., 2. vyd. odst. 50—72; 3. vyd., odst. 53—75.
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pFi ¢emz f(x) mize byti v (a, b) nekoneénou a interval (a. b)

sdm rovnéz muze bvti nekonecnv.
) \ .

Z tohoto tvrzeni vyplvvd, Ze. existuje-li integral f(;(x) dx,
je-li dile @(x) v (a.b) stile 20 a ma-li f(x) v (a, b) horni resp.
dolni hranici M resp. m, jest pii b>a

b b
J —fi o) dx =0, [(fx)—m)g(x) dx =0,
a a

odkud? jako v odstavei 97
b b b
m ftp(x)dx < [rgmdy < .\1]1,,(.\«) dx.
a 3 a
kdez interval (a, b)) mtize bvii nekoneiny a funkece g(x) muze
stavati se v (a, b) nekonecnou.
Tak ku ptikladu
@ @ xT
) . 1 1 1
t. j.
@
i<t aes
1
Jest tedy véta (1) odstavee 97

b b
ff(x) p(x)dx = ,ufqa(x) dy, m<nsM

platna i pro integrily nevlastni, je-li f(x) funkce v (a. b). ko-
b

necna a ma-li integral f(p(x) dx vvznam (pfi Cemz jest oviem

@ (x) funkce v (a, b) nenabyvajici bud hodnot zipornvch. bud

kladn¥ch). )

4. Vyjadreni uréitého integrialu pomoei primitivni funkce
podand v odstavei 1007a 101 jsou beze zmény i tu platna. jakoz
nasleduje ihned z okolnosti, Ze roziifeni pojmu urcitého inte-
grialu jednak pa podkladé primitivnich funkei (odstavec 61
a nasledujici), jednak na podkladé definice Riemannovy v této
kapitole podané nejsou v odporu.

5. Maji-li integraly z fi(x), fo(x).... vzaté v mezich a, b
vyznam, jest
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b
JG A+ Cofa) .+ Crfr(x) d =

b b b
— Cljfl(x)d;c+ C,jf,(x) de 4.+ C,ff,(x) dx,

Cy, C,,...Cr konstanty;

a to i v piipadé, e fi(x), fo(x),... jsou v (a, b) nekoneiné, 7e
i interval (a, b) jest nekonecny. Vyplyva to téméf bezprostiedné
z definice integrild nevlastnich a z prFislusné vlastnosti inte-
grilu na zdkladé definice Riemannovy.

6. Nasledkem pravé pod 4 a 5 uvedeného jsou i formule
pro ¢asteCnou integraci (per partes) v odstavei 102 a 1053 po-
dané sprivny i pro integrily zevSeobecnéné, nevyskytuji-li se
v prislusnyeh rovnicich vyrazy nemajici vyznamu. Tak ku p¥F.
z véty o integraci per partes nasleduje snadno (pfi b kone¢ném)

b b
[—sl—p‘—xf dx = {log x sin x]:; —flogxcosxdx. (a)

0
Kdybychom b nechali risti nade viecky meze (t. j. pro lim b=2),
dostali bychom na levé strané uréité cCislo; oba ¢leny pravé
strany pozbyvaji pro lim b=~c vyznamu a rovnice (a) smyslu.

7. Maji-li integraly z fi(x), fo(x) vzaté v mezich a, b vv-
znam, nemusi miti vyznam '

b
JIACIACER
a

‘*Klademe-li ku p¥. f,(x) :Vi_
x
v mezich 0, 1 vvznam, avsak integral

= f,(x), maji integrily z f,(x) a fo(x)

: 1
‘/.fl (x) o (x) dx :b/'ix

jest bez vvznamu.
b

8. Rovnéz, ma-li vvznam ff(x) dx, nemusi miti vyznam
1 a
/if(x)idx v tom pripadé, 7ze bud f(x) v intervalu (a, b) anebo

interval (a, b) sdm jest nekonetny. Ku piikladu z integralu

® | @
sin x
f dx, f
x
0 )

prvni ma, druhy nema vyznamu.

sin x

‘, dx
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Na tuto okolnost bylo ostatné jiz v odstavei 140 a 144+

poukdzino a nazviana byla konvergence integrilu nevlastniho
b b

jf(x) dx v tom piipadé, 7¢ f’f(x) dx» vvznam ma, absoluini.
L a

9. Véta, 7e integral jest funkece s variaci kone¢nou horni
(dolni) meze, neplati pro ty integrily nevlastni, jeZ nekonver-
guji absolutné. Ku piikladu

(sin L cos :) V_ {
- ———— | dx=Jxsin
2> xVx x

neni funkce s variaci konec¢nou v intervalu (0;a) pti a>0. Pro
integraly konvergujici absolutné¢ platnost véty ¢tenat snadno
roz8iti na zdiklad¢ dikazu ke koneci odstavece 134 podaného.

o8

o

10. Zavedeni novych proménnych integraénich se zietelem k
integralim nevlastnim bude predmétem nasledujicich odstavci.

4. ZAVADENI NOVYCH PROMENNYCH SE ZRETELEM
K INTEGRALUM NEVLASTNIM.

150. Pii zavadéni novych proménnych do integratu (odst. 107.)
b
Jreds
substituei a=@(f) dosp¢li jsme k formuli
b [
Jrerds=[romn oo at, (m)

pii Cemz jsme piedpokladali nejprve. méni-li se f od @ do 8
stile ve stejném smyslu, 7e prisluiné x se méni od a do b, pak
7z¢ @(t) v intervalu od @ do # ma stile derivaei a to konecnou,
ménici své znaménko jenom v koneéném poctu bodi intervala
(2, B) a konecné ze oba integrily v (m) existuji. Oba intervaly
(a, b), (e, B) samoziejmé byly konecné.

Ve formuli (m) miZeme nejprve pripustiti za meze + oo
(predpokladajice oviem, ze ostatni predpoklady jsou splnény).
Nebot jestlize ku piikladu b= oo, t. j. jestlize ¢(f), kdyz t
konverguje ku f. vzristi kladnymi hodnotami nade v3ecky
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meze, muzeme nejprve klasti. predpokladajice pro jednoduchost
a < py<B. by= @)

b'l ﬁl

[rwdxe=[reuneoar.
Pravd strana rovnice za supposice, ze f(@(t)) ¢'(f) jest v (a,fi)
integrace schopna, jest spojitou funkei 8,, kdyZ 8, jest v (a.f),
a nabyva uréité hodnoty, kdyz B, konverguje ku #; nasledkem
toho i leva strana této rovmice, kterd se méni na integral
v mezich (a, ~), ma vvznam a jest

@ 8
[1)dx=[r@w g d.

Podobn¢, existuje-li ¢'(f) pro viecka t>e, a jestlize t rostou-
cimu nade vSecky meze hodnotami kladnymi jest pfifadéno x=(t),
jez rovnéz roste hodnotami kladnvmi nade vSecky meze. jest

Jrw dx=[rewn e @ dt.

oviem za predpokladu dalsiho, Ze oba integraly této rovnice
maji vyznam. Jest jasno, ze vedle pravé uvedenyeh dvou pfi-
padi by bylo lze ¢etné jiné rovnéZ mozné vziti v tvahu: vée
to, kterd neposkytuje zadnych potizi.

Avsak supposice, Ze v intervalu (e, §) existuje derivacc
¢'(t) ve viech bodech. rovnéz neni nutnd; mizeme pripustiti, 7¢
v bodech mnozstvi bodového reducibilniho bud derivace viibec
neexistuje aneb dokonce, Ze stivd se v nich nekonelnou. Pii-
pusfme nejprve, ze ¢'(f) jenom v okoli bodu =y nachazejicim
se na (@, ) jest nekoneénou; tu znaé¢ime-li c=@ (), ¢, =@ ().
C;= @ (¥y), pti Cemz budiz e <y, <y <y, <, jest

[ y.l b ﬂ.

[t ds=[temewnd.  [fxds=[re0)vwnd.

a a ¢s Ve
Piejdeme-li k limitdim lim y, =7y, lim y,=7y, pak za supposice,
zZe @(t) jest spojitou pro t=yp, jest lim ¢;=c¢, lim ¢c,=c a mame
(jelikoz existuji limity integrall na levé strané napsanych rovnic
pro ptipad, Ze lim ¢;=¢, lim ¢; = ¢, existuji limity integralil
i na pravé strané pro lim y,=v. lim y,=9)

¢ v b B
[twds=[re o d,  [fx)dx=[rewnswat;
a a ¢ 4



tudiz sé¢itdnim

I}
[t dx =[rew) g d.
d a

Totéz nastavi, kdyz ¢'(f) v bodech mnozstvi bodového redu-
cibilniho na intervalu (e, 8) pFestiva existovati anebo stiva se
nekonecnou, jenom kdyZ ¢(f) v téeh bodech jest funkei spojitou,
integral z f(x) v (a, b) existuje a funkece f(p(f)) ¢'(f) v téch
Castech intervald, ve kterveh ¢/(f) nestiva se nekonelnou, resp.
nepiFestiava cxistovati, jest integrace schopnou, jak na zakladé
definic podanych obecnou indukei snadno vyplyva.

Obdobné tdvahy lze provésti, kdyz f(x) v intervalu inte-
graénim stiva se nekoneénou, podrZuje-li jenom integral z f(x)
v (a, b) vyznam.

Jest jasno. ze mohou nastati ptipady, kdy integraly na
zakladé pivodni definicc Riemannovy zavedené (pFi koneéném
f(x) jakoZ i kone¢ném intervalu (a, b)) jsou piifadény na za-
kladé substituce x = @(f) integralim nevlastnim, ve kteryech bud
f(x), nebo interval (a. b), nebo oboji soucasné stivaji se neko-
nenymi a naopak.

Bereme-li v dvahu tudiz integrily, jeZ v sebe daji se trans-
formovati zavedenim nové proménné (rovnici tvaru x = @(t)),
tvoti integrily vlastni a nevlastni.jakysi celek (téleso).

Co jsme v ptedchizejicim obecné naznadili, na prikladech
podrobnéji vylozime.

151. PREKLAD 1. Translormovati jest integral

./(l e >t

substituci
y dx |
—3;=1-—y?% Ci jinak ¥= gy =T
l+x’ vh e Vi—yr' dy (11—}
l’ro Xx=0 jest y=0. 5 rostoucim x roste y; hodnoté x = N pFislusi
; lak jest
V1+
¥
V1+N=

-1
2

j (I-{—xz)" j(l 'dy.

Nechame-li tudiz N vzristati nade vSechny meze, mdme

llm f(l—l—x’)" f(l—{—.xz)" f(l—l/’)"_‘ y. (1)
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Integril, ke kterému jsme dospéli, ma vyznam tenkrite a jenom ten-
kraite, kdyZz n > 3, stejné jako integril dany. V tom pfipadé, ze n =13, jest
integral vysledny integrilem v intervalu (0, 1) z funkce spojité a “konecné
v tom intervalu a tudiZ integrilem vlasinim.

PRIKLAD 2. Transformovati jest integril

@
ff(x-I—%) dx, a>0
substituci 0

-]
by =
+A

KdyZ x jest v intervalu (0,00), nastane minimélni hodnota y pro x=Va; kdyz
x roste od 0 ke Va, klesd y od oo ke 2Va. Roste-li x od Va nade viecky
meze. roste y od 2V.; nade vSecky meze. Snadné vypodteme

——" dx y
xr= + - d, =14
X %y — V}y dy T = 2Vy2 — 43

podle uvedeného plati v intervalu pro x (O,Va) znaménko dolni, v inter-
valu (Va, 00) znaménko horni; i jest

@ Ve
0ff(x+-§f_—) dx=_z,‘(y) (i- Z-»Vy-f_-4

)y +7f(y) (s+ - Y Jay=

2]/_

V dusledku této rovnice jest

fF(x2-|- )dx_fF[(x+ ) —2a] dx iz:(ye—za)iﬁdy.

Uc¢inime-li jes$té y*=4a -+ (3, mame konecéné

.7‘F (x* + —i—:) dx =jF(t2 4+ 2a) dt. A4)
0 0

Tak jest ku piikladu

@
5]

dt _ n
FFoatb  2ysatb’

dx o

455 +b
0

(SN ¥ -}

oviem za podminky, Ze 2a+4 b > 0, jak Ctendf snadno dokaze.
Podobné

a‘ o V .
d.x —[ —t-2e gy — e_'“h[e_z di = 2’[ e~ 28,

O\& 8
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pFi ¢emZ pouzili jsme hodnoty Ciselné v odstavci nasledujicim (119) pro pfi-
sluSny integrdl vypoctené.

Podobnymi transformacemi lze odvediti formuli obecnéjsi dokdzanou
Cauchym (n celé a kladné)

ijnF(xz-i- )dx:a" [ﬁ(t=+9a) dt+ ("1 ")a ﬂ—lft’F(t’+2a)dt+

+(" 1Y) an—2ft‘ F(+20)dt+...+ (3;,‘)_[ {20 F (12 + 2a) dlt,
0 0

coz pfenechdvam Ctenifi. (Viz Bertrand, Caleul intégral. odstavec 282.)

PRIKLAD 5. Pii integralu
dx
D — Rl ex,
bé ff( ) log x o a>o0

vede ke zjednoduseni substituce x—=ae", kde u jest nova proménna integracni.
(Liouville v Journ. de math, z r. 1869, str. 300.) ObdrZime tu snadnym poctem

—w

P =ff(e" + e—u) [log a + u] du = log aff(e" + e—v) du -|- uf(e"+ e—v) du.

Avsak druhy z pravé napsanych integrali jest rovny nule: nebof jest to
integral z funkce liché v mezich (—oo, o0). Jest tedy

@
P=loga ff(e"—l—-e—") du;
) —
vritime-li se pak k pivodni proménné, ziskame rovnici
e d:
o x v .
b/f(v; ) log v — logaff( ) pe ()

platnou za predpokladu, Ze oba integrily tu se vyskytujici maji v¥znam a Ze
a > 0" Tak ku pi. v pkipadé, 7e 4 a C maji stejné znaménko, jest

@
_ logx dx 7 log x _(1.\'=
S LR Y CENIE
0 0 a X
@ -
=log & dx__] _dx
& )-I—)B x o oes Axt42Bx4C’

0

*) Je-li a <0, zistava ocividné rovnice (C) v platnosti, piSeme-li na pravé
strané | a| misto a.
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ve vztazich pravé napsanych jest poloZzeno V%:d a predpokladiano, ze 1C >0
a 7e rovnice Ax242Bx -+ C =0 nemi kofenii kladnych.

52. Integral Laplacetv. Integrily prikladu 1 pfedchazeji-
ciho odstavee souvisi uzce s integrilem dileZzitym

/.e—f'd.\' (1)
0

t. zv. Laplaceovym. Funkce totiz
(1+e)e=c

majic derivaci — @e—?, miZe miti maximum resp. minimum

toliko v hodé e=0. V tom bod¢ mdé maximum, jeZ jest 1. I jest
pro cely interval
(M ta)e-«=1

t. j. klademe-li jednou ¢ =x% po druhé = — x?

2)

1—axt<e-* <

| -
_|+_‘.z'

Pro Laplaceiv integril jest na zikladé definice

® I~

/'e—z'dx =lim fe-z’ dx, ()

N:mo

Y

pii ¢emZ jsme borni hranici volili ihned v ucelné formé a pii
¢emz N miZe probihati libovolnou ¥adu c¢isel rostoucich nade
viecky meze; zvolime za N tadu cisel celyeh. Jest viak na-
sledkem substituce x=y}/N

v.v
j ' dx = |'N j e—Nv' dy (4)

a z nerovnin (2) vyplyvi snadno (e—?¥" lze totiz psati jako (e ¥")¥)

1
]/Nof(l—y’)“'dy VNj etV "'I<V"’f(|+ =)N\V‘Vf(l+y’)”

V integrale na levém kiidle tohoto tetézu nerovnin ucinime
dale substituci y =cos x, na pravém pak kfidle substituei
y = cotg x; obdrzime

T T

2 o1 2
]/:\Tjsinztv+1 xdx < V\j e—Nvdy < I/N_/'sinZN—?- x dx. (3)
v 0 i
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Aviak jest

lim Vm/sin'" xdx =l/rf (viz str. 162, rovn. 12)
m=a -0 -

tedy i
f_ 14
2 —_— 2
lim ¥ fsin”“-'lxdx:lim]/—i- V2NFa [sinZNder:V—'T
New' ANV ; )
a stejné n
2

lim V:\’f-sillﬂA"—— xdx = VT7 .
) 2
Ponévadz pak obé kiidla v (3) maji limitu a to tou? limitu, ma
i prostiedni ¢linek stejnou limitu pro lim N=~ a jest (jelikoz
podle (4) jest ia limita rovna hodnoté integrilu (1))

¢imz integrdl Laplacetiv vypocten. Zavedeme-li do vysledku
tohoto jeité proménnou x* substituei x:]/A X', kde 4> 0. mame
ponc¢kud obecnéji

@

fe—d-tz(l.x'= ! l/i .
A

1}

Petr, Integralni pocet, 2, v, 24
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