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IX. KRIVKOVE INTEGRALY A UPLNE
DIFERENCIALY.

197. Pro jednoduché vyjadieni jistych vyrazii a formuli jest
uZite¢no zavésti t. zv. integraly kiivkové, pojem to, ktery zpra-
vidla — a to pravé v pripadech nejdulezitéjsich — se da pre-
vésti na pojem integralu uréitého, avSak v obecném pojeti jest
jistym zevSeobecnénim toho pojmu.

Vychizeti budeme nejprve od pfipadu nejjednodussiho. Budiz
dan oblouk kiivky K spojujici body A[xe, ye|, B|X, Y] a méjmez

Y B

Obr. 8,. ) Obr. 8,.

nejprve ten pfipad na mysli, Ze kazda pofadnice mezi piimkami
x =Xy, x =X poloZeni protina oblouk 4B jenom v jednom bodé
(viz obr. 8,). Pak lze rovnici kfivky K, pokud bézi o body na
oblouku 4B, psiti ve tvaru y = @(x), pii dem @(x) jest spojitd
funkce proménné x.

Budiz daile f(x, y) funkce dvou proménnych x, y definovana
v jistém oboru, uvnitf néhoZz probihd oblouk 4B dané kfiivky.
Pak definujeme integral podle oblouku AB dané kiivky K
z funkce f(x, y) pri proménné integraéni x touto rovnici

x
f f(x, y)dx = f [(x, ¢(x)) dx, 1)
E(4AB) Xo
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jestlize integrdl na pravé strané se nachiazejici ma vyznam. Nema-
li integral na pravé strané této rovnice se nachidzejici vyznam,
fikdme, Ze symbol ff(x, y) dx nemd vyznam.

R(4B)

Definice tato bez potizi se rozSifuje na oblouk 4B, jejz
kazda pofadnice polozend mezi nejkrajnéjSimi pofadnicemi pfi
bodech toho oblouku se vyskytujicimi neprotind sice v jednom
bodé, kde viak dany oblouk lze rozdéliti na ¢asti (v koneéném
poctu) tak, aby na jednotlivych &astech pozadavek ten slouzici
za podklad definici (1) byl splnén. Tak na obr. 8, postaéi roz-
déliti oblouk 4B body C|[xy, y3). D|x., y.l, nasledkem ¢eho? lze
rovnici kfivky K pro body na oblouku AC psiti ve tvaru y=9(x),
na CD pak y=g,(x) a kone¢né na DB y=g4(x), pfi Cemz JSOll
P1(x), Po(x), P3(x) t¥i rdzné spojité funkece, a bude tu

Jr. prax= f/(x Pilx)) dx + ff(x pa(x)) dx + ff(x, 94 (x)) dx,
E(aB)
takze obecné stanovime: Lze-li oblouk AB krivky K rozdéliti
body Ailxi, yi|, i=1,2,... m—1, na m ddsti tak, Ze roonice
kfioky K pro body na oblouku Ai—, 4i jest y=®i(x), pri éemz
9i(x) jest funkce spojita proménné x o intervalu (x;—1, x;) a Ay, An
jsou body A, B, jest

[ty ax= E ff(x,cpu(x))dx, xm=X. @

K(AB) =1z;_,

Zcela analogicky definujeme kiivkovy integral pfi integracni
proménné y rovniei

Jet. pyay= 2 f ¢ (wity), y) dy. an

K(AB) =T,

kde [xi-1, yi-1], [xs yi| jsou soufadnice dvou bodt A;_i, 4i na
kiivce takovych, Ze rovnice kiivky K pro body na oblouku
A A, i=1,2,...m, jest x = ¥i(y), kde wi(y) jest spojita funkce
proménné y.
Budeme dile psiti
Jree vy ax+ [ dy= [(f(x. ) dx + g0x ) dy). am
K(AB) K(AB) K(AB)

Rovnicemi (I), (1), (IL) jsou defiﬁov;iny krivkooé integraly pro
velmi obecnou skupinu kfivek K, a pfevedeny jsou témito rovni-
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cemi na integraly z funkei o jedné proménné v uréitych mezich.
Jestlize tyto integraly urcité neexistuji, fikame (jak uz svrchu
ve specielnim ptipadé bylo vytleno), ze pFislusné symboly pro
integrdly kfivkové nemaji vyznam (neexistuji).

198. Abychom pojem kfivkového integrélu rozsifili na obec-
néjsi skupinu ktivek, jest ucelno zavésti parametrické rovnice
k¥ivky K; nechf bod [x, y], kde

x=9¢(), y=v{) (@)
a 9(f), ¥(t) jsou spojité funkce proménné ¢t v intervalu (¢, 1),
probihéd viemi body oblouku 4B a kazdym bodem jenom jednou,
kdyZ ¢ probihd monotonné interval (f,, T). Tim jednak docilime,
7ze kazdy bod oblouku AB jest charakterisovin (uréen) jednim
<islem intervalu (f,, T) a ziroven jsou body na AB uspofadany
a my fikame, 7e C, nasleduje na AB po C,, jestlize parametry
k nim ptislusné ¢,, ¢, nasleduji po sobé v intervalu (¢, T) (t. j.
je-i T>t,, jest t;>t). Na tomto podkladé muzeme vyjadfiti
integraly kf¥ivkové (I), (Il), (Ill) pomoei limitnich vvrazi.

Kladme k tomu cili fo<t,<t,<... < tvn—y<T=tn

x',':‘f(l,')y y'.-=¢(t,-), .E,':q’(f,'), 77,':‘0(7,') 7; ¢éislo v (l,__l, t,'),

[xo, Yol=4, [¥'n, yn=B; Axi=x'i—xi_y, AYi=Yi—Yi
Konverguji-li 4x';, 4y'i sou¢asné k nule, pak body [x'i—;, y'i—il
[x'i, y'i] konverguji na kfivce dané k témuZ bodu a rovnéz t; a
ti—, k téze hodnoté a tedy i ti—ti—; = 4f; k nule (a naopak,
konverguje-li gt; k nule. konverguje 4x'i, 4y’i k nule). Pak lze
psiti v disledku (I) za predpokladu, Ze f(x, y) jest na oblouku
AB kiivky K koneénou,

[f(x, y)dx = llmz F(&i, ) Ax"; (v)

K(AB) j=
pro lim Jx'5=0 a lim dy';i=0,

af |&, n| jest kterykoliv bod na K polozeny mezi [xj—;, yi—il.
[x5 ys]-

Avsak limita ve (IV) miize miti vyznam pro mnohem obeené;jsi
kFivky K, nez jaké svrchu pti definici (I) byly predpokladiny;
bude pak rovnice (IV) nim podkladem pro rozsifeni pojmu
kriokového integralu i pro takové krivky, jez do ustanoveni
horejsiho nebyly zahrnuty. Neexistuje-li urcita limita ve (I1V)
uvedend a vzdy taz, af 4x, Ay; jakkoliv konverguji k nule a
at [§, 7] jest jakykolio bod na K mezi [x)—,, yi—i], [x5, ys] Fi-
kati budeme, ze prFisluiny kriokooy integrdl nema oyznamu.
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Obdobn¢ stanovime (pouzivajice stiale t¢hoZ oznaleni opi-
rajiciho se o parametrické vyjidieni bodii na K)

n n
f [f(x,y) dx 4+ g(x, y) dy] = lim Z f (&, ni) x5+ limz &G, m dy'.  (1Vy)
K(AB) i=1 j=1

pro lim Adx'; =0, lim 4y'; =0.

Zvlasté pak jesté poloZzime (v souhlase s odstaveem 97,
poznamkou 3)

ff(x,y) dx =0, je-li (f) useCka pFimky rovnobézné s osou Y},
#)

fg(x, ydy =0, je-li («) Gsecka pfimky rovnobézné s osou X.
(a)

POZNAMK A. Podminku ..pro lim 4x,=0, lim dy';* vyskytu-
Jici se v definicich (IV) a (IV,) mazeme nahraditi podminkou
pozadujici, aby lim 4¢,=0, kde At;=t;—t;_,.

199. Jsou-li funkce @(f), ¢(f) vyskytujici se v parametrickém
vyjadieni kiivky K funkee majici derivace v intervalu (t,, 7),
pak limitni vvraz ve (1V,) lze vyjddFiti snadno (viz ptislu$nou
uvahu v odstavei 107) obyéejnym integrilem urcitym. Dostaneme
totiz r

[y dx + g,y dyl = [/ 9) 9O+ glo. ) ¥OLdE (V)
K(4B) fe
za predpokladu oviem, ze jednak kfivkovy integral ve (IV,) ma
vyznam a ze funkce f(p, )¢'(t), glp, Y)¥'(f) jsou v (f, T) integrace
schopny. Derivace ¢'(t), ¥'(f) nemusi ani ostatné v intervalu (f,, 7)
existovati v mnozstvi bodovém miry nulové.

PRIKLAD. Je-li ku pfikladu K kruinice o poloméru K a se stiedem
'v politku, polozime @(f) = Rcost, y({) =Rsint a

T .
f[f(x, y)ydx+g(x, y)dy) =Rf[—f(l\’ cost, Rsinf)sin (- g(ltcost, Ksinf)cos!]d!.
K(4B) i

Vztahuje-li se integrace k celému obvodu krulu, polozime ku piikladu
{,=0 a tedy T=2a.

200. Jest snadno za jistych omezujicich pfedpokladi nalézti
podminky pro funkece f(x, y), g(x, y) nutné a postacujici, aby
kiivkovy integral (III) mél vyznam, jestlize ovsem kiivka K jest
takovd, ze integral (1II) lze rozloziti v koneény pocet uréitych
integralt podle jedné¢ proménné. Avsak iv ptipad¢ obecnéjsim
lze takové podminky bez potizi odveoditi. U¢inime to za pred-
pokladu, .ze funkece ¢(f), (f) vyskytujici se v parametrickém
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vyjddieni ktivky K jsou funkee spojité a v intervalu (fy, 7)
s variaci koneénou.

Rozdélime-li za tohoto piedpokladu interval (f, T) body
ty, ts, ... ta—; na n intervald mensich (takZe, je-li ku ptikladu
to<<T, jest o<ty <t;<<...<ta—y<<T), mizeme klasti

k=9, y=vlr, E=0o(x) m=1p(w),
kde 7 jest libovolna hodnota intervalu (fx—,, tz). Vedle toho kla-

deme
ér = Variaci funkce ¢(f) v intervalu (tx—,, tk¥) (odst. 133)

a oznalime M resp. my; horni resp. dolni hranici funkénich hod-
not funkece f(x, y), kdyz ¢ probiha interval (fxr—,, fz). UvaZzujme
pak tyto C¢tyFi soucty

S, =2 Mi(6; + Axi), sl=z m; (i + dxj);
j j

Sy=Y, i@ — Ax1), sy =Y, my(% — xi).
j i

i=1,23...n
Pro kazdou z dvojic (S1, s1), (Su, si) lze provésti presné tytéz
uvahy jako v odstavei 83—87 pro souéty S, s. Jest tedy patrno
z dbvodit odstavece 86 Ze vidy existuji limity lim S;, lim si,
lim Sz, lim s;7 pro lim 4t;=0 a lim n= . Existuji tedy také
limity '
ylim ($;— 8;;) = limz M; Ax;, }lim (s; —s;) = limz mj dx;j.

Avsak limita ve (IV) se vyskytujiei, t. . limgf(fj, n))dx; existuje-li
pki libovolné poloze bodu 7; na (tj—,, t,), pak obé limity pravé
vypsané jsou si rovny, t. J.

lim Z(Mj — mj) dx; =0,
odkudz vyplyva véta:

Nutnd- podminka, aby existovala limita (1V) pro oblouk AB
krivky K o roonicich x = g(t), y = ¥(t) (pti ¢emz probiha-li ¢ in-
tevval (o, 7), probihd ptislusny bod cely oblouk 4B kt¥ivky K)
jest, jestlize @(t), ¥(t) jsou funkce spojité a ¢(t) nadto s variaci
konecénou, aby

limZ(Mj—mj)Ax;:O pro lim g4;=0, limn=o0. (s)

Této podmince jest vyhovéno, jestlize

limZ(Mj—m;)Iijl:O, prolim 44;=0, limn=o0. ()
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Avsak, je-li podminka priavé napsand splnéna, pak limita ve
(LV) jisté existuje p¥i libovolné poloze bodu 7; a jest rovna kazdé

z obou limit v (r), nebof vyraz ku prF. izzM,-—f(é',-, 7)) dx; | <
gZ(M,-—m,-)iAx,-?. Jest tedy podminka (t) postacitelna.

Tato postaéujici podminka jisté bude splnéna, jestlize jest
splnéna podminka

limE(Mj—mj)«)j:O pro lim 4(;=0 a limn=o0

nebof 4, > | 4x,'.
Obdobné podminky bylo by lze snadno napsati pro existenci
limit ddvajicich integraly

[et.ndy resp. [fx,y)dx+ g(x,y)dy
K(4B) K(4B)
za predpokladu, ze ¥(f) resp. obé funkce @(t), ¢(f) jsou funkee
s variaci konetnou. Nutnd a postacujici podminka pro existenci
téchto integralii jakoz i integralu ve (IV) jisté jest splnéna,
jsou-li f(x, y), 8(x, y) funkce spojité bodu |x, y| v oboru, na némz
probiha oblouk AB k¥ioky K.

Predchazejici vyvody predpokladaji, 7e f(x, y) resp. g(x, y)
jsou na oblouku AB kone¢né. Jak by se od tohoto piipadu preslo
ku ptipadu, e f(x, y) resp. g(x, y) stiva se na AB nekone¢nou
(ve kterémz pripadé pak bézi v podstaté o integrily nevlastni),
Jest nasnadé.

201. 7 ptisluSnych vét o integralech urditych a rovnic defi-
nujicich (1), (I1), (1), po ptipadé (IV),vyplyvaji ihned tyto vztahy,
v nichZz body A4, B, C jsou libovolné body kfivky K uréujici
jednozna¢né oblouky K(A4B), K(BC), K(AC)

JUtep dx+ g,y dy) = — [(fix,y) dx + g(x, ) dy), @
K(4B) K(B4)
[Uds+edp+ [(rdx +gdp = [(fdx + g dy). ()
K(4B) K(Bc) E(40)

Rovnice tyto jsou zdroven diisledek a zevSeobecnéni rovnic (I) a
(1) odstavee 95, 96. V tom pripadé, 7e by pouhymi koncovymi
body prislusny oblouk kiivky nebyl tiplné uréen (jako jest tomu
u kfivek uzavienych, ku pfikladu u kruhu, kde jest oblouk
svymi koncovymi body uréen dvojznacné), jest tfeba v rovnicich
(2) a (3) ptipojiti bliz8i vyznaceni pftislusnych obloukd, aby
symboly tam se vyskytujici mély nalezity vyznam. Podstatné
jest v (2), ze K(AB), K(BA) jsou tytéi oblouky a integraly tam
Petr, Iuntegrélni pocet, 2. v. - 29
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se vyskytujici lisi se jenom zaménou mezi (¢i jinak ,.smérem*,
ve kterém se integruje). V rovnici (3) jest pak ta okolnost pod-
statnd, Ze k jeji obecné platnosti se nutné oyrozumiod, ze souhrn
obloukit K(AB), K(BC) toori oblouk K(AC).

202. Se zietelem k dilezitosti ptislusnyeh pojmi v integralnim
poc¢tu a teorii funkéni jest t¥eba zavésti néktera pojmenovani
pro k¥ivky rovinné v nasledujieim Castéji uzivani. K¥ivku danou
rovnicemi (¢) budeme nazyvati kFivkou spojitou spojujici body
A4, B o soutadnicich [@(t,), ¥(to)] resp. [@(T), w(T)). Méni-li se ¢
monotonné (t. j.stale bud rostouc anebho klesajic podle toho, zda
to<T City>T)odtydo T, zaujima bod M osoutadnicich |p(t), ¥(t)]
na té kiivee postupné rizné polohy a fikame kritce, Zze se po-
hybuje na oblouku 4B ve sméru od A ku B, anebo také, ze po-
stupujeme na K od 4 ku B. P#i tomto pohybu (resp. postupovani)
muze se sice stiti, ze poloha bodu M jest pro rizna ¢ intervalu
(te, T) tiz; pro jednoduchost viak pripustime se zfetelem
k nasledujicim dvahdm, 7e to muZe nastati toliko pro koneény
pocet hodnot intervalu (¢, 7). V tomto pripadé Fikime, Ze oblouk
AB sim sebe (v tom kone¢ném poctu bodid) protind (aneb téz,
7e md body mnohonisobné). Neprotina-li oblouk AB sim sebe,
prislusi riznym f rizné dvojice hodnot ¢(t), ¥(f).

Konecné lze pojmy zde zavedené heze vieho prevésti na kiivky
v prostoru trojrozmérném, stanovené rovnicemi

x=o(), y=vy({l), z=x; ¢ v intervalu (,,7);

a obecné na ,ktivky* v prostorech vicerozmérnych.

203. Zvlastnich stanoveni vyzaduji integrily kfivkové podle
uzavienych kiivek se meprotinajicich. Pod uzavienou k¥ivkon
K se neproiinajici budeme vyrozumivati kiivku, ktera déli celou
rovinu ve dvé ¢asti souvislé (DP 189); jednu konecnou (soufadnice
x, y bodd této ¢isti jsou vesméCs co do absolutni hodnoty mensi
nez jisté &slo D), druhon do nekonec¢na se prostirajici. Cast
kone¢nou budeme nazyvati onitFek uzaviené kiivky se nepro-
tinajici, ¢ast nekonecnou pnéjiek. P¥i tom v okoli kazdého bodu
na kfivce K nachizeji se body z obou ¢asti, v néz sc rovina
kiivkou K rozpada, a jsou tedy viechny body kiivky K hranic-
nimi body oboru daného vnitikem, aviak také oboru daného
vnéjskem kiivky K.

Na uzavicné kiivce se neprotinajici budeme rozeznavati
smér kladny a smér zaporny. Stanoveni téchto sméru cini se
zpravidla zivislym na vzdjemné poloze os soufadnveh OX, OY.
Stoji-li'pozorovatel v pocitku soufadnie, divaje se ve sméru OX
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(rostoucich x). pak OY (a tedy pilrovina kladnych y). maze byti
bud na levé anebo na pravé strané. Pro ndsledujici stanovime
(jakoz jest obvyklo), Ze kladnd ¢dst osy Y jest na levé strané.
V souhlase s tim stanovime, Ze postupujeme po uzavfené krivce
se neprotinajici ve sméru kladném, je-li onitrek jeji po levé
strané. Smér protivny pak kladnému jest zdporny.

Jsou-li 4, B, C t¥i rizné body uzaviené kiivky se neproti-
najici, pak ol)louky AB, BC, CA jsou uplné diany na zdkladé
predpokladu které uclinime. Ze bod C neni na oblouku 4B, 7¢
-bod B neni na oblouku CA4 a 7e bod A kone¢né neni na oblouku
BC. Probihime-li pak oblouk 4B (postupujice ovSem stile v tém7,
sméru) od 4 k B, déle oblouk BC od B k C a oblouk CA4 od C
k A, postupujeme ve viech tfech ptipadech v 1émZ sméru. Je-li
smér od 4 k B na daném oblouku 4B kladny, stanovime k¥ivko-
vy integridl podle uzaviené kfivky K ve sméru kladném touto
rovnici

ff(x Y dx=[f(x.y) dx + [£(x, y) dx + [F(x.y) dx

K(4AB) K(BC) E(C4)

a podobné ty7 integrdl ve sméru zaporném

[f(x, y)dx —ff(x, y)dx +ff(x y)dx —|—ff(x, y) dx.

K(BA) E(4C) E(CB)

Misto K; budeme psati téZ pouze K. Jest jasno z (2), ze
ff(»", y) dx=—ff(x, y)dx.
K ol

POZNAMKA. Kiivka spojitd o rovnicich x = ¢(f), y = ¢(f), kde
@(f) a @(f) jsou spojité funkce v intervalu (t,, 7) a takové, zZe
ruznym t uvniti (fp, 7) ptisludeji rizné body, hranicim pak ¢, 7
intervalu (f,, 7) tyz bod roviny XY (@(t,) = @(T), w(t,) = w(T)),
jest, jak po prvé dokizal Jordan, ¢ira uzaviena se neprotinajici
ve smyslu horni definice (v Cours d’Analyse, 2. vyd., sv. [, odst. 96
a nasl*). Vedle toho lze v tomto pfipadé kfivek uzavienych
a zdroven spojitych jasné definovati réeni, ze postupujeme na K
uré¢itym smérem, ku piikladu smérem rostoucich ¢, nisledkem
¢ehoz na takové Cary (uzaviené a zaroven spojité) se v téio
kapitole omezime, majice zietel zaroven k tomu, ze jest to sku-
pina kfivek velmi obecnd a ndzoru nejvice ptistupni. Avsak

*) Spisovatel této knihy uvefejnil ditkaz Jordanovy véty v Casopise
pro pést. mat. a fys., sv. 53, str. 149 a pozdéji ponékud zjednoduseny a po-

drobnéji provedeny ve Spisech vydavanych pFirodovédeckou fakultou univ.
Karlovy, ¢ t1, r. 1924.

29*



452

i pro definici sméru kladného resp. ziporného na uzaviené kfivee
se neprotinajici mizeme dati obecnéjsi stanoveni, nez svrchu
bylo dino (které se. vyhradné opird o ndzor a hodi se tudiz
pouze pro kfivky majici v jednotlivyeh svych bodech te¢ny
resp. telny zprava a zleva). Jelikoz vsak to stanoveni by vy-
zadovalo ponékud obsirnéjsiho vykladu, spokojime se se stano-
venim hofejSim, které posta¢i k ustanoveni sméru kladného
v bodech v nichZ kfivka ma tecnu, a které lze nahraditi vyrokem,
7e teéna ve sméru kladném a norméla do onitFku maji touz
relativni polohu jako pifimka majici kladny smér osy X a pfimka
majici kladny smér osy Y.

Mizeme téZ brati v ivahu ¢iry uzaviené spojité se protina-
jici; to jsou ty, jez déli rovinu v nékolik ¢asti souvislych a kde,
piseme-li jejich rovnici ve tvaru x = @(t), y=v(f), funkce ¢(t), ¥(f)
nabyvaji tychZ hodnot je5té pro jiné hodnoty argumentu f nez
pouze pro t=ty, a t=T.

204. Je-li ¢ast roviny XY, tvotici jisty souvisly obor £, onte-
zena nékolika C¢arami spojitymi, uzavienymi, se neprotinajicimi
a obsahujicimi veskeré body hranié¢ni oboru & (a Zadné jiné body),
lze ¢ary ty roztfiditi vzdy v ¢ary dvojiho druhu.

1. Cary takové 7e obor 2 jest cely uvnitf té uzaviené &iry
spojité se neprotinajici. Cira takovd oividné miize byti pfi
daném souvislém oboru 2 nejvys jedind a obor £ tvofi bud
Cast vnittku té ¢ary (nehledime-li k hrani¢nim bodim oboru £2)
aneb obor 2 shoduje se s vnititkem celym (zase nehledé k hra-
ni¢nim bodim). V tomto poslednim pripadé jest obor 2 omezen
vibec toliko jedinou ¢arou spojitou a uzavienou, se neprotinajici.

2. Cary takové, ze obor Q jest cely vné té ¢ary. Car ta-
kovych mize byti u souvislého oboru nékolik.

V prvém ptipadé tikdame, Ze Cira tvoFi onéjsi ohraniceni
oboru 2; v ptipadé druhém tvof¥i ¢iry (Cira) pnitfni ohraniceni
oboru Q.

Jestlize obor £ neni souvisly, mize byti i Car tvoficich
vnéjsi ohrani¢eni (a které jsou definovdny tim, ze vnitiek té
spojité, uzaviené ¢ary se neprotinajici obsahuje ¢ist oboru £,
pFi CemZ &ara ta obsahuje jenom hrami¢ni body té &asti; po
piipadé jest cely vnitfek ¢asti oboru £2) nékolik. Obdobné jest
tfeba pozméniti pfi obgrech nesouvislych i definici vnitfniho
ohraniceni.

Tak v obr. 9, tvofi K, vnéjsi, K, vnitini ohraniceni vycar-
kovaného oboru; pfti nevycarkované Casti roviny, ktera neni sou-
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vislym oborem (skladajic se ze dvou ¢&asti od sebe oddélenych),
jest K, vnitini, K; vnéjSi ohranileni jeji. V obrazei 9, jest
k'. k", i k'y3k”; vnéjsi ohranic¢eni oboru vyéiarkovaného. Pfi oboru
nevycarkovaném jest k; k", vnitini, k”; k', vnéjsi ohraniceni jeho.

Rikame pak, e probihdme ohraniceni oboru 2 pe sméru
kladném, je-li (pti svrchu zvolené vzajemné poloze os OX, OY)
éast oboru Q sousedici s pravé probihanym ohranicenim na levé
strané. Checeme-li ku ptikladu probéhnouti ohrani¢eni oboru £
v obr. 9, ve sméru kladném, musime probéhnouti uzavienou
kiivku K, ve sméru kladném a uzavienou kiivku K, ve sméru
zaporném.

Na zakladé pfedchazejiciho stanoveni jest patrny vyznam
pojmu yintegral z funkce f(x, y) podle ohraniéeni oboru 2* (pfi

Obr. 92.

¢emz se vyrozumiva samo sebou integrace ve sméru kladném
po ohraniceni oboru £). Jest to soucet ktivkovych integrald
z funkce f(x, y) podle kfivek tvoficich celé ohraniéeni oboru
£, pti ¢emz integrily podle kiivek tvoficich ohraniceni vnéjsi
se pocitaji ve sméru kladném, podle ktivek tvoficich ohrani-
C¢eni vnitini ve sméru zaporném. Ohrani¢eni oboru @ zna¢me
Ko; pak mizeme pro integril podle ohrani¢eni oboru 2 v obr.
9, psati, rozkladajice jej ve dva integraly kiivkové,

Jresyydx =[£G y) dx + [£x, 9 dx =[x, p) dx = [ex, ) dx
Kq K+ Ky K, K.

a podobné pii obr. 9,
Jree, vy dx = [7x, 5y dx + [Fx, ) .
Kg

kltl+k1l klI'+kI’
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205. Rovnice Greenova pro 2 proménné. Budiz dan v roviné
XY obor Q konefny, omezeny uzavienou, spojitou kfivkou K.
Tato kfivka nechf je obsazena mezi pofadnicemi x=a, x=2>
a nechf kazda poradnice mezi témito dvéma probihajici protina
K ve dvou bodech (viz obr. 10; tu jest pfedpokladano OA4 =a,
OB = b; rovnéz v obr. 11). Pak miizeme kfivku K, pokud bézi
o body, jejichz x jest uvnitk intervalu (a, b), rozdéliti ve dvé éasti,
tak7e na jedné Casti jest rovmice té kiivky y = ¢y(x), na druhé
pak y=@,(x); bud @y(x) > @,(x).

Y

y-qx

o4

Obr. 10,

Uvazujme pak integrdl dvojnisobny
OP(x, y)
fzxf oy dy @

majici vyznam; pii tom samoziejmé ¢inime o P(x, y) piredpoklad,
7e jest funkce majici derivaci podle y, kterdazto derivace jest
na £ koneénd a podle y integrace (ve smyslu definice C.-R.)
schopna a to v intervalu (@;(x), @,(x)), af jest x jakdkoliv hodnota
v (a. b). Aby potomni integrace podle x méla vyznam, uéinime
dalsi predpoklad, ze P(x, y) jest spojitou funkci bodu [x, y| na
Q (inclusive hranic). Provedeme-li integraci podle y. obdrzime
pro ten integral '

f ax[ 2 ay= f [P(x, 3a(x)) — P(x, ¢1(x))] d,

aneb
fdr —dy_—[P(x,y)dx. )
Kq

Rovnice tato zlistiva v platnosti i tenkrite, kdyz obor 2 jest
¢astecné omezen pfimkami rovnobéznymi s osou Y. Tak ku p¥i-
kladu v obr. 11 jest obor 2 omezen Casti poradnice patiici k ab-
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scisse OB: jelikoz pak k¥ivkovy integral podle proménné x
vzaty podél té Cisti poradnice jest podle (IV,) roven nule, jest
i tu spravna rovnice (5).

Rovnice (3) se ihned rozsifuje i pro ten pFipad slozitéjsich
kiivek K, pti kterych pofadnice mezi krajnimi pofadnicemi polo-
zené protinaji K i ve vice bodech, avsak v kone¢ném poétu, i pro
piipad, 7Ze obor 2 jest omezen nékolika k¥ivkami, viz odstavee 179.
(Ctenai nechf provede toto roziifeni pro obory @ znizornéné
obr. 6 a 7 toho odstavee.)

Za obdobnych supposici pro funkeci Q(x,y) a obor £ vy-
plyva stejné

Jay[Lax=+[aw pay. ©
2 Eq

Je-li pak funkece Q(x, y) takova, ze lze pofad integraéni ve dooj-
nasobném integralu (6) zaméniti, k ¢emuZ postaéi, aby 3Q/ax,
kterd jest podle dosavadniho pfedpokladu ve smyslu definice
C.-R. v jistych intervalech (zivislych na y) podle x integrace
schopna, byla i podle y integrace schopna stejné jako dP/oy,
mizeme rovnice (4) a (6) shfnouti v jednu a psati ji ve tvaru

Jas[ (3¢ ~37) av= [P ax+ Qap. @
2 Kq

Rovnice tato nazyvd se obyéejné formule Greenova, néktefi pak
autofi Fikaji ji formule Riemannova.

Za nilezité zménénych pfedpokladd lze posledni rovnici téz
psati

Jasf %% _ %) dx= [(Pdx+ Qdy). @)
2 Ko

Obé tyto rovnice jsou soucasné platny, jestlize P,Q jsou spojité
funkce bodu [x,y] na Qi s hranicemi a derivace 3P/dy, 3Q/dx jsou
funkce na 2 kone¢né a integrace schopné i podle x, i podle y
v jistych intervalech vymezenvch oborem L.

206. Cauchyova integralni véta. Uplné diferencialy. Budi
dile za predpokladii ke koneci predehizejiciho odstavce uvede-
nych 3Q_oP

Ix Yy
pro vsecky body oboru 2. Pak vyplyva z (7)

f(de+Qdy)=o, ®)
Ko
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coz jest t. zv. integralni véta Cauchyova (Comptes Rendus sv.
23, r. 1846). MéjmeZ nyni obor 2,, ktery jest omezen jedinou
uzavienou ¢arou a ve kterém jsou funkce P, Q spojité a ko-
ne¢né funkce bodu [x, y|, jez maji derivace aP/dy, d3Q/dx, hoviei
rovnici dP/ay = 3Q/ox, kterézto derivace jsou podle x i podle y
integrace schopny (podle C.-R.). Uvazujme pak dvé spojité
kfivky K, K; spojujici dva body [x,, yl, [X, Y] uvniti £, a ma-
jici vlastnost, ze kazda rovnobézka s osou X resp. Y protina
je v kone¢ném pocétu bodd. Zvolime si jeSté tieti ¢édru rovné’
spojujici body [xo, Yo, [X, Y] a probihajici uvnité 2, a majici
vlastnost, ze kazdd rovnobézka s osou X resp. ¥ protina ji
v kone¢ném poétu bodi; dile budeme od této tieti ¢ary poza-
dovati, aby ani s K, ani s K, neméla jinych bodi spole¢nvych nez
body [x¢, Yo, [X, Y]. Ozna¢ime tuto tfeti ¢éaru K,. Pak K, s K,
tvofi dohromady uzavienou ¢iaru omezujici jisty obor £, jehoz
ohrani¢eni probihdame stile v tém? sméru, probihiame-li éaru K,
ve sméru od bodu [xy, yo] k (X, Y] a pak K, ve sméru od [X. Y]
k [xo, yo]. Podle (8) tedy jest, znac¢ime-li body [xy, yo], [X, Y]
kratce A,, A a uzivime-li oznaceni odstavee 197

[(Pdx+Qay)+[(Pdx +Qdy)=0
K,(4,4) Ko (44,)
aneb
f(de-I—Qdy):f(de+ Qdy).
K(A,4) Ko(d,4)
Stejné jest .
[@dx+Qdy=[(Pdx+Qay).
Ru(4,4) Fu(4,4)
Z obou poslednich néisleduje

(Pdx+Qdy)=[(Pdx+ Qdy), o)
K,(4,4) Ky(A,4)

t. j. za u¢inénych piedpokladii (o funkcich P, Q a o ¢arach
K,, K;) nezavisi integrily (9) na ¢ardach body [x, yo, [X, Y] spo-
jujicich; abychom jejich moZnou zavislost na hodnotich [xo, yol,
[X, Y] vytkli, budeme je vypisovati symboly ziavislost tuto jasné
vyznacujicimi

[X, T

JPdx+Qadyy =P, ¥; xo, o). (19)

[Ze, 7]

Nisledkem této véty jest patrné, je-li také bod (x,, y.)
uvnitt oboru Q,,
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[X, Y] [z, 11] [z, 4]

j(de—i—Qdy)+f(Pdv+Qdy)—j(Pdv—l—Qdy)
[Z0, Yo X, Y] [zs, #o]
aneb jinak
DX, Y; xo. yo) + P(xp, y1: X, Y) = P(xy, Y15 X0, Yo (11)

nebot lze ty t¥i body (xo, yo). (X, Y), (x1, y,) spojiti ¢arami
uvnitt oboru 2, probihajicimi. Poc¢itejme na zikladé posledni
rovnice derivaci funkce @(X, Y; xo, yo) podle X. Zvolme si na
pitimece y=Y bod (X+h, Y) tak, aby usecka spojujici bod
(X+h, Y) s bodem (X, Y) byla celd uvnité £,, a dosadme do (11)
za x;,=X+h, y, =Y. Dostaneme

DX+, ¥V;xy0) — P, ¥; x0,y0) = P(X + b, Y; X, ).
V integrilu poslednim @(X+h. Y; X, Y) zvolime si za ¢iru in-
tegraéni pravé pfimku spojujici oba mezné body integralu;
i jest podle (IV,) a podle véty o stfedni hodnoté

[X+h, Y] X+h
S(X+hY;X, Y)_f(de-}-Qdy)_fP(x,))dx—hP(X—l—@h ¥) 0<O<t
(X, 7]

a ted
Y extny o) = HO Vi )

=P(X + 6h, Y).

Limita na pravé strané pro lim h=0 existuje, ai h jakkoliv
konverguje k nule (nebof P(x, y) jest v £, spojitd). a tudiz
i existuje limita levé strany, jez jest derivaci funkece @(X,Y; xo,yo)

podle X, a jest
AP(X, T x4, Yo)

. x  —T&ED
a rovnez B(X, ) )

Jsou tedy P(X,Y), Q(X,Y) derivace jedné a téze funkce o pro-
ménnvch X, Y podle X, resp. podle Y definované integralem (10)
v oboru £2,. Takovyeh funkei v3ak podle pfedchéizejiciho jest
neomezené mnoho; bod (x,, y,). na némz ziskany pro né vyraz
zdvisi, mizeme si totiz zvoliti libovolné; ze zndmé pak véty
o funkcich majicich v (a, b) derivace identické vyplyva ihned,
ze dvé takové funkce (jejichz derivace podle X resp. podle Y
v oboru £, existuji a jsou rovny P(X, Y),resp. Q(X, ¥)) maji
rozdil rovny v 2, konstanté. Budiz F(X, Y) jedna z téch funkei
danych v 2, jejichz derivace podle X.Y jsou P(X,Y), resp.
Q(X. Y); pak jest v £,

(X, Y; xo, yo) = F(X, Y) + konst.  (DP, 107)
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Klademe-li v této rovniei X=xy, Y=y,, dostaneme ihned

0 = F(xy, Yo) + konst., konst. = — F(ag, Yo)
a tedy
DX, Y; x0, yo) = F(X, Y) — F(x0, yo)
aneb X, 7]
[P dx+Qdy)=F(X, 1) — F(x0. yo).
[Zo) ¥e]

Postacitelna podminka, aby funkce P(x,y), Q(x, y), o £,
spojité to funkce x,y a o derivacich 3P/dy, 3Q/3x D £y konec-
nych a podle x i podle y v 2, integrace schopnych, byly o 2,
derivacemi jisté funkce, a to P(x, y) derivaci podle x, Q(x, y)
derivaci podle y, jest

P _20
oy ox
Je-li tato podminka splnéna, jest vyraz P(x, y)dx + Q(x, y)dy
uplny diferencial funkce F(x,y) dané integralem krivkooym
(X, ¥]
[(P(x, y) dx+ Q. y) dy) = F(X, ¥) — F(x00 yo)
[Z0, Yo}
af integraci provddime podle jakékolip édary oborem £, probi-
hajici.*) Pri tom jest obor 2, omezen jedinou éarou uzaorenou.
Ze vskutku jest P(x, y)dx+ Q(x, y)dy iplnym diferencidlem
funkce F(x, y), vyplyne z posledni rovnice, dosadime-li v ni
[X. Y] = [xo+ Ax, yo + 4y|, pFi éemz piirtstky 4x, 4y volime jiz
tak malé, aby lomend ¢&ira spojujici po Fadé body [xo. Yol
[xo + Ax, yo|, [x0 + Ax, yo+ Ay| byla cela v 2,. Volime-li pii tom
za integraéni ¢iaru pravé tuto lomenou éiru, vyplyva z rovnice
posledni ihned

[24+ Az, ¥0) [1.+Az', Yo+ 4y]
F(xo+ 4%, yo+ 4y) — Flxo, yo) = [(P dx + Qdy) +[(Pdx + Qdy) =
[Zo, ¥a] (2o + 43, ¥,

Zo+ Az Yo+ dy .
= [ P(x.ya) dx—+ [ Qretdx,y) dy=P (ot 045,y A5+ Qolxot-Ax,yo -6 dy) Ay,
Z, Yo
pfi ¢emZ pouzito véty o stiedni hodnoté a 0 <O < 1,0< & < 1.
Se zfetelem k tomu viak. Ze P(x, y), Q(x, y) jsou spojité funkce
bodu [x, y] v £, jest dale
F(xo+ dx, yo+ dy) — F(xo, Yo) = P(x0, Yo) 4% + Q(xo, yo) Ay + e(|dx |+ |4y ),
kde ¢ jest funkce zivisla na xy, yo, 4x, 4y a takova, Ze lim e =0
pro lim 4x =1lim 4y =0. Tim vsak tvrzeni ve vété uvedené (Ze

*) Oviem ¢&éry druhu tu uvaZovaného. Rozsifeni pro ¢dry obecnéjsiho
druhu podino bude pozdéji v odstavci 208.



459

Pdx+Qdy jest totilni diferencial funkce F(x, y) v 2) dokdazino,
nebot [x,, yo] jest libovolny bod v £,. (Viz DP 194.)

POZNAMKA. Te spojité funkce P(x,y) a Q(x, y) jsou deri-
vacemi jedné a téze funkee, vyplynulo v pfedchdzejicich ivahach
pouze z té okolnosti, Ze integral

[X, ¥]
f (Pdx 4 Q dx) (a)

[Z4, W)

zdvisi toliko na meznych bodech [X, Y|, [x, yo| a nezavisi na in-
tegracni ¢dafe mezné body spojujici a v £, probihajici. PFi tom
jsou mezné body dva libovolné body uvnité oboru 2, a jako
éary integradni jsme brali v ivahu jenom takové, Ze rovnobézky
s X resp. Y protinaji je v koneéném poétu bodi. Nasledkem
toho jest v predchazejicich ivahich obsaZen také dikaz véty:

Nutnd a postaéujici podminka, aby integral (@) byl neza-
visly na integracéni édare mezné body (X, Y], |x., yo| spojujici a o 82,
probihajici, jest za predpokladu, ze P, Q, 3aP/oy, 3Q/sx jsou ko-
neéné funkce o £, prvé pak dvé spojité funkee bodu [x, yl
v 2, a druhé dv¢ integrace schopné podle x a podle y v £,
didna roonici dP/d3y = 3Q/ox splnénou pro vsecky body [x,y]
oboru Q,.

K tomu jest jeSté poznamenati, ze, je-li (a) nezavislo na
integracni ¢dte pfi jisté dvojici meznych bodi [X, Y}, [xe. Yo] Vv 0,
jest nezavislo té7 na integracéni ¢afe pri kazdé jiné dvojici mez-
nych bodd v £, se nachazejicich.

207. Vypoéet integralu z totalniho diferencialu. Ku prakti-
ckému vypoltu funkece F(x, y) z daného totilniho diferencidlu-
Pdx+ Qdy jest vhodno vypoéisti integrdl z totdlniho diferen-
cialu podle zvlasf jednoduché integraéni ¢ary. Bod (X, Y) mii-
zeme si zvoliti libovolné; bod (x,, y,) tak, aby lomena ¢ira slozena
z obou tsecek spojujicich po Fadé bod (x4, yo) s (X, yo), pak bod
(X.yo) s (X, Y) byla obsaZena v £,. Dostaneme integrujice postupné&
podle jednotlivyeh piimek podle (1V,)

LY, vl X
J®y) dx 4+ Qx,9) dy) =[Pix. yo) d,
[Zg, ] To
(X, ¥) Y
[Py dx + Q. y) dyy=[Q(X, ) dy
Yo

[X, yo)

a tedy



X ¥
F(X, 1) = F (<o, yo) =[ P(x, yo) dx +[ Q(X. v) d, (12)

T, Yo

&imz vypocet funkce F(X, Y) pieveden na dvé jednoduché
integrace. .

PRIKLAD 1. Vypotitati jest F(x,y) patfici k dplnému diferenciélu

—I+y dx_+3x+y+2d
*+y+1? (x+y+ 1)

Ze tento vyraz jest vskutku tiplny diferencial, &tenaf snadno se derivovdnim
presvédéi. Funkece P(x, y), Q(x,y), jakoZ i jejich derivace jsou spojité ve
viech bodech roviny vyjma body ptimky x+y-+1=0, v jejichz okoli zmi-
néné funkce stivaji se nekoneénymi. Za obor 2, miZeme si tedy zvoliti libo-
volny obor neobsahujici body pfimky x 4y -+ 1=0; ku piikladu omezime
jej obloukem kruhu x?4- y®?=R?® a tétivou kruhu poloZenou na pfimce
x4+y+1—e=0. PF tom si miZeme zvoliti R libovolné veliké a kladné
&islo ¢ libovolné malé. Zvolime si &£ <1, takZe pocitek nachézi se v oboru
£,, a poloZime x, =0, Yy, =0,
Pak jest podle (12)

4
3X+y+2

S TE s

X
—x
F(X, Y)-F(o,o)_ofmdx
Provedeme-li naznacené integrace, dostuneme

F(X, Y)—F(0,0)=[—log (X + 1)_%+1+1]+

2X +1 2X +17_
+[—log(X+Y+1)+log(xn_Ln)+ i — 7=

=—log(X+Y+1)+%,

<imZ hledand funkce F(x,y) nalezena a to pro obor libovolny v té poloviné
roviny XY rozpilené pfimkou x+y-1, kterd obsahuje bod (0, 0). Pro druhou
polovinu roviny dostali bychom poétem stejnym

F(X, Y) = konst. — log [— (X + ¥ + 1)] + ﬁ%
PRIKLAD 2. K iiplnému diferenciélu
—ydx+ xdy
x4yt

pFislusny obor Q, nesmi obsahovati bod (0, 0), ma-li byti pfipustno pouziti
vE&t svrchu odvozenych. Kdybychom sestrojili mezikruzi pomoci kruhi
x? 4y = R?, x"+ y? = ¢?, dostali bychom sice obor, ve kterém v naSem pfi-
padé funkce P, Q i jejich derivace jsou spojité a kone¢né, aviak nebyl by
to obor omezeny jedinou uzavienou &arou. Abychom takovy obor Q, dostali.
odstranime z mezikruzi pds pomoci dvou rovnobé&znych tseéek jdoucich od
kruhu vnitfniho ke vnéjSimu, jejichZ rovnice jsou ku piikladu y=-+¢.
y=—¢,0<e <¢e a jeZ jsou ziplna obsaZeny v piilroviné o zipornych x
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(viz obr. 12). V oboru &, tak vzniklém lze vypocitati funkeci spojitou, jejiz
iplny diferencial jest viady dany vyraz.
Lze ji pomoci funkce arctg v oboru @, definovati rovnicemi

¥

F(x,y)= arctg; pro x>0.
F(x,y):% pro x=0, y >0
F(x,y]=—% pro x=0, y<o0

Flry)=aretgL 47 pro x<0, y>0

Flx,y)=arctgf—n  pro x<0, y <o,

™

A':

ol s
&L/

Obr. 12.

aneb prostéji pomoei hlavni hodnoty amplitudy ¢isla komplexniho x - iy
rovnici L
F(x, y) = ampl (x + iy).

Pfimky 4B, A’B' miizeme zvoliti sob& libovolné blizko; pro zjednodu-
Seni pfedstavujeme si je obyéejné jakozto splyvajici, zde splyvajici s osou
X ; piisluSnou ¢ast osy X nazyvame pak Fezem. Neni snad tfeba ani podoty-
kati, Ze Fez nemusi byti pfimocary. Rez podrZi povahu &ary dvojité; chceme-li
probéhnouti celé ohrani¢eni oboru £, (o kterém se vyzaduje, aby se sklddalo
z jedné uzaviené éary), musime probéhnouti Fez dvakrate; funkce F(x, y)
na obou ,bfezich* fezu (4B, A’B’) nabyva hodnoty, jejichZz rozdil v stejno-
lehlych bodech jest staly a rovny 2.

Oboru £, se fika obor jednoduse souvisly. Jest charakte-
risovian téZ tim, Ze Cdra spojujici dva body toho oboru a pro-
bihajici uvnitf oboru da se spojité pteménit v kazdou jinou ¢aru
toho oboru ty dva body spojujici. Jina charakteristickd vlastnost
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-oboru jednoduse souvislého dvojrozmérného jest ta, ze kazda
<ara spojujici dva body ohrani¢eni oboru £, a v £, probihajici
‘rozdéluje 2, ve dvé (po piipadé i vice) Casti. Mezikruzi podle
této posledni definice neni oborem jednoduSe souvislym; nebof
Cast potoméru spojujici jeden bod vnéjsiho s jednim bodem
vnitiniho kruhu nerozdéluje mezikruzi ve dvé casti.

208. Integraly z uplného diferencialu podél obecnéjsich kri-
vek integracénich. Je-li P dx+ Q dy uplny diferencidl funkee
F(x,y) takovy,ze P, Q jsou funkce spojité bodu [x, y] a 7e existuji
derivace 3P/dy, 3Q/dx, jeZz jsou sobé rovné, konecné a integrace
schopné i podle x, i podle y (viecko to platno v oboru £,), pak
podle pfedchéazejiciho vime, ze integral kiivkovy

X, ]
[0 dx+Qdy)=F (X, ¥) — F(xo y) U
(20, we]
a to podle vsech ktivek spojujicich body [xo, yol, [X, Y] a pro-
bihajicich uvniti £, jez jsou protindny rovnobé’kami podle
osy X i podle osy Y v kone¢ném poétu bodi. Roziifime vSak
vysledek (I) i pro integra¢ni kiivky (spojujici oba body a pro-
bihajici uvnité £2,) spojité o rovmicich x=¢(f), y=y(f), kde
@(t) a Y(t) jsou funkece v prislusnych intervalech spojité a s va-
riaci kone¢nou. Budiz dile x, = ¢(t,), yo = v(ty), X = @(T), Y=w(T),
kde 7T > t,, a oznaéme body [x,, yo), [X, Y] kratece A,, A a kiivku
danou tyto body spojujici K.

Rozdélme interval (t,, T) body f,, t,. ... . ta—; na intervaly
mensi tak, ze t; —t;—; jest kladné a menSi nezy proi=1,2,....n;

{t,=T). Pak, je-li € ¢islo kladné libovolné zvolené,

n
[P dx+Qdy) =Y (Plxi-y, yiz) Axi+ Qxics, yi-) Ayd | <t ()

K(4,4) T
kde xi = 9(t:), yi = ¢(t:), zvolime-li si jenom 75 dosti malé (a n dosti
veliké); viz odstavec 198, 200.

Budiz dale IT polygondlni c¢ira skladajici se z n dsecek
spojujicich body [xi—,, yi—], [*iy], i=1,2,..., n. Neni-li 4 jiz
dosti malé, aby viecky tyto tsetky se nachdzely uvniti £,
umensime jesté dale 7, aby tato okolnost nastala. Pak patti
polygonélni ¢ara IT mezi kiivky, pro néz jest splnén vztah (1)
a tedy '

J1Pdx+ Qdy)=F(X, ¥) = Fixo. yo. )

7
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Dile budeme pozadovati. aby |dxi| <7, 4dyi'<7%': nejsou-li
jiz tyto vztahy splnény, sta¢i misto uzivaného pravé n zavésii
nové n dosti malé (a n dosti veliké), aby tomu tak bylo. Cislo
kladné %' ncchf pak jest takové, aby bylo

| Px,y) = P(x" y) 1< s Qe ) — Q' 9 [ < 3=
1 2
pro viecka [x,y), [x".y] oboru &,, pro néz x—x'| <9/, ly—y'| <,
pti tom V,, V, jsou variacc funkei ¢(t), ¥(f) v intervalu (t,, T);
coz jest mozno v diasledku piedpoklidané spojitosti funkei
P. Q v oboru £,. Potom vsak jest pro integrial podle useCky
{xi—1, yi—), [xi, y] podle véty o stfedni hodnoté
(z;, ¥;]
[P dx + Qdy) — (P(xims. yim1) Axi + QUxim, yie1) A | <
zi—1 ¥i-1]

r|Ax. elAl/.l

|y el dyil

a tedy
: f(de +Qdy) —Z (P (Xis, Yiz1) Axi~ Q(xiesy yiz1) Agi) | <
o 1

n

n
t i ) & . 9
<v:2=“x"+v,¥"'y"§--"-

1

7. tohoto vztahu a z (+). pak z (—) nasleduje ihned

|[(P dx 4+ Qdy) — (FX, 1) — Flxo. yo)) | < 3¢.
E(4,4)
PonévadZz pak levd strana jest na & nezavisld a & si miizeme
zvoliti libovolné malé, jest

JPdx+Qady)=FX. ) — Flxu. yo)
K(A,4)
a platnost rovnice (I) roziitena i pro kFioky spojité o roonicich
x=9(t), y=y(t), kde @(t) a ¥(t) jsou funkce s variaci konec-
nou o (t,, T). .

209. Kfivkové integraly p¥i tfech a vice proménnych. Pojem
integralu kiivkového da se beze zmény pfencésti na m promén-
nych a lze ku ptikladu zptsobem tvinz jako p#i dvou pro-
ménnych definovati integral (budiz m=73)

[1Pix, y, 7 dx + QUx, g, 7) dy + Rix, y, 2) dal, 0
R(1B)

kde K(AB) jest oblouk kiivky spojité o rovnicich x=p(f),
y=v(t), z=x(l). pti Cemz @(f), (), 2(t) jsou funkce spojité a
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s variaci konelnou v pfFislusném intervalu. Integril dany bude
miti v pfipad¢ tomto zejména tenkrate vyznam, jsou-li P, Q, R
funkce spojité bodu [x,y,z] v oboru pFichdzejicim o uvahu,
coz o nasledujicim stale pro jednoduchost budeme predpokladati.

Na zdikladé tohoto pfedpokladu mizeme (abychom ziskali
pomicku k odvozeni vét o totilnich diferencialech i pti m pro-
ménnych) definici pro integral (1) ponékud jinak upraviti. Body
A, B necht jsou dany stile v soufadnicich prostoru trojrozmér-
né¢ho souradnicemi [xy, Yo, Zo), [X, Y, Z] a nechf jest dale

Xo=¢(o), Yo=(fo) zo=12(te); X=9(), Y=...
Interval (f,, T) rozdélme si na n. intervali mensSich body f¢,,
tg, ..., t—y a nechf jest
xi=o(li), yi=vy(t), zi=xt); i=1,2,....,n,
pti ¢em? [X,Y,Z} = [xn, Yn, zs}. Znaéme dale bod [x,ys, 2] kratce
A a budiz oblouk 4B kfivky K uvnitf jistého spojitého oboru
trojrozmérného L. Body A, A4,, A,, ..., Aa—;, B nechf jsou k sobé

jiz tak blizko, aby tétivy 44,, 4,4,,..., An—; B byly celé uvnit§
oboru L. Potom bod (&, 7k, &), kde
B = xk—1 + (b — xg— 1) uk,
= Yr—1+ (Y& — ye—) ux, oSk < 1, 2)
& = zx—1+ (2K — zx—1) Uk,

jest pravé na tétivé Ai—,Ax mezi body Ai—,, 4«. Pak poloZime
definujice, 7e integral (1) se roona

lim Z [Pk, 0k Cx) Axx + Q(Ex, nk, &) Ay + R (Exy nr Lx) A2zk), 3
k

k=1273,...,n

pro ten pripad, Ze n roste nade vsecky meze a lim dx;=0,
lim gy =0, lim 4z: =0; t. j. lim 4t =0.

Definice tu podana byla by dplné obdobnd k definici (1V)
odstavee 198 pro dvé proménné, kdyby (E, . &) byl bod na
oblouku Ai-,4; kiivky K a odpovidal hodnoté 7 z intervalu
(te—1, tx) tak 7e & by bylo rovno @(zs), 7k ... Jest viak jasno, ze
definice tu podana a definice obdobni k (IV) vedou k tymz
¢isléim, jakoZ by se zevrubné na zikladé predpokladu, ze P,Q,R
jsou spojité v £, dalo bez potiZzi prokazati (srovnej ku pFikladu
obdobné obraty uzité v odstavei predchdzejicim), takze existence
limity (3) a integrdlu (1) jest zajiSténa (na zakladé uéinénych
predpokladii), at bod (&, 7, &x) jest kterykoliv bod tétivy Ar—;4«
(a tedy ux jakékoliv ¢islo intervalu (0, 1)).
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POZNAMKA. Jsou-li funkece o(f), w(t), x(f) takové, ze maji
derivace prvniho tddu v intervalu (4. 7) — nehledé k bodim
z mnozstvi miry nulové, v nich7 derivace ty nemusi existovati —
pak lze integril (1) obdobné jako p¥i dvou proménnych vy-
jadtiti ve tvaru uréitého integralu

T
f (P(e, v, ) 9'() + Qlo. ¥, 1) ¥'(O) + Rip, . 2) 2'(1)) dt, (1"
£o
na zadkladé kterého tvaru lze kfivkovy integril ¢asto snadno
pocitati.

210. Vzhledem ke kiivkovym integrilim plyne nejprve véta:
Je-li o oboru 2 Pdx + Qdy + Rdz totalnimm diferencidalem funkce
F(x, y, z), takze jest

oF

. _oF _oF
P_ax' Q_ay’ ¥z’

@

tu integral (1) poéitany podle oblouku AB krivky K probihajici
v 2 a definovany vyrazem (3) zavisi toliko na souradnicich kon-
covych bodii té krioky a jest, oznacime-li souradnice bodu A
resp. B (xo, Yo, 20) Tesp. (X, Y, Z),

(X, 7,2)

f(l’ dx+ Qdy + Rdz) =F(X, Y, Z) — F(xq, Yo. 2o)s

(Zo, Yo, 20)
a to at K jest jakikolivo kiivka druhu sorchu (v predchazejicim
odstavei) pytéeného body A, B spojujici a v 2 probihajici. (Véta
prva.)

Abychom to dokizali, zvolime si éisla ux v (2) tak, Ze
P (Ex, mi, Ce) Ax + Q(Erw 0k C) Ay + Rk s &) Az =
=F(xk Yk 2.) — F(xk_1, Yk—1 Zk—1);

(DP 208, pozn. 1); i jest tedy

Z (PEx, ik C) Axt + QUEks . . Y Ayl + REk. . . ) Azk) = (Flocy, Y1, 21) — F(x0, Yo 20))
k

+ (F(xg, ys 2 — F(xy, ynz))+ ... +(F(X. Y, Z) — F(xn—1, Yyn—1,2n-1)) =
=F(X,Y,Z) — F(xy, Yo 2o),
kteryzto vyraz jest na n a Adxi, dyr, 4z nezavisly a kterémuz
se rovna tudiz i limita (3), a dikaz jest proveden.
Déle-nasleduje véta: Jestlize pro funkce P, Q, R bodu [x, y, z]
p oboru 2 spojité jsou o tom oboru splnény podminky
P __2Q 3P _ 3R 3Q _ 3R
Wy~ g~ ax’ o '’
Petr, Integrélni podet, 2. v. 30

6)-
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pri ¢emz se predpoklada, Ze vypsané derivace existuji a dile,
Ze jsou o oboru & konecéné a proé dvé podle x a y, druhé doé
podle z a x a treti dvé podle y a z v & integrace schopné (C.-R.),
Ize P, Q, R v jistém oboru w obsazeném uoniti & a obsahujicim
libovoolny bod oboru & ve svém nitru pokladati za derivace jedné
a téze funkce F(x, y, z) a Pdx+ Qdy + Rdz za jeji totdlni dife-
rencial. (Véta druha.)

Budiz (&, 70, &) ten libovolny bod oboru £. Sestrojme si
lomenou é&iru skladajici se ze tii dseéek po Fadé rovnobézinych
s osami X, Y, Z. Ta lomena ¢ara necht po¢ina v (&g, 1o, £o), nechf
kon¢i v (£, 7, {) a nechf je cela obsazena v oboru &. Body (£, 7, ),
ke kterym po vSech moznych takovychto lomenych ¢éariach (pro-
bihajicich uvnité &) mizeme dospéti, tvori jisty obor w obsazeny
v & a v tomto oboru jest vyrazem

3 n ¢
f P(x, g, (o) dx 4 f QG vy, L dy + f RE, »2)dz (6)
&o o [

definovana funkce, jeZ ma pravé vlastnost pfisouzenou ve svrchu
uvedené vété funkei F(¢, 7, {). Utvoime ku prikladu derivaeci vy-
razu (6) podle £ Dostaneme podle pravidel o derivovani integrilu
podle horni meze resp. podle parametru

PE C“o)+f aQ(E, y, &) dy +j aR(E.n, Z)d

coz podle (5) jest rovno vyrazu

oy
= PG 10, L) + [P, &) — PG w0, G+ [PE. 1. ) — PE L) = PE 2, O
Obdobné se vypocéte, 7e derivace vyrazu (6) podle 7, resp. podle §
jest Q(& 7, §), resp. R(, 7, §), a véta dokazana.

Vvyraz Pdx+ Qdy + Rdz jest jisté tplnym diferencialem
funkece F(x, y, z) v jistém oboru, jsou-li v tom oboru splnény
rovnice (4) a jsou-li P, Q, R spojité funkce bodu [x, y, z] v tom
oboru (coz pravé predpokladime); viz DP 195.

Z obou vét tedy nasleduje: Nutna a postacitelna podminka,
aby oyraz

n 4
* AP, vy, & P, .
Pyt + [PLELL) g, [RCETD) g,
[4

7o

Pdx+ Qdy+ Qdz

byl v jistém okoli w4 bodu A uplngm diferencidlem, jest za pred-
- pokladu, ze P, Q, R jsou v ws spojité funkce bodu [x, y, z] a Ze
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existuji derivace d3P[dy, 3P/oz, 3Q/dz, 3Q/ax, dR/ox, 3R/dy v w4
konecéné a podle proménnych x,y resp. x, z; y, z; y, x; 2z, x; 2, Y
integrace schopné, splnéni roonic

P _3Q  Q_3R W _P
dy dx 9z dy ox Oz
D wy. (Véta tfeti.)

Véta prva jest platna pro jakykoliv obor; véty druha a t¥eti
bez potize daji se rozsifiti na obory £, jednoduse souvislé, jez se
definuji v ptipadé t¥i (i vice) proménnych jakozto obory, v nichz
lze ktivku spojujici dva libovolné body toho oboru spojitymi
zménami pFevésti na kazdou jinou k¥ivku ty dva body spojujici a
v oboru £, probihajici.

Tedy ku pfikladu obor omezeny dvéma sousttednymi koulemi
jest jednoduse souvisly; naproti tomu obor (prstenového tvaru),
ktery zistane z koule

x4+ yt4 2 =R
po odnéti té jeji Casii, jeZ jest obsaZzena ve valci x4 y?=r?
(r*< I*?), neni obor jednoduse souvisly.

Podrobné rozsiteni dikazi véty druhé a tieti pro obory £,
opomijim pienechivaje je ¢tenafi.

PRIKLAD. Vyraz

(x*+y2z)dx+(y* + xz) dy +(2* + xy) dz

jest dplnym diferencidlem jisté funkce; nebof jsou splnény pfisluiné nutné
a postacitelné podminky (véty tfeti) a to v oboru libovolném. P¥islusnou funkei
vypolteme podle rovnice (6) kladouce £,=0, 1,=0, §=0; {=x, n=y, §=12
Obdrzime

T Yy z
[xrdx+[yrdy +[@ + 5y dz =4 (=* + y* + 22+ 3xy2).
o 0 ¢
POZNAMKA. Vétu prvou lze obratiti a tvrditi: Jestlizeintegral
(X, ¥, %)
[Pdx+Qdy+Rdo, @
(Zos Yar 20)
kde P, Q, R jsou spojité funkce proménnych (x, y, z) v oboru £
a (xo, Yo 20)> (X, Y, Z) doa libovolné body toho oboru, jest neza-
pisly na integraéni éare (body (xy Yo 20), (X, Y, Z) spojujici a
v & probihajici), tu jsou P, Q, R derivace jedné a téie funkce
F(x, y, z) podle x, y, z; t. j. jsou platny oztahy (4).

Nejprve jest patrno, ze integral (7) na zikladé pfedpokladu
uplné definuje v oboru & jistou funkci proménnych X, Y, Z;
znaéme ji (X, Y, Z). Budiz (x, Y, Z) bod v & takovy, Ze spoj-

30*
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nice pfimocara toho bodu s bodem (X, Y, Z) jest také cela uvniti
L; pak jest téz

(X, Y, 2) (', Y, Z) (X,Y,2)
b(X, Y, z)=f(de+...)=f(de+...)+f(de+...). ®)
(Zy, Yor 2o) (Zy, Yoy 20) (20, Y, Z)

Integraéni ¢aru v prvém integralu pravé strany midzeme voliti
libovolné (oviem uvnitt ), v druhém budiZz integraéni Carou
svrchu zminénd pfimocara spojnice (rovnobézna to piimka
sosou X). Druhy integril pfevedeme na tvar (1), kladouce
x=x'+t y=Y, z=2Z; dostaneme

(X,7,2) X -z
f(de+ Qdy+ Rdz)=fP(x'o+t, Y, Z) dt.
(', Y, 2) 0

Z poslednich dvou rovnic nasleduje derivovanim (nebof prvy in-
tegral pravé strany rovnice (8) jest nezavisly na X)

3 _ .
S=PXY, D).

Podobné vyplyva

3 _ P _

B—Y_Q(X’ Y: Z)v a_Z—'R(X’ Y: Z)!
¢imz véta dokazina. (Za funkeci F(x, y, z) lze voliti D(x, y, z) +
+ konst.) Lze ji jakoZ i vétu prvou ziroven téz takto vysloviti:
Nutna a postaéujici podminka, aby integrél (7) byl nezéavisly
na integracni éare uoniti oboru & probihajici, jest dana, jsou-li
P, Q, R spojité funkce proménnych x,y,z o L, roonicemi (4),
jez splnény byti musi o celém oboru L.
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