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CAST TRETL

NEKTERA UZITI URCITYCH INTEGRALY.

X. UZITI POJMU INTEGRALNIHO
K DEFINICI A VYSETROVANI NEKTERYCH
FUNKCI, ZVLASTE PAK GAMMAFUNKCE.

1. EULEROVY INTEGRALY.

211. Pode jménem Eulerovy integrily vyrozumivaji se zpra-
vidla tyto dva integraly
] 1
f =% x*~ldx, f P11 — 501 dx.
0 0
Prvni z nich md vyznam pro vSecka realnd x>0 a sluje
Eulertio integral druhého druhu, hodnota jeho jest funkei pro-
ménné  (definovanou danym integrilem oviem pouze pro x> 0),
jez nazyva se gammafunkeci argumentu g. Znacime tuto funkei
I'(u) a piSeme -
I'(n) =fe_zx"_l dx, >0, (1)
0

Druhy z integrald naho¥e uvedenych ma vyznam, kdyz sou-
Casné p >0, ¢ >0; nazyva se pak infegralem Eulerovym proého

druhu a znadi se
1

Bip.@=[»"1(1—x""dx; p>0, g>o. 2)
0
Z rovoice (1) dostivame substituei x = ax’ integril ponékud
obecndjsi
fe —0T b= ldy =
0

')

att

pii a> 0, >0 (1"
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Kdybychom v téze rovnici byli zavedli proménnou y rovnici
1
x=log -, e—T—y,
g Y y

obdrzeli bychom vztah rovnéz uzivany
1 u—1
I'(w) =f(log 1) dy; w>0. (1)
o Yy

212. Na integral stanoviei I'(#) miiZeme uZiti integrace ca-
steCné; i mame
[= o] x [ o] @
fe_zx"_l dx:[e—_’x_!_‘] +ife—zx" d:n:=1 e—Ixt dx
0 A N ¢ “0

anebo pomoci oznaceni zavedeného
1 .
Ip) = W Mu+41), Te+0)=plw), n>0 )]

coz jest prvni zikladni vlastnost gammafunkce (dokazana oviem
za predpokladu g > 0).

Jelikoz, jak ptimym poétem vyplyva, I'(1) = 1, jest podle (1),
jestlize u jest celé, kladné dislo

IMw=@w—1w—2)...1
=(n—1)!

Lze tedy bodnotu gammafunkce pro celé kladné ¢ snadno
udati; podobny vysledek plati i pro B(p, q), jestlize jedno z ¢isel
p> q jest celé. Bud ku p¥ikladu p celé, kladné. Pak jest

1
B(p, q) =fxp—1 (1—x)ldx=
°

__[F =T, =) [ty gy
__[ . ]+ — o2 — o
‘ o )
t. j. jestlize p > 1
Bp.o=EBip—1, q+1), o)
jestlize pak p=1
1
<
Z rovnic (3) a (3') pak vyplyvda snadno pfi p celém, kladném
__p—=1(pP—2)...1
B 9= gtaFD. atpr—

Stejnym poétem bychaom dostali pro q celé, kladné

B(1,q)= (3)

Nk p celé kladné. 4)
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. (g—1)(g-—2)...1 A . ’
B(p, Q)_p(p-f- D... pta—10" 9 celé, kladné. @)

Vvysledky (4), (4) se shoduji, jestlize oboji ¢isla p, g jsou
cela, nebof pak lze je psati

(g —1)!

B(p, Q)—ms P, q cela, kladna.

Vztahu tomuto mbiZeme dati tvar

__T'(p) I'lq)
a rovnice tato obsahuje na zakladé (I) v sobé& i (4), (4). Platna
jest, kdyz bud p, anebo q jest celé; pozdéji dokazeme ji pro
vSecka pfFipustnd p, g.

213. Transformujeme-li integral pro B(p, q) substituci x=t—y,

dostaneme
1

1
[x""l (1—x) ldx =f,y’_1 (1 —y)ytdy,
[ 0

anebo pomoci symbolu B(p, q) .
B(p,q)=B(q,p), pro p>0, ¢>0. ©

Jest tedy B(p, q) symetrickd funkece obou argumentd, jakoZz jiz
vyplyva z (5) oviem toliko pro pfipad, ¢ p anebo g jest celé.
Dosadime-li

X =

y —
1+y’ Vy=1—~
bude y, kdyz x roste od 0 do 1, riisti od 0 do oo a jest

1 @
p—1
Pl —x) lde = —L_ay;
'0[ 5/.(1+y)p+"
t. j. mizeme téz psiti .
@ p—1 ® a—1
B(p, q) = x dx = d dx. 7
) ;[(1+x)"+q x '0[(1+-'<')p+q x @

Z této rovnice plyne integraci &iste¢nou

[s ]

x1! p+q
[ e == [ i
t j.
B =210, 0+ 0=LTI8G 41, 9) 2

Opétovnym pouzitim této rovnice vyplyva snadno
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1 2)... n—1
coz jest jisté rozsifeni rovnice (4).

214. Gammafunkeci mizeme, vychazejice z uréitého integrilu
ji definujiciho, vyjidFiti nekoneénym souéinem. P¥i tom budeme
uzivati metody jiz dfive pouzité k vypoétu Laplaceova inte-
gralu*) (odstavec 152).

Podle definice integralu, jehoi horni mez jest oo, jest

I'(n)= 1mj Zxt 1 dy, 8

pFi éem?Z postaéi, nechime-li N probihati jakoukoliv spocetnou
posloupnost vzristajici nade vsecky meze. Zoolime si pro N
fadu ¢isel celyjch, kladnych. Zavedeme-li v poslednim integralu

x= Nx', mame déle
1

L()=Ilim N* f e~ N h—1 gy 8"
N=wm s

Av3ak (odstavee 119, rovnice 2)

1—x<e- 3<1—+—— pro x>0
a tedy
- 1
(l—x)N<e N1<—.
. a+ "
Jest tudiz
1 1 -1
Nef(1— )Y " Ldx < N¢[e ¥ xt—ldx < N*
f Of 5+ o
a tim spiSe
1 1 @ u—1
Npo (1—x)‘vx“_ldx<N"of —Nz x"—l dx<N"j de, (9)

kde ¢ jest kladné; zvolime si ¢ tak, aby ¢+ u bylo ¢islo celé
a pfi tom ¢ nebylo vétsi nez 1.
Nerovninu posledni lze psati téZ ve tvaru (viz (2) a (7))
. .
NB(N4-1,u0) < 'I\""fe_‘,v‘c x*"ldx < N* B(N —9—, 1) 9
0

*) Integral Laplaceiiv dostaneme z integralu pro gammafunkci, klademe-li
o ] 0
n=%; jest lotiz fx—%e—zdx=2 e—*" dx (substituce x = x'?) a tedy I’(i):V—;.
u 0
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Z pravého kfidla této nerovniny nasleduje (piSeme-li v ném

N+eoe+p+1 misto N)
1
N fe'N‘z x*“Ldx < Ny* B(N 41, 1),
]

pfi tom kladli jsme pro kratkost
Ny=N+4o+u+1.
Nerovninu posledni lze psiti téZ ve tvaru

- 1
(%)uxvlﬁfe—l"-’x"-l dx < N*B(N + 1, ). (o)
vy °

Nerovninu (9”) a levé kiidlo nerovnmy (9") lze psiti v celku

jako Fetéz nerovnin

1 1
(\“: )y]Vl"fe_N"’x"_ldx( NUB(N 41, 1) < N#[e N2 261 g,

o 0
Jestlize N, probihajic fadu ¢isel ecelyeh kladnych, vzrista nade
véechny meze, vzrista téz Cislo (celé) Ny=N+o+pu+1 nade
viechny meze; jejich pomér konverguje k jedné a obé ktidla
v poslednim Fetézu nerovnin maji podle (8) limitu a to touz
limitu, jez jest rovna I'(w). Ma tedy i prostfedni ¢lanek toho
fetézu tuto limitu a tak miZeme psati

I(u)=lim N*B(N + 1, 1) )
N=oo

anebo podle (4), jelikoz N jest celé,

F(lb):hm 1.2.3...N N
M N ok F D +2). .. (nFN)

Rovnice tato nam dovoluje dile vyjidtiti I'() ve tvaru neko-
ne¢ného souéinu; za tim Géelem polozme

(In

o — 1.2.3...n it n=1.273 ue =1,

Tl D@F2). (w0 R T
Pak

Uy Uy Un Y — 1
Un= U, . P () ’}Ln;un (podle(ID)
a
b 1 uyuu, Uk
. F() " up uy up uy " wpyy

a jelikoz

() (df =lr) e

ug
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© #
I‘(u) .H (1+ k) (1—_) ) (I

kde c¢arka u znaménka soudinového znaéi, Ze v nekoneé-

ném soudinu ten <cinitel (1 — 1/k)#, ktery pfislusi k=1, ma

byti vynechan. Rovnice tato jenom tvarem a to nepodstatné

se lisi od (II).

POZNAMKA. Jako pfiklad k uziti rovnice (I1) uvadim vypocet

limity '
lim I'(w+N) 1
N=ml. 2.3. (N—l) Nu

Dosadime-li podle vztahu
Fra+N=plw+p+2)...(0u+N— 1)

ziskaného opétovnym pouzitim rovnice (I), mame pro danou limitu
vyraz
et (utN—1) 1
Mmoo s v = e T

coz podle (II) jest rovno 1. Jest tedy dana limita roona |1,
kterazto okolnost s funkciondlni relaci (I) postadi k dplné
definici funkce gamma; nebof z této vlastnosti a z funkecio-
nalni relace naopak vyplyva vyjadfeni funkce gamma limi-

tou (II).

215. Vztahu (II) miZeme dati jiny ponékud tvar, ktery po-
vede nas jeSté k jednodusdimu vyjidieni gammafunkce nekonec-
nym soucinem. MiZeme totiz misto (II) téz psati

flm)zﬂliﬂgoﬂ (1+MT) (1—]—%)...(1_*_,1%_) e—Hlog N

aneb po jednoduché pfeméné

1 .
3 A P
kde
Ay=un ( )e %( +%‘)e‘§...(1+w“_)e‘1£v.
”G—+E+" N IogN)

BN—G

Aviak lim Bx existuje, nebof jest
N=Q0

lim By = ec",
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kdez

i—i——é——l—...—l—Ni—logN)

C =lim (1

a sluje C Eulerova konstanta*) (DP 38).
Existuje tudiz il},im Ay (jakoZ lze ostatné dokazati pfimo
=00

snadnym vySetfenim pFislu$ného nekoneéného soudinu); mame
tudiz dalsi vyjidfeni gammafunkce

G [
I _ ¢ uy "
m = e I‘g (1 + k) e . (II"')

216. Z vyjidieni gammafunkce nekoneénym souéinem snadno
odvodime vyjadieni B(p, q) pomoci gammafunkei pFi libovel-
nych, kladnych p, q. Podle véty o stfedni hodnoté, uzivame-li
Jji na druhy integral v (7), jest p¥i p>0, q>0, pti p,>p a pfi
N celém, kladném

B(Nt+1,q)>B(N+p+1,9) > B(N+po+1,9)

N'B(N+1,9) > N'B(N+p+1,9) > N B(N+ po+ 1. 9). (12)
Budiz p, celé ¢islo; pak vyraz na pravé strané stojici ma touz
limitu pro lim N=oc jako vyraz na levé strané; nebot
. P N \a _
lim M B (N + pe+ 1, 9) = lim (m) (N+po)*B(N+pet+1,9)=

=Nlim(N+po)“B (N4 po+1.9) = lim NB(N+1,9)

a (éz

a ma tudiz i limitu a to touz limitu vyraz NN B(IN+p+1, q)
uprostied (12)' se nachazejici, takze mizeme psati podle (II)

lim NB(N+p+ 1,)=TI'@) (13)
Avsak podle (35 jest
= (N+p)(N+p—1)...p
BN+ Pt L )=tV Fpta—0... 6T PP

*) O¢ividné jest téz

. 1 1 1
C=lim (T+5+...+N——log(N+k)).
kde k jest néjaké éislo na N nezavislé. Nejvyhodnéjsi volba jest k=14; pFi
této volbé totiZ vyraz

s . 1t 1 1
® _NILIEO(T+—2_+'”+W_105(N+*))

konverguje k Eulerové konstanté asi s takovou rychlosti jako 1/12N? k nule
Viz asymptoticky rozvoj pro C v odstavci 112, ptiklad 2.
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a tedy
. pipt+1)...(p+N)
A Tl R E D BN T i
1.2...N + p(p+1) P+ N)\—p

IR e e R R e ) R PR
t. j. podle (II)

. g I'(p+q)

lim N B(N+p+1,l]) B(p, q) —; I"(p) ‘ (14)

Porovnanim (13) a (14) nasleduje vztah
_I'(pI'@
BrO=Tp 1) i

kterymz déno hledané vyjidieni betafunkce pomoci gamma-
funkei.

217. Vyjadienim gammafunkce pomoci nekoneéného soucinu
ziskali jsme vyraz pro gammafunkei podstatné jednodussi nez
dany integral. Nebof integral vyjadfujici gammafunkei zastupuje
pri # > 1 vlastné dvoji limitni proces. Integral v koneénych .me-
zich z funkce konecné lze pokladati za limitu jisté Fady ¢iselné,
avSak integral dévajici gammafunkeci ma za jednu hranici o
a lze tento integral povazovati podle definice integrald, jejichz
jedna mez jest nekoneénd, za limitu fady ciselné, jejiz kazdy
¢len jest integral v mezich koneénych. Naproti tomu nekoneény
souéin zastupuje toliko jednu limitni operaci a lze tudiz pravem
ocekavati, ze diikazy riznych vét tykajicich se gammafunkce
mnohem sndze na zikladé nekoneéného souéinu lze provésti nez
na zékladé omezeného integralu. Uvadim v té pFic¢iné jako ptiklad
odvozeni rovnice (IlI). Kdybychom chtéli rovnici tuto dokazati
pomoci integrald prislusné funkee definujicich, mohli bychom
postupovat takto:

Vyjdeme z integralu

%1

[= o]
B(p.q)=f dx; p>0, g>0.

5 (=P
Podle rovnice (1) odstavee 211 v3ak jest

1 ' f
(t+ore Te+a,) Y

p+g—1 e—ll(l+z) dy

a tedy

B(p,g)= fdx(fxr L ypta=l g=u142) gy

I'(p +¢I)
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Jestlize je dovoleno pofad integra¢ni v tomto dvojndsobném inte-
gralu zaménit, mizeme postupné psati (uzivajice rovnic (1 ) 1)

B(p,q) = F(p+q)fdpr+q 1 ”(fx”_' eV dx) =

__ I yq eV dy _F(P)T'(Q)
F(p+q) I'p+q)

¢im? by rovmice (III) byla dokdzina postupem zdanlivé jedno-
dussim, nez byl dfive provedeny. Nesmime vSak zapominati, ze
jsme pii dikaze pravé naznaceném predpokladali, Ze pofad inte-
gracéni ve dvojnasobném integrilu da se zaménit a tuto okolnost
jesté dokazati by bylo nezbytno, ma-li bvti vysledek dosazeny
pokladan za platny. Lze to uéiniti nisledovné (odstavec 184).
Nejprve vySetiime, zda a v jakém rozsahu jsou splnény pod-
minky tykajici se stejnomérné konvergence integrald
=]

[= o]
fxp—lypﬂ—l e V1+D) gy fxp— ypta—l —vl+a) g, (@)
B

kdyZz p>1, ¢>0. Prvni integral konverguje stejnomérné pro
viecka x intervalu (0, B), kde B jest libovolné éislo kladné.
Nebot jest

(=] o0
0 <fx11—|y1)+‘l—] e—u(l+x) dy <fBP—ly1)+q—l e-ll dy;

integral vSak na pravé strané& posledni nerovniny nezavisi na x
a konvelgence jest tedy stejnomérna. Druhy z integrali (@) kon-
verguje stejnomérné pro viecka y intervalu (g, D), pti ¢emz kladné
¢islo € mizeme si zvoliti libovolné malé; nebof jest

o

0< fx yPre—t —1/(I+z)dx<fD11+q—l KP oo+ g
B

Zbyva tudiz jeité vySetiiti, jak se chova druhy z integralt (@)
v okoli bodu y =0. Dosadime-li tam xy=§ mdme

[s o] 0
fxll—lyp+q—| e—y(l+2)dx=e-—]/ yq—lep—le—EdE < F(P) yq—l;
B By

tedy integral ten se sice mize stivati nekone¢nym, je-li g <1,
aviak ponévadz ¢ >0, fddu mensiho nez 1. Jest tedy opravnénost
zmény potradu integrac¢niho odiivodnéna pro p >1, ¢ >0, nebof
podminka 2 odstavce 184 jest olividné splnéna. Rozsifeni tohoto
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odivodnéni i pro pfipad 1 >p >0, g>0 ponechivim ¢étenafti
(pouzije se podobného obratu jako v druhé ¢asti pravé podaného
dikazu). Ostatné lze tento piipad pomaei funkciondlnich rovnic
(I) a (3,) pfevésti na predchazejici, takze relace (III) i timto
druhym zpisobem jest Giplné prokazina. Jest vsak patrno, ze di-
kaz druhym zpisobem provedeny jest obtiznéjsi nez zptsob
odstavce predchazejiciho.

218. Avsak vyhody pravé naznaéené pf¥i pouzivini vyjadfeni
gammafunkce nekoneénym soudinem nejsou jedinou pFednosti
tohoto V\?razu Integr&l (1) definoval gammafunkci toliko pro
# rizné od zaporného (<0) celého éisla. Nebof limita ve (1)
pro viechna takova u vskutku existuje.

Funkece tak definovana ma vlastnost vyslovenou v (I), nebof

podle (1I) jest
I(e+1) .
Jy1D) l&llnclxoll wtN=

coz shoduje se s rovnici (I), ktera tudiz podrzuje vyznam i pro
rozsifeny pravé pojem funkce gamma.

Dalsi vlastnost gammafunkce obdrzime z (II”) dosazenim
za I'(n) a I'(—u) do

1
T4 T = “’H (1"' )e * H (1—_)
odkudz znisobenim stejnolehlych éleni v nekoneénych soudinech
1 u
e =~ I (1= &)
kterézto rovnici se zietelem ke vztahim
riq— )=~—,u1"(— u),  (podle I)

8
sin st _.n,uH (1 —’L)

reri—u= Si:,m : av)

lze dati tvar

Rovnice tato odvozena jest pro kazdé u (riizné od celého &isla);

vyplyva rovnéz snadno — oviem toliko pro # uvnitf intervalu

0, 1) — ze (III). Klademe-li tam p=u#, ¢=1—pu, midme ihned
x#=1 7

r@rq —up= B(ul—u)—fH_x *=Sin

podle (7) a odstavce 70, piikladu 5.
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Rovnice (l) ndm umoziuje vypocet I'(#) pro kazidé u, zna-
me-li I'(g) v intervalu (0, 1); rovnice ([V) nim dovoluje vypo-
¢itati I'(4) pro interval (4, 1) z hodnot v intervalu (0, §) anebo
naopak; maji tudiz ob& rovnice téz prakticky vyznam. '

Pro x =14 nasleduje ze (IV)

'3 =n a tedy I't) =)=,
¢imz zarovein poznovu stanovena hodnota Laplaceova integralu.

219. Vedle rovnic (I) a (IV) jest uZziteéna pro vypocet gamma-
funkce relace Gaussova. Abychom si ji odvodili, polozime pro

struénost
1.2.3...(N—1)

TNy = n@e41)... (e +N—1) e
a uvazujeme vyraz (m jest celé)
mms TT(N, u)H(N, u—}—i) I[(N,u—l—m _1)
IH(mN, my)

Tento vyraz, jak snadnym poétem vyplyva, jest nezavisly na u.
Avsak vyraz IT (N, u), kdyz N roste nade viecky meze, ma za li-
mitu I'(#); nebof lidi se od vyrazu ve (II) toliko o &initel N/(u#+ N),
ktery konverguje k 1. Nechame-li tedy v (15) N vzristati nade
vSecky meze, vidime, Ze limita vyrazu (15), jez jest

mmu I'(3) p(,.v+ %) P(;o+ %) ... F(.lb-l— m'-'-l— 1)
I'(muw) |

jest nezdvisla na u. Mizeme tedy psati
I'(w) I'(,u -+ ;nl—) r (u + %) e P(,u + mT—l) = Cmm—muz I'(my), (16)

kde C, nezivisi na p a zdvisi toliko na m. Uréime nejprve C,
(kladouce m =2), za kterymz téelem uc¢inime u = 1,*)
rr@)=_C,272re, tz=Ce.1, Ci=2ln;
tedy
Iy) M+ 3) =27 27 I'2w) (12)

(formule Legendrooa).

Abychom ustanovili Cn v (16), polozime tu u+ 1/2m za u
a rovnici tak vzniklou s rovnici (16) znasobime. Na levé strané
rovnice nasobenim ziskané bude sou¢in 2m I'funkei, jejichz argu-
menty patrné budou

* Pii tom pouzito okolnosti, ze na zakladé (I) I'§) =3+ I'(3) =1V=; viz
pfedchézejici odstavec.
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-m—l

1 3
i, ll+m’ N+2 s = nt

Budeme je psiti v knnto_pofédkuzm
'rm)r(.quzﬂm)r(uﬁ)r(m+";j,;l)r(,;+r_,im)r(u+m;,;2)...,
anebo po jednoduché tpravé
Imr@+ﬂr@+;)(wk mt3)
P(, r(, o ?')

Uzijeme-li pak rovnice (17) na kazdou dvojici Ciniteld to-
hoto vyrazu, zméni se levd strana v

2VE2—214P(zu)z]/:?z—’#-mlr(zu-{- ') 2w 2- o r(zu-i-m"_ll),

coz jest podle (16) rovno

(21/;)," 2—27”[[—7"2" —2mu P(zm“).

Prava strana uvazované rovnice vSak jest
Cfn m~™ [(my) m~™#+ o, )I’(m;c +1) = m—mus—} 2)/7 2= 9mu ["(2mp)

(podle (17)). Porovninim obou stran mame koneéné
m-1
Cm=(27't) 2 VE

Jest tudiz dhrnem pfi m celém kladném

r'w r(u + %) r(,u + %) .. I"(,u, + '"—”:—‘) = (2::)1’511/% m=m Dmy), (V)

kteryzto vztah jest znam pode jménem vztah Gaussiivo.

220. Rovnici (II"") lze snadno pietvofiti na rovnice ku
praktickému poé¢itani gammafunkce uZiteéné. Logaritmovanim
obou stran ziskdvime pro u>0 ihned

o0
log I'iw)=—log pn — Ce +E (% — log (1 + %)) (18)
k=1
anebo té7 pro —1<u
tog e+ 1) = — Cuu+ ¥ (& — log {1+ ¢ )
1

Rozvineme-li log (1 + p/k) v fadu potenéni, kladouce

2 3
log(l-{-%):'%—%c;—l—%—---. —k<u<k,



mame po vhodném uspofidani pro —1<pu=<1

oo [o ] 00
2 1 3 1 ‘ 1
log I+ =—Cu+ ¥ i~ 5V p+5 MNg—
k=1 1 1

aneb kraiceji, zavedeme-li oznaceni
1,1
s“=1_k+§+3_k+""
2 3 114
logl’(u+1)=—Cu+s,%—s,”'?+s‘“ (19)

b
—1<ug

Radu tuto lze jednoduchymi transformacemi uéiniti jeSté vice
konvergentni; zaménime-li # v —u, mame nejprve

3 3 4
log I(—p+ ) =Cu+ st +s 5+ 4.,
—1Su<t.
S¢itdnim rovnice této a (19) obdrzime se zietelem ke vztahu

P+ p) Pl —p) =ul@) It — ) = —2—  (odst. 218)

sin #u
rovnici
/P O oy Ry U
lOgsinnu—2(8’2+s‘4+s‘6 +.. )

—1<u<d,
Jjejiz pomoci dostaneme snadno z (19)

log I'(1t + 1) = } log =t — (Cpt + $sots® + $85° + 48507 +...),
sin wtu
—1 < 114 < 1. .
Tuto pFi¢tenim fady
0=—+tlog {2 4yt s+,
—1< <1

pfeménime na nasledujici, jesté rychleji konvergujici

— i 1+n —0)—
hgfw+4)—}bgﬁnmf—ibgb_“+u0 0)

3 5 7 20

—(33—l)%—(-‘!s—l)’%—(%—l)%‘“ 20

— 1 <u<t.

Rozvoj tento zvlasté pro mala u dovoluje dosti pohodlné vypocisti
log I'(u+1). Cisla s jsou vypocitana od Legendrea pro indexy
k=2 az k=35 na 16 desetinnych mist (Exercises de calcul
intégral, sv. 2, str. 65), tyz sestavil tabulky pro log I'(s) kde p
Petr, Integrélni potet, 2. v. 31
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postupuje fadou aritmetickou s diferenci 0001 (tamze sv. I,
str. 302, na 7 desetinnych mist, ve svazku 2, str. 86, na 12 d. m.).

Z rovnic napsanych plynou rizné vyrazy pro Eulerovu kon-
stantu. Tak z (19) pro #=1 mame

=825 5
C=3-3+%

Rada (20) jest odvozena sice pro|u|< 1, aviak Fada po-
tenéni v # tam se nachazejici konverguje patrné pro|u|<<2 a
jest tedy uvnitt intervalu (—2, 2) spojitou funkei p. Platnost
rovnice (20) jest proto jenom omezena na interval (—1, 1), je-
likoZz jenom pro ten interval maji prvni dva ¢éleny vyznam (pro
zbytek intervalu (—2,2), t. j. pro intenvaly (1, 2), (—2, —1), jej
ztracejice). Slou¢ime-li prvé dva ¢leny v jeden, t. j. ve vyraz

e (l — )
o8 i
dostaneme vyraz, ktery ma limitu, i kdyz # konverguje k 1,
a jest tato limita } log }, takZe miZeme psati

log I =14logd +1—C—3(ss—1) —(ss— 1) — 4@ —1)—...

t. j.
C=1—=}log2—3(s5—1)— (55— 1) —¥(s;, — ) —... (22)
Polozime-li kone¢né ve (20) za # = —4, dostaneme
C=1——log%-—2:—.3(s,—l)—24—l.5(ss—'-l)—@}j(s,—l)—... 1)

Pomoci téchto fad a jesté pohodlnéji pomoci asymptotického
rozvoje, ktery jsme ziskali pomoci Euler-Maclaurinova vzorce
sumacniho, l1ze Eulerovu konstantu s libovolpou pfesnosti snadno
vypocitati.

221. Pomoci Euler-Maclaurinova vzorce miZeme také ziskati
dtilezitou formuli Stirlingovu pro rozvoj log I'(x) v fadu asympto-
tickou. Jest za predpokladu, ze p—» =p jest celé, kladné cislo,

log—I:('lLtl—)—logu—{—log(v—k1)-|-log(v+2)+ Htlogu;v>0

Uzijeme-li na pravou stranu této rovnice Euler-Maclauriniv
vzorec (odstavec 112, rovnice (13)) kladouce h =1, F(x) = log x,
a,=7v a,+ ph=u, dostaneme ihned

1) 1 T rm

log F(;‘;(fv")i! _jlog c+ilogn+4 +E G
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kde r. jest mensi v absolutni hodnoté ne? prvni zanedbany
élen asymptotického rozvoje (a znaménka stejného), 4 pak jest
na p nezavislo. Ze vztahu pravé uvedeného plyne

log I'(u+ 1) = ( + ) log u — p+ B +Z 2k(2;c)k_l1) ,,21: rtrm

kde B=A —w»logv+4 v+ log I'(») jest rovnéz na p nezavislo.
Z rovnice napsané vSak nasleduje

1 I'p-1)
B=lim log . o= -

Avsak podle poznamky odstavce 214 jest
. Iv4p+1) 1
Nm N e.p Gy
a tedy lu=»+4p)
lim LD _ i 1-2..p(p+1)

u=oo Metie—8 oo (v pytetie—r—p

=1, ol r<t

t.2...p (p +1)y+rt+i
—,,llm =@ ¥ (p T 197 ,}L‘f; O+ pyrrtie—+i’
Ale
1)yr+2+1i
a jest tedy
lim . PEDPHE
p=c (v + pytrtie—rtl ™
ponévadz pak (odstavec 112, ptiklad 1)
1.2...p 1.2.. -
;‘_‘Eo o=@ (p F pF — 8 s pP+i V2=,
jest
B =1log J2x..
Méme tedy obecné pro kaidé u>1
q log '+ 1) = log V2m + (u -+ §) log . — 1 + (), 3)
e
L 1_By 1, Bs B 1
W= n s e e OV G Ty i e
Zbytek ri jest tvaru
= (— 1) Bx41 e 0< <1, (24)

2k 41) 2k +2) p2k+1 i

Rozvoj (23) jest velmi vhodny pro pocitini log I'(#) pro
veliké u. Jest to rozvoj asymptotlcky, nebot kdybychom vypsali
31*
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nekoneénou Ffadn pro o(g), vznikla by fada pro kazdé u diver-
gentni (srovnej odstavec 112, ptiklad 1).
Rozvoj odvozeny sluje Stirlingiv. Lze jej psati také ve

tvaru (v disledku (I))

log I'(u) = log V27 + (. — 3) log s — 1 + @ (). (25)

POZNAMKA. Funkece w(p), jiz lze dplné definovati rovnici
(25), sluje funkce Binetova. Pozdéji podame jesté jeji vyjadre-
ni integralni a ve cviéenich uvedeme nékteré vztahy pro tuto
funkei snadno z vyjadfeni integralniho plynouci. Zevrubné odvo-
zeni hlavnich z téchto vztaht najde &tend® v 1. vydani Integr.
poctu. :

222. Funkei log I'(s) mozno také vyjadriti integralem uréi-
tym. Provedu to v nasledujicim, pFi ¢emZz nebudu zevrubné do-
kazovati opravnénost pti vSech derivacich integrali podle para-
metrt a zdiménach pofadil integraénich; dokazi splnéni takovych
podminek k oprdvnénosti zminéné nutnych jenom tam, kde by
se Gtenafi mohly pfi dikaze vyskytnouti potize.

Derivujme rovnici

Qo
I(u) =fxn—1 e—Tdx, w>0
°

na obou stranach podle u. Obdrzime snadno
[= ]
I (u) =fxu—1 e—7log x dx.
0
Avsak
ao
log x :fe—_z—_;i_—u dz, (odstavec 165);
0

tedy
e—% —e—T2

dz. )

z

a a
I (w) =fdxfxu—l e—2
[V 0

Poradek integraci ve vyraze pravé napsaném lze zaménit; dikaz
tohoto tvrzeni staéi provésti pro u>1 a tvrzeni bude dokazano
i pro #>0. Nebof jest integraci ¢asteénou (podle proménné x,
pfi ¢emz integrujeme vidy cCinitel x#—1)

@

[« -]

e—2 —e—
fdx xs—1e-2 [T dz =
° o

@ [« =}

. ® . - @
=—fdxx# e—zfe _e~~—dz—ifdxxn ez [e—udz,
w z w .
0 0 0 0
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8

1 a 2 zz [= =]
=—fdzfx# e~ "¢ dx—ifdzfx# e—2(1+2) dx.
® z u

(-]
(-]
[}
<

Druhé éleny na pravych stranach rovnic vypsanvch lze snadno
vypodisti, oba jsou rovny I'(u)/x (podle (1) a (1')). Jsou-li tedy
prvé ¢leny sobé rovny, jsou i levé strany sobé rovny; t. j. je-li
dovolena zaména potfadu integraéniho v (4), kdyz u>1, jest
dovolena v (+) zAména poradu integraéniho, kdyz x> 0.

Pfedpokladejme tudiz v (+) pro okamzik, Ze p>1. Pak
k dikazu zdménnosti pofadu integra¢niho jest podle odstavce
184 postacitelno splnéni nékterych podminek. Jedna z nich jest,
aby integral

e—% —e—7%
fxﬂ—l e—% -———dx

konvergoval k nule pro lim A=oc, a to stejnomérné pro viecka
z intervalu (0, o). AvSak podle formule Taylorovy jest (pro
A>1)

e~z — e—72 = — z(e— 92 — xe—9%2), 03I

a tedy pro x v (4, o)
—z —2z ~
'e%’<x, |IA|<!xﬂe—zdx.

Vskutku tedy konverguje I4 k nule stejnomérné pro viecka
z; jelikoZ i ostatni podminky postacitelné odstavece 184 jsou
splnény, miZeme v (+) pofad integraéni zaméniti a psati pro
>0
I"I(#,):fd?zfxp—l e—2t (e—z_ e—zz) dx

@ @
= dz [e—zfe"z xu—ldx — [e—z(z+1) xu—1dx]
0

(podle (1), (1').
[ntegrujeme-li rovniei

'y _ [dz 1
T =] () “
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podle # v mezich 1, » (»>0) — pfi ¢emZ miZeme na pravé

strané provésti tu integraci za znaménkem integra¢nim, nebof
integral

lfmgf (e_, (4+1)n) <de e +fz(z+ e’ omensizcisel 1, v,
‘B

a tedy integril na levé strané napsané nerovniny konverguje

k nule stejnomérné pro vSecka g intervalu (1, ») — obdrzime
o fdz[, o G4 Dl—(4+ -]
log 10y = [ & [(v e etz 4P

0

Dosadime-li do této rovnice za » ¢éislo 2, obdrzime na levé
strané 0, nebof I'(2) = 1; odeéteme-li rovnici dosazenim vzniklou
a znasobenou »—1 od rovnice (4 +), mame po snadné upravé

[e o]

log I’(v):f[(v— 1 (z -+ 1)—2 —

0

G+ =@+ dz ]
z log(z+1) °

anebo koneéné, klademe-li z=¢e*—1,

| ) 7 -z e T—e "] dx
ogl"(v):f'(v——l)e — . | = B)

0
formuli, kterou po prvé Plana odvodil.

223. Rozklad vyrazu integralniho pro log I'(»). Funkeci za
znaménkem integracénim ve formuli Planové lze rozloziti ve dvé
Casti, z nichZz druhé konverguje k nule pro lim » = oo, Rozklad
mozny (a zaroven nejjednodussi) by byl tento:

e—z

tl, —z_

;[(V l)e l_e_z]—l-(
Avsak tyto vyrazy bychom nemohli integrovati v mezich 0, oo;
nebof stivaji se nekoneénymi Ffadu 2 pro x=0. Ku ptikladu
pro vyraz druhy lze psati

e—rz

1—e_z)x.

e—vT s 1 o
A=z ¢ zx(l—e—z) € z(x’+ + ) )'
odkudZ tvrzeni uéinéné jest patrno; zaroven jest jasno, Ze,
ode¢teme-li od druhého vyrazu e—*%(1/x®+ 1/2x) a totéz k prvé-
mu pfFi¢teme, docilime rozklad, kde prvy i druhy vyraz lze
integrovati v mezich 0, co. Dostaneme tak
log I'(v) = $(») + o(v), (©

pFi cemz
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@™
| [ e P o T 2 (€
0
7 1 | 1] _,.9x. C
(D(‘V)—':f ﬁ;z —;——2‘ e —x‘ ( I)
1]

@(v) lze vypocisti. Nejprve jest

#0) - qm):f[(v e (L d) (e e

. 0
_vz—e z+(v_1) dx + ﬂ_‘z__"dx_—_ v— L logv—v41;
i %% ’

(odstavec 165)

a zbyva k vypoc¢tu jenom @(1). Vypocet tento provedeme pomoci
rovnic

(1) =0f° [— St (% + é) e_,] tix,

D(1) =! [— % + ( 2 + i) e-iz] dx, (substituce x = $x")

(rovnice posledni nasleduje z posledm rovnice predchdzejiciho
odstavce, klademe-li tam » =14, I'(}) = J/n). Nasobime-li tyto tFi
rovnice po fadé ¢&isly —2, 1, 1 a sefteme, vypadnou ¢leny
s jmenovatelem 1—e—2 a dostaneme po jednoduché ipravé

— ®(1)+ log VE:f[2 (i_—“——e_z — -}e—") +1 (é—lz — e—z)] ‘%
°

x

=(ogi+2.4)+3log2=—log V§+ 1 (odst. 165).
Jest tedy @(1) =log J22—1 a tudiz
P)=(r— }logv—r-+log V27

Porovname-li vysledek docileny pro log I'(v) = @(») 4 o),
kde @(») jest vyjadfena rovnici pravé vypsanou, s koneénou
rovnici odstavee 221, vidime, e funkece tu a v onom odstavci
stejné znaené pismenem ® jsou identické; Ze tudiZ w(») rovnici
*(Cy) stanovena jest funkce Binetova.
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224. Integralni vyraz pro Eulerovu konstantu. Z rovnice (18)

odstavee 220 nasleduje nejprve pro Eulerovu konstantu C

a tedy podle (4)

Aviak snadno*) lze dokazati, 7e

- 1 1
!dz[m—ﬁ]=0

Lze tedy téz psati
= o]

aneb, klademe-li z=log 1/¢,

—f‘”[ +logt]

225, Binetova funkce. Binetova funkce definovana rovnici

I'(u)
V2—,, Tl P

hovi vztahu lim w(x) = 0. Vyplyva to ihned z asymptotického
z=

o(r) =log pro 4 >0

rozvoje pro o(x) (viz str. 483). Na zékladé tohoto vztahu lze
odvoditi fadu konvergentn# pro w(x). Z definice plyne pro w(x)
nejprve funkcionilni vztah

0(x)—o(x+ 1) =(r+ Dlog(t+) — 1.
PiSeme-li v tomto vztahu misto x postupné x,x+1, x+2,...,

x4+ n—1 a relace tak ziskané séitime, obdrZime
*) Jest totiz

;[%(1‘{{2— z) :!.,/. eldi 1

N
(plyne transformaci integrdlu na levé strané substituci z=e?' — 1), ¢’ =log(1+}¢),

Tedy

fdz[z(1+z) ez - | l fz (l+ z) = E'((ll—i-l—ee;

odkudz p¥ lim e=0 vyplyvd nuhoie uvedeny vztah (je-li lim ¢=0, Jest
ilime=0 alime¢/e’ =1).
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n—1

o)~ o(x+m) =Y, [(++ k+log (1 + 355 — 1]
k=0
aneb
n—1 {

w(x) =Zor(x +k 4 1) log (1 + ) — 1]+ ral), ®)
kde ra(x)=w(x+ n) < 1/12(x + n) a zdroven ra(x) > 0, ovSem stédle
za podminky x> 0.

Rovnici vznikajici z (p) tim, Ze nechime n vzristati nade
viecky meze, ¢imZ soucet zméni se v nekone¢nou fadu, miZeme
derivovati a dostaneme

we=Y ettt (Ll w50 @

k=U

nebof nekone¢na fada na pravé strané posledni rovnice jest
v intervalu (g, o) stejnomérné konvergentni. MiZeme také tento
vztah psiti ve tvaru

mr(x)=§!; —logx-i—’}i_m [log(x+n)—Z ﬁ?]v (r)
= -

aneb, znaéi-li C Eulerovu konstantuv,

en 1 1 1 !
© “’—_‘°“_§_C+"((x+m +ernzters T

Jestlize x jest celé ¢islo rovné m, lze této rovmici dati téZ tvar

1 1 1 1 1
—w'(m):C—(T+§+§+ .. .—|—m — l+5n——105 m)-
Derivujeme-li nekoneénou fadu pro o'(x) (k — 1)-kréte, ziskame
kone¢né rovnost (opirati se mizeme pti tom o (r))

(= 1)+-1 (k—2)! +& D=1 (k— 1!
T Xkl 2xk

ok (x) =

_|_

1 1 1
=D (gt Gt )

226. Veskeré tyto derivace mizeme vyjadfiti pomoci uréitého
integralu a asymptotickych fad a to, aniz pouzivime rozvoje
(23). ktery jsme ziskali pomoci formule Euler-Maclaurinovy.
Jest podle (C,) po jednoduché ipravé

o]

co(.x-):fﬂv[2 1—i—e—-v—l]dv, x>0, (s)
0

p? |2 1--e?
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Odtud plyne, jelikoz funkece v hranaté zavorce jest v intervale
integra¢nim kladna a men$i neZz $#p%*) Ze pravou stranu de-
rivujeme podle x, derivujeme-li podle x za znaménkem inie-
gracnim (odstavec 163, véta 3). Jest tedy
a
o) (x) = (— 1)kfok 2 o- vw('; ‘+e_"—1) do.

{—e—?
0

Jest viak (pro o realné)

o 1+e-? _ Bp® B,D‘ Bao° -
3 1T—ev 1= o + "
Bn—1 p2n— QBnDZ"

+( 1) (2". 2)| +( ) (2 )| 4

kde 0<< @< 1.**) Dosadime-li tento rozvoj do integralnich vyrazi
pro «(x) resp. ®¥(x), mame, integrujeme-li jednotlivé é&leny, pfi
¢emz pFi poslednim uZzivime véty o stfedni hodnoté, ihned
asymptotické rozvoje pro o(x), o®¥(x). Asymptoticky rozvoj pro
w(x) takto ziskany shoduje se s rozvojem (23) a netfeba jej uva-
déti, asymptotické rozooje pak pro o™(x) oyplyvaji z asympto-
*) Nebof jest D)’(l . v)‘(l .
piter o etiv 4 e—lv 1_(5 T—f—')-l_(i 47—;)—'_"'

o B 1'+( )3'+( )5"*'

2 1—e-? T2 etiv—e—i?
Jelikoz funkce v hranaté zavorce jest kladna a men$i nez ;0% ndsleduje
s integralniho vyrazu podle véty o stiedni hodnoté, Ze

0<m(x)<1—2-1; pro x>0,

¢imZ opétné dokéazino, Ze lim w(x) =0 pro lim x=o0.
**) Podle 2. pfikladu na str. 321 a také podle DP 159 jest

D 1+4e? I_Z 20?
2 1—e-v" D’—}-A-k’n’

Avsak . .
D _ D Dt
ekt @kay (2kn)‘ + Gray
p2n—2 (_ 1)n—1 p2n

D Geye—e t Granz (o7 £ 4k

(podle formule pro souéet n— 1 élend Fady geometrické); tedy

1—e—*

n—1
14e—o 20% |
% : —1=Z (— 1)1 (9:)2; (12:+°21+321+ )+rn’
kde
Tn=(_ 1)"

2p2n 1 {
(27)2n—2 (12"—2 (p?}12.2%n3) g (Da+2n 28T) +

1
+ 320—2 (p?+ 3%, 2in9) +.. ) ’
coZz podle DP 159, (k) déava svrchu uvedeny vztah.



25|

tického rozvoje pro w(x), derivujeme-li jej ¢len za ¢lenem

podle x, pf¥i éemz v poslednim ¢lenu zbytkovém pokladime @

za konstantu (ve skuteCnosti jest to funkce proménné x, o niz

vime, 7e jeji hodnota jest v intervalu (0, 1), a jeZ jest rézna
pro o(x) a w(’"(x)) Méame tak

o) (x k\ B k+2 B k+4y B

= )(k (1))| ( )2.\7"*1"1_( ? )Zxkia_i_( -; )6xki5—

k+42n— Br-1
o (3T Gt ) ;

kde
0<O< .

k—|—2n—2) Bn®

k = (— 1 — —
ral )(x) —( 1)n+ ( 2n—1 onxk+2n—1 ’

Rovnice tato jest platna prox>0a pro k=0,1,2,..., 0¥x) = w(x).
Porovname-li asymptotické rozvoje pro w®(x) s rozvoji kon-
vergentnimi dfive ziskanymi, dostaneme

(k)
I o “’_(f))! .

1 1
Frerpteryt Te-

k=2,3,...; vztah tento, pouzivime-li asymptotického rozvoje
pro w®(x) svrchu vypsaného, jest uziteény pro numericky vy-
pocet Fad . 11
1—k+2—k+ﬁ+., k:2,3,... B

POZNAMK A. Rovnice (t) byla odvozena za piedpokladu, Ze
k jest celistvé. S malou zménou vsak zistava v platnosti, i kdyz
k jest jakékoliv ¢islo kladné > 1. Lze totiZ psdti pro 4> 1

1 1
e Py S R i R

1 1 i D 14e?
=(/‘.—I)x’-‘1+§?+[‘(/')/nl ’e—zvl2 {—e—? ]d”'

Dikaz toho provésti lze ku piikladu tim, 7e dokazeme —
oznac¢ime-li levou stranu ¢(x) a pravou %(x) — Ze plati
P(x+ 1) —p(x) =x* a rovnéz ¥(x + 1) — p(x) = x2

2. NEKTERA UZITIi GAMMAFUNKCE.

227. Vypoéet nékterych integrali pomoci gammafunkce.
Nejprve lze mtegral

f.v:”_l(l—a"")"_1 dx. p>0, 4>0
0

substituci x™ =y transformovati na integral
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ChE gy M) @
e
a jest tedy . r L) r@

[#7 (1 — xmy~ dx = —— (1)
> mr (E+4)

V této rovnmici jsou obsazeny hodnoty nékterych eliptickych
integrald. Tak ku pfikladu

fldx =f1(1—x‘)*—'dx (_) (_) ()

; (] Vi—xt 0 41")(’—4—) 42
a tedy . I’(i
d 4
poiob =
odobné 3
j-xl.adxx‘ I’V(;) nv2u )
JVT—

e

Jest tedy soucin integrald (2) a (3) rovny ia.
228. Integral
in
jsinm—lxcos"—lxdx, m>0 n>0
0

se vypoc¢te pomoci (1), provedeme-li napfed substituci

sinx=y; dx=vdy 3
Dostaneme 1=y
i
fsmm—l x cosn—1 x dx—fym—’ - y’)*("—')vﬂ— —fy"'—l (1 —y»"dy.
- 0
I jest tedy podle (1)
)
jsinm-l xcosh—lxdx=——"——". 4
()] ar (m + n)
Specielné jest 2
1 i r (% I’(%) Var %)
fsinm—lxdx=fcosm—‘xdx= = 5)
4 2 21.,(m;|—1) 2P(m;|—l)

Kdybychom kladli ve (4) n=m a uzili formule 2 sin x cos x =
= sin 2x, dostali bychom
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iz

m
P(?) { f - .
2I'(m) = 2m_l.!.smm—l 2xdx =2—mo sinm—1zdz =Fb/‘smm—l z dz.

in
Porovnanim obou vysledki dosazenych pro integral f sin®!zdz

mame
— m m
Var(z) s (3)
m+1) 2l(m)
2F(—2 )
aneb I L'+ 3 =272 Yz rew,

coZ jest relace Legendreova (odstavee 219); (u = m).
229, Integral

Fxa—1 (] — x)p—1

de. a>0, a+b>0 a>0 >0
0

lze rovnéz snadno prevésti na betafunkei a to substituei
(a+b)x {— _a(l—x) d _afa+b)dx

Y= "aFbx ’ =@+on’ Y="a+bxr '

tedy jest
__(a+b)= ab xo—1 (1 — x)f—1

(a8 + bx)e+8
a jelikoz podle predpokladu o Cislech a, a+ b ¢islo —a/b neni
obsazeno v intervalu (0, 1),

dx

ya—i(1 — y)i-tdy =

1
xa—1 (1— x)ﬁ—l dx=(a +b)—a a—ﬂfya—l (1 —_ y)ﬂ“’ dy =

5 (a4 bx)=+8
1 I'e) I (ﬁ)
“@+bra’ Tatp

230. Integraly

[- ] -]
cos bx sin bx
dx, f xn

xm

de, 0<m<1, 0<n<2 b>0

lze téz jednoduse vyjadriti pomoci funkce gamma. Provedme
pocet ku piikladu pro prvni integral. Jest (odstavec 211, (1))

1

1
— = [zm—1 -
xm I"(m)0 zm—le=22 dz

a tedy @ LR
U

Pofad integraci jest dovoleno zaméniti, ¢im% dostaneme

JCO::xd = I.,(m)fdz(fcos bx zm—1 e—22 dx) F(m)f b’+z’
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Klademe-li je$té z? = b%u, miame

m,cos bx dx — bm—1 ulaut(m+l)—l _ nbm—I i
s xm ¥ =2l (m) J utt %= 3T (m) cos ym=
i b o<m<I1
a podobné Psin bx abn—1
.0/‘ xn dx = oT(n)singnm’ 0 < n<2.

Jako zvlastni piipady posledniho vztahu dostivime hodnoty

integralu
@ - -]
sinbx _ =® n bx cosbx
of x 2 .0[ V= d"‘“l/zb f

d¥ive jiz vypoctené.

231. Vypolet Fady hypergeometrické pro x—=1. Pod fadou hyper-
geometrickou vyrozumivame tuto fadu
ale+1)8(B+1) PO

a. ﬂ
Flarin =1+ 450 e
et et 2B+ G4
T et De+aaes  C
Clen obecny us, jenz jest
un:a(u+l)(a+2)...(u+n—l)ﬂ(ﬂ+l)...(ﬂ+n—l)xn
re+1)r+2)...04+n—1).1.2 . n
jést soudinem dvou faktora
rg) ., nTe+n).n?T¢+n)
I'(e) I'(F) n—YI'(y +n) I'(n)
Druhy ¢initel, kdyz n roste nade viecky meze, konverguje k 1 (odstavec
214, poznamka), takZe mizeme klasti
un = An no+—1—1 xn,
kde '}ug An=D(y)/(e) I'(B). Z tohoto vyjadieni obecného ¢élenu jest patrno. Ze

ne+3—1—1

fada hypergeometrickd jest konvergentni vidy, kdyz | x{<1; je-li x=—1,
jest konvergentni pro a+pf—r—1<0, jelikoz v tomto pFipadé u, aspoi od
Jistého indexu poéinajic stile klesa; je-li kone¢né x =1, konvergentn{ pro
e+ 8—r <0 (DP44). Nejsou-li podminky pfi x=_1 1 vytéené splnény, jest
radn divergentni.

""" Pro x=1 lze fadu hypergeometrickou vyjadfiti pomoci gammafunkei,
.coZ provedeme v nasledujicim, pouZivajice integrali Eulerovych. Nejprve
Jjest podle véty binomické

(t—xe=14+3x420ED 0y

Nésobime-li obé strany rovnice xﬂ—l(l—x)v—ﬂ—ln integrujeme-li v mezich
{0, 1), coZ jest pfipustno toliko za piedpokladd £>0, y—f>0, y—a—p>0,
dostaneme pro obecny &len pravé strany (odstavec 213, (34)

1
dia + 11) : .2.'(7'-:1- n— 1) xﬂ+n-—l (1 _ x).l_ﬂ_l dx=

0
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1
u(a+1)...(a+n—1)ﬁ(ﬂ—{—1)...(ﬂ+n—1)f 31
= 3—1(1 — x)—8-1dx.
1.2...n.70+1)...0Fn—1) ox ( x) *
Prvy ¢initel pravé strany jest prédvé obecny ¢len un Fady hypergeometrické
pfi x= 1, druhy é&initel jest betafunkce na n nezivisla; dostivame tedy na
pravé strané naznaéenym nasobenim a potomni integraci souéet fady hyper-
geometrické p¥i x=1 nasobeny betafunkei B(f, » — f). Vyjadiime-li tuto beta-
funkci, jakoZ i betafunkci na levé strané integraci vzniklou pomoci gamma-
funkei, mame ihned po jednoduché iipravé
Ty—8—a)I'()
Fl,p,rl)=5——F—5>
o f7: 1) I'y —e)I''y —B)

¢imZ 24dané vyjadieni provedeno, oviem za piedpokladd >0, r—3>0,
y —a—f>0. Jelikoz viak a a f mohou se v fFadé hypergeometrické zaméniti,
plati toto odvozeni téZz za supposic a>0, r—a>0, y—f—a>0. Vztah (4)
jest platny vSak pro viecka «, f,7, pro néz y —a«—f>0. V tomto rozsahu
vSak pouze pomoci integrald Eulerovych pfimo dokazan byti nemize, jelikoz
Eulerovy integraly B(p, g) pti redlné proménné integracni maji vyznam toliko
pfi p>0, ¢>0%
'232. Abychom vypodetli integral

in
fcos ao cos’ b do
[}

()

pomoci gammafunkce — uZivajice metody Kummerem vyloZené —, budeme
pouzivati formule pro cos ab odvozené v DP 156, pozndmka. Podle (2) jest

*) Snadno bychom mohli platnost vztahu (4) rozsifiti pouzitim vztahi
mezi tak zv. ,funkcemi styénymi“ (u Gausse, ktery je zavedl, ,functiones
contiguae). Plati ku pfikladu tento vztab

rle—1)—=@r—e«—p—1)x] Fle,B,7; )+ —e) (r—P) x Fle, B, 7 +1; x) —
—rr—1)(1—x) Fle, B,7—1; x)=0,

kteryz snadno dosazenim pfisluinych rozvoji hypergeometrickych se odiivodni
a ze kterého vyplyvé pro x=1

r—a—pP) Flo, fy; 1) =(r —a) (r — ) Fle, B, 7 +1; 1). -+
Vztah tento jest na zdkladé véty (I) o funkci gamma v souhldse s vyjadfenim
(4). Na pravé strané vztahu toho vSak vyskytuje se jakoZto tfeti argument
7+ 1; uzijeme-li jej n-kréte po sobé&, dospéjeme k F(e, 8,7+ n; 1), pfi &emi,
volime-li n dosti veliké, miZeme dociliti, aby »+n—8>0 i y+n—a>0
a tak v disledku toho postaéi ku platnosti vztahu (4), aby vedle » >a £
bylo bud 8> 0 aneb « > 0. Uzijeme-li viak relaci

B—7+1) F,B,7;)=B+e—7r+1) Fle,f+1,7: 1),
kteraz stejné jako () se odvodi, roziifi se platnost relace (4) podobné i na
pfipad, Ze by <0 i «<0.

Ostatné plyne bez potiZi relace (4) na zdkladé opétovného pouZiti rovnice
(4), pak okolnosti, zZe ’

lim Fle, B,7+n; 1)=1,
n=w

a vztahu (II) vyjadiujiciho gammafunkei jakoZto limitu souéinu.-
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cosap—1— 21: sinv + __(a’ —2) & sin* o — (@' —4)(a"— 2% &

4! ¢!

sin*o+4. ..

Néasobme obé strany této rovnice vyrazem cos’p a integrujme v mezich
0, in. Na pravé strané bude tento soudet tvaru

@ in
(82 —4k—1)@—4k—2...a% .
(— 1)k sin2% p cosf v do.
s 4 J
Avsak podle (4) odstavce 228 jest
1) LB+

jsin” pcosPpdp =
°

or (k 414 —ﬂ—)
~ @k — 1)@k —3)m.1. r( ) r(ﬂ"")
N 2l+|.(%+k) (%+k—1) (%+1) r(?+1)'
Dosadime-li vyraz tento do posledniho souétu, méme po jednoduché Gpravé
Gt s -Ge)

21"( ) k=0 3 k X

)| e e
)

(&) (7+2) (5+3) - (3+%)

Vyraz viak se znaménkem soudtovym jest F(ia,— }a, 48+ 1; 1) (odstavce 231)
a jest tedy

,. 1) p(ft1
jcosﬂvcosaodu:r(;)r( 2 1)F(%'_i' £‘+1; 1)
0

2r(£ 1 1) 2’ 2
2
za pfedpokladu ovSem, Ze f#>—1. Anebo konecné podle (4) odstavec 231
in
fcosﬂ D cos ap do =
0
f+1 y: )
=V= ji(____z _) r (? + 1) _
g p_a g, a
r(g+1) r(g-g+1)r(g+3+1)
- r¢+1)

=28h1 (podle Legendreovy relace).
el ed

Vysledek tento miZeme pséti téZ ve tvaru
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_Z:::os.ipcos ap do = % F(E——i(iﬂ)-*-(l) o +l)

Z této rovnice a z rovnice samozrejme (viz odstavec 90, poznamka 1)
; -
fcosﬂ psinabndo =0
.__l"

dostivdme snadno tyto vztahy

in

fcosﬂv cosa(®e—in)do=" co;;;an s re+ 1; . )
- r(g=5+i)r(F+5+]

in .

fcosﬂ psina(jn —o)do =" S';'ﬂ'}a” — reé+ 1; - )
T ]

z kterychz substituci b =4n—p’ nasleduje (stdle p¥i 8> —1)
n

fsinﬂ b cos ap dp =255 jan Té+1)
0

g e )

fsinﬂ v sin av do =
°

7z sin jan rg41) .
28 .
TS

3. LOGARITMUS INTEGRAL A JINE FUNKCE
DEFINOVANE URCITYMI INTEGRALY.

233. Jiz v odstavei 53 byla ¥e¢ o funkei zvané logaritmus
integral — anebo téZ pojmenované jednim slovem integrallo-
garitmus — stanovené tam az na konstantu. Uréitym integralem
miZeme tu funkci definovati iplné a polozime

lien=—[<"d, x>0 (1)
F

(¢touce znaéku li(e—?) obsirné logaritmus integral argumentu

e~ ). Kdybychom v rovnici pfedchazejici kladli zavadéjice

novou proménnou integracéni u = e—*, dostali bychom pro meze

nového integralu hodnoty e—*=E 0 a

Petr, Integrélni pocet, 2. v. 32
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Z rovnic (1) a (1) plyne pro derivaci integrillogaritmu
lDie—ar=", pig=y1; @

x | T legt’

pFi ¢emZ se ve vztahu prvnim vztahuje znaménko derivace ku

proménné x, v druhém ke &

234. Vychazejice z rovnice (1) a uzivajice vztaht odvozenych
pfi projednavani gammafunkce, odvodime si pro li(e—%) rozvoj
nekonecny vidy konvergujici. Nejprve jest (v ndsledujicim pred-
pokladéno x jakoZto kladné ¢islo)

-1 z . @
I'(n) =fx#—l e—2dx=[xs—1e—zdx —|—fxl‘—1 e—zdx, w>0
0 z

a tedy

z
—fxp—le—z2dx=—D)+ [e—z xv—1dx, wHw>0.
z [}
Leva strana této rovnice jest spojitou funkei # pro vSecka u
(i zaporna) a redukuje se pro #=0 privé na li(e—2). Prava
strana ma vyznam pouze pro #>0. MiZeme tudiz psiti
z
li (e‘_’):lin:)[— I'(w)+ e~z xn—1dx], ()
B= - 1]
kdez oviem nechiviame g konvergovati k nule hodnotami klad-

nymi. Jest viak
xetl  xpt2

X4
e T L T R TR

a ponévadz fada tato aspoi od druhého ¢lenu pocinajic jest
pfi #20 Ffadou funkei spojitych stejnomérné konvergentni pro
viecka x intervalu (0, a), kde a jest libovolné ¢islo kladné, jest
pro x>0

z

xu xo+l xu+2 xut+3 _
[err ot =t Gyt wk e G TS
1 Jae—1 xmtl ot2 T
—'u+[ 1 (u+1)-1!+(u+2)-2! ] “

Hranatd zdvorka méa limitu, kdyZz # konverguje k nule (nebof
jednotlivi ¢lenové maji limitu pro lim # =0 a nadto jest to Fada
stejnomérné konvergentni v intervalu pro g obsahujicim bod
#=0). Jeji limitu se zietelem ku pravé uvedené vlastnosti ob-
drzime, utvofime-li limity jednotlivych ¢lentt a je secteme;
dostaneme pro tuto limitu
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x x? x3
logx—qg7+3 i~ 3351t

a tudiz podle (3) a (4)

. . 1 . x x2 x3
h(e_z)zf.lﬂ)[ﬁ—F(”')]+l°gx_ T 32 331

Avsak

= lim wrw—1_ lim Ta+w =TI _ ray;
u=0 u u=0 s

. 1
tim [ Fo— |
podle odstavee 220, (19) viak jest I"(1) =—C, pfi ¢emz C jest
Eulerova konstanta. Mame tak celkem

2 x?
1i(e—¢)=c+1ogx—lf‘l!+2f2!—3_3!+..., x>0, (5)

¢imz dana fada konvergentni pro funkei integralem (1) defino-
vanou.

235. Prava strana rovnice (5) podrzi vyznam, nahradime-li
log x vyrazem log|x|, i kdyZ jest x zaporné.V tomto p¥ipadé
(x <0) bude pravd strana definovati novou funkei, jiz stejné
budeme nazyvati a znaditi, a budeme tudiz psati (zahrnujice
v jednu rovnici i rovnici (5) i rovnici, ktera z této vznikne
zménou X v —X)

. 2 x*
lie)=C+loglxi+r+3 5 Hygrt-n  *S0. )

Funkce takto nové pfi x>0 definovana neda se vsak pomoci
urc¢itého integralu z funkce e—*—! vyjadftiti, jako tomu jest,
kdyZz x jest zaporné (viz (1)). Pro pfipad, Zze x jest kladné, lze

vSak dokdzati toto vyjadteni
-]

e—t
li(ex) = — hlavni hodnoté f - dt, x>0 ©)
-z
Pfi tom znac¢i hlavni hodnota integralu z funkce e—t/t v mezich
—x, oo limitu

lim [ eT_'dt+f’Ltdet]. e>0.
—T 8

Abychom to dokézali, uvazme nejprve, ze podle (5)

li(ex)_li(e—z)zg(t.xl!+3f;!+5f;!+“' '

Daéle jest (pro x>0)
32*



(- - [--] z
, et et . _ ‘ et
— hlavm hodnota e dt +fT dt = — hlavni hodnota_[T dt =

-

=lim [_z dt—fe_ ]=ll=na[f% fit_—tdt]=

z
et—e—4

+
u|*a
+

0
Jest tedy pro (x>0)
— hlavn hodnota [ eT_' dt+f f’tl' dt =li(es) —li(e—3),
—2 z

¢imz se zietelem k (1) rovnice (6) dokazana.
Z rovnice (5') nasleduje

(lien)y = %‘ pro x = 0. @)

Kdybychom zavedli v (5) proménnou § rovnici e*=§£, dostali
bychom relaci \
lig=C+log|logt|+ 88 1108 L JOBE L e0 k21 @

a . T 1
Mg =1opgs

rovnice pak (6) by se zménila (po snadném poc¢tu pfi substituci
e—'=u)

9)

&
li §=hlavni hodnota f—% pro £ > 1, (©)
kde pii £>1 .
hlavni hodnota l = 11 [ '

logu + logu]'

Rovnici (5') miZeme konecne téz psati ve tvaru

dx, x %0 )

ll(e—*’)_C+log]xl—|—f

236. Mizeme vsak téz podah vyjadfeni integrallogaritmu
pomoci integrilu, kde proménnid nebude mezi integralu jako
v rovnici (1), nybrz parametrem. K tomu cili budeme se zaby-
vati integralem

J(x)= —fe—z teost+txsint cost: i z’Sin ¢ dt; x> 0.
0

Derivaci podle x na obou stranach si zjednime

o _g|tcost+ xsiné  sint | 2xtcost+2x*sint
J<x>—+oe[ prinl_ il Sxteet R oint] gy
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aneb po tdpravé a snadném poctu

Fd [tsint—xcost £ sint — n°
Jiw) = e of g (S"‘t—+’;,°°—) dt = e [%ﬁ]o

tj.
J==%",  odkudz podle (2) J(x)=li(c=") + konst,

je-li oviem x>0. K urleni konstanty postaéi si uvédomiti jednak,
ze 11m J(x) =0, jednak, ze podle (1) lim li(e—*) =0; i jest tudiz

T=m
konst =0 a

@® .
li(fe—2) = —fe—f tC_OSt:-*_-l-:—’Slnf dt pro x> 0. 8
0

Pqétem tdplné stejnym vyplyva

tcost;xsm_tdt pro x> 0; ©)

nemtizeme v3ak uzavirati bez blizSiho Setfeni, Ze konstanta K =0;
nebof funkee li(e*) jest nekonecnou pro x =0, a co odvozeno bylo
pro konstantu pfi x <0, nemusi byti spravné pfi x>0. Abychom
i v (9) ustanovili konstantu, utvofime rozdil obou rovnic (9) a (8),
pfi ¢emz rovnici (Y) nasobime dfive vyrazem e—*, rovnici pak
(8) nasobime e*. Dostaneme vztah

1.(ex)+K_—f

e—xli(ex) —exli(e—>)+ Ke—-x= xf 2 sin ta dt, x>0 (10)

Limita levé strany této rovmice pro limx =0 jest K; nebof
lir% (C+log|x|) (e~ —ex)=0.

Abychom si vypoéetli limitu pravé strany, piSeme ji ve tvaru
souctu
@ 3 @
2sintdt _ 2sintdt x 2sintdt
24 xr 2+ x* J 4t

Integrél v druhém ¢lenu na pravé strané posledni rovnice jest spo-
jitou funkei x v ka?dém intervalu, jak étena¥ snadno na zikladé
kriterii odstavee 160 dokdze;*) i jest tedy limita druhého élenu pro

(11)

*) Ostatné lze ihned psati podle véty o stfedni hodnoté p¥i, x >0

wm
2sint 2dt
If dt | <x | (5 =4x,
t’—]—xz / £

z kterézto nerovniny vyplyva rovnéz Ze limita druhého élenu pravé strany
rovnice (11) jest rovna nule.
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lim x =0 rovna nule. Pro prvni ¢len mame integraci éaste¢nou

i i
*2sin t dt t t
T R RTaeet

Pro integral naposled uvedeny lze pséiti (podle véty.o stfedni
hodnoté), je-li x ku ptikladu v intervalu (0, }),

i
z(smt) lo g(t’+x’)dt|<f (smt_) og £

Jest tedy i limita prvého ¢lenu pravé strany rovnice (11) rovna
pule a tudiZ i pravé strany rovnice (10), nasledkem éehoz jest
K = 0. Mame tak rovnici

dt.

t t— t

ll(e-\’)_--f cost2+;tzsm dt pro x <0 (12)

(pro x>0 jest to rovnice (9), pro x <0 pak rovnice (8)).
Zaroven jsme ziskali hodnotu téchto integrald

@ .
xsint

2 2
0t+x

dt = }[e—xli(ex) — exli(e—x)] pPro x =0,
| (13)

(- -]
/ :,L_;isxt? dt = — }{e—~li(ex) + exli(e—)] pro x <0.

237. Pro funkeci li(e?) vedle konvergentniho vyjadieni (5')
lze podati vyjadieni asymptotickd. Snadno toto vyjadfeni odvo-
dime pro x < 0; to jest pro funkei li(e™2) pfi x>0. Tu dosta-

vime ihned ¢&dste¢nou integraci (podobné jako pro fe—‘c dx
v odstavei 73)

@™
—t — _¢
1i(e—x)=—f"—t—dt=—2+1 ft, dt

z z
e—x 1.e—x e—
——T+ x’ 1.2.}/‘th
1 11, 2! et
—— < [
——e¢ ‘(x x,+x,)+3f —dt
z

a obecné
] 1 _
liem) =—es(§ ~ L+ H— o O 4

+ (— t)nt1 n!f_-— dt. (14)
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Je-li v této rovnici x>0, jest

a tedy

Méame tedy tento vvsledny rozvoj

e =—e(t—Ltf— BT c o 2 )
x>1, 0<6<]y,

ktery p¥i velikém x mize byti pro vypocet integrallogaritmu

li(e—?) uzite¢ny. Jest to rozvoj asymptoticky a to druhu, se kte-

rym jsme se aZ doposud setkavali (znaménka ¢lend se stf¥idaji,

zbytek jest co do absolutni hodnoty mensi nez prvni zanedbany

aneb ne7 posledni podrzeny ¢len.*)

238. Abychom odvodili asymptoticky rozvoj pro li(e®) p¥i
x>0, pouzijeme formule (12), do které dosadime ¢t=~¢x (za
predpokladu x > 0). Obdrzime (vynechavajice ¢arku u integraéni

proménné)
li(ex) = evf sin (tx)ilttfos (tx) dt. (15)
0

Mohli bychom p#i tomto vyraze uzivati integrace casteCné —
integrujice vzdy sin (fx), cos (fx) — a obdrzeli bychom zidany
asymptoticky rozvoj. Aby vSak zbytek objevil se ve tvaru co
nejjednodusSim, zavedeme jeSté jednou novou integraéni pro-
ménnou substituci ¢ = tg ¢, ¢imz (15) se zméni v

in

li(ex) = e’f‘/.sin [x tg o — @] cos™1 @ do. (16)
0

Provedme nyni integraci ¢isteénou na integrile
in
jsin [x tg o — ko] cost—2 @ dp =

1]

in

_f [sm (xtg ) cos kg — cos (x tg9)

k
cost @ v sin ktp] cosk ¢ dip,

*) Pro zbytek totiz téZ plyne podle véty o stfedni hodnoté

@

. —1)!
n! tn+ldt_n e—zftn_H—(n 1)'————@ e— O
z

xn

pii tom jest x’ jisté Cislo vétsi nez x a 0 <O <1,
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integrujice vidy vyrazy (znaménko derivaéni vztahuje se k de-
rivaci podle o)

sin(xtgg) _ [cos (x tgl)]" cos (x tg @) [sin (xtg tp)]'_

cost g x cos’g x
Vznikne po snadném poctu formule
in
jsin [x tg ¢ — ko] cosk—2 ¢ dp =
0

.=vi_--—|—%fsin [x tg p — (k4 1) p] coskt—1 p dp pro k=1,2,3....
0

Uzijeme-li této formule postupné na integral v rovnici (16), ve
kterém k =1, dostaneme

h(er)—ex[ TRLEN SN

(n—i)'

o + sin|xtgp—(n+ 1) 9] cosn—lg dtp] (12)

Zbytek majici v tomto rozvoji asymptotickém tvar integralu
odhadneme dvojim zpisobem. Nejprve jest identicky

in

jsin [xtep—(n+1)p]cosr—lpdp=

0.

in
. _ cosntl g dyp
=[sin rtgo— (Dl (g~ +0) e
Jestlize x> n+ 1, jest funkce
cosn+l @

x—(n+1)costp

v intervalu (0, }7) funkei stile klesajici a kone¢nou a mizeme
uziti druhé véty o sttedni hodnote (odstavec 106, (11)). Podle

ni jest ,
24

[sin [xtgo—(n+ 1) p] cosn—l pdp =

Fo ‘
=m‘/sin [xtgp — (n 4 1) g] co'x;cp—(nq-l)) dp =
0

_ 1 ' vo__2sin?{[x tg oy — (n 4 1) @]
Sx—mgn ekt Uell =Tt '

PFi tom jest ¢, jisté éislo intervalu (0, }n). Jest tedy zbytek Fady
v hranaté zdvorce roonice (17) se oyskytujici o celku roony
2.n!0
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Zbytek tento — odvozeny za ptedpokladu x >n+1 — jest jisté
kladny. Ptibiranim stale novych ¢lend ptibliZujeme se tedy stile
vice hodnoté funkce, pokud n<<x—1. Jestlize n << §(x—1), jest
zbytek mensi neZ posledni podrZeny élen fady v hranaté zavorce.

Zbytek lze dile odhadnouti podle prvé véty o stfedni hod-
noté. Funkce cos*—1¢ jest v intervalu (0, §n) stile kladnd. M-
zeme tedy psati

in in

[sin (xtgp —n—+1¢)cost—! @ dp =sin (x tg ¢'o — (n + 1) ¢',) jcos"—l o do.

0 0
Integral na pravé strané miizeme sice vypocitati presné (odstavec
68); miuzeme vSak k vili jednoduchosti, je-li n dosti veliké,
nahradili hodnotu toho integrialu pt¥ibliznou jeho hodnotou, jez
jest . i

l/f, EN
2(n—1)
(viz rovnici (12), odstavec 68), ¢imz dostaneme pro zbytek hodnotu

1
"'.0'.‘/L —1< o<y,

xn 2(n—1)"’

pfi ¢emz udané hranice pro & jsou do jisté miry spravny jenom
v piipadé, 7e n jest dosti veliké. Na zakladé obou vysledkl pro
zbytek lze s dspéchem asymptotické formule (17) pouziti pro nu-
mericky vypodet integrillogaritmi i p¥i x >0; zvlast¢ pak lze
s jejich pomoci ukazati, ze pocitajice pomoci rozvoje (17) se
nejvice hodnoié integrillogaritmu ptiblizime, s¢itime-li rozvoj
ten az ke ¢lenu »-tému, kde » = x + &; pti tom jest & jist¢ malé
gislo kladné, jez odhadnouti jest v kazdém piipadé zvlasi. Clen
v-ty jest ziroven v blizkém okoli nejmensiho élenu.

239. Integrallogaritmus li(x) pfi x>0 ma jistou dulezitost
v ciselné teorii. Jeho hodnota totiz uddava pfiblizné pocet prvo-
¢isel mensich nezli jest x a tato souvislost po¢tu prvocisel s hod-
notou integriallogaritmu byla pfedmétem praci ¢etnych autori,
z nichZ zejména jest uvésti Gausse a Riemanna.*)

Uvadim v té pfi¢iné malou tabulku vyinatou z Nielsenova
spisu ,Theorie des Integrallogarithmus“. V ni znadi n(x) pocet
prvocisel menSich nezli x.

*) Podrobny vyklad o Riemannové praci jakoZ i o pracich s ni souvisicich
nalezne ¢tendf v obsazném pojednini p. B. Hostinského ,Riemannova theorie

o poitu prvocisel v danych mezich®, Casopis 39 (1910), str. 25— 36, 146 — 155,
245 — 255, 395 —416.



506

x li(x) n(x) | li(x)—7e(x)
100 30°12614 26 41
200 50°19217 47 32
300 6833361 63 53
400 85°41789 79 6'4

1000 177°60966 169 86

10000 124613725 1230 16°1
100000 9629°80904 9593 .. 368
200000 18036'05216 | 17983 531
300000 26086'69223 | 25997 897
400000 3392262200 | 33859 636

1000000 | 78627'54928 | 78493 134'5

240. Integrallogaritmus jakoZ i funkeci poditanou v odstavei
73 a znamou pode jménem Krampova transcendenta
Lix)= f e~stdx=4} [e~ti—tdt, (x*=1), (p)
z z
lze pokladati jako specielni pfipad funkece, k jejimuZ zavedeni
dala podnét teorie funkce gamma; totiz funkce
Q(x,v)= |e=x—dx,
/
odkudz vysvétluje se totoZznost zplsobt, kterymi lze pocitati
integrallogaritmus a integral (p). Lze totiz metody k vypoétu
téchto funkeci zevSeobecniti pro vypoéet funkee Q(x, »). Zejména
plati pro tuto funkei tento asymptoticky rozvoj (kteryz ziskame
podobné jako u zvlastnich pfipadd integraci ¢dsteénou)
Q(x, 1) = e—2 31 [1+”;‘+(”_‘)("‘2)+...].

x?

Obor platnosti této formule se zietelem k intervalim pro »
resp. pro x jakoz i vy3etieni zbytku (které se obdobné da
provésti jako pf¥i integrallogaritmu) opomijim.
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