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CAST CTVRTA.

INTEGRALY MNOZNE (INTEGRALY Z FUNKCI
O NEKOLIKA PROMENNYCH).

XII. INTEGRALY MNOZNE Z FUNKCI
KONECNYCH.

(. DEFINICE A ZAKLADNI VLASTNOSTIL.

262. V odstavei 85—87 byla poddna definice integrilu z ko-
neéné funkee f(x) v intervalu (a, b). Definice ta se da snadno
rozsivili na funkee o nékolika proménnych. Provedeme toto roz-
Sifeni zevrubné pouze pro dvé proménné, aviak zptisobem, jenz
se da Dbezprostiedné rozsititi na libovolny pocet proménnych,
na zikladé pojmd a vét vylozenych v odstavei 259—201. P¥i
tom oviem ty vyvody, které by byly téméf prostym opakovinim
toho, co vyloZzeno p¥i jedné proménné, a které Ctena¥ snadno
mize sim dopluiti, budou vynechany a toliko odkaz na prislusny
dfivéjsi vyklad p¥i jedné proménné bude uveden.

Pii jedné proménné byl din obor integraéni proménné ji-
stym intervalem (a, ). PFi dvou proménnych budeme kazdou
dvojici hodnot [x, y] zndzorfovati bodem [x, y| v roviné XY
a obor bude din vzdy souhrnem bodid nachizejicich se uvnitf
jisté uzaviené, spojité kiivky K, po pfipadé mize byti omezen
nékolika uzavienymi, spojitymi kfivkami i sklddati se z nékolika
casti. Budeme pak k znaceni oboru uzivati pismen £, w opatre-
nych, bude-li to tieba k rozliseni riznych obord, riznymi indexy.
Stejné jako pfi jedné proménné uvaZovali jsme na pocatku
pouze intervaly konec¢né, budou nyni veskeré obory v uvahu
vzaté koneclné.

O ktivkdch, jez vymezovati budou obory £ (resp. w), u¢inime
jednou providy piedpoklad, 7e jsou to &iry spojilé kvadratury
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schopné v uziim smyslu (odstavec 258). Ptislusi tudiz kazdému
oboru 2 (resp. w) ur¢ity obsah (velikost plosna p¥i 2 promén-
nych), jejZ znaciti budeme stejné jako prislusny obor, totiz
pismenem £ (resp. w). Nadto provedeme-li ¢tvercové déleni
celé roviny XY, pfi ¢emZ strana ¢tverci jest vesmés d, pak soucet
ploch &tvered, jez jsou protindny ohrani¢enim oboru £ (resp. ),
konverguje k nule, jestlize d konverguje k nule (viz odstavec 258).

Kone¢né jest vytknouti, ze pod body oboru 2 (resp. ) py-
rozuminame o nasledujicim body, jez jsou jednak uoniti 2,
jednak na ohraniéeni oboru 2.

263. BudiZ nyni dina v oboru £ funkce f(x, y) a budiz tato
funkee koneéna. Horni hranice funkénich hodnot budiz (je-li [x, y]
v 2) oznac¢ena M, dolni hranice m. Rozdélme £ ¢arami na n obori
mensich @, @,,..., @;; horni hranici hodnot funkee f(x, y), je-li
[x, y] na o, oznaéime My, dolni hranici pak nmu. Mezi obsahem
oboru £ a. ¢asti o jest vztah

Q=04+ o+ w3+ ...+ on (1)

Jako pti jedné proménné vezmeme i nyni v Gvahu soulty

S = Myo, + My + . 4 Maoon :E Myox,
k

$ =m0, + My0;+. .. + Mawn =Z Mgk,
k

k=1,2,...,n

Jelikoz jest m < My < M, m < m; < M, plali se zietelem k (1) i pro
soucty S resp. s, jez jmenujeme opétné horni resp. dolni soucty,
tyto nerovniny

mQ<S < MQ, mQ < s < MQ, @)

odkud?z vyplyvd, 7e viecka mozna ¢isla S, ktera dostivime riz-
nymi délenimi oboru £ na obory w, a pfi rizném n maji svou
dolni hranici, jiz znac¢iti budeme Z, a podobné ¢isla s svoji horni
hranici o.
'O téchto ¢islech plyne dvahou dplné shodnou s dvahou
odstavece 85, Ze
Z=o. D
POZNAMKA. Pii dikaze, jenz priaveé byl naznafen odkazem
k odstavei 85, uzivd se dvojiho rozdéleni 2 v obory mensi, a
to jednak v obory w;, @, ..., v, (déleni D), jednak v obory
'y, @'y, ..., 5 (déleni D’). Potom uzijeme-li viech ¢ar ohrani-
¢ujicich obory w, o, (i=1,2,...,m; j=1,2,...,n) k rozdéleni
oboru 2 v obory mensi, vznikne déleni D", jimz vznikaji z £
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obory o", 0", 0%, ..., 0", ... Je-li téchto obort ©" konecny
potet, mame pravé piipad, ve kterém lze pouziti postupu od-
stavce 85, jak uvedeno; protinaji-li se vSak &iry provadéjiei
déleni D s ¢arami uzitymi pii déleni D’ v nekoneéném poétu
bodi, jest obori ', nekonedny pocet a postupu odstavce 85 nelze
tu bez dalsich pomtcek pouziti.

Tu vSak mtzZeme pti dikaze vztahu (I) postupovati takto:
Budi? S horni soucet piislusny k déleni D, s’ pak dolni soucet
pEislusny k déleni D’. Vztah (1) bude dokdzin, dokazeme-li, 7ze
vzdy §=s'. K tomu cili pokryjme rovinu siti ¢tvercovou (vzni-
kajici dvéma systémy rovnobéznych primek), kazdy é&tveree
o strané 6. Uvazovali budeme ty étverce sité, jez maji spoletné
body s 2. Ke kazdému z téchto ¢tverct ox jsou prifadény funkei
f(x,y) a oborem £ dvé ¢isla Ni, ni (horni resp. dolni hranice
funkce f(x,y), je-li [x, y] na or a zaroven na 2). Sestrojme pak

tyto soucty
T=Y Nkog, t=Y ngog,
; ;

vziahujici se ke viem ¢tvercim sité v avahu prichdzejicim. Jest
T >t Aviak
S>T—uMe, st < t + uMe,
tedy’
S —s">—2uMe.

Pfi tom jest u nejvyssi pofet obord w; resp. o, jez mohou
miti soucasné spoleéné body s jednim étvercem sité (zicjmé
jest ¢ mensi () nez vétsi z m, n), M jest horni hranice absolut-
nich hodnot f(x, y) na £, € jest libovolné ¢islo kladné; d ko-
ne¢né jest tak voleno, aby soudet Ctvered sité, jez maji spole¢né
body s ¢arami ohranic¢ujicimi obory w;, o5 byl mensi nez & Jc-
likoz ¢ mizeme voliti libovolné malé, vyplyva ihned $>s'.

264. O cislech X a o plati dile, Ze jsou to limity, ke kterym
konverguji soucty

E:Eﬁkak, ;:;r?tkzk, k=1,2,3,...,n,
3

kdyz n roste nade vsecky meze a zirovert rozmér niech casti oy
konverguje k nule. Pti tom jsou wi rovnéz ¢isti oboru 2, takze

wl+;l;2'+...+(;n:(_)

a M, resp. mi jsou horni resp. dolni hranice funkee f(x, y) na w.
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Dokazme vétu o soudtech S; o nich plati nejprve (jeliko>
patfi mezi soucty S)
5=z G)
PonévadZz soucty S maji dolni hranici Z, 1ze udati ke kazdému
éislu kladnému libovolné malému ¢ takové rozdéleni plochy £
na p obori mensich o, w,, ..., wp, ze pFisluiny k nému horni
soucet, jejz znaciti budeme S,, hovi nerovniné

zgSo=me;<z‘+e, i=1,2...,p. @
i
Provedme déleni plochy £ na éasti w tak, aby rozméry

téchto ¢asti byly mensi nez #, kdez n jest &islo kladné zatim
libovolné. Cisti ty budou dvojiho druhu. Budto viecky body

té ¢asti budou prindlezeti jedinému z obori w; — v tomto pFi-
padé oznalime jejich indexy k —, anebo budou pfindlezeti
aspoit dvéma riznym oborim ®; — tu znaditi budeme jejich

indexy k”. Jest tedy
S= Zﬂkak =Zﬁk15k' +Zﬂk~5k~ .
¥ % rz

Prvy stitanec pravé strany oznaéime Sy, druhy pak S,. Rozmér 7
zvolime si nyni tak maly, aby soucet ploch wi byl men3i nez &/,
kde ¢ jest kladné ¢islo svrchu zvolené a M jest horni hranice ab-
solutnich hodnot funkee f(x, y) v & (viz disledek 2 odstavee
261). Pak jest S, co do absolutni hodnoty mensi ne’

leav'<§m-—9;i=s a tedy S<§;+e b)
Podobné&, zmensSime-li v SO=ZM,-w.- plochy ; o ty c¢asti,

které se skladaji na obory wi-, &islo M; ponechdvajice v pFi-
slusnych s¢itancich beze zmény, zméni se S, v .5, kteryzto soucet
se lisi od S, rovnéZ o &islo mensi nez M . e/M =& Tedy

S1 < So + [N (7)
Konec¢né jest bezprostfedné jasno, ze
5,£8 @)

Z nerovnin (a), (#), (7), (6) vyplyva vSak ihned (jejich s¢itinim)
S<Z43 @
Na zakladé (3) a (4) jest tedy
S— 2| < 3,
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kterazto nerovnina jest podle uvedeného jisté splnéna, u¢inime-li
rozméry Casti ox mensi nez 7, to jest dosti malé, ¢imz véta doka-
zéna. Stejné se dokéaze tvrzeni véty o souétech s.

265. Rozdéleni 2 na Casti mendi wx miZeme provésti tieba
tak, ze vedeme v roviné XY neohliZejice se na ¢iru K omezujici £
dva systémy ¢ar vzdjemné se protinajicich. ¢imZ po pfipadé pro-
vedeno miize byti déleni celé¢ roviny anebo aspon oboru piesahuji-
ciho & na . Ku piikladu vedeme systém piimek rovnobéznych
s osou X, pti ¢em? sousedni dv¢ piimky maji vzdalenost d, stejny
pak systém piimek rovnobéZnveh s osou Y; tim se nam rozdéli
celd rovina na Ctverce o plose 62

Providdime-li vSak déleni ¢&dsti rovinné obsahujici obor £
nepozadujice, aby ¢asti wx vyplnily piesné £, tu pro ¢asti wi takto
vznikajici jsou tfi pfipady mozné:

1. we jsou celé na &, ozna¢ime tyto ¢asti souhrnné o®;

2. f jest CasteCné na &, Casteéné vné &, tu uzijeme znacky o®:

3. o jest celé vué £ (nema s R spoleéné body).

Utvorime-li soucet EMkwk, kteryz vztahuje se ke viem Castem
P
o™ a ke viem anebo jen nékterym podle libosti zvolenym éastem

o®, pFi ¢em? Mi jest horni hranice f(x, y), pokud [x, y] nachazi
se na wy a zaroven na 2, pak miZeme tvrditi

N —
limy Mior =2, aIn
%

pro limitu rozméré o = 0; soucet vztahuje se ke viem o®, po
pr¥ipadé i k nékterym rebo vSem w®.

Nebof to, co jsme proti dfivéjsimu ptidali resp. ubrali tim,
7e jsme misto Gseku nékteré mezi ¢astmi o® brali celou ptislus-
nou ¢ist, po pripadé tim, Ze jsme Casti oboru & spadajici do né-
kterych o® dplné vynechali, mé za limitu nulu. Pfislusni totiz

sCitaneci v ZMk(le jsou co do absolutni hodnoty mensi nez
%
ED?Z o®; soucet vztahuje se ke viem w(®,
avsak Iimz o® =0 (viz. odstavee 261, dasl. 2).
Stejné¢ jako rovnice () vyplyva
6= limz Mok (r)
T

pro limitu rozméri &asti wx = 0; soudet vziahuje se ke viem oW,

po ptipadé i k nékterym nebo viem o®,
Petr, Integralni polet, 2. v. 35
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POZNAMKA. 1 tu lze uéiniti obdobné dodatky jako v po-
zndmce k odstavei 2062. Uvaha podana jest na ziklad& zave-
denych pojmi a dokadzanych vét spravnd jenom potud, pokud
to, co obor £ vylird z jednoho kaidého w® sestiva z jedné
souvislé &asti roviny; nejvysSe jesté bychom mohli pripustiii,
ze se skldda z kone¢ného poltu souvislych &asti. Pro ten pFipad
vSak, ze hranice oboru £ protina ohrani¢eni nékterého z obort
o® v nekone¢ném pocétu bodi, lze podali snadno dikaz cestou
pitibuznou k 1é, jiz byl poddn dikaz poznimky k odstavei 262.
Vybereme si jedno déleni D, k némuz paifici horni soucet §
se lisi od 2 o méné ne’ o & >0. Lze nyni sestrojiti plosky
o rozméru mendim neZ J, jak svrchu mnaznaceno, takze soucet
za limitnim znaménkem ve (Il), vztahujeme-li jej pouze k o, se
lisi od S rovnéZ o méné nez ¢ (k tomu cili staéi voliti d dosti
malé, viz pfisluSny pocet v poznamee odstavee 262). Z toho na-
sleduje, ze soucet ve (lI), vztahuje-li se ke viem o, se lisi od
Z o méné neZ 2¢, zvolime-li d dosti malé. Spravnost rovnice
(IT) tudiz dokazana v tomto pFipadé, ktery se rozSifuje bezpro-
stftedné na ptipad, Ze soucet se vztahuje ke vSem o™ a k né-
kterym nebo i vSem w®,

266. Provedeme-li déleni oboru £ ptimkami s osou X a piim-
kami's osou Y rovnobéznymi o rovnicich

X=2Xo X=X, X=Xp..,X=2n-1, x=1X; 5)

Y=Yo Y=Y Y=VYs...Yy=yo-1, y=VY,

pti ¢emz piredpokladime, Ze obor & jest obsazen v pravouhel-

niku o siraniach x =x, x =X,y =y, y=Y a 7e pro cisla v (5)

se vyskytlujici jsou platny nerovniny x, <x; <x, <... < Xp—1 <
<X yo<y1 <yYy:<...<yp— <Y, pak mizeme psiti

2=1im Yy M Axi Ayx ©)
Zk y
pro ten pfipad, Ze lim dxi=lim (xi—xi—;)=0, im 4ys=lim (yr—yz-,)=0
a 7e Cisla n, p rostou nade viecky meze. V rovnici (0) zna¢i M
horni hranici funkee f(x, y) v pravoihelniku o vrcholich (x; yx),
(X%i—1, Y&)s (xie1, Ye—1), (xi, Yr—1) a o ploSe dx; Ayi; soucet pak tam
se nachdzejici staci oztahcvali toliko na ty pravouhelniky, jez
jsou cele obsazeny na K.
Obdobné jest (se stejn¥m vyznamem pro znatku soudtovou
a limitni)
6= limz mik Axi Ay, 6"

NI
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267. Cisla Z, 0 v predchizejicich odstaveich definovana exi-
stuji pro kazdy obor & (svrchu podrobnéji vymezeny) a pro
kazdou funkei f(x, y) v & definovanou a koneénou. Rozdélime-li
obor & ¢arou k (kvadratury scbopnou) na dva obory £,, ,, pak
oviem i pro tyto obory a pro touz funkei f(x, y) budou ta ¢isla
existovati. Oznadime je Xy, 0, piti oboru &;; pfi oboru £, uzijeme
znacek Z,, 0,.1 jest (za stilého pfedpokladu, 7e viecka cisla vzta-
huji se k jedné a téze funkei)

E=x,+2, 0=0,-} 0, (III)

Nebof déleni, je7 obor £, déli na éasti wz (0 rozmérech konvergu-
jicich k nule), spole¢né s obdobnym délenim oboru £, a s ¢arou k
tvori déleni oboru £ na ¢dsti s rozméry konvergujicimi k nule a

tedy soucet E]i-hak ptislusny k oboru &, a funkei f(x, y) dohro-
’

mady se sou¢tem obdobnym pfislusnvm k &, tvofi rovnéz takovy
soucet pFislusny k &, odkudz prvni z rovnic (IIl) dokdzina. Stejné
jest patrna i druha z téch rovnie.

268. Nejdilezitéjsi jest pro nas pripad, kdy éisla X a g vzta-
huji se ke kone¢né funkei f(x,y) a k oboru £ jsou si rovna. Tu
nazyvame ¢islo X = o integralem dvojnym funkce f(x, y) v oboru
Q. O funkci f(x,y) pak rFikame, Ze jest o oboru £ integrace
schopna.

Pro funkce integrace schopné plati ndsledujici véta (na za-
kladé odstavce 265): Nutna a postacujici podminka, aby koneénd
funkce f(x,y) byla b oboru & integrace schopna, jest, aby

lim Z(A—'Ik—hi}c) wp =20 pro limitu rozméri wr=0; ?)
k
soucet staci vitahqvati na vSecka o,

Je-li tato podminka splnéna, pak existuje dvojny integral
z funkce f(x, y) v oboru & (ktery se nazyva oborem integracnim)

a znacime jej
f f f(x,y) do.
2

Méame tudiZ na zdkladé této definice (za pfedpokladu, Ze jest
splnéna podminka (7))

fff(x, y) dw=lim2ﬁk5k=lim2rﬁk5k pro limitu rozméri wr=0. (IV)
Q k. k

Podobné plynou - jako p¥i jedné proménné tyto rovnice
35*
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fff(x, y)do= limE mor,  my < < Mk, (1w
9 3

= lim Z f €k, m) @ v
T

kde (&, m) jest libovolny bod oboru w: a kde znaménko souétov-é
a limitni ma tyz vyznam jako v (II) a (II').

Kone&né uZivame-li déleni pravoihelnikového (odstavec 260).
miuzeme {éz psati

f f f(x, y) do = 1im2 Mii Axi Ayj = iimE mij Axi Ay; (®)
Q2 i,7 ij
=lim Z 1 i ni) Axi Ayi (8"

[%]
pro lim 4x;=0, lim 4y; = 0; sou¢tova znaménka a symboly 4x;, Ay,
maji tyz vvznam jako v rovnicich (0) a (6): & a 7; jsou pak libo-
volna ¢isla vdzana nerovninami xi—; <& < xi yji—y < i = y;. V da-
sledku rovnic (8), (8) zavadi se pro dvojny integril téz toto

oznaceni:’
[[ 16 do =/ [ty dx dy. ®")
Q2 Q

Jelikoz toto oznaéeni vytyka jasné integra¢ni proménné, bu-
deme ho v nasledujicim vyhradné pouzivaii. Vztah (8) byval
diive obycejné vychodiskem pro definice dvojného integralu.

POZNAMK A 1. Neni-li X rovno o, sluje Z horni, ¢ pak dolni
integral dvojny z funkce f(x, y) v oboru & Pro integraly tylo
budeme uzivati tohoto oznaceni

z =ﬁf(x, y)dx dy,
a

o=fff(x,y)dxdy.
e

POZNAMKA 2. Rozdil My— m: vyskytujici se v podminee
(7) sluje (stejné jako pfi jedné proménné) oscilaci funkee f(x, y)
v oboru .

Misto podminky (7) méZeme vysloviti té nasledujici (druhou)
podminku nutnou a postaZitelnou: Aby konecénd funkce f(x,y)
byla v oboru L integrace schopna, k tomu jest nutno a posta-
citelno, aby ke kazdym doéma cislim kladnym ¢, € bylo lze
nalézti ¢islo n takové, Ze soucet viech oborii wi, pFi nichz jest
oscilace vél3i nez e, jest mensi nez ¢, zoolime-li si jen rozméry
oborit wy pesmés mensi nez 1.
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Nebof, je-li tato druhd podminka splnéna, jest soucet v (7)
se vyskytujici jisté menSi nez e+ (M—m)e€, odkudZ jest
patrno, ze, je-li splnéna podminka druhd, jist¢ jest splnéna
i podminka v (7).

Je-li naopak splnéna podminka v (7), lze ke kazdému ¢&islu
kladnému ¢’ stanoviti %" tak, Ze

Z(Hk —mp)or<e", jsou-li rozméry viech wr <", (2)
k
Tim spiSe jest, znaci-li O. soucet viech obord i, v nichz oscilace
funkce f(x, y) jest vétsi nez e,

0, < &", jsou-li rozméry vsech wr 9",

t. j. soucet O, viech oborfi w, pti nichZ oscilace jest vétsi nez e,
lze uc¢initi mensi nez ¢’/e, zvolime-li si rozméry vSech obori w
mensi nez 7”. Sta¢i tudiz voliti &' =e€’, " =7, aby v disledku
rovnice (@) a tudiz v diisledku podminky v (7) byla splnéna pod-
minka druha.

Jest tedy podminka v (7) Gplné ekvivalentni s podminkou
druhou. ,

Dile jest patrno z dikazu podminky v (7), Ze postaci k zji-
sténi, Ze nékterd funkce f(x,y) jest o & integrace schopna, aby
podminka o (7) byla splnéna, kdyZ rozméry obori wx néjakym
uréitym peoné stanooenym zpiisobem konverguji k nule (viz stej-
nou poznimku p¥#i funkeich o jedné proménné v odstavei 87).
Rovnéz se zietelem k vyrazu (IV”) lze uéiniti obdobnou pozniamku,
jako byla u¢in¢na na str. 218 se zietelem k vyrazu (12) odstavce 87.

POZNAMKA 5. Uzivame-li pro dvojny integral ozna¢eni uve-
dené v (8”), jest miti na mysli, Ze jsou x, y soufadnice bodu
[x, y| v pravoihlé soustavé souradnicooé, jakoz stile bylo, byt
jenom mlcky, predpokladino.

269. O funkcich integrace schopnych. Stejné jako v odstavei 88
a 89 plynou i nyni véty: Funkce f(x,y) o oboru & spojitda doou
proménnych x, y jest o & integrace schopna.

Funkce f(x, y), ktera jest konecnid v oboru £ a spojita ve
zbytku oboru & vzniklém z & odnétim konecéného poctu oborii,
jejichz celkobou plochu miizeme uciniti libovolné malou, jest
v £ integrace schopna.

Jest tedy ku pFikladu takovd funkce f(x, y) v & integrace
schopnou, jez jest kone¢nou v & a jez jest dale spojitou, vyjma
v bodech koneéného poctu ¢ar kvadratury v uz3im smyslu schop-
nych, v jejichZz bodech ta funkce miZe miti diskontinuity.
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Jsou-li funkce fi(x, y), f:(x, y) v & integrace schopny, jest
téz b & integrace schopny jejich soudet a jest

[+ faeydsdy = [fix yydo +[ [fxpdedy. O
Q Q2 Q

Pomijeje véty obdobné k vétim e), f), g odstavee 89 uvadim
jenom tuto nerovninu

[fr v axdy <[ [y dxdy (10
Q2 Q2

platnou pro funkece f(x, y) v & integrace schopné.

Kone¢né jako dtsledek véty (I1l), odstavee 267 vyplyva pro
obory £,, &,, jez nemaji spoleénych bodi leda na spoleéné hraniei,
tento vztah ’

fff(x,y)dxdy—{-fff(x,y) dx dy fof(x,y)dxdy. (11)
2, 0,

2,142,

270. Jsou-li obory &,, ,, &,,..., &,,... takové, ze

lim Qp = 0,

n=qao
pod kterymzto vztahem vyrozumivame okolnost, 7e i obsah oboru,
jejz k 8, jest ptidati, i obsah oboru, jej7 od &, jest odebrati,
aby touto oboji soudasnou operaci (pfiddnim i odebrdanim) z £,
vznikl obor &, jest mensi nez kladné Cislo €, jez s rostoucim n
nade viecky meze konverguje k nule, pak, je-li f(x, y) ve viech
oborech &, i v oboru & integrace schopno, jest '

lingofff(.r,y)dx dy =fff(x, y)dxdy. (V)
n=®%, (o
Nebot jest (podle (2) odstavee 263 a podle (11))
[ [rs pdxdy — [ [rix.9) dxdy| < 200, (V)
a, - o

kde M jest horni hranice absolutnich hodnot funkee fx, y) v 2,
'Qlo Qa, 'QSS ..

POZNAMKA. Rovnice (V,) jest ve skutecnosti dokdzina pouze
tehdy, jestlize obory 2, 2, se li3i o koneény pocet souvislych
casti (t. j. jestlize takovych ¢édsti, jez jest k £, ptidati, resp. od
ncho odniti, aby vznikl 2, jest koneény pocet). V pripadé, 7e
tomu tak neni, lze opét uziti ¢tvercové sité, téze pro oba obory
Q, Q, a vySetfovati rozdil souétd
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ZM.‘ di resp. EM; o, 0i resp. 0; ¢tverce sité o strané 0 na 2 resp. @n,
Q 2,

jez v limité konverguji k integralim rovnice (V,). Dostaneme
bez potize rovnici (V).

271. Véta o stfedni hodnoté. Vztahy (2) odstavee 263 maji
ihned tento disledek pro funkece f(x, y) v & integrace schopné

mQ <[ [1(v,y) dx dy < Mo, (VI
0
jejz muzeme ‘téz psati ve tvaru
[[twpdrdy=ne mgugm (VIy)
2

Pro funkce f(x, y) v souvislém & spojité lze tuto rovnici psati
ve tvaru
[frspdxdy=2.1@m. (VL
Q

kde (& 7) jest bod (uvnitF) oboru &. Vztahy (V1,), (V1.), (V],) jsou
riizné toary véty o stFedni hodnoté doojného integralu. Mizeme
je snadno zevieobecniti. Nejprve nasleduje z (V],), je-li m =0
(f(x, y) jest v tomto ptipadé v & stile kladnd, po pFipadé nule
rovna),

fff(x,y)dxdygo- ®
Q2

Budtez dile f(x,y), g(x,y) dvé funkee v & integrace schopné,
z nichZ druhd neni o & nikdy zdporna; funkce f(x,y) nechf
pak md v & za horni resp. dolni hranici funkénich hodnot éislo
M resp. m. Tu jest pro vSecky body na &
, (M—f(x’y))g(x:y)éo

a tudiz podle (8)

[fn =19 gx, ) dxdy z 0

2
a tedy

[[Metw. ) dxdy = [1(, ) g(x, y) dx dy.
Q

(]

Podobné odvodi se nerovnina vztahujici se k m, takze celkem
dostavame

m { [ate paxdy < £ [1x, y) g(x, y) dx dy < M £ [etepdsdy, (V1

coz jest véta o stfedni hodnoté dvojného integrilu v obecnéjsi
formé. Mizeme ji psiti také ve tvaru



[[1wm e pasdy=n[[axydrdy, m<p<h (V1)
Q2 0

anebo, je-li f(x, y) funkce spojitd na souvislém oboru £,

[[16 ) 8.1 dx dy =16, 0 [ 4, ) de dy.
Q Q

kde & 7 jest bod na . Stran otazky, kdy v (V1) resp. (VI lze
znaménka rovnosti psand pod znaménkem < vypustiti, odkazuji
k odstavei 80.

POZNAMKA. Pro ten ptipad, ze f(x.y)=1 v celém oboru
£, jest m=M =1 a na zdkladé (V],) méme ihned

ffdxdy=.e, (@)
2

¢im7 vyjadien obsah (plosna velikost) oboru & dvojnym inte-
gralem. Vysledkem timto jest vyjadfen obsah mnoZnym inte-
grilem a jest vysledek ten pfimym disledkem definice obsahu
(a definice mnozného integralu). Pro obory trojrozmérné plati
rovnéZ: Obsah T takového oboru, ktery ozna¢ime rovnéz T, jest

dén vyrazem
T:fffdxdydz @)
T

a t. d. pro obory o libovolném poétu rozmért. Pfi oborech dvoj-
rozmérnych velikost plosnd v (@) dand jest velikost plosna
v uz$im smyslu.

222, O vypoétu integrali dvojnych pomoci dvojnasobné
integrace (integrali dvojnasobnych). Vypocet integralu dvoj-
ného lze pFevésti zpravidla na vypocet dvojnisobného integralu.
Odvodime v té piiéiné nejdilezitéjsi piislusné véty. Pri tom
vyjdeme od nejjednodussiho ptipadu berouce za integracni obor
& pravoiibelnik P v roviné XY omezeny piimkami o rovnicich
x=x9, x=X; y=yo y=7Y. Provedeme rozdéleni pravouhelnika
toho pfimkami o rovnicich (3) odstavee 266, ¢im7 se pravo-
uhelnik rozpadne na n.p mensich pravoihelniki. Jsou-li M
resp. my horni resp. dolni hranice funkce f(x, y) v pravoihel-
niku o vreholich (xi, yo), (3, yr-1), (xi-1, yi), (xi-1, ye—1), mizeme
psati za predpokladu, Ze f(x, y) jest v pravouhelniku P inte-
grace schopna, '

fff(x, Y)dxdy= limz Mix axi ayx = lim z mik Jxi Jyk (12
P ik ik

i=1,23,...,n k=1,23...,p, xn=X, yp=VY



553

pro ten pfiipad, 7z¢ limdx,=0 a limdyr=0 a n i p rostou
nade viecky meze. O Cislech xi, yr nechf i tu plati nerovniny
v odstavei 206 predpokladané (totiz xi_1 < xi, yr—1 << ys).

Zvolme si nyni hodnoty & &, ..., & tak, Ze axi_i << &<y,
a uvazujme funkei f(&, y) jedné proménné y. Horni hranice
1éto funkce, kdyz y jest v intervalu (yi-1, yi), budiz M(&). dolni
hranice pak mu(&). Tu jest zfejmé

Mik = Me (i) = mi(Ei) = miy

a tledy také

E Mir axi Aykgz Mk (Bi) dxi dyx gz my (Ei) dxi dyk ;Z mig dxi dyg.  (13)
e e ik e
Prostfedni soulty miZeme vSak psati téz takto (vypisujice
soucet vzhledem k indexu k)

Z My E) dxi Sy =
=E Axi[MyE) dy, 4 Mo(Ei) dy s+ MyEi) dyy ...+ Mp(Ei) ayp),
ka(&i) Axidyy=

=Z axi[my (&) gy, + mgEi) ys + msE) dys + . . . + mpEi) dyp).

Jestlize v3ak jest funkce f(x,y) podle y o intervalu (y,, Y)
integrace schopna, at jest x jakdkolip hodnota intervalu (x,, X),
jest patrn¢ v disledku Riemannovy definice integralu

M) gy, + MaE) ay,+ . . .+ Mp(Ei) ayp =

Y
16
'_2_ff(€.', y)dy =myE) dy,+ ...+ mpE) dyp (16)

Yo

a tedy podle (13), (14), (15) a (16)

Y
E Mip dxi Jyg gz [ff(&i, ) dy] Axi .\éz mik Jxi Jyg.
ik i Ty, ik

1]
Ponévadz podle (12) leva i prava sirana ncrovniny napsané ma
limitu a to touz (pro lim 4x; =0, lim 4y =0, lim n =00, lim p=20),
ma i prositredni ¢lanck této nerovniny touz limitu pro lim 4x; =0
alimn=oco0 a to, af jest & jakikoliv hodnota intervalu (xi—1, xi),
t. j. jinymi slovy: Funkce proménné x

Y
[t dy
Yo
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jest podle x integrace schopna v intervalu (x,, X) a jest

Xy
Sty dyy ds=[ [f(x, y) dx dy, VI
Zy Yo P
¢imz roonost mezi dvojnym integrilem danym a integrilem
doojndasobnym prokézana. Uzivime-li obvyklého oznaéeni pro
integraly dvojnisobné, miizeme ji také psati ve tvaru

[[1spaxay= fx dxfl;(x. v dy.
P z Yo

Kdybychom pr"edpoklédali, ze f(x, y) jest podle x integrace
schopno, at jest y jakakolio hodnota intervalu (y,, Y), mohli
bychom stejné dokazati

Yy x
[ty dx dy=[dy [1x, ) dx. (VIE)
P Yo Ze

273. Rozsireni platnosti ziskanych vztahii. Kdybychom po-
uzivali pojmi horniho a dolniho integralu, mohli bychom véty
predchazejiciho odstavee ponékud rozsititi. Af jest f(x, y) podle
y integrace schopno ¢i ne, mizeme vzdy psati misto (16)

Y Y _
M) gy, + MyE) gy +. .. + MpEd dyp ;ff(ei, y)dy _Z_ff(&'. ydy =
Yo . E

=my ey, + ...+ mp(Ei) dyp
a tedy obdobné jako svrchu

¥
Z Mix dxi ayx gz [ff(ii. ) dy] axi gz [j;'(&.', ) dy] Axi ;‘Z mix Jxi JYk,
i, T oo Ty Lk

odkudz, piejdeme-li k limitim, niasleduje, Ze funkce proménné x
Y

f_f (x, y) dy, fY f(x, y)dy

Ve Vo

jsou v intervalu (x,, X) integrace schopny a ze

x Y X _VY
[fre y)dxdy=f[ff(x, y)dy]dxzf [ff(x, y)dy]dx, (Vi)
Yo

P Zo T, y;

¢imz véta (VIl) rozsitena.
K tomuto vysledku lze ptiéiniti tyto poznamky: Ze vztahu

(VI11”) nasleduje
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X } ¥
f[jf(x,y)dy—ff(x,y)dy]dxzo.
Zy Yo ;;

AvSak funkce proménné x v hranaté zivorce se nachazejici
jest v diisledku pojmu horniho a dolniho integralu (odstavec
87, poznamka 2) stile bud kladnd aneb rovna nule. Integral
z té funkce vSak jest roven nule, i jest tudiz ta funkce sama
rovna nule v bodech mnozstvi bodového v (x,, X) viude hustého
(odstavee 97, pozndmka 3). To jest v téch bodech jest

Y

e Y
[t v dy = [tee.y)dy
Yo Yo

a funkece f(x, y) jest podle y v mezich y, Y integrace schopna
pti vSech x jistétho mnozstvi v (x,, X) viude hustého. Jest tedy
funkce proménné x

Y
o(x)=(f(x. y) dy
Yo

funkci definovanou pro viecky body zminéného mnozstvi a
jest funkei na zdikladé rozsifeného pojmu integralniho (odsta-
vec 94) a svrchu provedenych dGvah integrace schopnou. Lze
tedy (uZivajice stile pojmu zavedeného v odstavei 94) psati tento

zakladni vztah .
fff(x, y)dxdy =fdx[ff(x. y) dy]
P Zo Yo

za pouhého predpokladu, e f(x, y) jest o P integrace schopna

a rovnéz v N
[[tx yrdxdy=[ay [ff(x, v) dx]’
P Yo Zo

X Y Y X
Jas[ f1s vav|= fau| [res 9 ax]
Z, Yo Yo Zo

Tim odvozena nova podminka postacujici pro existenci dvoj-
nisobnych integrald (ve smyslu odstavce 94) a zaménnost po-
fadu integracniho.

z ¢ehoz daile

274. Abychom vétu odstavee 272 rozsitili pro libovolny (ko-
ne¢ny) obor 2, jehoZ ohraniceni protind rovnobézky s osou X,
resp. Y v koneéném poétu bodd, opiseme tomuto oboru pravo-
thelnik P (tak, aby vSecky body oboru & byly uvniti toho
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pravoihelnika), jehoZ strany méjte rovnice x=x¢. x=X; y=y,,
y=Y a uzijeme vétu odstavee 315 na funkei f(x, y) nasledovné
definovanou

fe, y)="1(x, pro viecky body oboru £, _ (12)
f(x,y)=0 pro viecky body vné oboru 2.
Pak jest, jestlize f(x, y) jest v & integrace schopno a podle y
integrace schopno v mezich danych oborem £, af jest x abscisa
kteréhokoliv bodu na &, také f(x, y) v pravoihelniku P inte-
grace schopno a rovnéz podle y integrace schopno v mezich
(yo, Y), af jest x kterikoliv hodnota intervalu (x,, X). Muzeme
pak pedle (VIl) psiti
X ¥
[ff(x, Y)dxdy =fdx E(x, y) dy.
3 Z U
Rozlozime-li si dvojny integral vzhledem k P v integral podle
£ a v integral podle zbytku vzniklého z P odeétenim £ (viz
rovnici 11) a uvédomime-li si, Ze tento posledni integral jest
roven nule (nebof funkce f(x, y) v tom zbytku vyjma snad
hranic jest stile rovna nule), mizeme ihned psati

[ [t0e.y) dx dy = f dx[f(x, y) dy (V1)
2 Q

(viz odstavee 178, 179).
Podobné za obdobnych piedpokladi vyplyva

f f fx, y) dx dy = f dy f f(x, y) dx. (VL)
0 2 N

Pouzijeme-li viak vysledkii odstabce 273, iniizeme psati za
pouhého predpokladu, ze f(x,y) jest o R integrace schopna,

[[reyrdx dy =[] [0 v ay] dx =[] 1z, y ] v
2 Q2 2

V téchto relacich integrily dvojndsobné maji zcela jasny vy-
znam; lze je ostainé pomoci funkee f(x,y) vyjadiiti jako sledy
dvou integraci v intervalech (xo, X), (Yo, Y).

225. O vypoétu trojnych integralii. Abychom naznadili rizné
okolnosti, jez p¥i preménd integrdli mnoznyeh v integrily mnoho-
ndsobné mohou nastivati (a jez pfi dvou proménnych nenastavaji),
vyjadFime integral trojny pomoci sledu integraci. Budeme uvazo-
vati nejprve ptipad nejjednodussi, ve kterém integraéni obor jest
pravoihelnikovy obor R omezeny rovinami x = x¢, x = X; y =Y
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y=Y;z=12y, z=127Z. P¥i tom nechf jest x <X, yo <Y, zo < Z.
Obor R rozdélime si rovinami o rovnicich

X=X X=X, X=X .... x=xp—1, x=X,
Y=Yo Y=Y Y=VYs ... Y=Y¢-1. y=Y, 3)
=12y Z=1 2=1Zg, ++., Z=2Zr—1, z=12,

kde xp <oy <axy... <xp 1 < X, yo<th <...<V,zo< 2, <... <Z.
Obor R rozpada se tak v p.q.r obori pravoihelnikovyeh riu,
kde rix jest pravoihelnikovy obor (xi—1, Yi—1, Ze—13 Xis Yi. Za).
Pak jest

ffff(x, y.z)dx dy dz = limZM.‘;’k Axi dy; dzg = limZmijk Axi dyj Az (11)
R ik ok
i=1,253..,p; j=123...,4q; k=.1,2,3,...,r.
Vvyznam znaménka limitniho a znacek M, max v této rovnici jest
nasnadd.

Budi’ & ¢islo nachazejici se v intervalu (xi—;, x), pak hra-
nice rovnohéznosténu rix vylinaji na roviné o rovnici x=§
pravouhelnik obsahujici body o soufadnicich (5; y, z), pti ¢Cemz
y resp. z nabyva libovolné hodnoty intervalu (y;j-i1, y;) resp.
(zk=1, zi); t. J, bod [y, z] jest pro ty body bodem pravoihelniku
(yi=1. Zk=12 Yi, 2z&). Oznaéme My (&) horni hranici funkee f (£, y, 2)
proménnych [y, z}, kdyZz bod [y, z] jest na pravoihelniku privé
zminéném; dolni hranice pak budiz v tomto ptipadé my (§).
Potom jest podle vvznamu pfisludnych znatek

Miie = Mk 5i) = mik ) = misk
a tedy
Mijx axi ayj dzk gZMgk(E,i) dxi dyj 2k =
ik ik (12)
=Y muk(E) dxi dy; 2k =Y mijk dxi AY; A2k.
Tk "
Vniténi dva souéty v tomto étyrélenném fetézu nerovnin lze
viak psidti ve tvaru '

Mk (8i) axi ay; dzk = Myx(Ei) dyy dzx | dxi
g A0 |

(13)
mijk(5i) Ixi dy; J2k = mik(§i) dyi dzx | Axi.
) (3 ]

L)k
Jestlize viak f(x, y, z) jest funkce podle y, z integrace schopna
v pravoiuhelniku (yo. zo: Y,Z), jej7 oznalime Py, af jest x jaka-
koliv pevnd hodnota intervalu (xo, X), miZzeme v disledku defi-
nice dvojného iniegralu ihned psati
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Y M) dys anz [ 16y 2) dy d2 =Y miGe) Ay a2 (14
j.k P, 5k

a tedy podle (12), (13) a (14)
Mik Axi Ay Az = Gy, 2)dy dz| Axi =Y miik Axi Ay; Azk.
% Xlfre s an=),

7a predpokladu, ze f(x, y, z) jest v R integrace schopna, kteryz
uéinime, ma levd i prava strana nerovniny prdvé napsané
limitu a to touz (pro lim 4x; =0, lim 4y, =0, lim 4z = 0;
lim p=1lim g =lim r = o0); nasledkem toho ma i prostéedni élanek
posledni nerovniny touz limitu pro lim dx;=0 a lim p=~
a to, af jest & jakdkoliv hodnota intervalu (xi-1, x3), t.j. jinymi
slovy: Funkce proménné x

f f(x,y,z)dy dz

)

jest podle x integrace schopna o intervalu (x,, X) a jest

ff flx, y, z)dx dy_dz :]Y[fff(x,y, z)dy dz] dx, (V)
R z, P,

¢imzZ roonost mezi integrdlem trojnym a sledem jednoduché
a dvojné integrace za jistych predpokladii o funkci f(x, y, 2)
prokédzéna.

Také ku platnosti rovnice (IV) neni vsak nikterak nutny
predpoklad, Ze f(x, y,z) jest podle [y, z] v pravouhelniku P,
integrace schopna. Obdobné jako pti dvojnych integrilech vy-
plyva i zde, Ze funkee

w)=[[fcpadydr  eaw=[1x.y.9dydz,
P, P,

které maji vidy vyznam, jsou v (x,, X) podle x integrace
schopné a ze

[[[1t . 2 dxdy dzzfxwl(x) dx:f);,(.w dx;
R Z, Z

X
Jorue — gD dx=0 a g0 —gux) =0,

o

pak tedy

tudiz jest @;(x)=g@s(x) v (x0, X) v bodech mnozstvi é&iselného
Vv (x9, X) vSude hustého, t. j. ftx, y, 2) jest v P, integrace schopna
podle [y, z] pro viecka x pravé zminéného mnoistvi a funkce
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P(x) =fff(x, y,z)dy dz

jest v bodech toho mnozstvi definovana. Ma-li tedy pro funkei
f(x, y, z} kone¢nou v R vyznam leva strana rovnice (IV), ma
vZdy vyznam i pravd strana té rovnice (ovisem na zaklad¢ roz-
Siteni definice integralu podle odstavce 94).

276. MiZeme vsak také i jinak postupovati. Nechf jest #;
libovolna hodnota intervalu (yi—;, y;) a &k libovolna hodnota inter-
valu (zx—,, zx); pak rovnobéZnostén ri vytinid na pfimece o rov-
nicich y = %;, z= [ Gseéku obsahujici body o soufadnicich (x,
7, &), pti ¢emZz x nabyva vSecky hodnoty intervalu (xi—,, xi).
Oznaéme horni hranici funkce f(x, %, {r) jedné proménné x,
kdyz x probihd interval (xi—,, x), znatkou Mi(%;, C); dolni
hranice méj tu oznaéeni mi(n;, 0s). Pak jest ziejmé

Miik = Mi(n;, &) = mi(wy, G) = mijk

a tedy
Z Mijx Axi Ayi Azk gz Mi(ni, te) Axi Ayi Azk =
Tk Tk
Y M (15)
1__22 mi(m, Ck) Axi Ayj Azk gzmﬁk Axi Ayi Azk.
i,k i.j,k
‘Avsak jest identicky p#i vhodném usporidani
Wl
Z Mi(, &) Axi Ays Az :Z [Z Mi(;, &) Ax.‘] Ay, Az (16)
ik TS

vedle vztahu, ktery z pravé napsaného vznikne, nahradime-k
v ném M pismenem m. Dile jest podle integralni definice Rie-
mannovy, je-li f(x, y, z) funkce integrace schopnd podle x
v intervalu (xo, X), af za y, z volime jakékoliv pevné hodnoty
v intervalech (y,, Y), (2, Z)

X
2 Mi(ns, &) Axi = ff(x, 55 k) dx ;Z mi(nj, Lk) Axi (17)

a tedy v disledku (15), (16) a (17)
x

Y Wi axi ays 4= Y, 2y Az (15,0, 00 dx = Y, mie Axi Ay, Az

ik ik P ik
Limita krajnich élanké této nerovniny pro ten pripad, Ze
lim 4x; =0, lim 4y; =0, lim4z; =0, a limp=1limg=limr=o
jest taz (totiz integral z f(x, y, z) v R). Tudiz i prostfedni ¢lanek
ma pro lim 4y; =0, lim 4z; =0 a lim ¢ =lim r = > touz limitu
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a to, af jsou 7j, & jakékoliv hodnoty intervali (yi—1, ys), (zk—1, z#),
t. j. jinymi slovy: Funkce proménnych y, z -

b ¢
ff(x, Y, z)dx

jest podle [y, z] integrace schopna v pravotithelniku P, a jest

ffff(x,y, z)dx dy dz =[f [ﬁ(x, Y, z)dx| dy dz, aIv,
R P,z

¢imz za ponékud jinych predpokladi vyjadiena opétné rovnost
mezi integralem trojnym a sledem dvojné a jednoduché integrace.

I v rovnici (1V,) jest pfedpoklad svrchu ¢inény, ze f(x, y, 2)
jest podle x integrace schopno v (xq, X), af jest [y, z] kterykoliv
bod na P;, nepodstatny. Stejné jako v odstavei 274 p¥i dvojnych
integrilech dia se bez ptedpokladu dokazati, ze f(x, y, z) jest
podle x integrace schopno pro vsecka [y, z] z mnoZstvi bodo-
vého v P, viude hustého. Zavedeme-li tak rozsifeny pojem
integrdlni pro integraly dvojné obdobné, jak to ulinéno bylo
pfi integrilech jednoduchych v odstavei 94, ma dvojny inte-
gral na pravé strané rovnice (IV,) vyznam a rovnice ta platna.

Od podrobného proviadéni téchto davah — jakozto méné dile-
zitych — v&ak tu upousStim.

Déale vyplyva porovninim rovnic (1V) a (1V,) za pfedpo-
kladu, Ze f(x, y, z) jest podle x,y,z v R integrace schopno,
tento vztah

R .
f[fff(x,y, z)dy dz]dxiff[ﬁ(x,y,z)dx]dy dz, (18)
z, P o

1 P, =z

co7. jest rovnice poucujici nas o zdménnosti v pofadu dvojné
a jednoduché integrace. Platnost jeji se podle pfedchizejiciho
poukazu roziifuje na funkece obecnéjsi, nez jsou funkce pfed-
pokladv vyslovenymi vytéené.

POZNAMKA. JelikoZ dvojny integral na pravé strané rovnice
(1V,) se vyskytujici, existuje-li, lze vyjadriti jakoZto integral
dvojndasobny, mizeme misto rovnice (IV,) psati vztah

X Y, z
f‘[ff(x,y,Z)dxdydz:f[f(ff(x,y,z)dz)dy]dx

Yo 2o

anebo v jednodu3sim a doslateéné srozumiielném tvaru
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X Y %
jl/'/'f(x, Uy, 2ydxdydz = /.(Ixfdy [f(x, Y. z)dz, (19)
R T, U 2
¢imz vyjadien integrdl trojny integralem trojnasobnym. K plat-
nosti (19) jest nutno a postacitelno, aby f(x,y,2z) bylo v R
integrace schopno, pFipoustime-li oviem rozsifeni pojmu jedno-
duchého integrilu dané odstaveem 94.

272. Uvahy odstavett predchazejicich zeviecobeciiuji se snadno
pro obeencjsi koneéné obory T. Je-li dén trojny integral
z funkee f(x, y, z) v oboru T, ktervizto obor s¢ nachazi v pra-
votihlém rovnobéznosténu R, a md tu vlastnost, e revnobézky
s osami jej protinaji v konetném poctu bodi definujeme si
funkei f(x, y, z) pro viecky body v R t¢mito rovnicemi
f(x, y, z) = f{x.y,7) pro vSecky body |x,y, 7] v oboru T,
f(x,y,2)=0 pro vsecky body [x, y, z] ziroveir vné oboru T a uvniti R.
Pak uZijeme-li véty odstavei piredchazejicich na funkei f(x. y, 2)
takto definovanou. miame dvahou, ktera se Gplné shoduje s ivahou
odstavee 274, za nilezitych piedpokladi o funkei f(x, y,2) a
oboru T (jejichZ vysloveni jest nasnad¢ a tu k vili strucnosti
opomenuto) tyto vztahy

X .
/Tff(x, Y, z)dx dy dz =j [fff(x, y,z)dy dz] dx, IV,
: '.l' Z, -Q.z

ffl/‘f(.\', U, 2)dx dy dz :fj[ ff(.\‘, y,7) d.\'] dy dz. (IVy)
T P tay,

V rovnici prvé znaéi &: obor v roviné proménnveh y, z takovy,
7z¢ nechame-li (y, z) probihati viemi body oboru £, probiha
bod [x, y, z] p¥i pevné daném se neménicim x viemi body.
oboru T majicimi privé tuté’ soniadnici X-ovou. Geometricky
stanovime hranice oboru & jakozto prisck roviny rovnobézué
s rovinou YZ, takze viecky jeji body maji soufadnice (x, y, z),
kde x jest konstantni. s ohrani¢enim oboru T. Integracni interval
(x9, X) v rovnici prvé lze nahraditi intervalem (resp. souhrnem
intervalll). v nichZ se nachizeji viecka takova x, jimiz p™" usna
£; maji velikosti ploiné od nuly rizny.

V rovnici druhé znali 4,, interval resp. souhrn intervali
takovy, 7e nechime-li x probihati viemi body toho intervalu
(resp. téch intervalt), probiha bod [x, y, z] pFi pevné daném
i y iz viemi body oboru T majicimi tuté? soutadnici Y-ovou
i Z-ovou. Geomeliricky sianovime hranice intervalu (resp. souhrnu

Petr, Integrélni pocet, 2. v. 36
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intervala) 4,, jakozto priasek primky rovnohéiné s osou X,
takZe vSechny body té pfimky maji soufadnice (x, y, z), kde y,
z jsou konstantni, s ohrani¢enim oboru T. Integra¢ni obor P,
dvojného integrilu v rovmici druhé lze nahraditi obhorem £
v roviné proménnveh [y, z|, v némZ se nachdzeji viecka takova
ly, z|. jimiZz p¥islusny 4,, ma celkovou délku od nuly ridznou.
Sklada-li se A, z intervalt [ay, by, [cye dyel, .. .. kde a,, < by, <
< Cyr < dys, . ... jest oviem v oznafeni snadno srozumitelném

byz ‘Iyz
f/(.\',y, z)dx = j—l—f—[— e (20)
A”z Cyy Cyz

ay,. by,... jsou obecné¢ funkce proménnych y, z.

Sledy jednoduché a dvojné integrace vyznacené na pravych
stranach rovnic (IV,), (IV;) mGZzeme také podle zplisobu uZitého
v odstavei 178 pro integraly dvojnasobné takto jednoduSeji
vypisovati

/ (I'.yAcf'/f(.\', y,7)dy dz, fj dydz|f(x.y,z)dx.

e e s’

i T

Uzivime-li tohoto oznaleni, mame porovnavajice (1V,), (1V,)

za ptredpokladi o funkei f(x. y. z) patrnych z Gvah predchaze-
jicich vziah

fdxfff(x, y,z)dy dz =ffdy dz ‘f(x, y, 7} dx. (18)
— s

Je-li f(x,y, z) dale takovou funkei, ze dvojny integral v rovnici
(IVy) se vyskytujici lze rozloZiti v integral dvojnasobny, t. j.
7e lze na priklad psati

/

ff(x, Yy, 2)dy dz =f(ly./'f(x, y.2)dz
¥’

Qg 2y

pfi libovolném x intervalu (xy, X), pak mizeme integral trojny
vypsati jakozto sled tii jednoduchveh integraci a v oznaCeni
snadno srozumitelném mame misto (1V,)

Jf 1.0 dx dy e =[dx[dy [fx, 9,0 dr, (19)
T _1'_,

¢imz integral trojny vyjidien jest pomoci integralu trojna-
sobného. Toto vyjadieni jest zejména mozno vizdy, jestlize
f(x, y. z) jest funkei spojitou t¥i proménnych v oboru T a mame
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v tomto pfFipadé i moznost pofadi proménych. podle kterych
se integrace trojnisobnd postupné provadi, libovolné (ze Sesti
riznveh pofadi) si zvoliti.

PRIKLAD 1. Potitejme integral

J= jl;/'j'(w + 2% dx dy d,

kde obor integra¢ni K jest koule o rovnici x?+4 y®+z?=R?, Integrdl miZeme
podle véty predchizejiciho odstavce vyjadfiti dvojim zpdisobem; nejprve
jest, jelikoZ toliko roviny x —a, kde — K < a < R, protinaji kouli (v ploSe rovin-
né velikosti od nuly riizné) a protinaji ji v kruhu ks o rovnici y® 4 2= R* — a2,

R .
]=f[fj(y’+ 7% dydz]dx.
“rVr;

Zavedme do dvejnébo integrilu v této rovnici proménné polirni y=rcosg,
z==rsing. Obor integrac¢ni kx zméni se v pravotihelnik na roviné proménnych
{r, ¢) o vrcholech (0, 0) (JRE—1x2, 0), (VRT— x2, 2), (0, 27), takZe jest

27 \'ﬁ’—_:t’
U(y’ + 2} dy dz =jdfr fr“ dr = jn(R* — x?)?
kg 0 0
a tedy
R
J= %ﬂ/(lf’ — x?)? dx = %als,
—R

Pocitime-li podle rovnice (IVy), jest .tocinterval (— | R* —b3—c*, +VRE—bi— ¢y
a P, mizeme nahraditi kruhem kg rovnici y2+4 z2= R?, takZe jest
V=
——ff[ f(y’-}—/’)dx]d_;d/_Q j(J +z’)VR’—-;/ —z*dy dz.
_Vnn —yi—2?
Zavedeme-li i tu soufadnice poldrni t¥miz rovnicemi jako svrchu, mdame po
snadném poctu

2x R? R?

(substituce r*=yg, integrace Cistec¢na).

PRIKLAD 2. Stanoviti jest obsah oboru n-rozmérného omezeného
~rovinou“ o rovnici 8,x,+ 83x3+...+anxn—A=0 a ,revinami* soufadnymi
21=0, x9=0,..., xn=0. Jsou-li a,, a,. . .,d4n, A Cisla kladn4, jest obor — znac¢me
jej jakoz i jeho obsah A — v té ¢asti celého prestoru, ve které zaroven
x>0, x;>0,.,,, xn>0 a ddn jest obsah integralem n-rozmérnym

A=ff;‘. .fdxl dxg...dxn

36*
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Pfevedeme jej na integril n-nasobny. integrujice po fadé podle xn, xn—1....,
.o, X3, x3. Meze téchto integraci jsou: dolni vesmés rovny nule a horni po
Fadé rovny ¢&isliim

A —ayxy — agxs —...— an—1Xn—1 A—ax; —deXg—...— dn—-2Xn—2
an dn-—1
A—ax, A
‘s It .
dy a4

Provedeme-li integrace, dostaneme

An
T nlaa,...an
Vysledek tento zislivd s malou zménou v platnosti i kdyz néktera nebo
viecka Cisla 4y, a4y, ..., 4n, A jsou zdporna. Pak sta¢i misto toho ¢Cisla, jeZ jest
zaporné dosazovati do vysledku jeho absolutni hodnotu. Jestlize nékteré
z Cisel &y, d5,...,an jeslt rovno nule, obor uvaZovany jest nekone¢ny, vysledna
formule pak nemd vyznamu.

2. ZAVADENINOVYCHINTEGRACNICH PROMENNYCH
DO MNOZNYCH INTEGRALLU.

278. BudiZ dan dvojny integral

l:fff(x,y)dxdy
Q

a jest uloZzeno integradl ten vyjadfiti integrdlem, v némz promén-
né integralni jsou u, o, kterézto proménné jsou dény pomoci
x, y prostiednictvim vztaht

u=q1(x, y), v =P1(x, y). (1)
O funkcich @,(x, y), ¥,(x, y) pak ucinime predpoklad, 7¢ jsou
pro. body oboru & (véetné hranic) spojité a Ze maji tam derivace
prviniho Fadu rovnéz spojité (a tudiz téz konetné). Témi vztahy
jest kazdému bodu |x, y| oboru & piitadén jeden bod [u, p] roviny
opatiené¢ dvéma pravoihlymi osami UV; viecky body tak pfi-
fazené vypliuji jisty obor £, a my budeme také naopak pred-
pokladati. z¢ kazdy bod [u, p] oboru &, toliko jednomu hodu
oboru & jest ptifazen. V disledku toho lze za p¥edpokladu. ze
[u, v| prinalezi k £, rovnice (1,) psiti téZ ve tvaru

x=o(u, 0), y =vy(u, v), (1
pti ¢emz @(u, o), ¥(u, o) jsou spojité funkee v oboru £, (vietné
hranic); maji pak v né¢m derivace rovnéz spojité, jestlize deter-
minant funkeciondlni D, funkei ¢,, ¥, vzhledem k proménnym
x, y v oboru & jest stile od nuly rizny anebo, jestlize deter-
minant funkciondlni
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Dip.v) __opdv _opdv
D(u,p)  dudp dpdu

D(u,0)= (2)
jest v oboru &, stile od nuly riizny (coz jest totéz, nebotsoucin obou
determinantd funkcionilnich jest stale rovany 1 — DP 224, (I1) —;
je-li tudiz determinant D; v oboru £ funkei spojitou, konec¢nou
a od nuly rdznou, jest druhy determinant D takovou funkei
v oboru £,). Budeme predpoklidati, 7e D(u,p) jest v oboru £,
od nuly rizny.

Budiz dile obor &£, resp. &,. obsazen cele v oboru Q, resp.
Q,. a to tak, ze viechny body oboru £, resp. £, jsou vniténimi
body oboru £, resp. @,: i pro tyto 3ir$i obory nechf jest v plat-
nosti. vzajemné jednozna¢éné prifadéni jejich bodi pomoci (1)
(1,)." Jsou tedy funkece @, ¥, . ¥ i pro tyto obory definoviny
a necht jsou i pro ty obory funkcce spojité a kone¢né. O deri-
vacich funkeci ¢.... v bodech vné £, resp. £,, netfeba ¢initi
zadnych predpokladii. Kone¢né predpoklidejme, Ze obor &, jest
protinan rovnobézkami s osou V pouze ve dvou bodech.

Sestrojme nyni v roviné bodi [u, o] sit pravouhlych trojihel-
nikd, jez vesmés jsou polozeny na @, a jsou takové, Ze kazdy
bod oboru £,, neni-li na hranicich dvou' nebo vice trojihelniki
jest obsazen v jednom a jen v jednom z téch pravoihlyeh
trojuhelnikd. Takovou sit bychom na priklad dostali ze sité
¢tvercové (o strané dosti malé), ve které hychom kazdy étverec
thlopfickou rozdélili ve dva pravodhlé trojihelniky. Bud P
jeden z takovyeh trojihelniki, vrecholy jeho nechf jsou body
[@ao. bo), [@1, bi), [asz bs). Bod [ag bo] mechi jest vrchol pravého
tihlu. Plochu jeho ozna¢ime rovnéz P. Pro tuto plochu jest

znamy vztah
4y —dag by— byl _

1 AHI, Abl‘v
dg — Ao, bz—bo|_

2 Aag. Abz (X)

P=+ 3

P#i tom jsme kladli Aa, = a,—a, da,= a;—a,,... Plochu lze
oviem vyjadriti téZ vyrazem

P=14}Ta,— a0)* + (b1 — bo)* V(as — a0)* + (be — bo)*.
Z tohoto vvrazu vyplyva ihned
1( dayi+ Aby)(dag 4 4dby)< P<3( dayi+|4by|)( day +|4by).  (4)
Bodtm [aq, by}, [a;. by],. .. jsou rovnicemi (1) v & ptifadény body
[®(ao. bo), ¥(ao, bo)], |P(ai b1), ¥(as by)]. ... Plocha primocarého
frojihelniku Q o téchto ttech vrcholech jest

o(ay, by} — #(ao, o), W(ay, 1) — w(ay, bo) |

Q=2 H g(an, b — a0, bo), (ds ba) — (e, bo)

(X
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Avsak, je-li trojihelnik P cely na £,, jak dale budeme piedpo-
kladati. pak v disledku ptedpokladu o funkeich ¢, ¥ maji tyto
funkce v bod¢ [a,, by totalni diferencial, takze lze psati na
priklad

9 (ay, by) — @ (a0, bo) = (%) day+(32) | b CAay ] 4By ),

kde € jest velicina, jez zaroveﬁ s da, a 4b, konverguje k nule.
V disledku této (a obdobnych relaci), v disledku véty o naso-
beni determinantti a kone¢né v dusledku, ze Ize na priklad psati

oy ) oy —; .
(’bh)a..b.,’jal_*—(ao)n..bodb'—/'(Adl + b)),

kde 2 jest funkce c¢isel a,, by, da,, 4b; majici pro viecky body
[@e, bol, a1, by] jistou horni hranici, dostaivame pro Q vyraz

D(g. »)] |day 4by]
Q== %[D(u D)]n., b l Aa,. Ab,

+e( day |+ Aby ) (j da, + Aby:).

kde ¢ jest funkce Cisel a,, by, day,... konvergujici k nule. kdyz
Aday, Ab;, da,, 4b, konverguji soucasné k nule. Rovnici této mu-
7eme vzhledem k predchdzejicim, zejména se zietelem k (4)
dati tvar
Q=+ (ID(aq, by) +¢) P. o)
V tomto vyraze jest & é&islo konvergujici k nule, kdyz
| da,; + | 4b,|, da,' + | 4b,: soucasné konverguji k nule. Tato kon-
vergence jest zfejmé stejnomérnd vzhledem ke viem bodim
[ae, bo] Oboru &£,; mizeme tedy udati ¢islo kladné % tak, aby,
jsou-li obé ¢isla da,| ., day|+ 4b,, mensi nez n/J2.%)
prisluiné € bylo mensi neZ ¢islo m rovné dolni hranici abso-
lutni hodnoty D(u, p) na £2,. Pak zdivorka v posledni rovnici
jest stile ¢islo kladné a jest v té roymici' voliti znaménko +
Jest tedy za této volby v rovnicich (X), (X’) soucasn¢
v plainosti znaménko stejné, jestlize D(u,p) jest na £, kladné:
znaménka pak protivna tenkrite, jestlize tam D(u, n) <<0. T. .,
nasleduji-li body [ay, by), [a1, by], [as;bs] po-.sobé na obvodé troj-
ithelnika P ve sméru kladném, nisleduji vreholy [9(a,, by, ¥(aq, b))
[p(ay, by), ...}, ... na obvodé trojihelnika Q rovnés ve sméru klad-
ném, jestlize D(u, p) > 0, ve sméru pak zaporném, je-li D(u,p) < 0.
Z toho viak dile plyne, e dvéma trojihelnikiim P o vrcholich
[a, bo), |@1, bil. |as by; a1, byil, @0, bo|, [@s bs)] — které maji spo-
le¢nou stranu (isec¢ku spojujici vreholy [a,, byl, [a;, by]) a jsou po-

*) Rozmér trojihelnika pravouhleho, pro né&jz obé uvedend cisla jsou
mensi nez n/V2 jest mensi nez 7.
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lozeny na riznyeh stranach (éto strany — odpovidaji dva troj-
thelniky Q téze vlastnosti (spoleénd strana, oba polozeny na
riiznych stranich téio strany). Dvéma trojihelnikém P o spo-
le¢né stran¢ odpovidaji dva trojihelniky Q rovnéi o spolecné
stran¢ a se neprekryoajici.

Jest dcelno provésii sestrojeni trojihelnikd P urcitym pre-
hlednym zpisobem. U¢inime to takto: Nejprve rozdélime obor
£, rovnobéikami s osou V., pitimkami o rovnicich u=us, k=1,
235, .. .,m, kde wr—; <ur a up—ur—; < 7]/]/2. Obor £, nechf jest
cely obsaZen mezi primkami u=u;, u=un Piimkim u=u,
jsou ptifadény substituei (1) ¢ary o parameirickveh rovnicich
x=@(ux, ), y=¢(u, v). Tyto ¢ary. zna¢me je Ci v disledku
predpokladi o substituci (1) u¢inénych s¢ na & vzijemné ani
sebe neprotinaji a rozdéluji obor & na fadu pasi, jez jsou
jedno-jednozna¢né prifadény pastim, jez vznikaji z oboru £,
primkami u= u. Dalsi rozdéleni oboru £, provedeme pomoci
primek o rovnicich v=vo;, j=1,2,...,n. Cisla p; volime takto:
Nejprve nechf kazdym prisekem ohraniCeni £, a primky u = u,
k=1,2,...,m prochizi jedna pfimka p=wp; K ¢islim o, tak
docilenym ptipojime dalsi ¢isla tak volend, aby fada jejich
hovéla podminkim 0<:pj—0,—, < n/J2. A jeité jednu vlastnost
budeme pozadovati na éislech vi. Necht body, které vytinaji
piimky » = v; na pfimce u = u,, pokud ty body spadaji na £,
jsou tyto: [u, o], i =me, my+1, me+2,...,m,. (Body odpovidajiei
hodnotam i = mg, m, jsou na hranici oboru £,.) Témto bodim
na £ odpovidaji body [p(u. »), ¥(u. v)]=4.. Body A. jsou
na ¢ave C, a, postupujeme-li od bodu A4,., po této ¢are dovnit¥
oboru &,, dospéjeme nejprve k bodu A4, .+, atd., probéhneme-li
¢aru a7 ke konci, probéhneme po potidku viemi body 4, (jak
plyne snadnou ivahou z pfedpokladi o substituei (1)). Sestrojme
polygonalni &iru skladajici se z Gsecek spojujicich body A, A4, sy,
i=my, me+1,...,my—1; zna¢me ji D,. Budeme pak poZzadovati
na ¢islech v, aby 7adnd z polygonalnich ¢ar tak vznikajicich
ani sche sama ani jinou polygonalni ¢éiru na £ neprotinala.
Pozadavku tomu lze vzdy vyhovéti, zvolime-li rozdily oj—uv;—,
-dosti ‘malé, nebof bézi tu v podstaté o koneény pocet ¢ar (< m)
spojitvch bez dvojnych bodi a vzdjemné se neprotinajicich.
Ptimkami u=w, p=p;, k=1,2,....,m, j=1,2,...,n rozpadi se
jisty obor roviny UV na pravouhelniky; kazdy z téchto pravo-
thelnikd rozdélime ihlopfi¢kou na dva trojuhelniky. Dostaneme
tak obor onen rozdéleny na trojiihelniky, jejichZ rozmér vesmés
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jest mensi nez 7, Trojuhelniky, jeZ padnou cele vné oboru £,
neprichazeji vibec v Givahu. Trojihelniky, jez zcéasti spadaji
do &,, z¢asti lezi vné £,, maji celkovy soucet ploch konvergu-
jici k nule, kdyz % konverguje k nule (a totéz plati o pFimo-
carveh trojuhelnicich jim substituei (1) pfitadényeh v disledku
predpokladii o spojitosti funkei @, »). Zistivaji tedy pouze troj-
uhelniky na roviné UV, jez jsou cele na &;: jim jsou prifazeny
v rovin¢ XY substituei (1) trojihelniky piimodaré, jejichz
vrcholy jsou na . Nékteré z iéchto mohou miti strany zcasti
probihajici vné &. Tyto rovnéz potla¢ime a rovnéz trojihelniky
jim na &, prisluSejici (soucet ploch trojihelnikd téch v obojim
piipad¢ konverguje s 4 k nule a pii pocitani integralu nepada
tudiz na vahu). Trojiahelniky ptimocaré na & zbvvajici rozpa-
daji se na Fadu pdsu trojihelniki (vrcholy trojihelniké na
jednom takovém piasu lezi na ¢arich o rovnicich x = ¢(u,, ),
y=9(Uus;0); x=9¢(Uss.0), y=...). A tu z vvyvodi -ucinénych
jasné vyplyvd, ze jeden takovy pds trojihelnikd sam sebe ne-
prekryva ani jiny takovy pds: Ze viecky trojihelniky pEimo-
caré uvazované pokrvvaji jednoduse (bez mezer) cely obor £.
nchled¢ ovsem k ¢istem toho -oboru polozenym v okoli jeho
hranic a Ze celkova plocha trojihelniki na & konverguje pro
lim =0 k ploSe zaujaté oborem £. Oznac¢ime pak trojuhelniky
na & v divahu prichazejici hromadné pismenem Q a jim sub-
stituel (1) na &, ptifadéné pismenem P.
UvaZujeme nyni soucet

E Q. fxe.40);  xo=l(ag, bo), Yo= (a0 by),
Q

kiery vztahuje se na vSecky trojihelniky Q. Je-li viak rozmér
viceh trojihelnikd P mensi nez 7, jest rozmér trojuhelnika jim
substituci (1) pritadényeh mensi nez #,, kteréito ¢islo #, sou-
C¢asné s 7 konverguje k nule (nebot funkce ¢. ¥. jsou na £
incl. hranic spojité).

Jelikoz Q jest ndsobeno za znaménkem souctovym hodnotou
funkce f(x, y) ve vrchole trojahelniku Q a funkei f(x, y) pokla-
dame za integrace schopnou, jest

lim Z Q. f(xo yo) :jff(.\", y)dx dy prolim 3 =0.
Q 0

V disledku (3) viak jest
;Q S (o o) = ; | Dlac,bo)] - . f((a. bo). Wleo,bo)) +Z ¢S (an, b0). ¥, bo)
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Avsak f(x, y) jest funkce na 2 konecna (tedy [f(x, y) <M, kde
M &islo kladné), € konverguje stejnomérné k nule s 7 a tudiz
€ <& pro viecky trojihelniky P, zvolime-li si jen 9 dosti malé.
Jest tedy posledni ¢len pravé strany v absolutni hodnoté mensi
nez MeeZP, t. j. mendi nez Me2,. Prejdeme-li tedy k limité
v posledni rovnici pro limyp =0 — pak i za & mizeme dosa-
zovati &isla konvergujici k nule — dostaneme

fff(x, ydxdy :[[ D(u,0) f(e(u, ), ¥(u, n)) du do
o) o

za predpokladu oviem, ze sou¢in | D(u,0)|f(p(u, v), ¥(u, p)) jest
funkee integrace schopna. Predpoklad tento vSak jest vzdy
splnén v désledku predpokladt jiz u¢inénvch, z nichz hlavni
tu jest, zc D(u.v) jest v £, funkei spojitou; otizkou ton viak
nechei se tu podrobnéji zabyvati. Rovnici ziskanou miizeme
podrobnéji ponckud vypisovati takto

ﬁ/‘f(.\', ydxdy =l![ff(<p(u, v). ¥{(u, o)) g((?—:"-:% du do.

2

Vysledek tu podany bylo by lze stejnvm zplisobem odvoditi
pro integrialy n-rozmérné. Jedind potiz v tomto odvozeni spo-
¢ivala by v tom, ze bychom byli misto trojihelnikd pravo-
uhlyeh pFi dvou proménnych nuceni zavadéti pFi n-proménnych
obdobné itvary vicerozmérné (tak pii t¥i proménnych étykstény,
jejichz hrany pii jednom vrcholu sviraji vesmés pravé uhly).
Ackoliv analylické zavedeni téch udtvard neposkytuje 7adné
obtize, bylo by pfece spojeno s obsirnéjsimi vyklady (defini-
cemi a vvpolty): jevi se tudiz acCelnéjSi postup jiny a to postup
tplné¢ indukce. Budeme totiz predpokladati, 7ze véta jest doka-
zdna pro iantegraly (-, 2-, 5-,...,(n — 1)-rozmérné a dokazeme
ji pro integrily n-rozmdérné. Staci ostatné vétu predpoklidati
pro integrily jednoduché a (n— 1)-rozmérné, abychom odvodili
ptisluSnou formuli pro integrily n-rozmérné. Aby vvklad se
zbyte¢né bezvvznamnou abstrakei neztizil, provedu tvahu pii-
slu¥nou pro n=5. Ve vyvodech nasledujicich hudeme o oborech
integra¢nich T. T, ... vesmés piredpokladali, Ze jsou to obory,
v nichz kazda rovnobézka s osami protina jeho hranice v ko-
neéném poctu bodd. O funkeich integrovanyeh pak wuéinime
piredpoklad, Ze jsou takové, ze integrdl trojny da se v libovol-
ném potadi rozloziti ve sled integrilu jednoduchého podle
kterékoliv proménné a integrilu dvojného.
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POZNAMKA 1. K dikazu, 7e¢ Cislo £ rovnice (3) stejnomérnd
konverguje k nule se zietelesm ke viem bodim [a,. by] oboru £,.
ktervzto dikaz ve vvvodech podanych neproveden, mize po-
wziti “enat této vity: Jsou-li Cdasteéné derivace f(x, y) v jistém
spojitém uzavieném oboru 2 funkece spojité bodu [x, y]. pak
lze udati ke kazdému ¢islu kladnému 6 ¢islo kladné 4 tak. Zze

h§§+kg>s<a( I+ k) (a

pro viecky dvojice bodové [x + h, y + k). [x, y] poloZené na kon-
vexnim oboru rozméru mensiho ne? % a leZicim na £. Véta tato
plyne snadno z predpokladii; nebot ze spojitosti derivaci nisle-
duje ihned, 7e existuje k 0 ¢islo 7 tak, 7e

'e(x-h, y+R)—fele, y)i <o, [ylxth,y+k)—[y(x, y)| <o (b)
pro viecky [x. y| daného oboru a vsecky  h|, [k < 5 Levou
stranu rovnice (a) lze vSak psati takto
hf'x(x+Oh, y+ Ok)+kf'y(x+ Oh, y+ Ok) —hf'x(x, y) — kf'y(x, y) , 0<O<1
coz jest v dasledku (b) vskutku mensi nez o( ki + h). je-li
bod [x + Oh, y 4+ 6h] na & (coz jest jist¢ splnéno, jsou-li body
|x+ h, y + h]., |x, y] polozené na konvexnim oboru rozméru men-
5itho nez 7 a lezieim na £).

POZNAMKA 2. Vysledek docileny byl odvozen za piedpo-
kladu, 7e hranice oboru £, jest protinana pfimkami rovnobéz-
nymi s osou V pouze ve dvou bodech. Staci vsak, kdyZ to jest
splnéno pro jakykoliv systém ptimek rovnobéinych. Nebot
k rozdéleni roviny UV na pravodhlé trojihelniky lze pouziti
jakyehkoli dvou systémi rovnobéZznych primek k sob¢ kolmych.
Ostatné zdd se, 7e i tento predpoklad neni podstatny, jakoz
i predpoklad, 7e funkce ¢(u, v), ¥(u, v) jsou spojité v oboru £,.
SirSim jeSt¢ nez 2. Snad by bylo lze predpoklady tyto odstra-
niti pomoci véty odstavee 270. Otazkou touto vsak se nechei
zabvvati, jelikoz v uasledujicim podino nové odvozeni.

279. Budiz tedy dan integral trojnasobny

[[[re..2ydx dy dx,
T

kde f(x, y, z) jest nejprve spojitd funkce v T a T jest dino
jistym okolim bhodu [xo, Yo, zo], takZe jest mozno psiti rozklad
integralu trojnasobného ve dvé integrace, jak vyjadfuje rovnice

ffff(x,y, z)dx dy dZ:ffdydz F(x, y, 2) dx.
T ——

J(x+h, y+k)—F(x, y)—(



71

Zavedeme do inlegrdlu na pravé strané misto proménnych v y. z
nové proménné x’. y’,z a to prostiednictvim dvou po sobé¢ na-
sledujicich transformaci

x=¥Fx', y, z). [ X = x',
ILyy=uy. H s g=Mx"y, 1)
Z1=1, 1 2= N(x" y', 2.

Prvni transformaci se misto jedné proménné x zavadi nova
proménna x'; proménné y, z se podrzuji beze zmény. Bodu
[x,y,z] oboru T prifadén jest bod [x, y. z]; probiha-li bod |x.y,z|
viecky body oboru T, nechi probiha prislusny bod [x'. y, 2]
viecky body jistého oboru T,. Nechf jest dile toto pFifadéni
oborti T a T, jedno-jednoznainé. Poslednimu pozadavku jist¢
bude vyhovéno, neméni-li derivace dF(x,y,2)/0x". jejiz existenei
jakoz i existenci derivaci podle y a z budeme predpokladati
v oboru T, své znaménko. Vedle toho ucinime piedpoklad, ze
i F(x',y,z2),ijeji derivace v oboru T, jsou funkece spojité (véetné
hranic). Pak mtZzeme ihned psiti uzivajice véty o zavedeni nové
proménné do integralu uréitého (odstavee 107) (a symbolit snadno
srozumitelnvch)

jf f(x,y,2)dxdy dz =f[dydz 'f(x. Y, z)dx =
T T

:ffdydz FIF(x', y.2), y, z]ial':i dx'.
T, o

Pro¢ byla psina v rovnicich privé napsanyeh aF/ox’ a ne
3F/3x’ — jak by se pti povrchnim uziti véty dalo oéekavati —,
jest nasnadé; i pFi jednoduchém integrilu v (1) odstavee 107
museli bychom psati [¢'(f)| misto ¢'(t), kdybychom vypisovali
pouze obor integra¢ni (interval integrilu) a ne ziroven smér,
ve kterém jest integrovati, coz se ¢ini pfi jednoduchém inte-
gralu tim, 7e se rozeznivd mez dolni a mez horni intervalu
integralniho.

Drulbou transformaci se misto proménnveh y, z zavaddéji
proménné y’, z'; proménna x" se ponechiva beze zmény. Bodu
[x, y, z] oboru T, ptifadén jest bod [x', y’, Z’| oboru T’; probiha-li
bod [x', y, z] viecky body oboru T,, nechf ptislusny jemu (na
zdkladé transformace 1) bod [x', y', | probiha vsecky body
oboru T'. Nechf jest dile toto vzijemné pFifadéni bodi v oborech
T,, T jedno-jednoznaéné. Pak existuji:li prvé derivace funkei
M, N podle x',y’ 2 pro viecky body oboru T’ a jsou-li (jakoz
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budeme piedpokladati) derivace tyto a funkce M, N v oboru T’
véetné hranie funkee spojité a jestlize determinant funkcionalni
D(M,N) _ oM ON _ oM oN
D',z — dy ' ¥ ¥y
neméni v T' své znaménko, pak mizeme uzivajice vély, jichz
checeme dokdzati, pro n =2, psiti, je-li f,(x,y, z) funkee v T,
spojita,

f f f f.(x", y, 2) dx' dy dz =f dx'_/'ffl(x', g, 2)dy dz=
T,

—fdx [, M,‘\)‘gzM' \)wdyrd/'— (®)
—ffffl (', M, ) | g((M, Af; dx' dy' d.

Provedeme-li tudiz na integral z funkce f(x, y,z) v oboru T
nejprve transformaci | a potom transformaci 1I, mame za pfed-
pokladi o funkeich F, M, N v ptedch. u¢inénych na zikladé
rovnic (7) a (8) ihned

./-fff(x, ¥, 7)dx dy dz =

ff FIF(x', M, N), M, N] | OF (v, f” N 381 “V,; dx' dy' dr,

©)

pFi Cemz psano strucénéji M, N misto M(x', ', Z), N, Yy, 2)
a derivaci d3F(x', M, N)/ax’ jest pocitati tak, jako by M a N byly
neziavislé na x’. Kladme vsak

F(x!, M, N)= L(x', y', 2); (10)
pak sled transformace 1 a II dava za vyslednou transformaci
transformaci

y=Mx' y, 2 (11)

x=L(" y' z') }
z=N("y', 2

Derivujeme-li rovnici (10) postupn¢ podle x’, y’, z', mdme (podrzu-
jice pro 3F/ax’ vyznam svrchu ji dany)

F | F aM ,"F 3N _ oL
2 T oM ax oV axt =
oF dM | dF N _ dL
be_y'+ ANy T oy”

oF 6M+ oF bN dL
Moz " aN vz T 8z

Nasobime-li tyto tfi rovnice po Fadé ¢isly



D(M, N) D(M, N) D (M, N)
D', z")’ D', x"’ D(x', y")
a pak jc takto zndsobené¢ sccteme, mame ihined
oF DM, N)_ DU, M, N) (13)
ax' Dy, #)~ D',y )"

Vztah tento oviem nasleduje té7 a to bezprostiedné¢ z okolnosti,
* 7e soucin determinantd funkeionalnich transformace | a trans-
formace Il jest rovny funkcionilnimu determinantu vvsledné
transformace (11). B

Pouzijeme-li posledni rovnice. mame koneéné vztah

]'Tj'ff(x. v.7) dxdy dz = jl/[ LM N) Dt dardyr . (19

280. P#i odvozovani tohoto vztahu, ktery je symetricky
vzhledem k proménnvm x. y. z resp. &', y,’ 27 mély proménné
x. y, z riznou roli a mohli bychom tudiz postupovati k odvozeni
vvsledné rovnice trojim ruznvm zpasobem (oviem za nalezité
pozménénych piedpokladi o funkcich L. M, N). Mizeme viak
vvsledek docileny vysloviti za predpokladi znaéné obecndjsich.

Uc¢inime totiz ptedpoklad: Funkce L (¥, y'. "), M(x, y'. 2,

Ny, ) jsou v oboru uzavieném T — ktery pro nase dalsi
ucely miaze byti obor zcela jednoduchy, na priklad obor
pravoithelnikovy — funkce spojité majici proé derivace podle

x', Y,z roonéz spojité (viccko incl. hraniec oboru T). Jejich
determinant funkciondlni jest o T’ stile od nuly ruzny. Substi-
tuce (11) pritaduje kazdému bodu [x, ¥y, Z'] oboru T" bod [x. y. z]
oboru spojitého uzaviené¢ho T: budiz toto priradéni vzajemné
jedno-jednoznacné (mohlo by se totiz stiati, ze by néktera cCast
(n¢které casti) oboru T dvakrdt — po piipadé i vicekrite — bhyly
substituei (11) z oboru T’ vytvoFovdna, t. j. Ze by obor T sebe
saia Casteéné dvakrat — po pripadé i vieekriate — pokryval;
tento pFipad pravé predpokladem uéinénym cheeme vylouditi).
Budiz nyni bod [x'y, Y. 2's] bod vnitini oboru T, jemu pii-
slusi v T rovnéz vnitini bod [xo ye. 2zo]. Podle pFedpokladi
o funkciondlnim determinantu jedno z &isel (12) jest jisté v bhodé
[%"0, Y'o» Zo] jisté rizno od nuly (ta t¥i ¢isla jsou minory funkcio-
nalniho determinantu patiici k prvnimu sloupei). Budiz to na
piiklad prvni z téchto tii ¢isel. Pak miizeme rovnice
y=M"y, 2. =Ny, 2"
resiti podle y', 2', jez dostivime jakozto funkee proménnvch
[x, y, z] definované v jistém okoli bodu [xy, Yo, zo] doplnéném
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timto bodem jakozto funkce spojité, s prvymi derivacemi podle
jednotlivyeh proménnveh rovnéz spojitymi a nabyvajici v tom
bod¢ hodnot y'y, Z's. Budtez tyto funkce y'= v (x', y,2), 2= 2 (x', y. 2)
a dosadme do rovnice x=L(x", y', z) ty funkece za y’ a Z.
Dostaneme _
x=L(x',y, )= F(x', y, 7).

Derivace funkece F(x'.y, z) podle x' v bodé [x'g, ye. 2] jest od
nuly rizna: to vyplyva z rovnice (13), kterou lze i tu stejnou
Gvahou odvoditi. Da se tedy kazdd substituce (11) rozloziti ve
sled dvou transformaci (1) a (1) odstavee ptedchdazejiciho (po
pripadé transformaci liSicich se od 1 a Il ziménou proménnych)
a to v oboru. ktery p¥i proménnvyech [x, y, 2] jest din jistym okolim
bocdu [x¢. Yo 2o} — vnitiniho to bodu oboru T — na piiklad
okolim O (x,, Yo, zo: 9). kde 0 jest ¢islo kladné na [xo. y,. 2o| zdvislé.
Ptislusi-li tomuto okoli, jez kratce oznaé¢ime Qs v oboru pro-
ménnveh {x', y', 2] obor O, mdame podle predchazejiciho odstavee

jf/f(v Yy, 2ydx dy dz :ffff([‘, M, N) .ll))((:" ;{)})j dx' dy' dz'. (15)
O4 (§3

Budiz nyni P libovolny pravothelnikovy obor, jehoz body jsou
vesmés vnitinimi body oboru T. Kazdy bod na P jest obsazen
uvniti jednoho z Qs i lze tedy P prekrvti koneénym poétem
takovvehto Qs (podle véty Borelovy, odstavee 190 a nasledujici)
a tudiz P rozloziti na koneény pocCet Casti, pro kterou kazdou
jest splnéna rovnice (15). Séitame-li tudiz prislu$né rovnice.

vyplyne vztah

o . . D(l., M, N)
-/‘.Uf(x, y.z)dx dy dz =jfff(l,, M, N) iD_((x',_y'. z'; dx'dy' d7',
P P '

kde P’ jest obor odpovidajici v T” oboru P.

7. této rovnice vSak jednoduchou ivahou vyplyva ihned
vztah (14) odstavee predchazejiciho dokizany tak obeené. Uvaha
ta opirajiei s¢ o vétu (11) odstavee 269 a vétu odstavee 270
Jjest samoziejma a netireba ji tady provadéti. Obory spojité Ta T
ve vztahu (14) mohou pak byti libovolné s tim omezenim, aby
vzajemné priradéni jejich bodd substituei (11) bylo jedno-jedno-
znaéné a aby v nich byly splnény ptedpoklady v tomto odstavei
ucinéné o funkeich L, M. N a jejich derivacich.

281. PRIKLAD 1. Polarni souradnice. Uvazujme zavedeni soufadnic
polirnich r, @ danych rovnicemi

X =rcos @, y=rsing; r>0. (o)
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Zde jsou riizné piipady moZné. Nejjednodussi jest ten, ze spojity obor 2
(roviny XY) neobsahuje bod (0, 0) ve svém nitru, ani na hranici a jest obsa-
Zen mezi dvéma polopaprsky vychazejicimi z poéatku a svirajicimi s osou
X dhly &, 9,, pfi temz urCeni uhli &, a P, jest takové, ze 0 P, — By < 27n;
pak polopaprsky vedené z bodu libovolného na oboru 2 k pocatku sviraji
s osou X iihel obsazeny v intervalu (%, ;). Pak rovnicemi (o) jest r, ¢ uréeno
jednoznaéné pomoci x, y, stanovime-li, Ze dhel ¢ (jimi dany aZ na nasobek
celistvy ¢isla 27) ma byti v intervalu ($y, ), a oviem i x, y jsou témito
rovnicemi jednozna¢né pomoci r, ¢ diny. Tim hlavnimu poZadavku pro trans-
formaci dvojného integrilu rovnicemi (@) vyhovéno.
Pro determinant funkcionalni jest

D(x,y) _|cosp, —rsing

D(r,9) ’ sin @, rcosg

coZ jest Cislo stile 'kladné (neboi pocitek, pro né&jz jediné jest r=0, neni
v oboru 2 podle predpokladu). Miizeme tudiz uziti dokédzané rovnice a psati

[ff(.\", Yy dxdy =fff(r cos g, rsing)rdrde. B)
‘0 fo)
¢ " 4" ”
©zm}---7 7‘4'/ 2.
A
22z
©ox)} s R
i /1/4 1
R Z R
0 Y R‘A: Q"

Obr. 21.

Abychom vysvétlili dali pFipad mozny, vezmeme v tvahu hned jedno-
duchy obor £, ktery nechf jest mezikruZi, jehoZ stied jest v pocitku sou-
fadnic a pfi némz poloméry obou kruhi json Ry, Ry, K, > R, Zde stanovime-li,
ze thel ¢ rovnicemi (¢) dany jest v intervalu (0,27), bude p¥ifadéno danému
mezikruzi jakozto obor @, pravodhelnik. (P¥i tom ovSem body (r, ¢) zmnizer-
fiujeme v roviné opatiené rovnéZ dvéma pravoihlymi osami R, ®; viz obr.21.)

Tu vsak pozadavku, aby bodim oboru 2 jednoznacné byly pFifadény
body oboru ©,, diplné vyhovéno neni. Nebo{ bodiim na useéce PQ (polozené
na ose X) odpovidaji body, jejichZ ¢ se rovnd jednak 0, jednak 27 (nebof
podle predpokladi pFi vyvozeni zikladni véty odstavce 278 byly obory 2, O,
v dvahu briny i s hranicemi). Tedy jest usetce PQ ptifadéna v £, jednak
isecka P’y Q'y, jednak P, QU,.

V tomte pFipadé vsak si miZeme lehce odpomoci. Rozdélime si obor 2
ve dva, na ptiklad jej roziizneme podél osy X; tim se rozpadne obor ten
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ve dva obory oznacené v obr. I, 1I, jimZ jednoznaéné¢ jsou piifadény obory
I, II". Ponévadz pak obory I i Il spadaji do pfipadu zprvu projednivaného
a tedy plati pro né jednotlivé rovnice (), plati ta rovnice i pro soucet téch
obord t. j. pro dané mezikruzi. Vysledek ‘tento vSak bezprostfedné se rozsi-
fuje pro obory obecnéjsi, v nichZ ohrani¢eni zevnéjsi (inisto kruZnici QR)
jest ddno libovolnou spojitou ¢arou se neprotinajici

Konecné vezmeme v tvahu pfipad, Ze obor £ md pocitek ve svém
nitru. V tomto pfipadé odejmeme z toho oboru kruh s polomérem ¢ (dosti
malym, aby kruh ten byl uvnit¥ 2); tak vznikne z £ obor Q), pro ktery
podle piedchazejiciho plati (£,() jest obor odpovidajici 2*))

f/.f(x, y)dxdy:fff(rcoscp, rsing)r.drde,
_Q(l:) Q, (t)
ze kterézto rovnice, nechame-li ¢ konvergovati k nule, nasleduje opét (B),
jejiz platnost tudiZ v kazdém pFipadé*) dokazdina.
282. PRIKLAD 2. Integral Laplaceitv. Abychom uzZite¢nost formule (8)
na specielnim pfFipadé objasnili, pocitejme na zakladé transformace (&) integril

A f o~z 1% dx dy,

pii ¢emZ integracni obor jest kruh s polomérem F a stfedem v pocatku.
Zavedeme-li rovnicemi (¢) soufadnice polarni, bude kruhu prFisluseti pravo-
dhelnik, jehoZz jeden vrchol jest v potitku (r=0, ¢ =0) a jehozZ strany jsou

R,2n. Tak dostaneme
R 2a

ffe—z’—ll’dxdy_j je-"rdr do —jdque—” rdr=

2n
= [dop (= ye=r)r = 22(3 — ye=F) = (1 — e=R).

Z tohoto vysledku lze snadné odvoditi vyraz pro integral Laplaceuv. Do
¢tverce C, jehoZ strany maji rovnice x=R, x=—R, y=R, y=— R. jest
kruh Kp vepsdn, kruh pak Kp|s jest mu opsin. Ponévadz pak e—#*—¥ jest
funkce stale kladna, jest

ffe—f'—ll'drdy<ffe—z’ dxdy \ffe—z —dxdy;

Kpye
aneb nuhradlme-ll prostiedni z téchto integrilt dvojnisobnym integralem

R i Y
ffe—f’—ll’ dxdy =/e—1/’ dyfe—= dx=( ’e—z' dx)
s} B —R —R
a uzijeme-li zaroven hodnoty svrchu pro krajni integrily vypoctené,
R 2
a(l —e—R) L ( /e—z' dx) < a(l —e—2RY),
- —R
*) Nevzat sice v dvahu ptipad, Ze politek jest na hranici oboru £;
aviak tento pripad stejné lze projednati jako pripad. kdy pocéatek jest
uvnitié 2.
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Nechime-li v této nerovniné R risti nade viecky meze a odmocnime-li, do-

staneme koneiné
[e o}

fe—l’ dx=1V=,
)
¢imz jest hodnota pro Laplacetv integral vypoltena.
283. PRIKLAD 5. Budiz dina kFivka uzaviend, uvnili které nachdazi
se pocitek a jejiz rovnici lze psati ve tvaru
v x=g(), y=nh(),
p¥i cemz vSecky body kfivky nechf se probéhnou, roste-li ¢ od {, do 7'; (jest
tedy g(ty) = &(T), h(ty) = N(l)). O funkcich g(f) a h(f) u¢inime dile pFedpoklad,
ze jsou spojité u maji derivace v intervalu (f, 7). Kone¢né budeme pfedpo-
klidati, ze kaZdy polopaprsek z politku vychizejici, protne kfivku toliko
v jednom bodé.
Zavedeme nové proménné (u, ) rovnicemi

x=ug(t), y=uh(; u = 0. ()

I jest patrno, Ze kazdému bodu |x, y] v oboru &, ktery jest omezen jedinou
uzavienou kfivkou a ktery neobsahuje bod [0, 0], pFislusi jeden bod |[u.
v jistém oboru 2, a naopak. Pro funkcionalni determinant pak mame

D:'x 2Y) 4 (att) () — (1) h (D).

Jest tedy

fff(x, y)dxdy =fff(u AW, u h())uw. g) () — g'() h(t) | du dt.
Q2 2,

Tato rovnice odvozena pouze pro obory 2 svrchu vytéené rozsifuje se
pro libovolné obory obsahujici i bod (0, 0] stejnym zplisobem, jaky byl pouzit
pFi polarnich soufadnicich. Ostatné substituce (¥) jest jisté zevSeobecnéni
substituce polarnich soufadnic. misto pravoihlych (propoéitané v pfikladé 1).
Kdyby tu obor integraéni 2 byl omezen uzavienou spojitou kfivkou o rov-
nicich x=g(t), y = h(t) (¢ probihd intervql (¢, 7)), byl by prislusny obor £,
pravothelnik o vrcholech [0, 4], [L, &), |1, T], [0. T} a integril dany by se pie-
viadél ihned na dvojnasobny integril o konstantnich mezich; takZe by bylo
v tomto piipadé (za nalezitvch predpokladi o funkcich f(x, y), g'(f). h'(1))

T 1
[ff(x. y)dxdy =fdtff(u,'.'(t), uh()u g)h'(t)— g' () h(f) du.
‘Q i, 0

Kdybychom na pFiklad méli poé&itati dany integril pro trojahelnik o vrcholech
[xor yols [x1, Y1), [x4, ys', dostali bychoin po snadném poétu ten integril jakoZto
soucCet tFi integralii dvojndsobnych, z nichZz prvni jest dvojnidsobny integral
3
| X1Yo — Xol1 :f fluexyt + uxg(1 - 1), uyd + uyo(t — )] u dt du
00

a ostatni dva vyplyvaji cyklickou zaménou ¢&isel 0, 1, 2. Podtek [0, 0] pFed-
poklidan i tu uprostied daného trojihelnika.

Petr, Integrélni pocet. 2. v. 37
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284. PRIKLAD 4. Transformace
Rx' Ry’
A
(tak zvand fransformace inversni vzhledem ke kruhu x*-4 y*= R?) jest trans-
formace jedno-jednoznacna pro kazdy obor roviny XY resp. X'Y’ neobsalhu-
jici pocdtek. Nebo( z rovnic (d) vyplyva
R? Rx _ Ry
2 2 — / — r —
x+-’/"‘xm+yyz' x—xz+yz’ y= EET

Dale jest

D(x,y) | _ R?

D', r)[ (x'® +yn)z

()

X =

I jest tedy

Ry’ ) ( dx'dy' ©

f f("-J)dde—Raf f(xyg_l_y'z TRy ) Ry

Vyznam a platnost. této rovnice i v tom piipadé, ze obor 2 obsahuje bod
10, 0] —- pocatek souiadnic — bude vyloZen resp. odiivodnén pozdéji.

285. PRIKLAD 5.Soufadnice eliptické v oboru dvejrozmérném. Rovnice

x2 y2

a  a—e?

=1 (l)

jesl v pravodhlych soutadnicich [x, y] rovnici elipsy, je-li a > ¢*; jestlize
viak a < e? jest to rovnice hyperboly. Ohniska vSech kuZelosecek, jejichz
rovnice dostavime ruzn¥mi volbami éisla a, nachazeji se na ose X ve
vzdilenosti vesmés rovné + e od politku. Pfedstavuje ndm tedy rovnice
dana pfi proménném parametru a systém kuZeloseéek konfokalnich. Kazdym
bodem roviny prochizeji dvé kuZelosetky toho systému a to jedna elipsa
2 jedna hyperbola; nebof rovnice (t) md, zvolime-li si pevné [x, y] a pokla-
déme-li a za neznimou, vidy dva kotfeny reilné, jeden jest v intervalu (0, e?),
druhy v intervalu (e% oo). Kofen v intervalu (e?, 00) oznadime /, kofen v in-
tervalu (0, e?) pak ;. Jest tudiz rovnici () kazdé redlné dvojici hodnot [x, y|
pFifadéna novia realna dvojice hodnot |2, y|; ¢Cisla |4, ] sluji eliptické sou-
Fadnice bodu |4, #t]. Snadno méZeme x, y pomoc1 piislusnych 7, n vypoditati
a naopak. Resime-li na p¥iklad rovnice

xt y: o xt y:
Pt walast
dostaneme snadno
- -
x—+v’".- y=i]ﬂ"—%- ", 0< n< <
Z téchto rovnic naopak jest zfejmo, Ze jednomu piru hodnot (%, 1) — nehle-
dime-li ke krajnim hodnotdm pFislusnych intervald (0, e?), (e% oc0) — jsou

ptifadény CtyFi dvojice hodnot [x, y] a tudiz ¢étyki body roviny XY a to
v kazdém kvadrantu roviny XY (vzniklych osami XY) jeden bod. Abychom
dostali mezi [x, y] a |4, ¢] vztahy jedno-jednoznalné, omezime se tudiZ na
jeden kvadrant roviny XY, na p¥iklad na kvadrant prvni, ve kterém x =0,
Yy =0. Omezime-li se na tento kvadrant, pak jednomu péru hodnot (%, 1), kde
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0 < er</, jest pFiFadén jeden par hodnot (x, y), kde x=0, y==0 a naopak.
V obrazei 22 znizornény oba obory sobé tak pfislusici ¢arkovanim, p¥i ¢emz
i pro znazorfiovani dvojic [x,y] i pro znazoriiovani dvojic [4, #] uZito pravo-
uhlych systémi soufadnicovych (jednak p¥i osich XY, jednak pii osdch AM).
Primce AFX — kladné to &isti osy X — odpovidad v roviné .1M lomena ¢ira
A,F\B, poloose AY odpovidd pak paprsek 4,.1.
Pro funkciondlni determinant dostavame
D(x, y) _ i—

DU,1) ~ "VinG—ed (e —u)
coZ jest Cislo stile téhoz znaménka a jest to funkce koneénd ve vyéirkovaném
oboru, vyjmeme-li z ného okoli pfimek =0, n=¢? i=¢" t. j. okoli bodi
lezicich na hranicich. Jest tedy pro kazdy obor 2 leZici uoniti prvého
kvadrantu

fff(x, y) dx dy =}fff(V/u Vo= eﬂ)(e;_;—rii)) A—n di dn.
) 2,

Vit — e3) (e — 1)

- B

Rovnice tato viak bez potiZi rozsifuje se na takové obory £, jejichZ hranice
z Casti splyvaji s hranicemi prvého kvadrantu (pfi ¢emZ ovSem na pravé
strané miZze se vyskytovati integril, ve kterémz funkce za znaménkem inte-
graénim stava 'se nekonecénou; tu pak nastiva pfipad dvojného integrilu
nevlastniho, o kterychZ integrilech viak budeme teprve pozdéji jednati).

286. PRIKLAD 6. Transformace ortogonilni. Transformace (1) sluje
ortogondlni (DP 235), jsou-li splnény vztahy

oL aL M M |, 3NN _, ol oL +_°ﬂ°_M_ N N _

ax' oy’ Tox oy’ Tawr oy ~ % oy o T oy o T oy o -
oL dL , OM aM | aN oN ®
3z' ax’ lr Ax! al' bx"— '

¥ tomio pripadé ortogonalni transformace lze pro funkcionilni determinant
(2) odvoditi vyraz jednodu$si. Nebot povysime-li determinat ten na Ctverec,
miame (podle znimého pravidla o nasobeni determinanti)

3. M N

’ ’

Cu, Cra Cla

' o o | |
L M N N
Lk e, e,
L aM N| |,. . i
'27’ %’ al{ (/al’ Cazy Caal

37*
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pFi ¢emz Ci3 = Cyy, C1a=Ca;, Cs3 = C3y jsou levé strany rovnic (8) u tudiz
rovny nule a

co=(3e) +5) +3F ) ca=3) + (5] +30)

x’ 3y’ oy’
(oL, (aM\?, (®N\
cn=(5) +5r) +(55)
Jest tedy
D(L,M. N)

= Véu Cas Cas,

D(«', y', «)
&imz jest p¥i transformacich ortogonalnich dan jednoduch¥ prostiedek pro
vypocet absolutni hodnoly funkcionalniho determinantu.

287. PRIKLAD 7. Polarni soufadnice v oborech trojrozmérnych. Vy-
Settme formuli pro pfeménu trojnych integr. p¥i zavedeni poldrnich soutadnic

x=Trcospcos® y=rsinpcos®, z=rsin0O,
r=0, 0<o9p<2r —3a<OL Im ]

Transformace tato vznikajici zavedenim soutadnic polarnich misto pravoihlych
jest ortogonalni; nebof jest na pfiklad

g—f%+%g—y¢ g—fg—;:—-rcosq:sin¢c052@+rcosq)sinq>c0529=0

atd. Jest dile v naSem pfipadé

. dx i’ oy \? Y a_
(«11—(—6,_) +(—Er) +(—6T) =1,
(Y () (32)2_2 2
C”_(Btp) +(a¢) + o9 =rtcos? O,
N AN L AN A
cn=(35) +(36) +(36) =~
a tedy
Dx, 9.9\ _ vi=moag =—
—D(r,¢,@)|_vl'r2 cos?@.r2=rtcos 6.

Transformace (9) pfitaduje oboru 7 takovému, ze Zzidnd z uzavienych ploch
jej omezujicich nema poéatek [0,0,0] ve svém nitru, jisty obor 7" jedno-
jednoznaéné (pifi ¢emZ pokliadime hodnoty r, ¢. @ za pravoihlé soufadnice
jistého bodu). Mime tudiz pro takové obory T

ff flx,y,2)dxdy dz=~/lfff(rcostpcos@,rsincpcos@,rsin@)r’cos@drd:pd@. (10)
T T

Rovnice tato se vSak rozdituje pro libovolné obory T zplisobem ob3irné vylo-
Zenym pFi dvou preménnych v prikladu 2.
288. Soufadnice eliptické v oborech trojrozmérnych. Rovnice
xﬁ yZ ZZ . 2 .
——— . — ——— e — -_— . ~ 1
a’—u+b?—u+cz—u 1=0; &> b">c an

ma, pokliddme-li u za nezndmou a jsou-li &isla x, y, z vesmés od nuly rizna,
tfi kofeny. Viecky tFi kofeny jsou redlné. Jeden jest v intervalu (— oo, c?),
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nebof dosadime-li do levé strany rovnice za u Cislo —A, kde A jest ¢islo
kladné dosti veliké, nabude levid stana hodnotu zipornou; dosadime-li pak
za u Cislo ¢?—¢, kde ¢ jest ¢islo kladné dosti malé, nabude leva strana
hodnotu kladnou. Stejné se dokaze, Ze jeden kofen rovnice (11) jest v inter-
valu (c? b* a jeden kofen v intervalu (b% a®. Kofeny tyto oznadime 7, g,
pii ¢emZ bude

: —0o <A<t A< < b? bl <Cal (12)
Z predchizejiciho jest patrno, ze kazdému bodu [x, y, z], ktery neni poloZen
v rovinach XY, YZ ZX, jsou ptifadéna rovnici (11) tii éisla 2, g, v honc1
nerovninam (12); ¢isla ta sluji eliptické soufadnice toho bodu a jsou p¥
bodech nelezicich v rovindich soufadnyech stanovena jednoznaéné. Jest vSak
jesté naopak rozhodnouti, zda svymi eliptickymi soufadnicemi jest bod
jednoznaéné uréen, a k tomu cili vypolteme si pravoihlé souradnice bodu
pomoci eliptickych. Dostaneme (viz DP 236), klademe-li pro kratkost f(u) =
=Wu—2)(u—p)(u—nr),

f(a?) f6?) P f(c)

C=EomE—d YT r—an—e CTe—ae—m P
Z rovnic téchto jest patrno, Ze kazdému systému hodnot [4, st, | hovicich
nerovninim (12) jest pfifadéno 8 systémi hodnot [x y, z], avSak toliko jediny
systém [x, y, z], klademe-li na pfiklad pozadavek, aby ¢isla x, y, z byla ves-
més kladna. Jest tedy oboru T proménnych x, y, z poloZenému -uvnitf prvého
oktantu (pro body [x, y, z] tohoto oboru jsou tedy platny nerovniny x >0,
y>0, z>0) pritadén v proménnych 7.y, r jisty obor T’ uréeny nerovninami
(12), pFi éemz jest vzdjemné pfFifazeni bodi téchto dvou obori jedno-jedno-
znané. I tato transformace jest ortogonalni (viz DP 236 (11); misto Cri uZito
v DP oznaéeni bix), Dostdvime pak po snadném poctu

3z \* (L—1(2—v)
“_( ( )+(b/) }(8“-/)(13*—/)(02—/)
(e — A —0) =
(a® —M)(b"‘—")(c"—u)

.

Coa=1

¢imz ziskana absolutni hodnota determinantu funkciondlniho (= ch C3y Cys)
u veSkeré polty potiebné k transformaci integralu trojného o proménnych
X, Y,.z, v integrél trojny o proménnych Z, u, v provedeny.

Vysledky predchdzejici rozsifuji se snadno i pro pripad, Ze hranice
oboru T splyvaji z &asti s rovinami soufadnymi XY, YZ, ZX; pro body na
téchto rovinich jedno (nebo i nékterd) z éisel x. y, z mizZe byti rovno nule.
Pii tom vSak jest pfipustiti ve vztazich (12) uréujicich intervaly pro 4, j, v
vedlé znaménka < i znaménko rovnosti; integraly pak zavedenim eliptickych
soufadnic vznikajici mohou byti integraly nevlastni, i kdyz pl"l'vodni integraly
nebyly. nevlastni.

289. PRIKLAD 9. Vypodcitati jest obsah oboru kone¢ného — ,,rovno-
béznosténu“ — vymezeného v prostoru n-rozmérném 2n ,,rovinami“ o rovnicich

ainx,+ aiexs+ ...+ @inxn =0,
ainx,+ aiexa+...+ ainxn= 4,
Oznaéime-li obor ten (jakoZ i jeho obsah) R, jest

i=1,2,...,n
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R=ff;l. .fdxldx,...dx

Zavedeme promeénné y,, Y,, ..., yn rovnicemi
yi=ainx,+ aiexs+ ...+ 8inxn, i=1,2...,n.

Obor R!' ptisluiny oboru R jest obor pravouhelnikovy (0,0,...0; 44, 4,, .. .. 4n),
jeho obsah (podle definice obsahu, jeZ se opiri pravé o obsah oboru-pravo-
nhelnfkového) jest ;d4,|.|451 .... 4n|. Podle formule pro transformaci inte-
grald mnohondsobnych pak jest

iAlA,...AnI=ID§ff...fdxldx,...dxn,
R

kde D jest determinant

y s d1g, -.., d1n
D= % T oo Il
i dnl, d@n2, ..., dnn
t. ;. ] i
R— Ali.|A,‘...}An|
ID|

Pfi tom mlcky oviem predpokladano, ze D = 0.

290, PRIKLAD 10. V prostoru n-rozmérném jest din obor T obdobny
étyrsténu v prostoru 3-rozmérném a to n+ 1 svymi vrcholy (rohy). Jest sta-
noviti jeho obsah.

Provedeme vypolet pro prostor 4-rozmérny. Vrcholy oboru T nechf
jsou body Ai=l[xi yi zi, uil, kde i=1,2,3,4,5. Bod

Ey=[ix,+ (0 —A)xp 2+ (0 — 2 Yo, 22y + (1 — 2z bty + (1 — Z)uy]
probiha, je-li 4 proménna udtvar linedrni — ,pfimku® —, na niZ jsou body
A; (pro A=1) a 4; (pro 2=0). Je-li % v intervalu (0,1) jest bod E; na .usecce™
spojujici body A; 4, Vypolteme-li stejné — uZivajice parametru n — sou-
fadnice hodu na spojnici bodu E; a A4, dostaneme bod

Fio= [t + (1 — Dy + (1 — ) xp, Augy 4. 1.
Body F,, vypliiuji vlineirnim prostoru dvojrozmérpém (v rovin€) obor troj-
ihelnikovy, jehoZ vrcholy jsou A,, A, A; probfhaji-li ob& proménné 4, i
nezavisle na sob& interval (0, 1). Déale — jak stile stejnym /pt"lsobem ziska-
vime — body . JRATEE
(’l(u ["‘Al“'xl + (1— /) urxg + (1t— lt) L&YY + — V) . TSN .]

vypliiuji — jsou-li 4, 4, v proménné omezeny na interval (0, 1) — v linedrnim
prostoru trojrozmérném obor &tyrsténovy, Jehoz vrcholy jsou 4,, 4, A, A,
a konecné body
Hy, . = Vgwvax, + (8 — A pvaxcg + (1 — ) vaxy 3+ (1 — v)mxg+ (1 — ) x5, . - ]
vypliiuji obor T, probihaji-li proménné 7, v, 7 interval (0, 1).
Jest nyni vypotitati integral

—fjffdxdydtdu



K tomu cili zavedeme nové integracéni proménné /,, v, T rovnicemi

x=/ipvax,+ (1l —ippraxe+ (1 — ) vaxs+ (1t —Max,+ 0 —TDxs+...,
y=rways+ (1 —iywrays ..., z=riwvazn—-..., u=rlpvau;+...
Jacobien proméanych x,y,z u podle %, 1, v, T jest determinant ¢tvrtého Fadu,
jehoz prvni fidek ma prvky
HVITX) — (0T X g, APAX = (1 —2)vrxy— ratxy, A, {1 —Z)ptxg+ (1 — ) txy— 1y,
x4 (1 — A porxg + (1 — 1) racg + (1 — ) xq — x5

Délime-li prvni sloupec wvx, druhy v, tfeti v, pak postupné& odecitime od
éivrtého sloupce treti, od tfetiho druhy, od druhého prvni, dostaneme pro
funkciondlni determinant relaci

D(x,y,z,u) __

Dlwma) — MWeev2as,

kde A jest dino vztahem

: Xy Yo 2 Ugy L
X3y Yo Zyy Ugy 1

= | X3, Yo 23 Ugy |
X Yo Zy Ug 1
X5y Yss Z5y Upy 1

Pro T pak v disledku véty o transformaci mnoznych integrali méme

Xy — Xgy Xg—— X3y X3 — X¢go Xq— X5

a=|¥ " Y Y2~ Ys. U3~ Yo Ya— Ys
2y — 2y Zp — Iy Zy — 24y Za — s
| Uy — Ug, Uy — Uy, Uz — Ug, Uy — Ug

1111

T=|‘1[§fffﬁuv’:l."d/'.du drd:z:%.

ovoo
¢imz hledun)" obsah vypocten.
200a. PRIKLAD 1. V prostoru n-rozmérném jest din obor T ome-
zeny n+ 1 rovinami o rovnicich
a,-lx,+a,-2x.+...+ainxn=Ai, i=012...,n.

Ustanoviti jest obsah oboru T.
Zavedeme nové proménné & rovnicemi

=apetaxt ... e, — A4, j=12,...,n
Obor T zméni se v obor T’ omezeny rovinami & ==0, §,=0,...,En =0 a rovinou

a8+ agfa+ ...+ anfa = D.
P§i tom jest D hodnota determinantu (n + 1)-ho fadu

8oy, 8oy, - . -, dom, A
D= dapy, 839, ..., @1y Al

8my, 8ny, .. ., dnn, An
a a,a,,@,,...,an jsou minory, jez v D prinalezi k 4, 4,, A,, ..., An, Formule
pro transformaci mnohonisobnych integrald nam ihned diva (za pfedpo-
kladu, Ze «40)

ff...fd&,d&,...d&..:‘alff...fdx,dx,...dxn,
T T
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odkudZ, pouzijeme-li v¥sledku prikladu 2 odstavee 277, mame ihned za dal-
siho predpokladu, Ze i viecka ej-:0, pro Ziadany obsah vyraz
D n
T eey ... an]

5. GEOMETRICKA POUZITI DVOJNYCH INTEGRALL.

291. Krychlovy obsah téles. Pojem obsahu oboru n-rozmér-
ného dan byl zevSeobecnénim ptislusnych pojmi p¥i dvou pro-
ménnveh jiz v odstavei 239. Je-li n=73 a obor dany omezen
plochami spojitymi, nazyviame obor obyé¢ejné¢ télesem a obsah
jeho krychlovym obsahem. .

Pro krychlovy obsah V télesa T mdame v désledku podan¢
definice tenio vzorec (p¥i pravoihlveh soutadnicich prostorovych)

;':fT[fdx dy dz. Q)

Hodnota vyrazu pro krychlovy obsah neni zdvisld od polohy
pravouhlych soufadnic. Vvraz ten se toti? neméni ortogonalni
transformaci (DP 229):

x=ax'+a'y' +a"z, y=bx'+..., z=cx"+...
Nebot determinant této substituce (viz 1. e) jest rovony =+ |
a mame tedy podle formule zdkladni pro transformaci mnoznych
integralG té7z (oznaceni integra¢nich proménnyech miizeme libo-

volné méniti)
I":fffdx'dy'dz’:ff dx dy dz,
T T

kde T’ jest téleso shodné s T pouze v jiné poloze (vzniklé
oto¢enim T kolem pocitku) se nachizejici. RovnéZ transformaci
x=eae+x,y=p+y, z=y+ 2 (translaci) zilistiva hodnota pro
krychlovy obsah nezménéna. Md tedy krychlovy obsah télesa
tyto tii zdkladni vlastnosti.

1. Patri-li k néjaké édasti prostoru (omezené spojitou, uza-
vFenou a se neprotinajici plochou) ¢islo V jakozto jeji krych-
looy obsah, patri k shodné cdsti totéz céislo.

2. Jestlize c¢ast prostoru, jez jest omezena plochou spojitou.
uzavienou a se neprotinajici a jiz prislusi éislo V jakozto krych-
lovy obsah, rozdélime plochou spojitou ve dvé casti, jimz prislusi
krychlooé obsahy V., V,, pak jest

V=",47,
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'3. Krychle, jejiz strana se rovnd i. md krychlooy obsah
roony 1. '

Na ziakladé téchto tfi zakladnich vlastnosti, z nichz druha
vyplyva ze zikladni vlastnosti trojnych integrald, pro krych-
lovy obsah télesa, mohli bychom naopak (aspon za zjednodusu-
jicich ptedpokladii) odvoditi snadno vzorec (I).

292, 7. (1) lze odvoditi nékteré vzorce jednodussi casto po-
uzivané. Budiz ddna nejprve plocha rovniei

z=f(x, y),

v roviné XY pak budiZ vymezen jisty obor & ¢arou uzavienou K
v uzsim smyslu kvadratury schopnou. O funkei f(x, y) uéinime
predpoklad, Ze jest pro Vsecky body (x, y) oboru & spojitou funkei
obou proménnych a ziroven funkei stile kladnou.

Vezmeme v ivahu téleso omezené rovinou XY, pak plochou
vileovou, jejiz pFimka vytvoFujici jest kolma na rovinu XY (a tedy
rovnobézna s osou Z) a ktivka ftidiei jest K (t. j. ohraniceni
oboru £), a kone¢né plochou z=f(x,y). Krychlovy obsah pak
télesa daného oznac¢ime V.

Za téchto piedpokladii lze integral trojny (l) pievésti na
integral mnohondsol)ny a integrovati napied podle proménné
z v mezich 0, f(x,y), ¢im7 dostancme

J =_[ ff(x, y)dx dy. (I

kterdzto formule se psiva také ve tvaru
V=) [zdxdy. n
ff

293. Budi? dina nyni plocha spojiti a uzaviend; promit-
neme-li veskeré jeji body kolmo na rovinu XY, nechf souhrn téch
primétd vypliuje na roviné XY obor £.omezeny spojitcu uza-
\lcnou kiivkou K (po pripadé i nékolika ktivkami uzavienymi).
Predpoklade;mc dile. kazda primka rovnobéina s osou Z a pro-
bihajici bodem (x, y) uvniti ® protind danou plochu ve dvou
bodech a to v bodé (x, y. z)), (x, y, 25). pFi ¢emZ z,>z,. Plocha
dand ‘rozpadd sc tak ve dvé Cdsti; jedna &ist jest souhrn bodi
(¥, y,21), — rovnici jeji mizeme psati ve tvaru z=f,(x,y) —
druhd éist jest souhrn bodi (x, y, ;) a jeji rovnice nechi{ ma tvar
z=f,y(x,y). Pfi tom budiz f, x,y) > fi(x,y) pro viecky body
(x.y) uvniti K.
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I v tomto pripad¢ stejné jako v predchizejicim lze integril
trojny pFevésti na integral jednoduchy (podle z), ktery jest
funkei bodu [x, y] a ktery se pak integruje v & podle x,y.
Dostavame, jelikoz integraci podle z v mezich f,(x, y), f.(x, y)
mizeme bezprostiedné provésti, ihned

V= fn Jifs(x.9) — fitx. ) dx ay, )

anch téz

y =ff[z,— 2, dx dy. (1)
Q

Jak by se tento vysledek upravil, kdyby rovnobézky sc Z
protinaly plochu omezujici T ve vice bodech nez dvou. jest
nasnad¢.

294. Integral v (1) lze koneéné psati téz ve tvaru

d
¥ =_!dz£[dxdy,

pii ¢emz se predpoklidd, ze T jest poloZeno mezi rovinami
o rovnicich z=¢, z=d a ze ty body na T, jejichz z=1, t. j.
body [x, y,{] urluji svymi prvymi dvéma soufadnicemi x, y
jisty obor 2 dvojic [x, y). Je-li £2; kvadratury schopny a ma
velikost plosnou, jiz laktéZ znadime 2;, jest podle poznamky

odstavee 271
jfdx dy =,
2

takze rovnici pro ¥V muzeme psati

d
V=[Q:dz. (i)
/

P¥i tom £, nemusi existovati pro mnozstvi bodi [z] miry nulové
(a staci dokonce v disledku odstavce 94, aby existoval pro mnoz-
stvi bodové v (c, d) viude husté). 2; jest t. zv. prisek télesa T
s rovinou z=7{ resp. jest velikost plosna (v uz$im smysla) teho
priseku.

295. PRIKLAD 1. Abvchom vypocetli krychlovy obsah frojoséha-elip-
soidu o rovnici

x2 2 Z‘l
atpta=t

zvolime si za obor 2 roviny XY elipsu



xi y2
Ftp=
Ke kazdému bodu (x, y) uvniti elipsy patii dva body na elipsoidu o soufad-

nicich (x, y, z,), (x, y, zy), kde

ey
/,—cl/ _a" b” 7;=—c l_b_’_li*'

Uzijeme-li tedy formule (II'), mdme pro obsah elipsoidu

—2cff1/l—a, dvdy (m)

PiSeme-li tento integril jako dvojnédsobny integrujice napied podle y. pak

podle x, mime
P e s
V= 2cfdxfl/l —%—%dy, (n)

—-a —1
2
kde y,=»b Vl —%- Vypocet integralu (m) vSak nejsnaze provedeme na za-
kladé transformace proménnych
X =arcosp, y=brsing;

¢imZ obdrzime snadno

2z 1
= 2abcfd¢pfrl/1 — r®dr=4nabc[—}(t — r’)¥]:= 4n abc
0 0

a krychlovy obsah elipsoidu vypoéten. Kdybychom chiéli pocitati krychlovy
obsah vrstvy omezené elipsoidem a rovinami rovnobéznymi o rovnicich x =,
x =P (8 > a), postacilo by v integrélu (n) ponékud zméniti meze; dostavame
tu, zna¢ime-li krychlovy obsah té vrstvy Vg,

K vydfsleni iohoto integrilu pouZijeme substituce

x?
yzbl/l——a—ismik;

mame ihned

V ﬂ__bcfdxf(l——)cos ’Pd‘l’—ﬂbc‘[(ﬂ—a)_ﬂss;“a].

—in

PRIKLAD 2. Pofitejme krychlovy obsah télesa omezeného dvéma
rovinami rovnobéznymi s rovinou YZ o rovnicich x —=e, x=—e« a plochou
pfimkovou. Povrch plochy ptimkové budiz slozen z pfimek o rovnicich

y=ax-+p, z=bx-}gq, (r)
pFi éemz a, b, p, ¢ jsou funkce proménného parametru f a to spojité funkce
v intervalu (£, T). Viecky ptimky na povrchu dané plochy pfimkové mech¢
dostaneme, nechame-li v rovnicich (r} probihati ¢ viecky hodnety ¢ intervalu
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(to, 7); vSecky body pak na kazdé z piimek (r), pFi nichz —e < x < @, budtez
polozeny na hranici daného télesa.

_ Budeme citati podle formule (lII). K tomu cili vypocteme si plochu ¢asti
rovinné omezené prisekem plochy pfimkové a roviny rovnobéiné s YZ ve
vzdilenosti rovné x od té roviny. Plocha jeji

‘]3.\-=+fy dz =f(ax+p)(l;'x+q?)d¢=Ax=+Bx+c, (s)
k - fo

kde b', ¢’ jsou derivace funkci b, g podle { a kde A4, B, C jsou jista Cisla
nezavisla na x. Jest tedy v nasem piipadé podle (2)

V =f(Ax'2 + Bx 4 C)dx = 4o+ 2Ce.

Vysledek tento ma jednoduchy geometricky disledek. Oznacime-li plochu
omezenou prisekem pfimkové plochy dané na roviné x= — ¢ pismenem Z,
na roviné pak x =« zna¢kou Z, a kone¢né Z; plochu ¥ezu na roviné x=20
(jsvu to tak zvané v elementirni geometrii obé zikladny télesa a plocha
stfedniho Fezu), mame nejprve podle (s)

Zy=Ae*+ Bae+C, £,=C, Zy= Ae*— Ba + C
V=4%e[Zy+ Z:+ 44 =t [Zy + 23+ 441), O]

pfi CemZ o znadi jeSté t. zv. oysku télesa.

a tedy

Derivace b’, ¢’ nemusi pro jisty kone¢ny pocet hodnot proménné ¢ existo-
vati a mohou miti pro tyto hodnoty i diskontinuity. To na pfiklad nastane,
jestlize pfimkova plocha dani se skladd z nékolika revin; tu diskoniinuity
funkci: b, ¢' nastivaji pro ta {, jeZ jsou prifadéna prise¢nym bodiim dvou
sousednich rovin. .

296. PRIKLAD 3. Krychlovy obsah télesa omezeného plochou rotaéni
a doéma robinami kolmymi k ose rotacni lze vyjadfiti jednoduchym integra-
lem. Odvodme pfisluinou formuli z obecného vzorce (II'). Osa rota¢ni budiz
osa X a rovnice ktivky, jez rotaci kolem .osy X vytvofuje danou rota¢ni plochu,
budiz v tom pFipadé, Ze bé&zi o polohu kfivky spadajici v rovinu XY, y=o(x).
Pak jest rovnice rotaéni plochy

¥4 2t =9 (x). (u)

Rovnice rovin kolmych k ose X a vymezujicich dané téleso budtez x = x,,
X = &y; X > X BudiZ déle k vili jenoduchosti @(x) v intervalu (x, x3)
stale kladnd. ReSenim rovnice (u) dostivame pro z dvé hodnoty

s n=—Ve'(x) = ¢, =4V ) — o
a (l!t')sddime-li do (II'"), mdme
V=[[ts—2) dx dy=2[ [VipIF— y* dx dy,
2 2

S0 e .
pii: ¢emz Q jest obor v roviné XY omezeny kiivkami o rovnicich y =@(x)
(revnjce kiivky v pivodni poloze na roviné XY), y = — p(x) (rovnice kfivky
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otoCené o 180% a piimkami o rovnicich x =x,, ¥ =xy. Vyjadiime-li tedy V
dvojnasobn¥m integrilem, mame

I, (I)
v=2fds[Vip)F —yPdy == ot dx
z, —o(z) ZTo

Vysledek tento vyplyva viak bezprostiedné ze vzorce (lII).

Kdybychom podle toho vzorce chtéli vypocitati krychlovy obsah celého
télesa omezeného plochou opisovanou body kruhu, jehoZ rovnice jest
x4 (y — a)®=R? a ktery se otaci kolem osy X, kladli bychom za predpo-
kladu a =R nejprve tp(x)—a-l-VR“—x’ pak bychom vypocet provedli pro
¢(x) = a— |/R* —x®, v obou pak pFipadech bychom kladli x, =R, xy=—R
a vysledky odecetli. Tak bychom dostali -

R
V =nj(a + Yrr — xz)zdv—nf(a — V=) dx=
—-Rr
R .
= MafVIfT—T'z dx = 2a%aR?
~R

(viz poznamku pod ¢arou).

297. Povreh kFivé plochy. Budiz dina na kiivé plose dast
vymezenia k¥ivkou uzavienou K a takova, 7e viecky body jeji
hovi v soutadnicich pravoihlych rovnici z = f(x. y), pFi Cem?z
jest f(x,y) funkci spojitou obou proménnych x, y, majici i proé
derivace spojité v oboru omezeném v roviné XY ¢arou uzavienou,
jez vznikne, promitneme-li ¢iru K na rovinu XY: obor tento
ozna¢ime — jako obyCejné — £ a c¢iru jej omezujici K
V tomto jednoduchém ptipadé mizeme dospcti k definici a
vyjad¥eni velikosti ¢iasti povrchové dané plochy u\uhou na-
sledujiei.

Obor 2 rozdélime pomoenymi Carami na obory mensi o,
Wy, . .., Wy; sestrojime pak vilcové plochy, jejichz Fiditelky jsou
pravé &dry omezujici jednotlivé tyto obory w; a jejichZ ptimky
vytvoFujici jsou rovnobézny s osou Z. Vilcova plocha vytinajict
z roviny XY obor w; vytina z dané plochy jistou cast jeji .
V libovolném bodé (&, ni, §i=f(&. 7)), poloZeném na Cisti i se-
strojime te¢nou rovinu k dané plose a vezmeme v dvahu téz
plochu vyfatou na této roviné te¢né pravé zminénou plochou
vileovou; velikost té plochy vyfaté na roviné te¢né oznalime m;.

*) Pouzili jsme tady vzorce

a
/.Va2 — x2dx = ina’
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Pak definujeme: Velikost dané édsti poorchu plouneho jest
dina vyrazem
limZni, i=1.2,...,n 1)

pro ten pripad, Ze limn= > a rozméry cdsti w; konverguji
k nule.

Lze¢ snadno dokdzati, ze tato limita existuje; nebof jest
(podle znamé véty stereometrické udavajici vztah mezi velikosti
dvou ‘ploch rovinnyeh; z nich? jedna jest kolmym primdétem
druhdé®))

i
= coszi’
pFi ¢emZ jest cosyi kosinus ihlu, ktery svird normila roviny
tecné v bod¢ |[&, 7, &i] s osou Z. Aviak kosiny smérné normily
roviny tefné v bhod¢ [&, i, §i] jsou

COs O = ——— — p' s  CO ;q‘ COS yi — _—'._i—_— . (.))
Vi+pE+ g2 TViEprit gt Vi+pi+ g
kde
— i i) = i mi)
- ofi ! 9= oni
a tedy

ai=)1+pE+ qi - o
a pi-o limitu (1) mame vyraz

limZVl + pi+ qi* - .

Limita tato viak vzdy existuje (podle piedpokladu, Ze derivace
funkee f(x,y) jsou spojité funkee v £2) a jest dina dvojnym
integrilem

-*) Mime-li dvé roviny svirajici dhel 7 u zvolime-li v obou rovinach pravo-
ihlé osy souiadnicové XY, X'Y' tak, Ze osy Y, Y’ splyvaji s priise¢nici obou
rovin a Zze politek souFadnicovy v obou soustavich jest tVZ, pak jest, je-li
bod [+, y'] z roviny druhé praveihlym priimétem bodu [x, y] na roviné prvé,
patrné

x=wxcosz, y=uy.
Tudiz, je-li uzaviena k¥ivka K’ z roviny druhé pravoihlym primétem kfivky
K na roviné prvé, jest pro plochy P’ resp. P témito kfivkami uzavienymi
omezené platna talo relace (odstavec 248 (III))

fx' dy' =cosr[x dy,
R K
i j.

P'=Pcosy,

¢imZz véta v textu uZita dokazana.



D — 14 p2 4+ g2 9z, L
’n—£ﬂ“+p +atdedy. p=g 0 a=g

)
¢imz zaroven vyjadrena analyticky velikost plosna dané casti
krioé plochy.
PRIKLAD. Vypocitati jest povrch &asti kulové, useknuté z keule ro-
vinou. Rovnice koule nechf jest x*- y®- 2= R? rovniee roviny budiz
z=R—h. Pro p,q a V1< p*+ q* méme

vz __x Y. VYiaigra_f__ R

P=x="17 9= z’vl+p+q_z—vlgz_xa_yz'
Rovina dand protind kouli ve kfivee rovinné, jejiz rovnice jest
x24 y 4+ (R—h)2=R? aneb x?-4 y*=h(2R — h),

coz jest zarovei rovnice primétu kiivky do roviny XY a tudiZ omezeni

oboru 2. Mime tedy podle o
ff dxdy
l/lt‘z— xt—

aneb. zavedeme-li soufadnice polarni,

2% Yh(ZR—h)

,)_lsz”” dg —lj le;dr — [R— (R — h)] 27R = 2x R,

coZ jest znamy ze stereometrie vysledek. Polozime-li h = R, dostanete pro
povrch polokoule ¢gislo 2nR2

298. Vzoree priavé odvozeny lze upraviti i pro ten piipad,
z¢ plocha jest dina ve tvaru parametrickém rovnicemi

x=@(u, v), y =v(u, ), 7z = 7 (u, o). (3)
Budtez @, v, x funkee spojité v jistém oboru £, obou proménnych
u, v a méjtez tam i prvé derivace spojité. Probihaji-li u, v viecky
hodnoty oboru £, necht bod |x, y, 2| opisuje viecky body dané
Casti plosné. Povreh té ¢asti plosné vypocéteme z (1), zavedeme-li
tam prosté misto proménnych x, y proménné u, v za predpokladu
oviem, 7e determinant funkcionalni D(x,y)/D(u,0) = D(¢,¥)/D(u,0)
jest v oboru 2, od nuly rizny a stile téhoz znaménka a Ze
[x. y] a |u.p] na zikladé rovnic x=e¢(u, v), y=v(u, o) sobhé
jsou pritadény jedno-jednozna¢né. Nejprve vypocteme si z (3)
p a q. K vypoctu p budeme derivovati rovnice (3) podle x (pokla-
dajice u. o a z za funkee x, y). Dostaneme
o
_dw 0 )
du dx ' w dx’
0z ﬂ du | dz

dx M dox "o ox
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Fliminujeme-li z téchto rovnie du/ox, dv/dx, dostaneme dz/dx =p
a podobné ziskime . ObdrZzime, zavedeme-li jesté k vili struc-
nosti znacky -

_Dw.xn B=D&9) c=D ¥

A= D(u, v)’ ~ D(u, v)’ — (Du,v)’
pro p. ¢q tyto vvsledky
A B
p=— ¢ g=— ¢

coz dosazeno do (l) diva (zavedeme-li jeSté misto integracnich
proménnych (x, y) proménné (u, o))

Py =[[VIF BT du do, (D
&

kterdzto formule odvozena na zikladé jistych omezeni, jez nisle-
duji jednak z predpokladl u¢inénvch pii odvozeni rovnice (1), jed-

"nak z pfedpokladli uéinénych p¥izaviadéni novveh proménnyeh do
dvojného integralu. Omezeni tato viak z velké ¢asti lze odstraniti.
uzivame-li metody stejné jako v odstavei 280.

V rovnici (lI) jest jako zvlastni ptipad obsazena naopak
rovnice (I); nebof jestlize plocha md rovnici z = f(x, y). mizeme
jeji rovnici téz psati ve tvaru parametrickém takto x=u., y =no,
z = f(u, o).

Ze tvaru (lI) odvodime si také snadno vzorec pro poclitani
povrchu v soutadnicich polarnich. Jestlize na piiklad v téchto
soutadnicich jest rovnice plochy r= F(p, ©). miiJeme rovnice
(3) nahraditi témito

X =rcospcos 6, y =rsingcos B, z2=rsin 6,
pri ¢emz r poklidime na zdikladé dané rovnice plochy jakozto
funkci proménnych @, 8. Tim vyjidiena rovnice plochy ve tvaru
parametrickém, pFi ¢emz parametry jsou pravé @, 6. V tomto
ptipadé mame

_D.oy)_ o or ‘ . 2
A= D.6)— o9 rsin ¢ -} 30 TCOs T sin © cos @ 4 ¥ cos @ cos? O,
D(z x) or or . . ]
= ST TS T T 5 TS e 2 ¢ 052
B = Ble 0= "ap TSt 3g rsin@sin O cos 6+ r*sin g cos® O,

. D(x,y) or .
C= — — Y _reos? 2 < ().
D{s, ©) 09r(,()s O+ r?sinOcos 9;

3 2
A 4B 4 C2=r? (g;) + %) rtcos? © -4 rt cos? O,

a tedy P, =£f,l/(§_;)a + [(:—é)z +r ] cos’; de dO. (I11)
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299, PRIKLAD 1. Poorch rotacni plochy. Rovnici rotaéni plochy —
je-li osa rotace osa Z — miiZeme psati ve tvaru
z =/ + y).
Uzijeme-li k vypoitu povrchu formule (I), dostaneme snadnym poétem pro
povrch P
p— L=y IFF P
I+ + :
=5 =V VP F N ==
=+ +
P=fan+[«p'(vxﬂ+y=>1=dxdy;
Q

pFi tom jest 2 jisty obor roviny XY (primét to &isti ploiné, jejiz velikost
poditame, na rovinu XY). Zavedeme-li do tohoto vyrazu soufadnice polarni»
kladouce x =rcos g, y = rsin ¢, obdrZime

pP= { f ViF W OF - dr d, )

kteryzto tvar ndam dovoluje pfi daném 2 resp. 2, vyjadFiti povrch hledany
jednoduchym integrilem; nebof integrace podle ¢ se dd bezprostiedné
provésti.

Pocitejme na priklad povrch té Cdsti rotatni plochy, jeZ jest omezena
jednak dvéma poledniky. jednak dvéma rovnobéZniky*). Pak obor 2 jest
vysek mezikruzi, vytvofeny dvéma paprsky vychdzejicimi ze stiedu obou
kruhd, @, se redukuje na pravodhelnik (znazoriuje-li body o soufadnicich
r, ¢ v pravoihlé soustavé soufadnicové o osich R, ¥) a P na dvojnasobny

integral
P2 T

jdqafl/n+w<r>1ardr—(% o) [VTFTF I r o,

r, *y

kde ¢,, @, jsou ihly, jez sviraji roviny poledniki s rovinou ZX; ry, r, pak
poloméry obou rovnobéznikii (pfedpokléddno pro jednoduchost v posledni
rovnici @* > ¢y, ry > ry).

PRIKLAD 2. Jest pypocisti poorch éésti koule o roonici x* + y* + #* = a*,
jeZ jest odetindna vélcem x®+ y* = ax. (Viviandv problém). MiZeme, poné-
vadZz koule jest rotaéni plocha, pouziti formule (4); v ni jest patrné ¥(r)=
=Vaa=r a tedy hledany povrch

P fpizte. .

Rovnice valce dostivd, zavedeme-li souFadnice polarni, tvar r = a cos ¢;
soutadnice viech bodi oboru 2, pak dostaneme, nechime-li ¢ probihati viecky

*) P¥i tom k vili struénosti rozumime pod poledniky rtizné polohy
krivky, kterd oticejic se kolem osy Z vytvofuje plochu rotaéni, ped rovno-
bézniky pak vyrdzumime kruhy opisované pii tom otiéeni jednotlivymi body
vytvofujici k¥ivky.

Petr, lutegralni poéet, 2. v. 38
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hodnoty intervalu (— 3z, }#), r pak pfi uréitém @ hodnoty intervalu (0, a cos ¢),
takZe dvojny integral ve formuli (5) se méni v tento dvojndsobny integral

in acosg d
ar r acos
jdcpf AL = f[—l/a=—ﬁ10 " dyp=
in i
=af(a—a|sintp|)dq:=na“—2azfsintpdcp=(:r—2)az.
—in 0

300. PRIKLAD 5. Jest oypocisti poorch c¢ésti koule o roonici
x2 4 y2 4 2z* = a® polozené b proém oktantu a omezené jednak rooinami XZ,
YZ. jednak rooinou R o roonici Ax -+ By 4 Cz =0, p¥i temZ predpokladime,
Ze prisek rovin XZ a R, jakoz i prisek rovin YZ a R spadaji do prvého
oktantu (ovSem na jeho hranice).

Koeficienty 4, B, C v rovnici roviny R jsou umérny kosiniim smérnym,
jez svird norméla roviny R s osami X, VY, Z; mizeme pfedpokladati k vili
zjednoduseni, ze koeficienty ony jsou kosiniim smérnym rovny. Jest tedy A
téZ rovno cos @, kde ¢ jest Ghel, kiery svird rovina R s rovinou YZ a B =cosp:
kde g jest tihel sevieny rovinami R. XZ; lze pak se zietelem k pfedpokladu
u¢inénému o poloze roviny R piedpokladati o thlech «,f, Ze jsou oba v in-
tervalu (0, 37). Jsou pak o, f dva dhly sférického trojihelniku vymezeného
na kouli rovinami R, XZ, YZ a poloZeného v prvém oktantu; tFeti dhel jeho
jest i@ Miizeme uZiti opét formule (4) resp. formule (5) predchizejiciho pFi-
kladu. Obor 2 jest obor vymezeny na roviné XY priimétem priseku ploch

o rovmniei
Wyttt =t Ax+ By+4+Cz=0

na rovinu XY a pfimkami o rovnicich x =0, z=0 resp. y =0, z =0. Rovnici
primétu v soufadnicich (x, y) dostaneme z (6) eliminaci proménné z; obdrzime
(ponévadz A*+ B4 C2=1)

(Ax+ By =C*% =(1 — A2 — B®) (a® — x* — y?)

aneb
xt gt — (dy — Bx) = (1 — 4'— BY) a?

a v soufadniciclh polarnich (x=rcosg, y=rsingp)

(A= By ot
1 — (A sinp— B cos ¢)?’

rr=

Budeme tedy uZivajice formule (5) infegrovati napied podle r v mezich (0, r),
p¥i ¢emZ r jest dino jakoZto funkce proménné @ posledni rovnici; dostaneme tak

VT gt gl (1= A*—BYa’
al ]/d T]O— aVa 1—(4sm(p—BCOS(P)’
—az[l— Acosp+ Bsing ]

V1 —(4 sin 9o — B cos ¢)?

Integrujeme-li jesté tento vyraz podle ¢ v mezich (0, $x), obdrzime plochu
P daného sférického trojihelniku. Jest pak touto integraci

P =g’ {%n — [arc sin (4 sin ¥ — B cos 9’)]?;1} '

P = a®> (n — arc sin 4 — arc sin B)
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aneb se zietelem k vyznamu ¢isel 4. B (4 =cos«a, B=cosf, kde «, f jsou
uhly v intervalu (0, in))
P=at(@+ B+ b —n) @

Mime-li trojuhelnik sféricky poloZzeny iplné na jednom oktantu koule a ma-
jici Ghly @, 8,7, pti ¢emz budiz ¢« £ f < 7, miZeme jej rovinou prochdizejici
vrcholem dhlu 7 (a stfedem koule) rozdéliti ve dva sférické trojihelniky
pravouhlé vedle sebe polozené o uhlech a, 75, 3 resp. B, 74, d7; 11+ 7a=7.
PouZijewe-li vzorce (7), dostaneme pro povrch sférického trojuhelnika o dhlech
e, 3,7 a polozeného 1iplné na jednom oktantu koule
P=a(@+rn+in—a)+a@+rntir—n)=a*(e+f+r—mn),

coZ jest patrné zevseobecnéni formule (7). Ponévadz vSak kazdy trojuhelnik
sféricky se da rozloziti ve sférické trojiihelniky, jez poloZeny jsou na jednom
oktantu koule, plati, jak snadno ¢tenaf nahlédne, formule posledni pro kazdy
sféricky trojuhelnik o ihlech e, 8, 7; dhly e, 8,7 v tomto obeecném ptipadé
se nachézeji v intervalu (0, 2%).

301. PRIKLAD 4. Povreh elipsoidu. Rovnice elipsoidu budi#

2 2 2
Sthmta=t ©)
Z 1é vyplyvd derivovinim
_ __cty
P="y" =" p,
a ledy
2
=V ¥r¥e="5 + e (¢)

cosy

a pro povrch elipsoidu mame formuli — poéitime-li ¢dst povrchu, jejiz primét
na rovinu XY jest din oborem £ a pfi niz jest z > 0—

2 SR
ffc + dxdy, kde z=cl/l—%—l%-

Budeme pocitati tu ¢ast povrchu (na té poloviné elipsoidu, pro niz z > 0),
jez jest omezena c¢arou, podél které normiéla k elipsoidu svird s osou Z stéle
tyz Ghel 7, Soutadnice bodii té Ciry hovi jednak rovnici elipsoidu (9), jednak
podle (¢) rovnici

e V— | 28 )

) +b‘+ c0S7g + + c‘cos’ro ' (¢
Se zietelem k tomuto omezeni oboru 2 zavedeme si misto x, y vhodné nové
integra¢ni proménné u, o. Jednu proménnou volime jakozto funkci proménnych
x,y tak, aby podél hranic oboru 2 byla funkce ta konstantni; mohli bychom
ji tudiz poloziti rovnou hodnoté cosr dané rovnici (¢) (nebof pak by méla
podél hranice oboru 2 stile tutéz hodnotu, totiZ cos 7,), volime v3ak ji.
abychom docilili symetrii ve vysledku, na zikladé rovnice

----- yt_uzt

+ ——Vl + cu, odkudz ‘+b‘ PO ()

¢imZ ovSem jest u déano jakoito jistd jednoducha funkce ¢isla cosy. Druhi
roménna p nechf jest dana vztahem

\

38*



x? 2 .
S+ }% =o. (2)
odle (9) a (=)
22 xﬂ 2
aZ=1—0 ;j‘i‘%:(l—v)u- (1)
Vypocteme-li z (4) a (&) x, y pomoci u,p, mame, uc¢inime-li k vili jedno-
dusSimu psani pfedpoklad, Ze a > b, a znacime-li je§té a? — b% = e,

s=ZVo=HU o, y=Sl=etadG—on 0

pii CemZ odmocniny budeme briti se znaménkem kladnym. Tim ovSem
obdrzime body (x, y,z) v oktantu prvém vypliiujici toliko étvrtinu dané Casti
povrchu elipsoidického. Soufadnice téch bodd, a to kazdého bodu jednou,
dostaneme, nechdame-li u probihati hodnoty intervalu (0, tg?r,/c?), viz rovnice
(¢) a (#); prislusné o k danému u hovi nerovninim

p—0b0'(1—D)uz=0, —o4a(l—Dp)u=0

aneb o
bu £ -—— < atu,
S,

¢imzZ jest pro o dan jisty interval (oy, 0,) obsaZzeny v intervalu (0,1). Hodnoty
Dy, Dy jsou zavislé na u a jsou to nulové body vyrazi nachdzejicich se pod
odmocninou v (v). Ponévadz zavislost mezi (x,y) a mezi (u, p) jest jedno-
jednoznaénd — omezujeme-li se na prvy oktant — miZeme pFistoupiti k za-
vedeni proménnych (u,0) do vyrazu pro P, Dostaneme nejdfive

I D(xry_) — _az__bz |—Dpo

D(u, o) 4 V[D—b*(lfu)lt] [—o+a(1—o)u]

a tedy na zakladé této rovnice a rovnice (2)

—2
c “taty, v,

_ 1 2
P, = a%h? du (1 — ) Vl + c*u do B )
o . Vo=t —o)ul[— o+ 2> (1 — p) u]
Dvojny integrdl vypséin tu hned jako integrdl dvojnasobny; prvni integraci
(podle p) miZeme provésti a obdrzime®)

*} Uzivime tu formule z' odstavce 67 (5). Vyraz (n) pod odmocninou se
nachizejici jest mnoho¢len druhého stupné ve o, znatme jej pro kratkost
Ao*+ Bo 4 C; kofeny rovnice 40?4+ Bo+ C =0 jsou pravé &isla v,, 0,. Jest
tedy podle citované formule

f 2] — n )
Dile jest e VAo'+Bo+C V=4
f (1—o)do /‘ 24p — 24 D= — f (2404 B)do_ +
]/Ao=+ Bo+C  24J V4v'F Bo+ BD-}—C 24J V4o FBo+C
" (244 B)dv _ , (2A—|—B)n A+ B)x,
t32a f V4o + BoyC 4 VA FBo T B+ sAY=a 24V—A

Dosadlme-h A=—(14b%) (1 + a%u), B =a’u(1+ b%u)+ b*u (1 4 a%u), dosta-
neme ihned svrchu uvedeny vyraz.
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e gy,

P,= inatb? f (u(a®+b°+2) Vl + c%u du
a ¢ (t+ 2t (1 4 b2u)?
Vyraz tento mizeme dale zjednodusiti. Nebof jest
u(a®+b?)+2 _@+bHut42u?

‘ ’
= =2].- ;
1+ a1 4 bPu)t (@ +u DB +uh} [V(ﬂ”-’ru")(b’ﬂ- u")]

uzijeme tedy integrace Caste¢né a piSeme
gy,

P, = 7a%h? [ uli+ctu ] —
e VO F 22u) (1 + b,

gy, (0
— jmalbic? j - u du )
9 V(l + a®u) (1 4 b2u) (1 + c*u)

&¢imz hledany povrch vypoéten a vyjddien integrilem eliptickym. Kdybychom
chtéli vypodcitati povreh celé poloviny elipsoidu, nemohli bychom bezpro-
stfedn& pouZiti této rovnice; nebof pak bychom méli nechati y, konvergovati
k iz, ¢imz by hodnota ¢~2 tg?y, vzriistala nade vSecky meze a i ¢élen integro-
vany i integral sam pfestaly by miti vyznam. MidZeme vSak od funkce za
integra¢nim znaménkem se nachazejici odeéisti a=*b~'c~'u—i, ¢imZ dosta-
neme funkci, jeZ pro limu=o0 stivi se nekonefnou Fadu § (vysSiho nez
prvého). Ke ¢lenu pak integrovanému ovSem musime pFipocitati

¢ tg v

.,
- i‘-’wzbzci’f a~lb~le~1y-tdu = — nabe [u%](: tetve

¢imz obdzime

-2
T a e Ttetye
I’_Q=nab[ abu 1+ ctu —c]/u]

Vi +a%u) (1 4 b%w) 0 )
c 2ty
abecu 1
N ;nabco (l/(l 4+ a%u) (1 4+ b%u) (1 + c”ui - ViuA) du.

Dosadime-li v tomto vyrazu lim =1}, dostaneme (ndsobime-li jesté dvéma)

©

Lo abcu 1
povrch elipsoidu = — :rabc:[ (V(l_-l- AT +7(V:;:di — Vl__t_) du.

Vyraz tento vyjadfujici povrch elipsoidu pomoci eliptického inlegralu ma
tu vyhodu, ze jest symetricky vzhledem k ¢islim a, b, c. Lze jej jakoz
i integral v (6) snadno iransformovati na kanonicky tvar Weierstrassiv a
i na kanonicky tvar Legendretiv. Od provedeni pfisluinych vypoc¢ti upoustim,
jakoZ i od uvidéni geometrickych diisledk@ formule (o) obsaZzenych v okol-
nosti, Zze formule ta jest platna, af ¢isla a, b, ¢ co do velikosti nasleduji
v poFidku jakémkoliv.

302. Zpisob, kterym jsme definovali velikost povrchu kiivé
plochy, podstatné se lisi od zptsobu, jakvm jsme definovali
délku kfivé &ary. Délku oblouku ktivé &iry jsme stanovili ja-
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kozto limitu délky jisté lomené Cary, jejiz vrcholy lezi na
oblouku a jejiz strany konverguji co do délky své k nule (od-
stavec 241). Kdybychom tuto definici chtéli zevSeobecniti a po-
dati na obdobném podkladé definici velikosti povrchu kiivé
plochy, musili bychom patrné vziti v Gvahu plochu mnohosténnou
(t. j. plochu sklidajici se vesmés z rovinnych mnohoihelniki) a
takovou, Ze vrcholy jeji jsou vesmés polozeny na té Cisti dané
plochy, jejiz povrch pocitame (jakoZ i na jejim ohraniceni),
PFi tom bychom ¢éitali Jimitu povrchu té mnohosténné plochy
pro ten pripad, Ze oba rozméry a tudiz zaroven i plochy jedno-
tlivyeh stén konverguji k nule a Ze nejmensi vzdalenosti viech
bodii na hranici. dané &asti plosné od mnohoidhelnikové Cary
tvotici hranici oné mnohosténné plochy konverguji rovnéz k nule.
Avsak takova limita povrchu mnohosténné plochy ani v pfi-
padech nejjednodussich ploch nemusi existovati, jak po prvé na
prikladé ukazal Schmwarz*), neptidime-li dalsi podminku pro
jednotlivé stény plochy mnohosténné. Pfirozené jest nutno nej-
prve omeziti se jenom na takové plochy mnohosténné, jejichz
veskeré stény jsou trojuhelniky; jakozto podminku omezujici
volbu téchto trojuhelnikd stanovime, 7¢ nejmensi uhel troj-
thelniki, z nichz se sklidda mnohosténnd plocha vepsand nazna-
¢enym zpusobem, jest stile vétSi nez jisty pevny ihel nacha-
zejici se uvnit¥ intervalu (0° 60°. Je-li tato podminka splnéna,
pak existuje, hovi-li oviem rovnice té casti plosné jistym pod-
minkdm, vidy limita povrchu mnohosténné plochy (svrchu po-
drobnéji vytcena), jakoZ v ndsledujicim bude naznaleno™).

*) Gesammelte mathem. Abhandlungen, svazek 2, str.309. Viz téz Hermite,
Cours d’analyse, 2. vydani z r. 1883, str. 35 a 36.

**) Jestlize nejmensi Ghel trojihelniku jest a a je-li e ==« kde 4 jest dany
pevny thel (0 < e < j7), tu jest a nejmensi strana trojdihelniku a z rovnice

a®=>b%*+4 ¢®*— 2bccos e = (b — ¢)® + 4bc sin? L«

plyne
_at—(Mb—c) a®

4be = sinfja = sin® oy
t. j. nejvéisi strana trojihelniku jest mensi nez a/4sin®a; plocha pak troj-
thelniku jest mensi nez a%/4sin®je, a véiSi nez 1a®sin«, Jsou tedy pomeéry
stran resp. plochy trojuhelnika k nejmensi strané resp. ke ¢lverci nejmensi
strany v jistych pevnych, koneénych intervalech ziavislych na Cisle a, Plati
viak také opak: Je-li pomér plochy trojihelniku ke ¢tverci nejmensi strany
anebo vibec ke étverci kterékoliv strany stile obsaZen mezi dvéma pevnymi
¢isly, nemiize nejmensi iihel trojihelniku klesnouti pod jistou hranici ¢, >0,
jiZ snadno bychom mohli udati.



599

303. Budiz dana plocha v soutadnicich pravoihlych rovnicemi
x=e¢(,v), y=vuv), z=jyuno) ()

a vySetfujme tu Cast 2 povrchu dané plochy, kterou dostaneme,
probihaji-li proménné (u, ) vsecky hodnoty oboru £, (véetné
hranic). Obor £, pak budiz ¢ast roviny, opatfend pravoihlymi
osami UV, omezeni Carou spojitou kvadratury a rektifikace
schopnou. O funkecich ¢(u,p), ¥(u, v), 2(u, p) u¢inime predpoklad.
ze jsou spojité funkee v oboru £, (stile i s hranicemi) obou
proménnych u, v; daile, Ze maji tam prvni derivace podle u a o,
kteréz jsou rovnéz spojité; kone¢né uéinime predpoklad, Ze
funkcionilni determinanty A, B, C (viz odstavee 298) nejsou
soucasné v 2, rovny nule. Jest tedy v tomto oboru stale

A2+ B4 C=zm,

kde m — dolni to hranice funkee A%+ B*4+C? v 2, — jest
jisté Cislo kladné. Z predpokladu tohoto ziroven vyplyva. 7e
ani derivace

WoW gl W ¥
s’ o’ ou’ ani derivace o’ ' 30

souCasné v zidném bhodé oboru £, nejsou rovny nule.

Uvazujme pak t¥i body oboru £, a to body M, N, P,
o soutradnicich (uq, Do), (Uo + 4, Dy + #), (uo + 4, vy + &'). Plocha
trojuhelniku M,N,P, jest dina absolutni hodnotou vyrazu
| Uos Do, 1
1 ug+4, oo+, 1 |=30p — i)
luo+7, votuts 1]
a ¢tverce stran toho trojihelnika jsou dany ¢isly 424 pu?, 224 u'2,
(A—2)2+ (u—p)% V nasledujicim budou ¢isla 4, g, 4, ¢’ Cisly
konvergujicimi k nule, aviak zpisobem takovym, Ze nejmensi
thel trojihelnika M,N,P, neklesne pod urcitou pevnou hranici.
Nisledkem toho budou i poméry
A4 u? I ke o U (- — AP+ (@ —u)
[ — " T —in|’ | A — Al |

®

v tom pripadé, kdyz 4, u, ', & budou konvergovati k nule pravé
nazna¢enym zpusobem, stile obsazeny v uréitém intervalu (a, b),
kde obé ¢isla a, b jsou jista ¢isla kladna.

Bodiim M,, No, Py jsou na zikladé rovnic (¢) na dané plose
pfitadény body M, N, P. Pocitejme délky stran MN, NP, PM
trojihelnika MNP. Pro délku MN mime
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MN? = [9uo 37, Do 4 1) — @1y, vy)]2 + )
T {w(uo + 7, 03+ 11) — w(ue, 00))* + [1(1tg + 2, 0o + 1) — 7 (11, VO)]?
coz lze psiti téz takto*)
MN2 = Ey72 4 2F 2.0 + Gott® + e (2! — 2'10), (
kde L, F,, GG, dostaneme, dosadime-li do vyrazt K, F, G danyce
rovnicemi

_ {3\, [3v . [de\F | [ow\* | [ar)?
o (bu) +(au) + (Bu) G= (65) +(BD) + )’
op 0p , Y OY |, A
F= ou ao+au oo " du oo
Uy, b, misto u, o a kde € jest jista funkece cisel ug, by, 4, , 4, 12,
kteréa konverguje k nule, kdyZ 4, u, 2, ¢ konverguji k nule
zplGsobem svrechu naznafenym. Stejné vyplyva
MP? = Eyi't 4 2F il 1t 4 Gon' + ¢! (0! — Jtu),
NPP=FE (. — )2 - 2F (. — 2) (t — 1)+ Go (et — p"2 - e (4! — 21p0);
&, &” jsou opét funkee Cisel ug, 0y, 4, p. 4, ¢’ konvergujici k nule,
kdyz 2, u, 2, ¢’ konverguji k nule zpisobem svrchu naznaéenym.
Jeliko7 podle véty Carnotovy, znaéime-li m ihel stran

MN, MP,

()

NP2 = MN? 4 MP? — 2MN . MP cos m,
jest na zdikladé rovnic (d), (¢) ihned .

*) Nebot jest podle formule Taylorovy (p¥i u, v vynechdvam v iéto po-
znamce index 0), znacime-li d¢/du resp. dp/dp pro okamzik ou, resp. @p
e(ut+,0+u)—oe,0)=qu(u+ 64, 0+ 601) i+ go(u4 07, b4 Ou) 1,
0Ot

aneb, jelikoZ gu, pv jsou funkce spojité obou proménnych

e(u+7,04+ 1) —o(u,0)= a(p(al:t ®), +a¢(u' n)” + 012 4 0411,
pii Cemz ¢&isla 9y, 04 konverguji k nule zdrovei s 4, yr. Dosadime-li tento
vyraz do (7), jakoZ i obdobné pro y(u+7, o+ 1) —w(u, v), ..., dostaneme
nejprve o

MNE=E/2 4 2F2u 4+ G2 + 0422 + 0,700 4 azu?,
kde 0, 6,4, 05 jsou funkce ¢isel u, o, Z, it konvergujici k nule ziroveii s 7, n. Aviak
0,72 4 ogipt + o0t =

=[- T R L [T T S TR

- l/‘.2+[(2 2,"2 +‘”2 03/"2_*_‘“2] (" +.” )—‘ G.(/. +.” )r
pii ¢emZ o jest ¢islo dané hranatou zdivorkou (zavislé na u,», Z, 1t) a konver-
guje, jak bezprostiedné patrno, rovnéz jako o,, 0, 0, ziroven s Z, ¢t k nule.

Vyraz viak moZno se zfetelem ke svrchu vytéené vlastnosti poméri (f) na-
hraditi vyrazem e(in' — '), ¢imz dostaneme rovnici (9).
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MN . MP . cos m = Egii? 4 Fo(in’ + il0) 4 Gornt! 4 " (' — ilgo),
odkud? po snadném poctu
MN2 MP? — MN® . MP? cos* m = MN? . MP?sin’m =
=(EyGy — F2) (Zgr? — 2002+ eIV (7! — 20u)2,
Jest viak pro viecka u, p v oboru Q*)
EG—F=A4+B*4+C>*2=m>0
a tudiz (pii dosti malych |41, |4, ... a nasledkem toho i dosti
malém ! el7 )
MN . MP.sinm= in’ — il (VE,Gy— F2+ V).
anebh oznacime-li plochy trojihelnika MNP, M,N,P, zna¢kami
w, w(o) '
o =o® (VE,Gy— F3 +¢V). ()
V disledku predpokladft vyplvva pak nejprve, ze & (stejné
jako ¢isla ¢, €, ...) konverguje k nule soucasné s ¢Cisly 4, u, 2, ¢/
(p¥i CemZ ovsem 4, i, 4, ¢’ konverguji k nule udanym zpasobem),
jelikoz v3ak funkce o, v, x, jakoZ i jejich prvni derivace jsou
spojité v oboru £y i s hranicemi, nasleduje snadno, ze konver-
gence ta jest stejnomérna vzhledem ke viem bodim (u,, vo)
oboru 2,

Didle nasleduje z predpokladi, 7e poméry ¢tvercti siran
trojihelnika MNP k jeho ploSe jsou v uréitém intervalu, jehoz
dolni hranice jest vétsi nez jisté ¢islo kladné, jez bychom
mohli bez potizi udati, za piedpokladu oviem, ze (4, |u|, [Z], |#]
jsou jiz dostate¢né malda a 7e c¢isla () jsou v intervalu (a, b),
b>>a>0%* Jest tudiz nejmensi thel trojihelnika MNP, kdyz>

*) Plyne z vyznamu c¢isel A, B, C, E, F, G na zikladé zndamé identity

(@4 b*4c?) (a4 b+ ") — (aa' + bb' - cc'): =
=(ab' — a'b)* + (bc' — b'c)* + (ca’ — c'a)’.

**) Dakaz, jehoz podrobné provedeni tu pro stru¢nost pomijime, plyne
snadno z okolnosti, ze dolni i horni hranice funkci E,G,— F3, E,, js_(iu
jista cisla kladni (jestlize (uq, Dy) jest v oboru £,). Dile lze pfi strané MV
pouZili nerovnin z této okolnosti ihned plynoucich

Egi2 4 2F gt 4 Gou® < (JEq 121+ VGo 11 ) < (Eo+ Go) (G2 + 12),
Egi2 4 2Fgin + Gou? =
G (22 + 12) (EoGo — F?) + (Eo/. + Fott)? + (Foi. - Gon)?] >

> Bt g )

“E+G, +

a podobné pfi ostatnich stranéach.
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A p, A u konverguji k nule vytéenym zpisobem, stile vétsi nez
jisty pevny uhel (poloZeny mezi 0 a }n), i kdyZ pf¥i tom bod
(uo. Do) libovolné méni svou polohu na £,

POZNAMK A. Ze vyraz, ke kterému jsme dospéli se ve tvaru
svém neméni, zavedeme-li misto parametrd u, v pripustnou
substituci nové parametry u’, o° jest se zfetelem k identité
EG—F*= A%+ B*+ (? a se zietelem k vité o transformaci dvoj-
nych integrili a vété o funkciondlnich determinantech nasnadé.
Ze ten vyraz jest i vzhledem k orthogondlni transformaci sou-
tadnic x,y,z invarianinim jest téméf bezprostiedn¢ patrno.

304. Sestrojime nyni mnohouhelnik, ktery jest polozen na
oboru £, tak, aby plocha toho mnohoihelnika byla mensi nez
plocha oboru £, o mén¢ nez o (kde 7 jest cislo kladné, libo-
volné malé) a ziroven tak, aby mnohodhelnik ten bylo lze roz-
déliti na trojuhelniky, jejichz nejmenSi tdhel jest stale vétsi
nez jisty pevny uhel nachdzejici se v intervalu (0, {n). Abychom
dokazali, Ze mnohoihelniky Zzidanych vlastnosti vskutku jsou,
podame ndvod ku provedeni konstrukce jednoho takového
mnohoihelnika.

K tomu cili provedeme v roviné proménnych (u, v) pomoci
dvou systémi ptimek rovnobéinveh s osami UV déleni celé
roviny na ¢tverce o strané 6. Souhrn &tvercli spadajicich do
oboru £, tvoii jisty mnohodhelnik M,?, jehoz vsecky body
jsou bud uvnité oboru £, anebo na jeho hranici. Rozdélime-li
kazdy ze ¢tverel, jez sklddaji mnohouhelnik M, Ghlopfickou
na dva trojihelniky, rozpadne se Ms® na trojihelniky 74",
jejichz nejmensi dhel jest 45°. Ziroven jest patrno (jelikoz
hranice oboru 2, jest kvadratury schopna), Ze plocha mnoho-
ihelniba Ms? kdyz 6 blizi se k nule, konverguje ku plose oboru
Q,. Jest tedy mnohouhelnik Ms® mnohothelnikem vlastnosti
svrchu pozadovanych,

Abych dalsi dvahy ponc¢kud zjednodusil a tim uéinil cte-
nafi piistupnéjsimi, provedu je hned na podkladé mnohoihel-
nika Ms® a trojihelnikd 7T5®. Kazdému bodu poloZenému na jed-
nom z téchto trojuhelnikd 75 odpovidd jeden bod na casti £
dané plochy. Zvlasté pak tiem vrcholim trojihelnika 74 jsou
pfifadény tfi body na 2, jez pojimati budeme jakoito vrcholy
nového pfimocarého trojihelnika rovinného 7s. Souhrn vsech
trojuhelnikd 75 (ptitadénych tak souhrnu trojuhelnikd 75®)
tvofi mnohosténnou plochu slozenou z trojuhelnikid; hranice
- této mnohosténné plochy jest éira mnohoihelnikova M,, jejiz
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vrcholy jsou polozeny uvniti oboru £ ancbo na hranici oboru
Q. Trojiuhelniky Ts jsou pak takové, Ze jejich nejmensSi thel
jest stile vétSi nez jisty pevny uhel, je-li oviem 6 jiz dosti
malé; znadi-li pak ws® resp. ws plochu trojihelnika 7@ resp.
plochu trojuhelnika Ty ptitadéného trojuhelniku 759, jest mezi
ws, o platny vztah (¢), v némz V_lfo—l";_—_—_(;ﬁ znai vyraz vznika-
jici z JEF — (*, dosadime-li tam za u, v souiadnice jednoho
z vrcholt trojihelnika 7+ (po pfripadé i soufadnice nékter¢ho
bodu polozeného uvnitf trojihelnika 75, jak patrno z piedpo-
kladané spojitosti prislusnvch funkei pro viecky body oboru £,).

Konverguje-li 4 k nule, konverguje i nejmensi vzdilenost
kazdého z bodii na hranici mnohotihelnika Ms® od hranice
oboru 2, k nule a obdobné i nejmensi vzdalenost kazdého
z bodt ¢ary Ms od hranice oboru 2 konverguje k nule. Jedno-
tlivé trojahelniky 75 jsou polozeny v rovinach. jez. kdyz d se
blizi k nule, blizi se polohou svoji — jak znimo — k roviné
te¢né, sestrojené v nékterém z vrchold trojihelnika 7. Tak
jest patrno, 7e s 6 blizicim se k nule mnohosténna plocha pri-
béhem svym i tvarem stile vice se blizi dané casti plosné £.
Jest tedy piirozeno, 7e definujice velikost Pqo poorchu dasti
ploiné 2, klademe ' :

Pn—'l’l=n(} gy 0]
kdez souctooé znaménko oztahuje se ku plocham ws vsech
trojuhelnikiit Ts sorchu popsanych a kdez limitu jest briti za
predpokladu, ze 6 blizi se k nule, jakoz ostatné vyt¢eno v (o).
Pii tom oviem pocet trojuhelnikt 7s vzrista nade vsecky meze.

Dosadime do (1) podle (¢); pak se zietelem k tomu, Zc &v
konverguje stejnomérné¢ v celém oboru £, k nule, kdyz 2, g,
A, v konverguji k nule zpisobem vytéenym a tudiz, kdyz ¢
konverguje k nule*), jest

lim Z t V(l),,-(o) =0
3=0

’

(sou¢tové znaménko vztahuje se ke vSem trojuhelnikam 7).
Dostaneme tedy
Po= ‘l’i=ns z VEoGo — F2 049,

aneh se zietelem k definici dvojného integrdlu

I’Q=£fVEG— F* du db.

*) Ve zvladtnim pripadé trojihelnikd T4 totiZ, zvolime-li vrchol pravého
uhlu za bod (ug. D), jest =16, u=0; A'=0, p'= % 0. ’
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Tim jsme ziskali vzorec pro povreh plochy shodujici se
se vzorcem (II) v odstavei 298 odvozenym. Odvozeni to viak
podino na podklad¢ ponékud obecnéjsim a na zikladé definice,
kterda se vice blizi definici délky oblouku kiivé Cary a ktera
viee hovi obvyklému nazirani.
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