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ODDIL 1.

ZAKLADN[ POJMY. EKVIVALENCE.

i. CVOD.

Ctenaf této knihy uz asi na prikladech poznal, co rozumime
slovem ,mnozstvi“ (Menge, ensemble). ..MnoZstvi“ jest souhrn
néjakych véei (hmotnych nebo pomyslnych), jez nazyvame prvky
¢ili elementy toho mno7stvi. Tate véta podava oviem spise pouhé
oziejméni, objasnéni, vysvétleni pojmn ,mno7stvi“ nez jeho
definici; nebudu se zde otazkou definice pojmu ,mnozstvi®
zabyvati, nybrz budu vychazeti z predpokladu, ze tento pojem
jest na zikladé predchazejiciho oztejméni a nasledujicich pti-
klad{ ¢tenafi dostateéné (aspoii pro nasSe uvahy dostateéné) jasny.

PRIKLADY MNOZSTVI.

1. MnoZstvi vSech obvvateld Prahy (v daném okamziku): prvky tohoto
mnozstvi jsou vsichni obyvatelé Prahy.

2. Mnozstvi viech ¢isel celych kladnych: prvky jsou tedy éisla 1,2,3,...
.o 47,. .. (nikoliv vsak éislo ).

3. Mnoistvi viech ¢isel x, jez hovi nerovnostem 1 <<x<2:
prvky jsou tedy na piiklad ¢isla %, 1, }2: nikoliv vsak ¢isla
0,1, 2, 7. Pro mnosstvi tohoto druhu zavidime zvlastni oznacenti
a pojmenovini, jez vylozim. Budte a, b redlnd ¢isla, a<<b; potom
mnozstvi vSech ¢isel x, jeZ hovi vztahiim a <x<b, nazyvime
otevienym intervalem a znaéime je (a, b); mnozstvi viech disel
x, hovieich vztahiim a < x < b, nazyvame uzavienym intervalem
a-zonalime je <a, b>. Konetné mno7stvi viech ¢isel x, jez hovi
nerovnostem a:=x < b resp. a <’ x < b, nazyvame polouzavienym
intervalem a znaCime je <a, b) resp. (a, b>. Vedle téchto inter-
vald zavidime jeSté ,.nekoneéné intervaly* takto: znacky <a, ~),
(@, <), (—=,a>, (—~, a) znadi mnozstvi v3ech ¢isel x, pro néz
x> a, resp. x> a, resp. x=a, resp. x <a Znakem (— o, 4+ %)
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zna¢ime kone¢né mnozstvi vSech éisel realnveh. Toto oznaceni
lisi se trochu od oznaleni zavedeného v ostatnich kapitolach
této knihy: odpovidd vsak potiebam teorie mnozstvi. kde se
viechny druhy intervali éasto vyskytuji. Néktefi autofi misto
zavorek <> uzivaji zde zavorek | |.

"4. Mnozstvi vsech ¢isel, lezicich bud v intervalu (0. 1) nebo v intervalu
(2. 3). Prvky tohoto mnoZstvi jsou na priklad éisla 4. §, QVQ, nikoliv vsak
¢isla 0, —1, 3, 3, 4.

5. Mnozstvi intervald, jehoz prvky jsou intervaly (0, 1) a (2,3). MnoZstvi
4. a 5. jsou riiznd — ackoliv, kdybychom si je chtéli néjak naznadit graficky
na ose Ciselné, nemohli bychom asi uc¢init nic jiného, neZz nakresliti v obou
pFipadech t¥Z obrazek, totiz usecku (0, 1) a usecku (2, 3). Ta mnozstvi jsou
riiznd, nebof mnoZstvi 4. ma za prvky ¢isla, kdeZzto mnoZstvi 5. ma za prvky
intervaly; mnoZstvi 4. ma nekoneéné mnoho prvkid, mnoZstvi 5. ma jen dva
prvky.

6. Mnozstvi vSech prvocisel, jez jsou vétsi nez I1 a mensi nez 17. Tolo
mnozstvi obsahuje jeding prvek, totiz prvocislo 13.

7. Mnozstvi, jehoz prvky jsou ¢isla 2, §, Vfl.

8. Mnozstvi viech bodi v roviné: prvky jsou jednotlivé body v roviné.

9. Mnozstvi viech kruZnic v roviné: prvky jsou jednotlivé kruZnice
v roviné.

10. MnoiZsivi viech c¢isel kladnych: prvky jsou ¢isla kladna.

1t. Mnozstvi, jehoz prvky jsou:

a) viechna ¢isla celda kladna,
b) interval (0, 2),
c) kral Viclav 1V.

Na tomto piikladé jsem chtél jen drasticky ukazat, ze prvky néjakého
mnoZstvi mohou b¥ti véci zcela riznorodé, Cislo jest tehdy a jen tehdy
prvkem tohoto mnoZstvi, je-li celé kladné; interval jest tehdy a jen tehdy
prvkem tohoto mnozstvi, je-li totoZny s intervalem (0, 2); ¢lovék jest tehdy
a jen tehdy prvkem tohoto mnoizstvi, je-li totoZny s Vaclavem IV.

Mnozstvi jest ddno. je-li uréeno, které prvky k nému patii.
Dvé mnoZsivi M a N budeme tedy povazovati za totozna (ozna-
Ceni M = N), jestize se skladaji z tyehz prvki.

Tak na ptiklad je-li M mnozstvi viech prvocisel mensich
nez 10 a je-li N mnozsivi, jehoZ prvky jsou &isla 2,3, 5,7, tedy
je M = N. MnoZstvi vyznaCujeme cCasto také tak, ze napisemc
prvky toho mnozstvi a ddme je do vlnité zivorky; tak na pfi-
klad {2.7,5} jest mnozstvi, jehoz prvky jsou éisla 2,7,5 (jest
oviem {2,7,5}=1{2,5.7} =...). Nechceme-li nebo nemizeme-li
vypsali vieechny prvky, vyznafujeme nenapsané prvky tec-
kami, pfi ¢emZ oviem musi byti néjak urleno, které jsou ty
nenapsané prvky: na priklad: mnozstvi vsech celych ¢isel od
1 do 100: {1,2,3,...,100}: mnoZstvi viech celych &isel kladnych:
{1.2,3,...); mnozstvi viech ¢isel celveh: {..., —2,—1,0,1,2,...}.
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Pro riizné idvahy bvyvd uziteéno zavésti pojem mnozstvi
prazdného (leerc Menge, Nullmenge — ale posledniho nazvu se
uziva i v jiném smyslu: ensemble vide), t. j. mnoZstvi, jeZ ne-
obsahuje vibec Zadného prvku; tim docilime éasto jednodussi
formulace.

(Na ptiklad: Budte a, b dvé cela cisla, a < b; znakem M (a, b) oznaCme
mnozstvi viech prvocisel, jeZ jsou vétsi neZ a a soucasné mensi nez b; toto
mnozstvi nékdy neni prizdné — tieba pro a=6, b=8; jindy je prizdné —
tfeba pro a=23, b=29: kdybychom nepfipoustéli mnozstvi prazdné, musili
bychom rozeznivati dva ptipady, kieré pro velkd a a b mohou byti dost
tézko rozeznatelné.)

Jsou-li M a N dvé mnozstvi, potom Fikdame, ze N je céasteé-
nyYm mnozstvim (Teilmenge, sous-ensemble) mnozstvi M (piSeme
to N C M), jestlize kazdv prvek z N je také prvkem mnozZstvi
M (nebo jinak a snad jasnéji: jestlize neexistuje prvek, jenz
by patiil k N a pti tom nepattil k' M).*) Podle této definice je
predeviim mno7zstvi prazdné Cisteénym mnoZstvim kazdého
mnozstvi; za druhé je vidy mnozstvi M C¢dste¢nym mnozstvim
mnozstvi M (t. j. kazdé mnoZstvi je ¢asteénym mnozstvim sebe
sama). Kazdé c¢dste¢né mnozstvi mnozstvi M, jez neni totozné
s M (t. j. kazdé mnozstvi N, hoviei vztahim N CM, N3+ M),
nazyviame pravym ¢asteénym mnoZzstvim mnozstvi M. Pro zkra-
ceni budeme misto ,,Casteéné mnozstvi“ Fikati také éast.

2. ZAKLADNI UKONY,

Mame-li nékolik mnoZstvi, mizeme s nimi provadéti razné
ttkony, jeZ nyni zavedeme.

Jsou-li My, M, dvé mnozsivi. nazyviame jejich .spojenim*
(Vereinigungsmenge nebo Summe, somme) mnoZstvi N onéch
prvkd, jez jsou prvky asponi jednoho z obou mnozstvi My, M,;
a piseme N= M, + M,.

PRIKLAD. M, (resp. M,) budiz mnozstvi onéch é&isel x, pro néz 0 << x<<2
(resp. pro néz 1< x-<3). M+ M, je potomm mnozstvi viech éisel x, hovicich
nerovnosti 0<< x < 3.

Je patrno, 7e M, C M, + My; My+ M, =M, + M,. Rovnost
Mi=M,+ M, plati zFejmé tehdy a jen tehdy. je-li M, C M,.

Tato definice rozsifuje se beze vieho na libovolny pocet
.sCitanci®. Mame-li m mnozstvi M, M,, ..., M., nazveme jejich

*) Definiciin z teorie mnoZstvi jest obyejné rozuméti v tomto zaporném
smyslu; jinak by bylo ¢asto nutno vyslovovati definici zvldS( pro mnoZstvi
prizdna.

42*
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spojenim mnozstvi viech prvki, jez jsou prvky aspon jednoho

z téch mnoZstvi: znacka
m

My4M,4. ..+ Mn nebo Z M.
k=1

A obdobné¢ pFi nekoneéném poctu ..s¢itaned*.*)

Na priklad budiz M, mnoZstvi lichyeh ¢isel kladnych: M,
budiz mnoZstvi viech kladnych éisel, délitelnych dvéma, ale
nedélitelnyeh ¢tyimi; obeené budiz My mnozstvi vSech d¢isel
celych kladnveh. délitelnyeh 2%, ale nedélitelnyeh 2¢+1. Spojeni

a
ZM,, je pak mmozstvi viech ¢isel celveh kladnych.

=)
Podobné definujeme ,.prinik“ dvou mnozstvi (Durchschnitt,

produit): jsou-li dina dvé mnozstvi M,, ¥,, nazyvame prinikcm
téch mnoZstvi mnozstvi onéch prvki. jeZ jsou obsaZeny soucasné
v obou téch mnozstvich; znacka M, M.,.
PRIKLADY. 1. Budiz M, interval (0, 2), t. j. mnozstvi viech Cisel x.
pro néz 0<<x<2; M, budiZ interval (1, 3). Potom M, M, jest interval (1, 2).
2. Budiz M, interval (0, 1), M, interval (I, 2); mnozstvi M, M; jest mnoz-
stvi prazdné.

Obdobné se definuje prinik libovolného kone¢ného poctu
mnozstvi My, M,, ..., M, jakozto mnozstvi viech prvki. jez patii
ke viem témto mnozstvim; znacka

m
MM,... Mn nebo H M.

k=1
N

Obdobné pro nekoneény pocet mnozstvi; znacka [[V. (viz pFe-
n

deslou poznamku po.(l c¢arou).
PRIKLAD. Budiz M. interval (—1i/n, 1/n) (pro n=1, 2, 3,...); potom

m [o o]
prinik HMn jest interval (— t/m, 1/m) a pranik HM,. jest {0} (t.j. mnoz-
n=1 n=1

stvi, jehoz jediny prvek je Cislo 0).

POZNAMKA. NékteFi autofi uzivaji misto -, X, II znacek }, &, P
pFi tom znaéek + a X (a slova Summe) uZivaji jen tehdy, jestlize zadny
prvek nepatfi k vice nez jednomu ,séitanci®.

*) Podrobné by se definovalo spojeni takto: budiz dino néjaké mnoz-
stvi N; kazdému prvku n z N budiZ p¥ifazeno néjaké mnoZstvi Va. Spojenim
téch mnoZstvi Vn nazyvdme mnoZstvi viech prvkd, jeZ patfi alespoii k jed-

»
nomu mnozstvi Va; znacka ZVn.
n
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Pro pocitani s priniky a spojenimi lze odvoditi riizna pra-
vidla; na ptriklad plati
AB4-C)=AB+AC,

nebot vlevo stoji mnozstvi vsech prvki, jez patii k 4 a sou-
casn¢ bud k B nebo k C, vpravo pak mnozstvi viech prvkd,
jez patii bud k 4 a soucasné k B nebo k 4 a soucasné k C.
Ctenaf muze jako cviceni dokdzati si vztah

(2) AB+C=(4+O)(B+0)

jakoz i zobecnéni vztahu (1) a (2) na libovolny polet mnoistvi :

N N
AV Bn= .an,
XX
N N
A4 ‘+‘H Bn :H (A + Bn).
n n

Budtez dana dvé mnozstvi 4, B, kdez BCA4; potom znakem
A — B zna¢ime mnozstvi viech prvkia z 4, jez nepatii k B. Tedy
A= B+ (A—B). kdeZ oba séitanci vpravo nemaji spole¢nych
prvkd, t. j. B(A— B) jest mnozstvi prazdné. Mnozstvi A — B
nazvvia se rozdilem mnoZstvi 4, B nebo té7 mnozstvim dopli-
kovym (¢ili komplementdrnim) mnozstvi B vzhledem k mnoZstvi
A (komplementire Menge, ensemble complémentaire). Pozname-
nejme. ze podle nasi definice jest rozdil A— B definovan jen
tehdy, je-li BCA. Je-li B zcela libovolné, potom mnozZstvi prvki
z -1, jez nepatfi k B, jest patrné A— AB (pro p¥ipad BC(4 je
oviem AB=B a dostivaime tak op¢t rozdil A— B). Je treba
podotknouti, 7e obvyklad pocetni pravidla pro soulet a rozdil
zde nemusi platiti; na ptiklad budiz 4 interval (0, 3), B interval
(0,2), C interval (0,1); potom je A—B interval <2, 3), a tedy
(A— B) + C je spojeni intervalt (0, 1) a <2,3). Dile je A4+ C
interval (0,3), a tedy (44 C)—B je interval <2,3); kone¢n¢
A 4 (C — B) neni vtbec definovino, nebof neni BCC.

Mysleme si, 7e dvé mnozstvi M,, M, jsou obé Castmi mnoz-
stvi E; potom E—(M;+ M,) je mnozstvi viech prvkd z E, jez
nepatii ani k My ani k M,. TVZ vvznam ma vSak mnozstvi
(E—M,))(E—M,). Tedy plati

E—(M+My)=(E—M)(E—M,);

t. j. doplnék spojeni rovnd se priniku doplikta. Analogicky
plati (jak ¢tenai snadno dokaze), e doplnék priniku rovna se
spojeni dopliki, t. j.
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E—MM,=(F—M)--(E—M,).

Ctenai snadno zjisti, 7e oba tyto vztahy plati i pro libovolny
pocet mnozstvi. Tato jakasi dualita mezi spojenim a prinikem
je Casto uziteCna.

5. EKVIVALENCE.

Mnozstvi délime na koneéna*) (jeZ obsahuji koneény pocet
prvki) a nekoneéna (jez obsahuji nekonecny pocet prvki). Tak
v ptikladech odstavce 1 jsou mnozstvi 1, 3, 0, 7 kone€nd, ostatni
nekoneéna. Koneéna mnoZstvi mizeme dile délit podle pocin
jejich prvkii; o dvou mnoZstvich koneénych. je7 maji stejny
pocet prvki, budeme Fikat, Ze jsou ekvivalentni. Jak pozndime,
jsou-li dvé kone¢nd mnozstvi ekvivalentai. t. j. maji-li stejny
pocet prvka?

Predstavme si. ze ptineseme do tiidy, kde jest urcity pocet
7akd, nékolik sesitd a Fekneme™ vezméte si kazdy jeden sefit!
Jestlize pak kazdv zdk dostane jeden seSit a zadny seSit nezbude.
jest téch seSitd stejny pocet jako zakd. Je-li viak seSitd jiny
pocet nez zakl, neni takovéto rozdéleni mozné: bud zbudou
sefity nebo zbudou Zzdci bez seSitd. Je vidét. ze tento zpisob
rozhodovani o ekvivalenci jest moZzno formulovati obecné: dvé
mnozstvi konecna jsou ekvivalentni tehdy a jen tchdy, jestlize
jest mozno, ptifaditi prvky jednoho mnozstvi vzajemné jedno-
zna¢né prvkim druhého mnoZzstvi. A ziejmé tento proces vza-
jemné jednoznacného pFifazeni neni nutno omezovati na mnoz-
stvi konefna; proto definujeme obecné: Doé mnozstoi M a N
nazyoame ekvivalentnimi, jestlize je mozno proky mnozstoi M
priraditi ozajemné jednoznaéné prvkiin mnozstoi N (obSirnéji
redeno: jestlize lze sestrojiti mnozstvi para |a, b] takové, Ze
prvni ¢len kazdého paru je prvkem z M a druhy prvkem z N,
a to tak, ze kazdy prvek z M je prvnim ¢lenem jednoho a jen
jednoho paru a rovnéz kazdy prvek z N je druhym ¢lenem
jednoho-a jen jednoho paru. Pfi tom tedy pofadi obou {lenti
v paru je podstatné; dva pary [a, b, [a’. b'] poklddam za totoZné
tehdy a jen tehdy, je-li a=a4a', b=").

Jsou-li mnozstvi M, N ekvivalentni, piseme M N: iika sc
také, z¢c mnozstvi M a N maji touz mocnost (Machtigkeit, puis-
sance) nebo totéz kardinalni cislo.

V definici nikde se nepozaduje, aby mnozstvi M a N neméla
spoleénych prvki; na pFiklad mnoistvi {1, 2,3} a mnozstvi

*) Mnozstvi prazdné polfitame mezi mnoZstvi koneéna.



663

]

{2,3,5} jsou ekvivalentni. Uvedme jesté pfiklad, kde mnoZstvi
N je pravou ¢asti mnoistvi M a pies to je Moo N: budiz M
mnozstvi vSech ¢isel celych kladnyeh, N budiz mnoizstvi viech
¢isel sudyeh kladnych: jest Moo N, nebof sta¢i kazdému Cislu
n z M piitaditi v N sudé &islo 2n. U kone¢nych mnoZstvi oviem
nemize takovy ptipad nastati; dvé koneénd mnozstvi jsou si
ekvivalentni tehdy a jen tehdy, maji-li stejny pocet prvka a tedy,
jestlize N je pravou &asti koneéného mnozstvi M, nemize bhyti
Noo M. Rovnéz je jasno, ze konetné mnozstvi nemiize hvti ekvi-
valentni mnozstvi nekone¢nému.

Pfipomeifime jeSté, ze kazdé mnozstvi je ziejmé ekviva-
lentni samo sobé: Moo M. Definice ekvivalence jest symetricka,
vztahy Moo N a NooM znamenaji tedy totéz. Je-li Moo N a
Nec P, je ziejmé téZ M oo P (nebof prifadime-li vzajemné jedno-
znacéné prvky z M prvkim z N a prvky z N prvkim z P,
jsou tim zrejmé také prvky z M vzajemné jednoznacéné prira-
zeny prvkim z P).

4. SPOCETNA MNOZSTVI.

Nejbéznéjsi nekoneiné mnozstvi je mnozstvi celych d&isel
kladnych {1,2,3,...}; mnozstvi, jeZ jsou s timto mnoZstvim
ekvivalentni, nazyvime spocetnymi (abzihlbar, dénombrable).
Prvky mnozstvi spoletného daji se tedy ptifaditi vzdjemné
jednoznaéné celym ¢Cislim kladnym, t. j. daji se oéislovati po-
moei ¢isel 1, 2, 3,... Mnozstvi spoletné je tedy takové mnozstvi,
jez se da psati ve tvaru
(3) { %1 %0 x5 ... }.

Kazdda nekone¢énd ¢ast mnozstvi spoCetného je opét spocetna;
diikaz lezi nasnadé: budiz N nekonecna éist mnozstvi (3); pro-
birejme po Fadé prvky x,, x,,...; prvni z nich, ktery patfi
k N, budiz x,,; druhy z nich, ktery patfi k N. budiz x,, atd;
tak dostanu zitejmé mnozstvi N ve tvaru

;V={.x'n,, Xn,, xn,,...}
a tedy je N spocCetné (staci, prifadime-li kazdému celému klad-
nému d&islu k prvek x,). Tedy na pfiklad mnozstvi viech ¢isel
sudveh kladnych, mnozstvi vsech ¢isel lichych kladnych, mnoz-
stvi viech prvocisel jsou spocetnda mnozstvi.

Mnozstvi koneéna a spocetna zahrnujeme jednotnym nazvem
»nejvyse spoceina mnozstvi®.
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Véta: Spojeni nejoyse spocetného mnozstoi nejoyse spo-
cetnych mnozstvi je nejoyse spocetné mnozstoi.*)
Diikaz: Budte ta mnozstvi M,, M, M, ... (ta tada je ko-
nena nebo nekonecénd) a budiz
Mn ={ an,s Angy dnye - - - }
(také zde v zdvoree miuZe stat fada prvki konec¢nda nebo neko-
necnd). Potom lze sefaditi prvky spojeni EM,, nasledujicim

zptisobem: "

4 dyy g day, drgs dogy Hy:y dyq, doy) dag, a1 - - -

(t. j. sekadim prvky aix podle rostouciho souctu i+ k a prvky
s tym7 sou¢tem i+ k podle rostouciho i): pFipomeinme, 7e né-
ktera mista v Fadé (4) mohou zistati prizdnd (kdyz nékteré
mnozstvi M, je koneiné nebo jejich pocet koneény), jakoz i ze
néktera au v fadé (4) je po pripadé nutno vynechati, aby sc
jam ncvyskytovala vicekrite (na piiklad je-li a,; ty7z prvek
jako a,;, je nutno a, vynechat). Sta¢i nyni ony prvky, jez ve
(4) po nazna¢ené lpravé zbyly, oznacit po Fadé by, b,,...: tim
se nam skute¢né podatilo oéislovati prvky mnoZstvi

; Ma

pomoci ¢Cisel 1,2.5,... (pfi ¢emZ oviem bud (o Cislovani nékde
konc¢i nebo jde do nekonecna).

Tato véta nim dovoluje snadno sestrojovatli zajimavé pfi-
klady mnozstvi spoc¢etnych.

PRIKLAD 1. MnoZsivi viech ¢isel celych

{...,—2,—1,0,1,2,...}
je spoceiné: nebof je to mnoZstvi nekonelné, jez je spojenim
ti'i mnozstvi nejvyse spoletnych
{—1,—2,—3,...}: {0} {1,2,3,...}:

PRIKLAD 2. Mnozstvi viech ¢isel racionalnich je spocetné.
Nebot: kazdé é&islo racionalni lze psati ve tvaru p/q, kde p. ¢
jsou cela ¢isla, ¢ > 0; oznaéime-li znakem M, (¢=1,2.5....)
mnozstvi

*) Podrobnéji: Budiz ¥ mnoZzstvi nejvyse spoCetné; budiz kazdému prvku
n z N pFifazeno mnozstvi Ma, jeZ je nejvyse spocetné. Potom i spojeni

x.
; M

je nejvyse spocelné.
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"q q a4’ q q

tedy jest M, spo¢etné a mnozstvi Cisel raciondlnich, jez se rovna

spojeni
€0

Z My,

qg=1
je tedy také spoceiné (zde patii kazdé ¢islo racionalni k nekoneéné
mnoha M,; na piiklad ¢islo 1=}t=2=4%=_... palii ke viem M,
Gislo 1=3=3%=y=... ke viem M, kde ¢ je délitelno tfemi).

PRIKLAD 3. MnoZstvi N vSech bodid [x, y] v roviné, jejichz
obé soutadnice jsou racionalni ¢isla, je spocetné. Dikaz: ozna¢me,
je-li s dané redlné Cislo, znakem N, mnozstvi viech bodu [x, s,
kde x probihda vSechna raciondlni ¢isla; mnoZstvi N, je tedy
zfejmé ekvivalentni s mnozstvim vsech raciondlnich ¢éisel a tedy
je spocetné; zicjmé pak je

: :Z .’\.s,
8

kde s probihd muozstvi viech racionalnich ¢isel.

PRIKLAD 4 Algebraickym ¢islem nazyvame kazdé cislo x.
jez hovi néjaké rovnici
(5) doXt 4 ayxn—1 4 agan—24 ...+ ap—ix+an =0
(n=>1,a%$0), jejiz koeficienty ay, a;,...,a, jsou cela ¢isla. Tvrdim :
mnozsivi viech algebraickveh ¢isel je spocetné. Ditkaz je snadny :
mime-li néjakou rovnici (5), budeme ¢&islo

n4+ ay'+ al+...4an
nazvvati ,.hodnosti** t¢ rovnice: hodnost je tedy celé kladné
¢islo. Oznaéme, pii daném celém kladném k, znakem M mnoz-
stvi viech algebraickych ¢&isel, jez hovi néjaké rovnici hodnosti
k (M je tedy mnozstvi viech kofenlt viech rovnic hodnosti k).
Rovnice hodnosti k& je nejvvie k-tého stupné, md tedy nejvyse
k+ 1 celistvyeh koeficienti a kazdy z téchto koeficienti ma
prostou hodnotu ncjvyse k: je tedy jen koneény pocet rovnic
hodnosti k a jezio ka?dd rovnice hodnosti £k ma nejvyvse k ko-
fenu. jest M; koneiné mnozstvi. Mnoistvi viech ¢&isel alge-
braickveh jest viak rovno spojeni
a
Mg

k=1
a tedy je spocetné.
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5. MNOZSTVI MOCNOSTI KONTINUA.

Vsechna mnozstvi nekonecna, jejichz mocnost jsme v pic-
deslém odstavei vysetfili, jsou spocetna (dokonce i dvé mnozstvi.
jejichz graficka znizornéni na ose Ciselné jsou si tak nepo-
dobné, jako mnoistvi viech ¢isel celyech kladnych a mnozstvi
viech ¢éisel raciondlnich, jsou obé spocetnd). Vznika tedy otazka.
existuji-li viibec mno7stvi nekone¢nd, jez nejsou spocetnd: tuto
otizku zodpovime kladné touto vétou:

Véta. MnozZstoi vsech Ccisel intervalu (0, 1> neni spocetne.

Diikaz: Kazdé ¢&islo intervalu (0, 1> lze psiti jako neko-
neény desetinny zlomek
6) 0'a;a8,358, - - .

pti tom a,, a;, . . . jsou jednotlivé decimaly, t. j. ¢islice 0,1.2,....9
(také ¢islo 1 lze tak psati; 1=0999...). Cisla x 0< x< 1), je7
lze psati jako koneény desetinny zlomek, lze psiti ve tvaru
(6) dvéma zptlsoby: na piiklad 024 =0240000...= 0239999 ...
Abychom tuto dvojznaénost odstranili, vylou¢ime ze svych tvah
zlomky (6) takové, jez od jisté decimaly poc¢inaje maji samé
nuly; za této imluvy tedy plati: Kazdé ¢islo intervalu (0, 1> lze
psiti jednim a jen jednim zpisobem ve tvaru (6) a naopak
kazdy desetinny zlomek tvaru (6) dava cislo intervalu (0. I>.

Nyni dokdzeme: Vyberu-li z intervalu (0, 1> libovolné spo-
¢etné mnozstvi ¢isel N, potom jisté existuje v intervalu (0, 1>
¢islo, jez neni obsazeno v N. Tim bude patrné nase véta do-
kazana.

Budiz tedy N = {x,, x5, X3, ...} spoletné mnozstvi ¢isel inter-
valu (0,1> a rozvinme kazdé ¢islo z N ve zlomek tvaru (6):

x, =048, 8193 - .-
(7) X3 =0'ag; 832 833 . ..
Xy =08y agp dg3 . . .
a definujme novy desetinny zlomek
(8) 0b,bgb,. ..
takto:
je-li ay + 1, kladme b, =1; je-li a;; =1, kladme b,=2;
je-li ag + 1, kladme by=1; je-li ag3—=1, kladme by =2;

obecné:
je-li ann =1, kladme bn=1; je-li amn=1, kladme ban=2.

Zlomek (8) neni stejny se zadnym zlomkem (7); neni stejny
s prvnim zlomkem 0°a;;8;:8,5..., nebof se od ného lisi v prvni
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decimale (b, =+ a,;); neni stejny se zlomkem 0'ayasdy;. ... nebof
se od ného lisi v druhé decimile (b, ay,): atd. Zlomek (8)
pat¥i mezi zlomky uvazované (nebof dokonce 7idnd jeho deci-
mdila neni nala) a tedy éislo

x=0bybeb,...

je ¢islo intervalu (0, 1>, jez (vzhledem k vzajemné jednoznac-
nému prifazeni ¢isel intervalu (0, 1> a zlomkd tvaru (0)) jest
rizné ode vsech ¢isel xi, x5, x35,...; tim jest véta dokdzana.

O mnoistvich, jez jsou ekvivalentni s mnoZstvim viech ¢isel
intervalu (0, 1>, fikame, 7e maji mocnost kontinua.

Cviéeni.

1. Dokazte, Ze i olepFeny interval (0, 1) ma mocnost kontinua. Nivod:
zobrazte (0,1> na (0, 1) tak, Ze kaZdé iracionalni Cislo zobrazite samo na sebe,
racionalni ¢isla intervalu (0, 1> pak na racionalni ¢isla intervalu (0, 1) — cozZ
jde, jezto obé posledni mnoZstvi jsou spoletné.

2. DokaZte, Ze mnozsivi vSech realnych ¢&isel ma mocnost kontinua;
dokazte téZ, ze viechny intervaly viibec, zavedené v odstavei 1, pfiklad 3,
(koneé¢né i nekonec¢né) maji mocnost kontinua.

Zajimavé a na prvni pohled prekvapujici je, 7e také mnoz-
stoi viech bodil [x, y] o roviné, jejichz souradnice x,y hooi nerov-
nostem 0 <x <1, 0<<y <1 (t. j. mnozstvi viech bodl ve ¢tverei,
pti ¢emz nékteré body na obvodu se nepoéitaji). ma mocnost kon-
tinua. Dokazme to.

Pravé tak, jako se kazdé cislo da psati ve tvaru nekonec-
ného desetinného zlomku, da se psati i ve tvaru nekoneéného
dyadického zlomku (t. j. v soustavé dvojkové); cisla intervalu
(0, 1> jsou v dyadické soustavé vyjadfena zlomky tvaru
(9) 0'a 8,85 . .,

kde ,decimaly* a,, d4,.... jsou cifry 0 a 1.*) OvSem C¢isla, jez
se v dvojkové soustavé daji vyjadtiti kone¢nym zlomkem, daji
se vyjadriti nekone¢nym zlomkem na dvoji zpisob, na pfik ad

5 1 | | . .
-8':7274—;28=0101—01010000...-0l0011||...

Abychom tuto dvojznacnost odstranili, vylou¢ime opét ze svych
uvah zlomky (9), jez od jisié decimily maji samé nuly; za této
timluvy da se tedy kazdé ¢&islo intervalu (0, 1> vyjadfiti jednim

*) Vyznam zlomku 0a,a,a;... jest oviem tento: na p¥iklad

0 , t ,1,0,0 1
0011001 ... =3+ 55+ 55+ 5t g0+
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a jen jednim zplsobem ve tvaru (9) a naopak kazdy dyadick_\;’
zlomek tvaru (9) vyjadfuje ¢&islo intervalu (0. 1>. Zlomek (9)
Ize psati obSirnéji ve tvaru

T

nebo téz (vynechivime-li ty éleny, kde decimily jsou nuly)

1

1 P
ope +E+"'*) (Y1, Ug, ... cela Cisla, 0 < y, <y, <...)

1
TR +
nebo téz (klademe x;, =y, xs=y,—y1, Xs=Ys—Ys...)

1 | 1 . PR
(10) 7)3?_'_ 5545 + Ty 4+ ... (%, Xg ... cela kladna ¢isla).

Kazdé ¢islo intervalu (0, 1> je tedy vyjadi¥itelno jednim a jen
jednim zpisobem ve tvaru (10) a naopak, kazda ¥ada tvaru
(10) dava ¢islo intervalu (0, 1>; jinak Fedeno: &isla x intervalu
(0, 1> jsou vzdjemné jednoznaéné pFifazena posloupnostem

X1, Xg. X3, ... (xn jsou libovolnd celd kladna éisla)

pomoci vztahu

1 1 1
x=sotin v oniavan T

BudiZ nyni ¢t libovolné éislo intervalu (0, 1>; posloupnost jemu
ptitazena budiz #. 4, ...; t. j. budiz

P IV R S )

_§1T+gif+t, +2t.+l,+t, e
. tomuto ¢islu f pritadme bod [x, y|, jehoZ soufadnice x,y jsou
diany podminkou, 7e ¢Cislu x pFislusi posloupnost ¢y, ts, t5, 1o, . . ..
Cislu y pak posloupnost 1y, ¢y, t, tg, .. .5 t. j.

1 1 |
*= o T e, i T
1 1 1

Y=o T g ¥ gy T

tim je kazdému ¢&islu intervalu (0, 1> piifazen bod Feleného
étverce 0<x =1, 0<<y=:1. A toto pfFifazeni je vskutku vza-
jemn¢ jednoznacéné; nebof je-li [x, y|] bod tohoto &tverce, kdez

1 1
Y=ot ms T

N BT S
y= o O +y: e

*) Tato Fada je nekonecnd, nebof zlomky, v nichZ viechny decimaly od
jisté pocinaje se rovnaji nule, jsme vylouéili.
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potom existuje ziejmé jedno a jen jedno ¢&islo t intervalu (0, 1>,
jemuz tento bod je ptifazen, a sice je to ¢islo

1 1 1
t= PN AN + RN + 0T, U, + T2+ +oo
t. j. ¢islo, k némuz patii posloupnost x,, y;. s, Yo X3. Ys, - .. Lim

je nase tvrzeni dokazano.

Stejné. jako jsme zde uvazovali body ve Civerei, t. j. dvo-
jice ¢&isel (soutadnic), mohli bychom uvazovati trojice ¢isel,
Ctvefice disel atd., t. j. body v (trojrozmérné) krychli, ¢tyiroz-
mérné krychli atd.

6. MNOZSTVI NESPOCETNA.

Mno7stvi., jeZz nejsou ani kone¢énd ani spofetnd, nazyvvame
nespofetnymi. V piedeslém odstavei poznali jsme dvé takova
mnozstvi, jeZ maji obé mocnost kontinua; ukdZeme si nyni na
piikladé, 7e existuji také mnozstvi nespoletnd, je7 nemaji moc-
nost kontinua.

Budiz M mno7stvi viech funkei proménné x, jez jsou defi-
novany v intervalu 0 < x:=<1: dvé takové funkece f(x) a g(x) po-
kladime ptirozené¢ za totozné tehdy a jen tehdy, plati-li f(x) =
= g(x) pro viechna x z intervalu (0, 1>. Mnozstvi M je rozhodné
nespocetné; nebot kdyby bylo nejvvse spocetné, byla by podle
odstavee 4 i kazdd Cast mnozstvi M nejvyse spoCetnd. [Funkce
f(x) = konstanté patfi vSak k M, af je hodnota té konstanty
jakakoliv; nechame-li tu konstantu probihat interval (0, 1>. potom
funkee gi(x) = a (0 < a < 1) tvoFi ¢ast mnozstvi M, jeZz ma mocnost
kontinua (sta¢i totiz, pritaditi kazdé funkei go(x). jeZ pro viechna
x intervalu (0, 1> se rovna Cislu a, pravé to ¢Cislo a).

Tvrdim nyni: mnozstvi M nema mocnost kontinua.

Dikaz: Kdyby M mélo mocnost kontinua, daly by se jeho
prvky (t.j. funkee) vzijemné jednoznalné prifadit éislim inter-
valu (0, 1>. My dokdZeme, 7e to neni mozno: t. j. my dokazeme:
Jestlize N je &ast mnozstvi M, jejiz prvky lze vzajemné jedno-
znaén¢ ptifadit ¢islim intervalu (0, 1>, potom nemuze byt N =M
t. j. potomn existuje aspon jedna funkce v M. jez nepatii k N.
Abychom to dokizali, ptifadme prvky z N vzijemné jednoznaéné
¢islim intervalu (0, 1>. Onen prvek (t. j. onu funkci) z N, jenz
je ptifazen ¢islu a, ozna¢me fo(x). Mam dokazati, Ze existuje
funkee F(x), definovani pro 0<x =<1, jeZ je rtzna ode viech
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funkei fa(x), af a je jakékoliv ¢islo intervalu (0, 1>. K tomu ecili

definujme F(x) takto: pro kazdé ¢islo a intervalu (0, 1> polozme
Fla=fala)+1;

t. j. hodnota funkee F(x)v bodé x = a rovna se hodnoté funkee

folx) v bod¢ x =a plus jedna. Funkce F(x) nemiize se skute¢n¢

rovnati zadné funkei fo(x); nebof pro x =a se hodnoty funkei

F(x) a fa(x) lisi o jednicku.

POLNAMKA Tento oddil obsahuje pouze prvni pocitky
teoric mnozstvi: hlavné teorii ekvivalence je mozno vybudovati
mnohem obSirnéji; viz v této pri¢iné tteba knihu Hausdorffovu.
uvedenou na konei tohoto dodatku.
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