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Cdst prvd.
Zakladni pojmy a pomicky.
I. Uvod.

. Cisla irracionalna.

[. Zdkladnim prvkem arithmetiky a analyse jsou ¢isla celd. Aby
bylo moZno providdéti bez jakéhokoliv omezeni odeitini mezi &fsly celymi,
jest tfeba roz§ifiti &fsla celd o &isla celd zdpornd (a o nullu). Koneénd,
aby bylo proveditelno déleni Efsel celistvfch, zavedena ¢isla lomend.
Vecka &sla_souhrnu Eisel celistvch, lomenych (kladnyeh i zdporngch)
budeme nazyvati tisla racionalmd. Zékladni ¢tyfi operace arithmetické:
stitdni, odtitdnf, ndsobeni a dé&lenf lze s Cisly raciondlnymi vidy vyko-
nati (8/vyjimkou déleni &islem U) a obdrzime vidy jako vysledek &islo
raciondIné. '

* 2. Cisla racionalnd lze ptirovndvati dle velikosti. Jestlize totiz rozdfl
a—1Db dvou ¢isel racxonélnych a, b jest tislo kladné, fikdme, Ze e jost
votSi nez b a piSeme to ve tvaru a > %. Jestlize soutasnd a = b, h>e,
nésleduje snadno v disledku této definice, #e a = ¢, Dile pfipomindm,
e, je-li @ Cislo kladné, jest « = O a naopak; rovnéz vyroky, « <<0 a a
jest ziporné jsou steJného vjznamu.

Se zfetelem ku vylitené prave vlastuosu (o moznosti porovoavati
¢isla raciondlnd dle velikosti) fikdme, Ze souhrn raciondlnych Cisel se
dd usporddati dle velikosti, a mluvime pak o pofadf raciondinjch éisel.

Rovnéz se zietelem ku vytéené vlastnosti Fadime éfsla racionilng
mezi t. zv. veliéiny. Velitiny, jez lze vzdjemné porovndvati dle velikosti,
oznatovati budeme jako veliginy stejného druhu,  Velitiny dané tfsly
raciondlnymi jsou velitiny mnjum drubu, nebot tvoii podklad
pro urfovani jinych veliéin.

3. Jest ne~éislné mnoZstvi Eisel lacxonalnych mezi O a 1; vSechna

Jsou ddna ve tvaru —, kde Layg JSOH celd, nesoudélnd Cisla kladnd,

g__f__
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pii temz p << ¢; Cislim témto Pikd se zpravidla pravé slomky, Jest
vsak také mesCislné mnoZstvi raciondlnych cisel mezi dvéma libovolnymi
éisly raciondIngmi od sebe riiznymi ; nebot jsou-li «, b dv& takov4 &isla,
b= a, jest kazdé ifslo tvaru

a--(b—a)r; » pravy zlomek (0 <<r<<1)

¢islem raciondlnym mezi a, b. Tuto vlastnost minime, pravice, ze soulrn

4 Diéno-li jest libovolné &fslo raciondlné ¢, miZeme viechna ostatni
tisla raciondlnd rozdéliti ve dvé skupiny 4, B. Do prvni skupiny 4
dédme vSechna ¢isla raciondlnd a, kterd jsou men3f neZ c¢; do druhé sku-
piny I? pak viechna raciondlnd tfsla /» v&t$i neZ ¢. Rozdélili jsme tak
pomoci ¢isla ¢ vSechna Cisla raciondlnd ve tfi skupiny; a to ve skupiny
A4, B a ve skupinu, obsahuijici jediné tislo ¢. Cislo ¢-v8ak miZene také
pridati bud ke skupiné 4, aneb ke skupind B, a pak vznikaji ze viech
¢fsel raciondlaych toliko dvé skupiny. Piiddme-li je ke skupind 4, bude
tato obsabovati vSechna tisla a < ¢ a ¢&fslo ¢; pfiddme-li je ku B, bude B
obsahovati viecka lisla b = ¢. Budeme nazyvaii takovéto rozdéleri v8ech
¢isel raciondlnych ve tii resp. ve dvé skupiny pomoci sla 2 Fezem. ktervy
byl proveden &slem ¢ v souhrnu &isel racionilnych. Rez tento lze pro-
vésti, jak pravé vyloZeno, tfemi (v podstaté oviem mélo rozdilnymi)
zplisoby. Jelikoz ¥ez tento zpisoben tislem raciondlnym, sluje 7ez rucio-
ndlny. Mizeme téZ Fikati, Ze &islo ¢ tvofi rozhrani mezi skupinami 4 a I.

Je-li ¢ libovolné ¢islo kladné (raciondlné) jakkoliv malé, lze udati
zéroveii ve skuping A tislo « a ve skupiné B tslo b tak, e b—a <e.
&

2

=

Nebbt’, je-li n ¢lslo celé kladné a takové, ze in<_ , jest c+7ll— ¢islo

!ve skupiné B a c—-1i ¢islo ve skupiné A, nadto jest
i ) :
1 1 2
(c +.7;)—(°‘—;)—7<£-

: . Lo 1 1
Mizeme si tedy za a vziti ¢—-—- 4z b tislo c—}——;. Jest patrno,

ze tisel a, b takovych, Ze b—a <<, jest nekoneiné mnoZstvi.

5. M&jmez dvé skupiny ¢isel raciondlnyeh A a DB, majici tyto
vlastnosti: ' '

1. Kazdé tislo @ ze skupiny 4 jest men3i neZz kazdé &slo b ze
skupiny B. '
2. Patif-li ke skupind A &slo a, patii k ni také kazdé cislo o,
které jest men3i nez a; patii-li ke skupiné B é&islo b, patii k ni také
O =D

v



3. At jest s jakékoliv ¢islo raciondlné kladné, 1ze zdroveii ve sku-
ping A vybrati ¢islo @ a ve skupiné B &islo / tak, ze b —a <&,

Tu lze nejprve tvrditi, Ze ve skupindch 4 a /3 jsou obsaZena v3e
chna ¢isla raciondlnd, nejvy%e s vyjimkou jediného ¢isla ¢. Nebot kdyby
dvé ¢tisla riznd ¢, ¢/ nebyla ve skupindch 4, B3 obsaZena a ¢’ > ¢, pak
dle vlastnosti 2, a 1. by viechna ¢&fsla b (ze skupiny B) byla vé&t¥ ne
¢’ a vSechna &sla « (ze skupiny A) by byla mend nez ¢ a tedy vie-
chny rozdily 5—a by byly vétdf neZ ¢’—c¢ a nemohly by tedy byti
utvoteny rozdily » —a mensf neZ ¢'—¢, jak Zid4 vlastnost 3.

Mohou tedy se zietelem ke skupindm 4 a 3 s uvedenymi tfemi
zakladnimi vlastnostmi a souhrnu vSech &fsel raciondlnych nastati jenom
tyto piipady:

I. Jest jedno jediné &islo raciondlné ¢, Lteré neni obsaZeno ani ve
skupingé 4, ve které jsou véechna ifsla racionilnd mensi nez «, aniv 13,
ve které jsou vSechna tisla raciondlnd v&tsi nezli ¢. Ve skupiné 4 neni
¢isla nejvetsiho; nebof je-li a kterékoliv z Cisel skupiny A, jest mezi
« a ¢ nckonetné mnozstvi cisel raciondlnych (odst. 3.); obdobné neni
v 1 7adné &slo nejmensim.

II. Viechna sla raciondlnd jsou rozdélena ve dvé skupiny A4, B;
ve skupiné 4 pak nachdzi se nejvétsl ¢islo té skupiny ¢ a viechna usla
racionalnd mendi nez c¢; tisla raciondlnd v&t§f nezli ¢ jsou vSechna ve
skupiné B, kterd nemd ¢isla nejmensiho.

III Vsechna isla raciondlnd jsou rozd&lena ve dré skupiny A4, B;
ve skupiné B pak nachizi se nejmendi Cislo té skupiny ¢ zdroveii se
viemi ¢isly raciondlnymi vétSimi nezli ¢; vSechna &isla racionalnd, kterd
jsou mensi neZ ¢, jsou ve skupiugé A, kterdA nemd nejvétiiha ¢Eisla.

1V. Vsechna &isla raciondlni jsou rozdélena na de¢ skupiny 4, /+;
neni viak ani ve skupiné 4 é&isla nejvétsiho, ani ve skupiné B &fsla
nejmensiho.

Témito &tyfmi piipady jsou viechny moZnosti vylerpiny, nebuf
zddnlivé moZny piipad, aby viechna raciondlnd ¢isla byla rozdélena ve
dvé skupiny A a B a aby i ve skupiné A bylo lislo nejvétSi ~ a ve
skupiné B tislo nejmensi ¢’ (pii Cemz dle 1. vlastnosti by nutné bylo
J>¢) nenastane, jelikoZ by ¢&isla raciondlnd mezi ¢’ a ¢ — a téch
je nekonetny pofet — nepfinalezela ani skuping& A ani B, coZ Jest jak
svrchu bylo ukdzdno, vylouteno v disledku vlastnosti 3.

V piipadech I, IL. a III vznikly skupiny 4, B raciondlnych éisel
rezem raciondlnym, ktery zpisobilo &slo c. Ze mize nastati piipad IV..
ukdiZeme na piikladé:

Priklad: Do skupiny A dejme .&isla raciondlng zéporna nullu a
pak takovd kladnd &fsla. raciondlnd, jichZ &tverec jest mensi nez 2. Do

1%
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skupiny / zatadme kladnd &isla raciondlnd, jichZ ttverec jest v&i3f nez 2.
1im jsme vyCerpali viechna &isla raciondlnd, nebot kaZdé kladné &islo
raciondlné jest bud takové, Ze jest itverec jeho menii nez 2 anebo ta-
kové, Ze Ctverec jeho jest v&t3i neZ 2. Skupiny 4, B wmaji v tomto pki-
padé vlastnosti 1., 2., 3.; tedy vSechny vlastnosti shora vytéené. Nebof
je-li @ i b kladné a . '

a’<<?2, 12>2, jest ¥’>u? a tedy b =>a; (vlastnost 1.).
Je-li @ i o’ kladné a

al<<?, o <a, jest a'*<C a® a tedy a'?< 2; (vlastnost 2.).

Jsou-li « i » kladnd rac. &¢isla a «®*<< 2, b*>2 a nenfli jiz h—a<<g,
kde ¢ jest dané kladné rac. Cislo, utvofme &islo i (« 4 /). Toto &islo
_jest opd&t raciondlné a patfi do skupiny 4 nebo B. Nechf patii ku pf.
do skupiny B a polozme «, =a, b, =1 (++4b), pak jest I, —a, =
3( —a). Neni-li 3 (h— a) mensf neZ ¢ opakujeme tento postup, aZ po
h—tém takovém kroku dospéjeme k &islim raciondlnym ay, b: (prvé ze
skupiny 4, druhé ze skupiny B), Ze

1
bk—ak-_—QT(b-—a)

a je patrno, Ze je-li & dosti veliké,*) jest bp— ar<<e. Tim dokdziua
i vlastnost 3. Nastdvd tudiZ jeden xze étyir pifpadd svrchu uvedenych.
Ptipad prvni pifedem jest vylouten (nebof v A a v I3 jsou obsaZena
véechna Eisla raciondlnd). AvSak ani piipad II. a III nenastivd; mebof
neni ani v 4 &sla nejvétSiho, ani v /3 €&isla nejmensiho. DokaZme ku
pt., Ze v A neni ¢isla nejvétStho; je-li totiz « libovolné kladné cislo v A
(t. j. a®<< 2, 2 — «*>0), lze vzdy udati ¢islo celé » tak, aby téz

13 24 1
+_ 9 . 2.
(a 11)<’-’ " Foa<2—
této nerovoind bude jisté vyhovéno, bude-li splnéna nerovnina

% 1 R 20441
7—1-_—7—L—<2 — a® ameb n> Yyt

Jest tedy pri této volbé Cisla n i « +% tislo v A. To jest: af jest a

kterékoliv &islo v 4, jsou &fsla v 4, kierd jsou jeSté v8tsf nez « (a jest
takovych neséisiné mnozstvi).

Nostdvd tudiZ nutné pro skupiny 4 a I’ v tomto pifkladé stano-
vené pfipad IV,

b—a

*) Podminka pEislusnd pro £ jest 2k=>
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6. Skupiny 4, B, z nichZ prvou budeme nazyvati doln/, druhou horm,_
maji jisté viechny tii zdkladni vlastnosti odst. 5., jestlize kazdé G&islo
ze skupiny dolnf jest men§i ne% kazdé &fslo ze skupmy horni a jestlize
v A, B jsou obsaZena »$echna raciondlnd Cisla. Nebof, Ze takové sku-
piny .maji prvé dvé vlastnosti, jest patrno - bezprostfednd; Ze -maji také
tieti vlastnost, vyplyva takto: Budiz a jedno &islo skupiny 4 a n slo’
celé. Utvoime pak Fadu Cisel

1 2 3
a,a-l—%‘, a+7, (l+7, ...... ,a+—, -----

Ponévadz tato Cisla jsouv raciondlnd a rostou nade viechny meze s I,
jsou jist& v této Fadé Cisla patifef ke skupiné B. Budxz prvm z Lisel
patffcich v této fadé ke skupiné R

a4+ ;i , pak predchizejfci &islojest a - é—%—l

a patfi ke skupiné A, rozdil t&chto dvou ¢isel jest _;]:_’ jejZz moZno, zvo-

lme-li » dosti veliké, utiniti mensim nez kladné &islo & at € jest jak-
koliv malé. Tedy tfeti vlastnost skupin A, B jest dokdzéna. Stejné by
se tfeti vlastnost skupin. A, B dokdzala, kdyby 4, B misto, aby obsa-
hovala wvsechna raciondlnd &fisla, obsahovala vdechna raciondlnd Eisla
s vyloudenim jediného. V tomto pifpadé ostatné tfeti vlastnost skupin
A. B jest tém&f bezprostfednd patrna (viz odst. 4.).

Toto piedeslavie miiZeme vysloviti nadsledujicf zdkladni definici:
Jsou-li véechna éisla raciondlnd rozdélena ve dvé skupiny A a B tak,
&e kazdé éislo skupiny A jest mendt neZli lkterékoliv éislo shupiny B
a Ze neni ani ve skupiné A éisla nejvétsiho, ani ve skupiné B éisla
nejmensiho, jako tomu jest v p¥ikladé odstavce pfedchdzejiciho, Fikdme,
Ze ¢fsla’ raciondlnd jsou rozdélena Fezem -irraciondlnym. Tomuto Fezu
budiz — dle definice — prifazeno mové éislo t. zv. irraciondlné, jes
pollddqti budeme za vétsi nes viechna disla shkupiny A @ menst nes
éisla skupiny B a jez tvoii rozhrani v potadf &isel raciondlnych.

Tim rpz8ifen dosavadni obor ifselny, obsahujici jemom ¢fsla racio-
ndlnd, o novy drub &isel; zdroven jest definiei ndm ddna moZnost roz-
hodovati, zda uréité &islo irraciondlné jest vét3i ¢i mensi nez libovolné
¢&islo raciondlné. Kone®n& jest patrno, Ze skupiny Cisel raciondlnjch 4,
B o tiech zdkladnich vlastuostech shora uvedenjch stanovi v kazdém
ze Ctyf svrchu uvedenych a jedind mozn§ch piipadid urtité Eislo bud
raciondlné (v prvich tfech pfipadech), bud irraciondlné (ve Etvrtém pii-
padé). Souhrn téchto &isel (raciondlnych i irraciondlnych) budeme na-
zyvati souhrnem éisel redlnych a miZeme tedy struiné tvrditi, ze dvé
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skupiny A, B o zakladnich tFech vlastnostech stanovi vidy jisté &isio
realné, jez tvol rozhrani v pofadi sel raciondlnych.

Cisla definovand Fezy provedenymi v soubrnu fsel raciondlnych
budeme v tivahich bezprostiedné ndsledujicich znatiti 7, 7,, ¥, v, .

a pod '

7. Nestati ovSem jenom definovati novy druh ¢isel, jest nutno také
stanoviti, jak se provddéji zakladni operace arithmetické pro obor Eiselny
roziffeny o &isla irraciondlni. Poddme definici zdkladnich operaci pro
¢isla definovand skupinami 4, B (o tfech zdkladnich vlastnestech), t. j.
pro Cisla redind vibec; jelikoz raciondlnd &isla tvo¥f zvlddtni pfipad
redlnych a jelikoZ ¢isla irraciondlnd jsme definovali jako veliciny téhoz
druhu s Ctisly raciondlnymi (nebof v definici podané se ¢islo » porovniva
5 tisly raciondlnyini ve své velikosti) jest nutno, aby pravidla a véty
pro zdkladni operace s &sly irraciondlnymi a viibec s &fisly redlnymi se
shodovaly formédlné s pravidly a vétami pro zékladni operace s Cisly
raciondlnymi. Timto pozadavkem dospivdme viak k definicim pro &tyii
zdkladni operace arithmetické (séitdni, odeitdni, ndsobeni a délenf), dd-
vajici za vysledky ¢&isla zcela urtitd, Cisla jedind moznd. Vychdzeti bu-
deme z nasledujicich vét: Jsou-li «, b, a,, h, Cisla raciondlnd a jsou-li
platny nerovniny ) -

a~<lb R a; < by,
pak jsou platny i nerovniny
(L) ¢e4a, <b+0, L) a—b <b—a,
a jsou-li mad to ¢isla a, @, éisla kladna, i nerovniny ™
" h
A1) aa, <bd, , (IV.) b—1<r—:1_

Jestlize jsou tedy A, B dvé skupiny éfsel raciondlnych definujicich
tislo irraciondlné ; a A,, B, obdobné skupiny definujicf irraciondlné
¢islo y, a ozpatime-li &slo ze skupiny A4 resp. B znakem a resp.
b — a, resp. », necht jest &islo z A, resp..z B, —, pak dle zdkladnf
definice

a<<y<<b, Gy <b s
a v disledku nerovniny prvni (I.), jeji# platnost ptirozend rozsfiin.e
i na ¢isla irraciondlnd, nutné budeme poZadovati pro soutet y 4 y, vztah

(e) ata<y+rn<<b+b.
Aviak viechny moZzné soulty e 4 a, tvofi skupinu &fselnou 4,, souity
b + b, skupinu ¢iselnou B3,; dokdZeme-li, jakoz vskutku dokiZeme, Ze
skupiny 4,, B, maji tii zdkladni viastnosti odst. 5., ziskali jsme nerov-
ninou (¢) Gplné pfesné stanovenf isla y 4 y, skupinami A4,, B, a tedy
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definici pro soutet ¢isel irraciondlnych 7, y,, na které nenf nic libo-
volného, leda zcela piirozeny poZadavek, aby &fsla irraciondlni byla veli-
tinami téboZ drubu jako raciondlnd. Tak jsme dospdli k definici souctu
tisel irraciondlnyeh (p¥i éemnz jest je§té podati dika: o vlastnostech
skupin 4,, 5,) a obdobné z (IL.), (IIl.), (IV.) lze ziskati definice pro
ostatni zékladnf operace arithmetické.

Poddm v ndsledujicim pouze definiei séitdni (a to, aby byla poddina
v celku a tak zachovdn prehled, &istetn& s opakovénim vykladd prdvé
uéinénych) a ndsobeni zplsobem naznalenym. OdEitini a déleni k vili
»méng a hlub§imu procvideni pkislusnych pojmd budou definovény jako
inversni dkony ku séitdni a ndsobeni. Definice ty poddme vesmés tak,
ze jsou platny, af Cisla p, », v nich se vyskytujici jsou jakédkoliv ¢isla
redlnd (racionadlnd & irraciondlnd).

8. Scitani cisel realnych: Nechf 4, B jsou skupiny ¢isel racio-
ndlnyeh o zdkladnich tfech vlastnostech (odst. 5) a rovnéz tak 'skupiny
A, a B,. Prvé dvé necht definuji redlné Cislo y, drnhé dv& pak .
Cisla skupiny A znatiti budeme a, a, a”,... a obdobnd ¢isla skupin
B, A,, B, oznatme po fadé b, 0, ¥',...; a;, ¢, ...; by,... Utvoime ze
soultd @ + a,, @' + «,, a + a’,, @’ + o'}, ... skupinu A, a ze sounttd
b+ h,... skupinu B,. Skupiny A, a B, maji tytéZ tii zdkladni vlast-
nosti jako skupiny A, B resp. skupiny d,, B,. Nebot jest vidy

a4 a, <b-+ b, jelikoz a <b, a, < b, (vlastnost prvd).

Je-li libovolné tfslo raciondlné «'y <= @ 4 a,, miZeme snadno (ne-
stislnékrdt riznym zplsobem) nalézti dvé tisla raciondlnd «’, a’, takova,
Ze o' << a, o', < g, a soutasnd &', = o' 4 «’,. Tudiz o', jiz v disledku
toho, Ze jest men3f nez a + a, (coZ jest &islo skupiny 4,), jest Cislem
skupiny A4,. (Vlastnost druh4.)

Zvolime-li konetnd a, b; a,, b, tak, ze b — a < %,'h, —a, < i2
jest b4+0)—(at+a)<e (vlastnost tfeti).

Definuji tedy shkupiny A, a B, ¢islo y,; toto éislo bude pro nds soudtem
éisel y, y,; 1 piSeme
=7+n.

Pii tom jest patrno, Ze y + j, =7, + 7, a rovnéz snadno vyplyvd
r+0+Y)=0+n)+7 2 y+0=ry. Cislo 0 odpovidd fezu \
pfi némZ ve skupiné A jsou viechna ¢Cisla raciondlnd zdpornd, ve sku-
piné B vSechna ¢isla rac. kladnd, v jedné ze skupin 4, B mize pak
byti jedts &islo O samo. _

9. Nasobeni éisel realnych. Uvazujme nejprve Cisla redlnd y a 7,
predpoklidajice o nich, Ze jsou obé kladnd, t. j. Zze y =0, y, > O
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BudteZ jako v odstavci predchdzejicim 4, B skupiny stanovici y; 4,, B,
pak skupiny stanovici y,. Jelikoz y > 0, 5, = O bude v dolnich sku-
pindch 4, 4, v obou O a vedle toho jesté raciondlnd &fsla kladnd (jinak
by y resp. y, bylo rovno 0).

Oznaéme a, a’,.. resp. a,, a',,.. libovolnd tisla %ladnd skupiny
A resp. A,. Cisla b, I, ... resp. b,, ¥’,,... budtek zase libovoln4 Cisla
ze skupiny B resp. B,. Utvofime si nové dvé skupiny 4,, B,. Do
A, ddme vSechny soutiny a a,, a’ a,, a a',, ¢’ a’,,.. pak O a viechna
zépornd &sla raciondlnd; do B, ddme viechny soutiny b by ' by, .
Skupiny tak vzniklé maJi zékladni vlastnosti odst. 5. Nebot

aa, < bb, jelikoz a <<, a, << b, (vlastnost prvi).

Je-li 0 < o'y << a a,, jest mozno (neséfslnékrat riznym zpisobem) nalezti
dvé ¢isla raciondlnd kladnd o', ', takovd, Ze o' << a, @', << a, a sou-
Zasnd «'; = a’ o', a tedy jiZ v disledku toho, Ze kladné tislo a’, jest
mensf nez a a, (coz jest tislo skupiny A,), patfi «'; ke skupiné 4,
(drubd vlastnost).
Ze maji skupiny A,, B, vlastnost tfeti, mizeme dokazati takto :
Af jest & jakékoliv tislo kladné, 1ze éisla a, b ve skupindich 4, B zvoliti
tak, aby ') — a << & a rovné% iisla a, b, lze vybrati, aby b, — v, << d-
I jest pak
bh —au, <(a+98 (a,+0)—aaq =6 (a4 qa)+
4 82 < 8 (hO 4 1O 4 1),
kde »®, p©® jsou dvé kterdkoliv ¢isla prvé ze skupiny B, druhé ze
skupiny I?, a kde o J pitedpokldddno, Ze jest men3f neZ 1 (a v diisledku
toho v zdvorce za O dosazena 1). Omezime-li & jedtd tak, Ze
< E)‘“’?—%—{T’ ¢ ¢islo kladné libovolné
zvolené, bude b b, — @ a, << ¢ &imZ i tfeti vlastnost dokdzina
Definuji tedy skupiny 4,, B, Cislo readlné y,, toto ¢islo pokladime
za soudin tisel y, 7, a budeme tudiZz psiti
Ya=7Vv-:"-
Touto definici ndsobeni dostivame, jsou-li y, y, &sla racionalns, za soutin
_ jich tislo raciondlné a sice totéz, které dostivdme dle definice ndsobeni
tisel raciondlnyeh (jiz i s jejimi didsledky v této tvaze predpoklddim
oviem jako zndmou.).
' Otividng (jako prosty disledek obdobnych v&t pro ¢isla raciondina)
jsou platny véty — za predpokladu, Ze y, 7,y 7, jsou kladnd &fsla —

; H=N-n T 711) =(- 7'1) . 7',1) yeln 7"1) =r.n+v- 7'1-
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Stejné jako pfi &islech raciondlnych vynechivime ¢asto tetku jakoZzto
znatku nasobeni a znadime dédle y.y =142, y.y.7=17% atd.

Priklad: Utvofme y*, kde y jest definovdno skupinami 4, B pif-
kladu odstavee 5. Cislo y% bude ddno skupinami A", B"”; prvd obsa-
huje &isla zdipornd a souliny a o, drubd soutiny b &', pfi ¢emZ a? < 2,

at=<2, 00>2 02>2 (a,a, b,V JSOI] ¢isla kladnd).

I jest téz

uta’* <4 neb aa' < 2 a rovnéz b ' > 2.

Skupiny A", B" obsahuji tedy vSechna ¢isla raciondlni vyjma 2 a de-
finuji tudiz éislo 2. Jest tedy 72 =2, t. j. y = V2.

10. V piedchdzejfcich odstaveich provedli jsme definici scitdnf a nd-
sobeni na podkladé jistych operaci se skupinami 4, B, 4,, B, pkisludnd
¢isla redlnd definujicimi; operace tyto vedly k novym skupinim A4,, /7,
resp. A,, B, a o tdch jsme dokdzali, Ze maji opst tfi zdkladni vlast-
nosti odst. 5. jako skupiny pdvodnf; totéZ oviem nastane, kdyZ operace
ty budeme opétovati, ku pf. pFi konstrukei &sla y.(y .7,); v tomto
ptipadé (a obdobnych) mizeme pak ihned konstruovati vysledné skupiny
— jde-li o tisla redlnd 7, 7,, 7, vesmés kladnd — tak, Ze do skupiny
dolni ddéme souliny ¢isel kladnych a, a,, a, (t. j. sou(‘:my a.a .a)),
<islo O a ¢fsla zdpornd, do horni skupiny soutiny &.d,.6,, a miZeme
byti jisti, Zze skupiny vysledné takto sestrojené maji zdkladni 3 vlast-
nosti a definuji &slo, které# oviem zmalime y (7, 7,).*) Podobn& jest
tomu v jingch pipadech, tak Ze zkoumdni, zda pFi op&tovaném pouzitf
operacf pfi séitdni a ndsobenf provddénych jsme vedeni ke skupinim
majicim 8 zdkladni vlastnosti, jest zbytetno a to i tenkrdite, kdyZ vy-
sledoé skupiny jednim rdzem konstruujeme; nebudeme je tudiZz v ndsle-
dujicim promdétl

I[.»,Ml?ftdnl ¢isel redlnych. Odtitati Cislo y od y,, znatf — ob-
dobné jako pFi raciomdlnyeh slech -- vyhledati &slo 7, tak, aby
(1) 7t r=; 71-

Predpoklddejme nejprve y, — 0, t. j. hledejme Cislo, jeZ znaliti budeme
7, takové, aby 33 y = 0. stlo toto snadno najdeme konstrukcf pf¥i-
slugnyeh skupin. Cislo dané y nechf jest ddno skupinami A, B o tfech
~zdkladnich vlastnostech (odst 5.). Zménime-li u viech éisel skupiny A4,
jakoz i u véech ¢fsel skupiny B znaménko (pisice — « misto a, resp.
— 1 misto 1), dostaneme nové dvé skupiny a to z B vznikne tak sku-
pina A. z A vznikne skupina B; skupiny 4 a B budou, jak patrno,

*) Tytéz dvé skupiny vysledné bychom do tali pii Lonstrukei &isla (i 71) 7y, tinz
privé podan jest dikaz rovnosti y (y;.7,) = (.71) 7,-
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niti opét viechny tii zakl. vlastnosti odst. 5. a- budou definovati jisté
¢islo 7. Utvoime soutet iisla 7 a &isla  privé definovaného dle pied-
pisu odst. 8.; ve skupiné dolni budou &fsla « — b < 0, t.j. tisla vesmés.
zipornd; ve skupiné horni budou &sla /) — ¢ =0, t. j. tisla vesmés
kladna.

Obsahuje tedy *) skupina dolni vérchna Eisla raciondlnd zapornd
a skupina horni vSechna ¢isla rac. kladnd a stanovi skupiny ty 0. Jest.
tudiz y + 7= 0. Cislo 7 znadime (0 — 7) neb kratéeji (—3y) po pH-
padé i — 7. Obecnéji zavidime pro &slo y, (vznikié odéitanim y od 7y,
a hovici rovmici (1)) znmak y, =y, — 7y a stanovime y,, pFitteme-li
k ob&ma strandm rovnice (1) (—7); tu dostaneme:

s+ N+ (—=D=n+ (1) aneb ; +G+ (—))=n+ (1)
n=n+ (=7 t. J. n—r=n+n
Touto rovnief odiitini é&fsel redlnych pievddi se na stitdni Cisel
redlnych.
V disledku zavedeni tisla (—y) mizeme roz8ifiti definici ndsobent
i na Uisla redlnd zdpornd (t. j. &sla reilnd mensi nez 0). Jeli y, zd-
porné, 7 kladné. poloZime definujice soutin y7,

yre =—y.(—n) arovnéz p y=—(—n) 7

Jsou-li y i 5, zdpornd realnd Cisla, klademe yy, = (—y) (—7,)- 1 pii
definici takto rozSifené zidstanou véty o ndsobeni uvedené ke konci
odst. 9. v platnosti, jak Ctendi smadno dokdze.

Stejné tomu- jest, stanovime-li pro ndsobeni nullou, Ze 0.y =
».0=20, je-li ¥ libovolné &islo redlné i toto stanoveni jest z divodd,
z nichz hlavni naznaéeny v odst. 7., jeding moZné.

12. Déleni éisel realnych. Odcitini definovali jsme ‘akoZto inversnf
ikon ke siftini, stejné mizeme i dé&leni ¢fsla y, &islem y definovati
jakoZto vyhleddvani ¢fsla y, hovicfho rovnici

s = @
t. j. jakozto operaci inversni k ndsobenf, pii &emZ je nutno ptredpokli-
dati, Ze 7 jest rizno od nully (nebof 0.y, = 0). Utinime nejprve pted-
poklad y >0 a poddme nejdiive feSenf rovmice (2), kdyz », =1, t. j.
budeme za predpokladu y= O hledati &islo 7 hovief rovnici y.y=1.
Takové &islo snadno najdeme sestrojenim pkisludnych skupin. Cislo »

necht je ddno skupinamj 4., B; sestrojme skupinu A ze vSech &fsel —Il;_’

*) Nebot skupiny séildnim vzniklé maji téi zdkladni vlastnosli a tedy obsahuji
vfechna Gisla raciondlnd, s vyloudenim nejvyse jediného éisla.
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k vimZ pfiddme O a &isla zdpornd; skupina B necht obsahuje isla —‘11—,

kdez « jsou zase kladnd &isla skupiny 4. Pak skupiny 4 a B maji
3 zdkladai vlastnosti odst. 5., jak snadno lze dokdzati*), a definuji Cislo
v, 0 ndm% &tendf snadno dokdZe, pouzivaje pravidel pro -provddéni niso-

beni v odst. 9. vyloZenych, Ze yy =1,
Cislo tak nalezené znatime

;:‘l, tak zZe i.;':l:.;v. 1
) 7 7

Pomaci ¢isla 7 dostaneme FeSeni rovnice (2) ve tvaru
1. - )
7s =7« —, c0z také piSeme bud ve tvaru y; = ’7—‘ neb 7, =7,:7. (3)
7

Nebot jest

1 /1
7'-7'527'5-7'2(71 = ;'=7'1(7-r)=71-
! Wi

Rozsiteni vykonu délenf &fslem 7 pro ten piipad, ze y — 0, provésti lze
snadno jako disledek definice ndsobent tislem zdpornym, coZ tu pomijim.

I13. Definice pro odéftdni a déleni tu podané vedou, jsou-li y a
{isla raciondlnd, k tymZ vysledkdim, jako definice z pocdtki aritmetilky
zndmé pro odéitini a déleni Cisel raciondlnych; nebof definice ony i tyto
se shoduji.

Konecné lze ukdzati, %e Z4ddnd jind &isla neZz y, resp. y, nehovi
rovnicim (1) resp. (2). Dejme tomu ku pf., Ze by rovnice (2) byla spinéna
jednak &islem y,, jeZ jsme stanovili v (8), jednak, kdybychom misto y,
dosadili éislo y'; t. j. dejme tomu, Ze by byly splnény souCasné obé&
rovnice:

We=n s =n
Z nich nédsleduje yy, — 77’5, aneb ndsobime-li po. obou stranich Eislem

1 Lo
— svrchu sestrojenym,
-

i

1 1 , 1 1 , .
— (1) = - (r7’;), odkudz ('__ . 7’) 73— (—' . 7") Yoy b Jo 15 =17,
Y 7 7 w4

tedy nenf 3/, rizné od y, a tvrzeni pro rovmici (2) dokazéno.
Jako snadny disledek odvodt ¢tendi vétu: Je-li soudin dvou (anebo
i vice) tiniteld rovuy nulle, jest aspoii jeden tinitel rovny nulle

*) Skupil'ly' A, B obsahujf totiz v&echna raciondlni &isla zdpornd a rovnaz

vdechna rac. &sla kladnd (leda s vyloudenim jediného éisla'% v tom pripadé, Ze

laké skupiny .4, B obsahuji v3ecka &isla rac. kl. s vylouéenim ¢isla ¢).
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14. X odcitdni &sel 7, y, naviZeme definici vztahujici se ku porov-
ndvédni irraciondlnyech ¢isel dle velikosti. Doposud dovedeme jenom ifei,
zda urtité ¢islo y jest vétdi nebo mensi nez kterékoliv cislo racionalné.
Specielng jest y = O,- jestlize O jest ve skupind& A (a zdroveri y od O
rozdilno). V tomto pffpadé y >0 #ikime o ¢isle y, jak uz shora bylo
teteno, Ze jest lladné; je-li y << O, jest y zdporné. My pak stanovine
=1, t.j.y jest vétdf nez 715 Jesche rozdfl y — ¢, )est kladny ;
jestlize y —y, < 0, jest y << 3 t. J. 7 jest mendi nez 7,.

Definice tato neodporuje drivéJSim stanovenim o porovnavani Cisel
raciondlnych mezi sebou a tisla irraciondlného s raciondlnymi, pojimajic
Je jako zvlastni ptipady.

Z této definice a z vét pro stitdni a odtitini jiz dokdzanych vy-
plyva véta: Jei y >y, a 9, =, jest y = 4. Jest tedy i souhrn ¢iscl
redlnych souhrnem wsporddanym dle velikosti a mizeme wluviti o po-
Fadi éisel redlngjch. .

Z definice ddle vyplyvd snadno, Zze je-li soutet dvou kladnych &isel
rovny aneb mendf nez & kazdy stitanec je men§i mez e. Jestlize tudiz
skupiny A4, I3 stanovi &slo y, a my na zdkladé 3. vlastnosti odst. .
vybereme ve skupiné A ¢islo a a zdrovei ve skupiné B &islo 4 tak,
¢ b—a <& kde £ jest libovolné ¢islo kladné raciondlné, pak jest
b —y <& y—a<¢; nebhot

G—N+G—a=b—a<g{b—y>0,y—a>0

Lze tedy v obou skupinidch ¢islo 7 definujicich vybrati &isla racio-
nalnd, jez od &isla y se 1i8f o ¢islo mendf nez kladné ifslo &, které muze
byti libovoln® malé, anebo kratteji feleno, je# éislo y uddvaji s pFes-
nosti libovolné velikou. )

15. Jelikoz ve skupin® A neni éfsla nejvétdiho, ani ve skupiné 73
Uisla nejmensfho, definuji-li skupiny 4, B Cisel raciondlnych tfslo irracio-
ndlné 7, jest mezi kazdjm - é¢islem raciondlnym ¢ (af patti k 4 nebo
ku B) a mezi 7 vidy nekoneéné mnoZstvi raciondlnych ¢éfsel. Ndsledkem
toho jest i mezi dvéma riznymi &sly irraciondlnymi y, 7, nekonet1.é
mnoZstvi &isel raciondInych; nebof je-li ku pf. 5, >y a A, Bresp. 4,, 1,
skupiny ¢fsel raciondlnych definujfei y resp. y,, jsou jisté ve skupiné
4, (isla, jez nejsou ve skupiné 4; jeli jedno z téchto ¢, pak jest
7, = ¢>7 a odtud na zdkladé pfedchdzejiciho ulinéné tvrzeni vyplyva.

16. Doposud jsme dokazali existenci jediného é&fsla irraciondlného
ato v pfililédé odst. 5. a 9., kde jsme sestrojili pomoci skupin 4, /3
tislo y =V2 (t. j. &slo pro néz y2—=2). Cisla kladnd ve skupiné 4
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oznatme v tomto pripadd m; pak jest \V2—m &islo kladné a' mensi ne
\'2; ¢islo ve skupiné 3 oznalme n, pak jest

\2

<l m>0..

Avak &islo B;—:ﬂ jest Uslo irraciondlné*), at m a-r jsou jakdkoliv

Sisla ze skupin 4 a B, a jest tedy mezi O a 1 nestislné mnozstvi Lisel
irraciondlnych vytteného tvaru. TudiZ (viz odst. 3.) miZeme usuzovati, Ze
i mezi dvéma libovolnymi riznymi &sly raciondlnymi jest neseisine
mnozstvi tisel irraciondlnych tvaru

P+yq \/27 .(a)
kde p a q jsou &fsla raciondlnd (¢==0). Tvarem () jest, jsou-li p, ¢
¢sla racionalnd, dén jisty souhrn Cisel redlnych (irraciondlnych pti g == 0).

Budeme nazyvati soubrn Zisel vSude hustym, je-li mezi kazdymi
dvéma riznymi &isly raciondlnymi nes¢islné mnozstvi &isel tohoto sou-
hrou. (Viz odst. 3.) Jest tedy souhrn ¢isel (¢) Souhrnem viude hustym
a tim spie jest sowhrn wvsech disel irraciondingch vikee souhrnem
rSude hustym.

Rovnéz snadno lze nahlédnouti v disledke pFedchoziho odstavce
a privé provedenych tdvah, Ze mezi dvéma riznymi cisly realnymi jest
nestislné mnozstvi ¢isel tvaru (») a vibec nestislné mnoZstvi &isel ir-
raciondlnych.

(Ybecné lze tvrditi, Zze, je-li mezi dvéma ifisly rac. riznymi neséislné
mnozstvi ¢isel jistého souhrnu tiselného, jest i mezi dvéma riznymi redl-
nymi &sly nestislné mnozstvi &isel toho souhrnu a naopak (jak ilined
vyplyvi z predchoztho odst.). Nisledkem toho byle . by lze upraviti
definici souhrnu ¢isel v3ude hustého tak, Zze bychom v nf dvé rizng &isla
raciondlnd nahradili dvémi riznymi ¢sly redlnymi.

17. Cislo irraciondlné jsme definovali jako &slo tvoffci rozbrani
(fez) mezi &isly raciondlnymi tak, Ze se souhrn téchto ¢isel rozpadal
kazdym ¢&fslem irracionilnym ve dvé skupiny A, B. Podobné dvahy
miZeme provésti na kazdém souhrnu &isel 1ealnych, je-li tento souhrn
vSude hustym. Mdme-li totiz takovy souhrn vSude husty — &sla
toh/ongm_meIWMneukyml _pismenami-——a-se-

stlanne ]1 dvé skuplny 9[ B z Ctisel tohoto souhrnu majici tfi zdkladnf

*) Nebot kdyby lo ¢islo bylo rovno clslu raciondlnému r, bylo by
V2 —m

n

=rntjiVazm4nr
a V2 bylo by ¢islo racionalné.
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vlastnosti edst. 5. (kazdé ¢islo a skupiny ¥ jest menSi nez kazdé b sku-
piny B; patfi-li a ku A, patii kazdé q/ << a rovnéZz ku A a patif-li b
ku B, patif i 6'>0 ku B; af jest ¢ &islo redlné jakkoliv malé, lze
udati v U &slo a a v B &slo b tak, ze b -—a<¢), lze nejprve ukazati
bez potiZe (stejné jako v odst. 5.). Ze ob&ma skupinami A, B jsou viechna
{isla daného souhrnu vyZerpéna nejvy3e s vyjimkou jediného &fsla toho
souhrnu. Jsou-li pak obéma skupinami U, B vsechna Eisla daného sou-
hrou vyterpdna a neni-li zdrovefi ani v 2 &fslo nejvétsi, ani v 9 tislo
nejmensf, pak definuji skupiny ¥, 15 ¢islo nové (t. j. nepatifci k danému
_souhrnu) tvoriei jakési rozhranf mezi &isly souhrnu daného a je pOH.l-
dati jest v&t$im nez viechna ¢isla skupiny ¥ a mensim nez viechna
&sla skupiny B. Dokdzeme viak, Ze v tomto obecn&jsim piipadé jest
toto ¢éfslo nové, k némuz tak dospivime a jeZ tvoff rozhrani mezi A a Y,
shodno s tislem redlnym tvoiieim rozhrani mezi jistymi dvéma skupi-
nami &s {raciondlnyeb. _

Nebot utvofime li dvé skupiny Cisel raciondlnych 4, I3 tak, ze do
4 dime kazdé &slo raciondlné, které jest men$i nez nékteré z tisel
skupiny ¥ a do B déme kazdé tislo raciondlné, které jest vétif nez
nékteré z Ctisel skupiny ¥, dostaneme skupiny A4, B tii zakl. vlastnosti
odst. 5., definujici tedy jisté Cislo redlné y, jakoZto rozhrani mezi A
a B (jez miZe byti bud racionilné, bud irrac.). Toto Cislo y jest vétsi
nez viechna &isla a skupiny A a men$i neZ vSechna &isla b. Nebof,
kdyby bylo jedno ¢islo a, pro které y <<a, pak by bylo jedno ¢&islo
raciondlné mendf neZ a a v&t3f nez y (mezi y a a jest. jich nekoneéné
mnozstvi) a byia by tedy &islo, které patti ku A a jest vétsi neZ y, coz
jest abSurdni; nemize vsak také byti y rovno jednomu z tisel a, nebot
pak ostatni éisla a by byla men3f neZ toto a =y (jak pravé dokdzdno)
a ve skuping A by bylo &fslo nejvétsi, coZ predpokladem vylouéeno;
i jest tedy nutné y vétSi neZ kaidé.z Cisel a a stejnd se dokiZe, Ze y
jest men’f neZ kazdé &islo z B. Jest tedy rozhrani mezi ¢fsly skupiny
9 a B utvofeno &slem redlnym y zcela urlitym a nedospivime, — uZivu-
jice postupu provedeného p#i souhrnu &isel raciondlnych na dany soulrn
Gisel redlnych viude husty, — & jingm éislim, ned ndm jiZ zndmym,
t. j. éislim obsaZenym v celém souhrnu éisel redlniyjcl.

Jest pak naopak patrno, ze kaZdé dislo redlné y tvofi rozhrani
v kazdém soubrnu viude hustém a rdznd &fsla redlnd v ném tvoff riznd
rozhrani (viz odst. pfedch.); ddvd ndm tedy kazdy souhrn vsude husty
skupinami A a B o trech zdkladnich vlastnostech také viechna éisla
redlnd, stejné jako souhrn &isel raciondlnych.

Priklad 1. Viechna ¢isla raciondlnd, vyjddfens v desetinné (deka-
dické) soustavé Cislicové konetnym poltem ¢&islic, tvofi soubrn cisel
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viude husty. Jest to 4st ze souhrnu &isel raciondlnych. Jiz na podkladé
tohoto souhrnu miizeme tedy definovati kazdé tfslo redlné jakoZto roz-
branf mezi dvéma skupinami %A, B utvofenymi z tisel tohoto souhrnu.
Tak ku pf. dime-li do skupiny % ¢isla
8, 83, 833 8333 83333 ... 8333....3 at. d. neomezené
" k-cifer
a viechna Cisla vyjidfend koneénym poltem cifer v desetinné soustavé,
jeZ jsou men$i nez ¢fsla prdvé vypsand, a dime-li do skupiny B viechna
tisla
84, R34, 8334, 83334, 8'33334,....a t. d. neomezens,
jakoZ i vlechna &isla vyjidfend komeinjm pottem éislic v desetinné sou-
stavé, jez jsou vétsi nez ¢isla pravé vypsand, rozdélili jsme viechna &fsla
uvasovaného souhrnu ve dvé skupiny A, ¥ o tfech zdkladnich vlast-
nostech a neni ani v %A Cislo nejv&tsi ani v B &islo nejmendi. Ndsledkem
toho . definuji 9, B ¢&slo neobsazené v daném souhrnu, jez jest jak
patrno S}t - _

Je-li y libovolné ¢islo redlné a e Cislo kladné jakkoliv malé, -1ze

v disledku dvahy v tomto odstavei provedené nalézti ve skupindch 3,
"B tsla q, b (a jest jich nekonefné mmnozstvi), Ze
O<y—a<<e, O<<b—y<e
Na této vété zaklddd se piiblizné urlovani &fsel irraciondlnyeh pomoci
desetinnych zlomkd.

Prikiad 2. Jeli w dané &islo irraciondlné, tvoif tisla tvaru p + gw, kde
p, q mohou nabyvati viech hodnmot raciondlnych, souhrn ¢fSel redlnych
vSude husty. To jiz bylo dokézino v odst. 16. za pfedpokladu o — V2.
AvZak soubrn viude husty také dostaneme, probihaji-li p, g viecka ce-
listvd éisla raciondind. Povechivdm dikaz tohoto tvrzeni ttendFi, jakoz
i odvozeni disledku vztahujiciho se ku pfibliznému vyjadfovani &isel re-
dlnych pomoci Efsel p 4 gw, kde p, g jsou &isla celd (obdobné jako tomu
bylo v piikladé pfedch.).

Poznamka. 1. Kdybychom vychdzeli od souhrnu viech é&fisel redl-
nych, pak dvé skupiny %, B ze souhrnu toho vytvofené (jez tedy ob-
sahujf v3ecka lfsla redlnd) a majici bud tii zdkladnf vlastnosti odst. .
anebo, coZz jest v tomto prFipadé v podstatd totéZ, vlastnost, Ze kazdé
¢islo skupiny A jest men3f nez kazdé &islo skupiny B, stanovily by dle
vyvodd svrchu uvedenfch zase jenom &islo redlné (jez jest bud mnej-
vétSim ¢&islem skupiny U anebo nejmeunsim éislem skupiny 9).

Jest tedy postup, kterého jsme uzfvali, abychom od raciondlnych &isel
dospéli k irraciondlnym, ukonlen a opétovnym jeho “pouzitim nedospi-
vime. jiz k ¢islim novym.
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Pozndmka. 2. V ndsledujicich vykladech provddim stanoveni uréi-
tych Ctisel redlnjch, ve vyvodech se vyskytujicich, bud na podkladé ¢isel
raciondlnych anebo, coZ jest tasto jednodudsf, na podkladé &isel redlnych
vibec. V tomto poslednim pfipadd pak obdobng jako pfi fslech racio-
ndlnych pozadujeme budto sestrojeni dvou skupin ¢&fsel redlnych, maji-
cich tFi zdkladni vlastnosti odst. 5., anebo konstrukei dvou skupin, ob-
sahujicich viecka tisla redlnd (po pfipadé s vyloutenim jednoho) a ma-
Jicich vlastnost prvou odst. 5.

18. V predchdzejicich odstaveich byly odvozeny hlavni v&ty a pra-
‘vidla o poéiténi s &sly redlnymi v dplné shodé s vétami pro potitinf
s Cisly raciondlnymi. Bylo by snadno dokdzati, Ze i veskerd obecnd
pravidla pro poéfitdni s Cisly redlnymi zde neuvddénd shoduji se s pra-
vidly pro potitini s ¢isly raciondlnymi. Budu je v ndsledujicim pied-
poklddati a poddm jenom jesté jako doplnék tvah piedchdzejicich defi-
nici absolutni hodnoty ¢isla redlného a definice »-té odmocniny, mocniny
s libovolnym mocnitelem a logarithmu.

Absolutni hodnota ¢isla p, jiz znalime kritce | 7 |, jest stanovena
témito rovnicemi:

ly|=n jelir=0, ,
|y 1 =—p jeli y=0.
Pro absolutni bodnotu plati tyto v&ty snadno patrné:
lr o I=0r 0, x|l
lrty 1= 7+, 171 1/
RE AR A

a obecné&>

|71+7'2+-°°-+7’mlé[71I+I7’2I+----+|7’ml-

19. n-ta odmocnina z realného éisla Jako novy piiklad ku vy-
vodim piedchdzejicim poddm stanoveni éisla, jehoZto n-t4 mocnina jest
rovna dslu y; pii tom bud » &islo celé kladné a y kladné ifslo redlné,
jez nenf n-ton mocninou &sla raciondlného.

Jako v piikladé odst. 5. rozdélime si viechna ¢fsla raciondlnd na
dvé skupiny A, I3; do prvé didme vSechna kladni ¢fsla raciondlnd «,
pro nd% a"<<y, jakoz i ¢tisla < 0. Do druhé dime vSechna ¢fsla”d,
pro ndz "> y. Ponévadz jsou rozdélema v3echna Cisla raciondlnd a po-
névadz kazdé b jest vétsi nez kazdé +, maji skupiny 4, /3 vSechny tfi
zGkladni vlastnosti odst. 5. a definuji tudiz kiadné redlné &islo, jez ozna-
time .

Dokazme, Ze w”= y. Abychom vypotetli w? utvofime dvé nové
skupiny 4,, B, dle piedpisu o nisobeni &sel redlnych. Ve skupind A,
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budou v¥echna ¢isla raciondlnd tvaru e .a'.a”....a®™ a C&sla <O
ve skupiné B, budou &sla .. b"”. ... L®; pii tom jsou g, o', a”,...a™
kladn4 tisla skupiny 4; b.0V,... h® tisla skupiny B. Skupiny 4,, B,
maji jisté tFi zdkladof dvlastnosti skupin definujicieh tislo redlné (viz
odst. 10.), ¢islo pak, které stanovi jest pravé ;. Nebof vSechna ¢tisla
skupiny A, jsou mensi neZ y (jest totiz (¢ .«'.a"”... a®)"<<p") a rovnéz
tisla skupiny B, vét3f nez y. TudiZz vskutku w* —=1. :

1
Pro &slo @ budeme uZfvati znaku ;". Spadno vyplyvd pak z defi-
nice a pravidla o umociiovdni celistvym exponentem

N X
7
Mimo to budeme znatiti (celé &tislo p niZe byti i zdporné):
Ly . Lyprrp Lhlane » _
(79) =—¢; pak jest (79 ) = I[(yq) ] [ =7 a tedy
P
P =19, | |
jsou tedy vyrazy °, kde c jest libovolné raciondlné eislo, &isla dpiné
deflnovand. Pro né& jsou platny tyto zdkladnf véty:
e =t ) =r G = (1)
.jichZ spadny dilkaz tu nebudu provddéti.

Z definice ¢isla ﬁ plyne, ze pF y > 1 Jest i ,:1:> 1; nebof 1 jest
jednim z &isel dolni skupiny A definujicich ;». Jest tedy i 4° pfi y>1
a ¢> 0 vét§i nez 1 a tudiz se zietelem ku prvni z rovnic (1) 9° s ro-
stoucim ¢ roste. Déle lze stile pfi y > 1 ke kazdému kladnému ¢ undati
Uslo 4 tak, aby

0<y*— 1<, pro viechna ¢, pro ndz 0 <<c << 1. (2)

Net;oﬁ klademe-li
«/% =149, pak d,=>0 a dle binomické' véty 7= 1 —|— nd

—1 1 v—1
60<7M ’,},n__1</" a pro O<C&—Jest7 1<Tl
M4-li tedy byti splnéna (2), postadf, kdyz
Y y —1

—1 o«
L —— <0 aneb n>1——.
7 )

V téchto neravninich m4 byti n celé; stali pak si zvoliti Lterékoli ce-
listvé » jim hovici Jedna celistvd hodnota, jim hovici, poloZena mezi
r—1 7 J

'-6— r— H_—d; tu vezmeme za ziklad. Bude tedy

Petr, D\ﬁ'. potet. 2
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pro toto #
6. 1 9

THI—1 w1
(znaménko rovmosti v tomnto vztahu jest na midts jenom tenkrite, kdyz
branice pro n jsou ifsla celd) a podmince c<—111— postatujici ke splnéni
2) bude vyhovéno kdyz
(3)

¢imz dikaz tvrzeni pod4n

20. Mocnina s libovolnym realnym mocnitelem. V piedchdzejicimn
odstavel jsme definovalf ;¢, kde ¢ jest raciondlné a y > 0; poddme nyni
definici 5%, kde 2 jest viibec redlné &fslo dané skupinami 4, B o tislech
racionalnych («) resp. (5). Uvazujme pkpad y=1. Pak sestrojime dvé
skupiny 4,, B, Cisel redlnych takto: Do skupiny 4, ddme vSechna redlna
tfsla, jez jsou men3f nez n&které z Cisel »*, po pl‘ipadé i tomuto Cislu
rovna, do skupiny I3, dime viechna sla redlnd, jez jsou vét§i nez né-
které z tisel ;b anebo jemu rovna. Skupiny 4,, B, maji pak dle zpiisobu,
jak jsme je stanovili, prvé dvé zakl. vlastnosti odst. 6., jakZ okamzité
patrno. Maji vSak i tfeti vlastnost. Nebof je-li ¢ libovolné &islo kladné‘

a 0 <&y, lze peati
b 4 —a (,b—a A - b(o) b—a b(o)
rer=srt—D<? - )<t <e
Pri tom b© jest libovolné Eislo skupiny B pevné zvolené; a, b pak jest
theba voliti tak, aby

b—a<- - (viz vztah (2) a (3) predch. odst.)
7+ d

Tato volba (isel b, « jest vzdy moZna, nebof jsou to ¢isla skupiny A,
B definujicich &slo 4. Maji tedy skupiny redlnych &isel A4,, B, i tietl
zdkladnf vlastnost odst. 5. a definuji &fslo redlné, jez znaéltl budeme ;*.

7. definice témé&F bezprostiedns nisleduje, ze " <<%, je-li p<<i.
Rovnéz i véty zevﬁeobecnuﬁci rovnice (1) miZeme bez potiZe dokdzati.

Dokazme, Ze ; .pf =+ K tomu cfli oznatfme skupiny definujici
&sla 2, u, 7%, +* po Fadé (4, B), (C, D), (4;, B,), (C,, D,) a obdobné
i tisla tdchto skupin (a, o/, .. .; & ¥, ..., (¢ ¢y .. ... b

(@, a'y,...), ... Utvolime-li soulin #*.y#, dostaneme dvé skupiny
tisel redlnych; horni ku pi‘ bude obsahovati ¢isla ‘b, .d;, pfi Cemi
by=Zyh di =9 tedy b, d, = y*+, kdez b 4 d jest &islo horni skupiny
v soultu -} n. Naopak kaZdé ¢islo horni skupiny pro tislo % 4 u lze
psdti ve tvaru b+ d; avSak kazdé éfslo redlné vétsi nez y*+¢ lze roz-
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loziti ve dva faktory redlné, z nichZ prvy jest vétsf nmez y¥ druhy pak
vétsi nez 3¢ t, j. ve dva faktory, z nichZ prvy jest jednim z &isel b,,
druhy z &sel d,. Shoduje se tedy horni skupina patief k soutinu ;. 3"
s horni skupinou ptitazemou ke ;. Jelikoz totéz lze stejné dokdzati
i pro dolni skupiny,*) jest

.,,/'. . ./.u — ,,).-Hl.

Uvahy 'piedchézejici plati pro y = 1; je-li y =1, klademe *=1; je-li
7 << 1 (aviak kladné), poloZime

i \—2

?'L:(i) s '1'> 17

7 7V
¢imz jsme pievedli pfigad kladného y =<1 na piipad, kdy mocnénec
jest vétsi neZ jedna. Doporutuji je§té ctendfi-provésti dikaz rovnice
{},!1)}. — 7.“;..
Témé&F bezprostfedné vyplyvd zevSeobecnéni nerovniny (2) odst. 19.

Nebof jelli y>1a 0<<d<<—r lze udati &islo racionélné e,

7T 0 —1’
pro které 1 <<¢<<—— T (5 a tedy i (2) jest splnéno, .ponévadZ pak
7
;-">;"-, plati tim spise
; (/)
o e e
0<; li<d pro O\"\7+a__—1'

Délime-li celou nerovninu ;% (jez jest vEt3f nez 1, jelikoz tu ; > 1), mame
0<l—yt<si<y,
takze mizeme psdti
)

Txo—1 (34)

|7——1]<a pro | | <

a pro viechna y > 1.

21. Definice logaritmu. Louarltmus sla, 1ealného _y pii zédkladé «
¢« Kladné redlné &slo razné od 1) Jest éislo 7. hovici rovnici |

7 — 4
Znatime pak y, kratce takto

Dokazme za pfedpokladu « > 1 Ze takova tisla redlnd vidy jsou, tim,
Ze je stanovime skupinami A4 a B o tfech zakladnich vlastnostech. Roz-
délme vSechna ifsla raciondlnd ve dvé skupiny tak, Ze do sku)iny 4

*) Jest oslatné palrno, Ze shoduji-li se horni skupiny prislusné ke dvéma
_redlnym &islim, shoduji se i dolni leda s vyjimkou jediného &jsla, kieréZ jest potom
-rozhranim mezi dolni a horni skupinou.

2*
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ddme viechna &fsla a, pro néz x> <<y; do skupiny I3 ddme viechna
tsla b, pro néz w* >y. Patrné jest kazdé & vétdi nez kazdé « (viz
odst. pfedch.) a ponévadZz vyttenym rozdélenim jsou vSechna Eisla rac.
vylterpdna (ve zvld&tnim ptipadé s vyjmutim jednoho ¢fsla ¢,, pro které
pak jest ut =), maji skupiny A a B vskutku v8echny tfi zdkladni
vlastnosti a definujf tudiz urcité cislo 7,. Abychom dokazali, Ze platna
jest nyni rovnice (4), stanovine «1 dle pfedpisu pfedchdzejiciho odstavee
tim, ze sestrojime nové dvé skupiny C, ). V prvé budou viechna &fsla -
redlnd, kterd. jsou men3i neZ nékteré »2, v druhé viechna d&isla re-
4lna, kters jsou vétsi nez nékteré . Cisla ¢ skupiny C jsou" mensf
nez y, tisla d skupiny D vétdi nez y. Jelikoz pak dle piedchoziho od-
stavee C 1 1 maji tii zdkladni vlastnosti, jest skupinami témi ddno
&slo a to jest pravé ;.  Jest tedy (4) vskutku splndna. Podobné by se
provedl dikaz, kdyby = < 1.
Z definice logarithmid vyplyvaji snadno véty z elementd zndmé:

log. (;") =logu 7 + 10gu 7', l0gu y* = e logu 7

. a jiné Z rovnice (4) ndsleduje ptimo
1

n=7y""

Jeli u> 1 a 7> 7", jest i logu }’>10gu.7"'

I1. 0 limitach.

22. Mnozstvi éiselna. Pod mnoZstvim &iselnym vyrozumividme souhrn
(sbirku) tisel dle urtitého ptedpisu vybranych. Tak ku pf. 1, 3, 7.
tvofi dohromady mnozstvi ¢iselné o tiech Elenech. VSechna &isla raciondlna
kladnd a mensf nez 1 tvoii rovnéz mmnozstvi tiselné; pocet &lend tohoto
mnoZstvi jest nekonetny. Cisla

() 11111
17 2! 3; 4,.--.,n,....

tvoff &iselné mnozstvi rovnéZ o nekonetném pottu ¢lend.

Mnozstvi tiselné jest shora ohraniéeno, lze-li udati ¢islo /. tak,
Ze v3echna ¢isla mnozstvi jsou mensi nez L. Mnozstvi &iselné jest
zdola ohraniceno, 1ze-li udati ¢islo !/ tak, Ze v3echna ¢isla mnoZstvi jsou
vé&t8i nez ¢islo /.

Ku pf.: Soubrn ¢isel raciondlnych kladnych a menSich nez 1 tvoii
mnoZstvi ohranitené shora i zdola. MnoZstvi E&iselné (m:) jest rovnéz
shora i zdola ohraniteno, nebof vSechna &isla toho mnoZstvi jsou mensi
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