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ddme viechna &fsla a, pro néz x> <<y; do skupiny I3 ddme viechna
tsla b, pro néz w* >y. Patrné jest kazdé & vétdi nez kazdé « (viz
odst. pfedch.) a ponévadZz vyttenym rozdélenim jsou vSechna Eisla rac.
vylterpdna (ve zvld&tnim ptipadé s vyjmutim jednoho ¢fsla ¢,, pro které
pak jest ut =), maji skupiny A a B vskutku v8echny tfi zdkladni
vlastnosti a definujf tudiz urcité cislo 7,. Abychom dokazali, Ze platna
jest nyni rovnice (4), stanovine «1 dle pfedpisu pfedchdzejiciho odstavee
tim, ze sestrojime nové dvé skupiny C, ). V prvé budou viechna &fsla -
redlnd, kterd. jsou men3i neZ nékteré »2, v druhé viechna d&isla re-
4lna, kters jsou vétsi nez nékteré . Cisla ¢ skupiny C jsou" mensf
nez y, tisla d skupiny D vétdi nez y. Jelikoz pak dle piedchoziho od-
stavee C 1 1 maji tii zdkladni vlastnosti, jest skupinami témi ddno
&slo a to jest pravé ;.  Jest tedy (4) vskutku splndna. Podobné by se
provedl dikaz, kdyby = < 1.
Z definice logarithmid vyplyvaji snadno véty z elementd zndmé:

log. (;") =logu 7 + 10gu 7', l0gu y* = e logu 7

. a jiné Z rovnice (4) ndsleduje ptimo
1

n=7y""

Jeli u> 1 a 7> 7", jest i logu }’>10gu.7"'

I1. 0 limitach.

22. Mnozstvi éiselna. Pod mnoZstvim &iselnym vyrozumividme souhrn
(sbirku) tisel dle urtitého ptedpisu vybranych. Tak ku pf. 1, 3, 7.
tvofi dohromady mnozstvi ¢iselné o tiech Elenech. VSechna &isla raciondlna
kladnd a mensf nez 1 tvoii rovnéz mmnozstvi tiselné; pocet &lend tohoto
mnoZstvi jest nekonetny. Cisla

() 11111
17 2! 3; 4,.--.,n,....

tvoff &iselné mnozstvi rovnéZ o nekonetném pottu ¢lend.

Mnozstvi tiselné jest shora ohraniéeno, lze-li udati ¢islo /. tak,
Ze v3echna ¢isla mnozstvi jsou mensi nez L. Mnozstvi &iselné jest
zdola ohraniceno, 1ze-li udati ¢islo !/ tak, Ze v3echna ¢isla mnoZstvi jsou
vé&t8i nez ¢islo /.

Ku pf.: Soubrn ¢isel raciondlnych kladnych a menSich nez 1 tvoii
mnoZstvi ohranitené shora i zdola. MnoZstvi E&iselné (m:) jest rovnéz
shora i zdola ohraniteno, nebof vSechna &isla toho mnoZstvi jsou mensi
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nez 2 a vétdi nez 0. Mnozstvi tiselné dané pfirozenou Fadou Eisel celych
1.2, 8, ... n ... jest sice ohrani¢eno zdola, nikoliv viak shora, nebot
1ze udati ¢isla v tomto mnoZstvi, kterd jsou vétdi nez kazdé &islo 4.
Pozndmla. V pfedchdzejici kapitole pouzivali jsme jizréenf ,nestislné
mnozstvi' ve su}yslu snadno pfistupnéin a neodporujicim definici mnoZstvi
Zde podané.
23. Veliéina proménna a néktera jina déasto. uzivana pojmenovani
a zkratky. Ve vyrazech, které tvofi pfedmét analyse a algebry, vysky-
tuji se “tasto velitiny, jez mohou nabyvati rdzné hodnoty vybrané z ji-
stého mmozstvi ¢iselného. Takovymto velitindm Fikdme relidiny proménné,
piislusnému mnozstvi ¢iselnému obor velid¢iny proménné. Tak ku pf. ve
vztahu ry — yr miZeme za z 1 y dosazovati jakdkoliv éisla redlnda
aniz by platnost vztahu byla dotéena a mézeme tudiz x,-y poklidati za
proménné, jich% oborem je souhrn ¢isel redlnych. V nerovming
1 1
-

z x—a'

kde « jest urtité Cislo kladné, mizZeme poklddati z za proménnou, jejiz
obor tvoif vSechna {isla redlnd v&t§ neZ a a vSechna {isla zdporni.
V rovnici konetné sin # x — 0 lze z poklidati za proménnou, jejimz
oborem jsou v3echna &isla celistva.

Velitiny numerické (jako ku pf. privé uvedené ¢islo =), anebo
takové, o nichZ pfedpokldddme, Ze v uvaze piislu$né hodnotu svop ne-
méni, nazyvaji se konstantni nebo konstanty.

Velmi ¢asto omezuje se velicina proménnd - na hodnoty uréitého
mno7stvi, jeZ poloZeny jsou mezi dvéma &isly @ a b, K vili kratsimu
vyjé,diové,ni budeme nazjvati souhrn (:isel reélnych poloZe __jfch mezi g, b.

a mame na mysli véechna ¢isla redlnd mezi @ a b véetné ai b. Od]ou-
¢ime-li . z intervalu (2, b) bod a, uzivime (pii @ < b!) pro zbyvajici
mnozstvi oznateni (« 4 0, b); oznatenim (a, b — 0) resp. (¢ + 0, b — 0)
rozumi se interval (v, b) zbaveny bodu b, resp. bodi a, b.

Znatf tedy ku pi. iisla celistvd intervalu (a, b — 0) vSechna ésla
celistvd », pro néz platna jest nerovnina a = n << .

Jelikoz zavorek kulatjch, obsahujicich dvé veliciny oddslené Eirkou,
vybradng uZivati budeme pro oznaZenf intervalu, budeme &asto slovo in-
terval vynechdvati a psiti ku pk. ¢islo v (a, &) misto &islo v intervalu (a, ).

. Zhusta se pouzivd misto slova éfslo pojmenovani bod. Toto pojme-
novani md patrné pivod jednak v zobrazovdni vSech redlnych &sel na
ose {fsel redlnych, jednak v geometrickém zndzorfiovdni vaztahd mezi
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velitinami proménnymi. Je-Ji tedy fe¢ o bodu ¢ intervalu (¢, ) myslime
tim jednu hodnotu ¢, pro niz e = ¢ = b; réenf ,bod ¢ uvnits infervalu
(¢, b)* znadf hodnotu r, pro niz a < ¢ < b, t. J bod intervalu (« 4+ 0,
b—0).

Konetné& jest tieba vyloziti po;menovani okoli bodu. Pod okolim
bodu ¢ vyrozumivime viechny body intervalu (¢ — &, ¢+ &) ryima
hod ¢ sim. Pti tom jsou e ¢, ¢isla kladnd vhodné volend. Obylejné
klademe &' = ¢ (abychom nezavddéli zbytetnych znafek). Konein& milu-
vime o okolf bodu ¢ v #ravo a okolf bodu ¢ v levo. PH tom méme na
mysli v prvém piipad® body intervalu (¢ + 0, ¢ + ¢ a v druhém
(c— & ¢~ 0).%

Nékdy se také k vali strutnosti uZivd pojmenovin{ interval (a, oo);
minf se tu hodnoty redlné, jez jsou vétsi po pfipadé rovny &slu «. Jaky
vyznam maji intervaly (a + 0, o), (— oo, «), (— oo, o) & pod, jest
patrno. .

Konetné pod okolim bodu -} oo mdme na mysli redlnd Céisla vetsi
nez L, kde kladné ¢islo L si miizeme zvoliti tak veliké, jak checeme;
obdobny vyznam mé& vyraz okoli hodu — co.

24, i_hranice (dolni hramice). M&mez mnozstvi Ciselné shora
ohraniéené. Rozdélme vSechna Ufsla raciondlnd na dvé skupiny 4, B. Do
dolnf skupiny 4 nechf patii kazdé ¢islo raciondlné mensf (=) neZ nékteré
z &sel daného mmnozstvi, do B necht patfi kazdé raciondlné &islo, které
jest vétsf nez kazd¢ ¢islo daného mnozspvi. Tyto dvé skupiny definuji
dle ddstavce 6. jisté redlné ¢islo If. Td 'pak md vlastnost: Zddné ¢islo
z daného mnoistvi neni véLst meZ czslo M ; avsak jsou éisla (resp. Cislo)

daného mno’zstv:L ktem jsou velsi nez M —2¢, je-li & ¢islo Kladné. C1s?o
M slu;e horni k;amce daneho mnozslu Ciselného shora ohranileného-

Patif-i 1/ k danemu mnozstvi, Jest M ¢islo nejvétsi z daného
mnoZstvi ¢iselného Nepati-1li 2/ k danému mnoZstvi, jest mezi M a M —e
nekoneény podet tisel daného mnoZstvi Nebof, kdyby mezi A/ a J/ - ¢
byl jenom konelny polet tfsel daného mnoZstvi a nejvétsi z tohoto ko-
neiného poitu bylo M, nebylo by v intervalu (4/, + O, ) zidnych
tisel daného mnozstvi a M nebylo by hornf hranici daného mnozstvi,
jak ptedpoklddano, nybrz M, << M.

Obdobné se dokdZe existence dolni hranice m pFi mnoZstvi Ciselncin
zdola ohranideném, majici tuto vlastnost. Zddné éislo daného mnoistvi
nent mensi ne# éislo m; aviak jsou éisla (resp. éislo) dantho mnoZsti,
kterd jsow men$i neé m -+ e, je-lli & libovolné éislo kladné. \

*) . Osu tiselnou si pki tom otividné myslime pfed sebou horizoniilneé.
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Patiili m k danému mnozstvi, jest m nejmendi z &sel daného
mnozstvi. Nepatfi-li k n&mu, jest mezi m a m -4 ¢ nekoneény potet
¢isel daného mnoZstvi.

Pozndmka. Neni-li dané mnoZstvi ¢iselné shora ohraniteno, mi-
zeme tuto okolnost kritce vyslovovati téz tak, Ze horni hranice daného
mnozstvi jest oo. Podobny vyznam md také réeni, ze dolni hranice da-
ného mnoizstvi jest — oco.. Aviak podotykdm vyslovné, Ze v prvéin pii-
padé zde vytteném neexistuje horni hranice (v druhém pak dolni bra-
nice) a ze bézi tu pouze o symbolickou brachylogii. kterd, jak doufdim,
nepovede k nedorozuméni.

25. Body: zhusténi. M&jmez wmnozstvi Cfselrié shora i zdola ohra-
nitené; M a m budtez jeho hornf a dolni hranice. MnoZstvi Ciselné
necht obsahuje'nekone(:né mnoZstvi tisel. Pak lze udati v intervala (m,
Ay asponi jeden bodxtakovy, Ze v kaZdém okoli jeho nachdzi se neko-
nelné mnoZstyi ¢isel daného mnozstvi (t. j. Ze mezi « — ¢ « + ¢, at
si zvolime ¢ jakkoliv malé, nachdzeii se body daného mnozstvi rdzné od
«, a oviem v nekonelném mnozstvi). Abychom to dokdzali, rozdélime
viechna redind tisla ve dvé skupiny.A, B. Do dolni ddme viechna Cisla
redlnd =< m a mimo Wla_xeﬂné.@wﬁ.,_je_ijnxergqlg_
(m, a) jest jenom konefny potet fsel daného mnoZstvi. Do skupiny /3
dime viechna ostatnf &isla reélné. Jest patrno, Zze toto rozdéleni-jest
mozno, nebof o kazdém a dovedeme Fici, zda v intervalu (m, a) jest ko-
neény & nekonelny potet Eisel daného mnozstvi, a déle jest patrno, Ze
kazdé tfslo.skupiny 4- jest men3i nez kazdé tislo skupiny B. Maji tedy
skupiny 4, B vlastnosti v odst. 5 vyttené a stanovi tudiz redlné &islo
o (jakoZto rozhrani obou skupin), jez jest, privé bodem vytlené vlast-
nosti. Nebof, jak z didkazu vyplyvd, jest v (« — ¢ & -+ £) nekonelné
mnozstvi &sel daného mnoZstvi, jelikoZ ¢ -+ ¢ jest ¢islem horni skupiny
B (af si & zvolime jakkoliv malé) a « — ¢ Cislem ze skupiny 4 a tudiz
mezi m a @ — ¢ jest jenom konedny potet ¢isel daného mnozstvi a mezi
m a «--¢ pak nekonefnj podet.

Cislo ¢ miZze splyvati s m, pak jest m bodem, v jehoZ okoli v pravo
se nachdzi nekonetné mnoZstvi tisel daného mnozstvi. Patif-li « ke sku-
piné dolni A, jest v (m, «) konetny pofet hodnot daného mnoZstvi a ne-
konetny pocet hodnot jest v okoli bodu e rovnéz pouze v pravo od
bodu .

Body e, jich? existence jest v diikaze prokdzdna,—sluji-body zhys-
téni. Dokézali jsme pak, Ze mnoZstvi éiselné shoru i zdola ohranidené
« obsahugici nekoneéné mmoistvi éisel md aspoii jeden bod zhusténi.

Rozdé&leni ve skupiny 4, B pti diikaze privé provedeném pouZité
mohli jsme provésti také takto. Do skupiny B dime vdechna reiln4
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¢isla = M a mimo to jesté &isla b takovd, Ze mezi b a M jest jenom
konetny polet tisel daného mnoZstvi. Do skupiny 4 ddme &isla ostatni.
Skupiny takto volené definuji jisté Cislo @, které z tychZ divodd prévé
jako o jest bodem zhusténi daného mnozstvi. Splfvaji-li « a p ma dané
mnozstvi ¢iselné toliko jeden bod zhuiténi. Body e, j3 miZeme nazyvati
krajnimi body zhusténi.

Body zhuitdni daného mnoZstvi mohou, av3ak nemusf piindlezeti
k danému mnézstvi.

. Piiklady: 1. MnoZstvi ¢fselné

T W=0,1,2 3 4,.....
jest shora i zdola ohranitené. M — 1, m = —1. DBod zhusténi jest

jeden « =p=1. = M
2. Cisla raciondlnd intervalu (0, 1) majf za body zhuaténi vSechna
¢isla redlnd toho intervalu. Vibec mnoZstvi Ciselné, dané souhrnem &fsel
viude hustym, md za body zhuiténi vSechna ¢fsla redlna.
3. Cisla kter4 dostaneme z vjrazu
2m 4 n ~
m—+ 20+ 1’
dosazujeme-li za m i za = Cisla 0, 1, 2, 3,.... (t. j. v8echna &isla pfi-
rozené fady ¢fselné), maji za dolni hranici O a za hornf 2. Krajni body
zhudténi jsou: 3, 2. Ctenak mize dikaz toho provésti, hledaje bod «
(resp. £) zplisobem naznalenym v obecném pi'ipadé Vedle toho jsou
body zhu§t&ni viechny body uvnitk intervalu (i, 2). Nebot kazdy takovy
bod jest din patrng tislem -

* 2ut»
p+2v’
kde pomér p :» miZe nabyvati viechny hodnoty kladné, a jest
2u 4+ 7 2m+n  __ 2u4 v 4 3 (np— my)

n+20 m+2F1 " (u+20) (m+ 20+ 1)
Vyraz na pravé strané lze vSak utiniti v absolutni bhodnoté men&im neZ
¢islo ¢; &fsla m, » miZeme si totiz ob& zvoliti vét3i nez kladné &fslo A
(libovoln& zvolené) a ziroveil tak, aby
lap—my | <)
¢imz uéinéné tvrzeni dokdzdno.

*) Nebof at jest # &islo celé kladué jakkoliv veliké, lze celé tislo » {ak \olxtl aby

Il__ <__

I n
odkudZ tvrzeni snadno uéinéné nisleduje.
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Pozndmka. Neni-li mnoZstvi Ciselné shora ohranifeno, jest neko-
neéné mooZstvi tisel, jez jsou v&t$i nez L, kde L jest libovolné’ Zislo
kladné. To miizeme vysloviti tak (viz odst. 23), Ze v okoli badu co jest
nekonetné mnozstvi Cisel daného mmnoZstvi t..j. Ze bod <o jest bodem
zhusténf daného mnozstvi. Podobn&, kdyz mmozstvi &iselné neni zdola
ohraniteno, miZeme — oo poklidati za bod zhu$téni daného mnoZzstvi
Pojimdme-li body zhuiténi v .tomto SirSim smyslu, (Ze mezi né& poitime
v piipadech pravé zminénych i body oo, --- 0o}, mihizeme vysloviti v&tu,
Ze kazdé mmoistvi éiselné obsahujici nelonerne mnoZstvi éisel md aspon
jeden bod zhuiténi v Sir§im smyslu.

26. 0 limitdch. Jestlide proménné veliciné x ddvdme po fadé neko-

neéné mnoZstvi hodnot x,, Xy Ty, ..., Tn ,.... a jestlize ke kaidému
kladnému éislu € 1ze udati éislo N lak, Ze 7=

|an — a ] < & W1z-> N, (1)
#ikdme, Ze Fada Lodnot z,, x,,.... md za limitu éislo a. Rikdme téz,

Ze &sla xp s rostoucim L konverguji ku «. K oznatenf tohoto vyroku

uzivime symbolu
lim z, = «a.

n=x

Nerovninu (1) midzeme vypisovati téz takto \

m a—e<<1, <a-+ ({{;"‘jpro vSechna n = N. (1')
Jelikoz ¢ mizeme si zvoliti tak malé, jak chceme, jest patrno, Ze i,
vzroste-li & dostatetné,.se pFiblizi k éislu a tak biizko, jak chceme, aneb
%e z, — a stane se meni{ v absolutni hodnoté nez ¢islo kladné & libo-
volné malé. J_e.s.,t.;n@)_\gl.é.z,Datmo1 ze jedna a tdz fada x,, 7, .... miZe
miti_toliko j ) . ’

Priklad : UvaZujlne iadu
2 34 ot
1'27 38" n
Limita této fady jest 1. Nebof jest

n+ 1 1 .|n+4+1 1
- —_\],:;-,t..]. " —1}<£fp.ro viechna nz=>—
V tomto piikladé jest tedy N :%; — obecnd jest N zdvislo na
s Klesajfefm e zpravidla vzristajici. — Clenové v ptikladé ‘daném s ro-
stoucim indexem stdle klesap a stdle vige se blfzf k 1.
Q s

.27, Jeli Ly, Xyy Ty rny Luyis. TaAE hodnot_proménné z_s rostou-
cim_indezem _stdle rostouczch”’ a nerostou-lz Clenové této Fady nade

vg_ehny.wwa&__g_g,_g_m_ ma vady lzmztu ’
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Rikime, ze dand Fada jest rostouci, jestlize vidy x. = zy, je-li
k> I'; tlenové pak fady nerostou nade vSechny meze, lze-li udati jisté
dslo A tak, ze viechny ¢leny Fady jsou menii nez A. Diikaz véty uve-
dené jest zcela na snadé; nebof mnozstvi &iselné «x,, x,, o,,.... jest
‘shora ohranitené; horni hranice jeho budiz J/. pak dle znidmych vlast-
nostf hornf hranice jest jistdé jedno z tfsel daného mnozZstvi x~ které
jest veéts8i neZ A— e (af ¢ jest jakékoliv kladné ¢&islo); tedy tim spise
(jelikoz tlenové fady s rostoucim indexem rostou a zdroveii M jest vétsf
nez viechna x;)

‘M>z,>M— ¢ pro viechna n > N, odkud? | x, — M| < ¢ pro
n > N, (2)

coz dle zdkladni definice limity ndm prdvé pravi, ze fada 2, 7, . . .
m4 limitu rovnou /.

Podobné se dokize véta: Je-li »,, x,, %,,... Fada hodnot s rostoucim
indexem stdle klesajicich a neklesaji-li élenové této rady pode vsechny
meze, pak tato fada md vidy limitu, (jeZz jest dolni hranici mnozstvi
tiselného z,, 7,, z,,...).

Pojniy v této veétd se vyskytujici maji vyznam na snadd lezici.

Ve vétich pravé dokdzanych lze docfliti jistého zevieobecnéni tim,
ze se v prvé nahradi slova, ,s rostoucim indexem stdle rostoucich® slovy
»S rostoucim inderem meklesajicich®, v druhé pak slova s rostoucim
indexem stdle Llesajicich®. slovy ,s rostoucim indexem mnerostoucich®.
Pfi tom fikdme ku pf. o ¥adé =z,, x,, x,,...., Ze Elenové jeji jsou s ro-
stoucim indexem nerostouct, jestlize »; = x4, pro b —=1,2, 3,....
Misto nerovniny (2) jest v tomto piipadé psiti pii fadé tlendi nekle-
sajicfch

M=Zax,> M — ¢ pro viechna n > N.

Pozndmtba. Znamépko rovnosti v nerovning 1/ = r, jest tu jem
tenkrite na misté, kdyz Elenové fady zx,, 2,, 75, . . . (tlenové s indexemn
neklesajf) od jistého indexu jsou stdle rovni iislu M. Pak fada o, x,,
x,, ... m4 jen konelny pocet Clendi riznych a nastivd zcela jednoduchy
pripad limity. .

Abychom si vyvody nasledujici zbytedn& nest8Zovali, vyloutime
tento jednoduchy p¥ipad z dvah ndsledujicich (odst. 23., 29.) a ludeme
viibec v nich k vili jednoduchosti pFedpokiddati, ze v Fudé x,, T, =y, ...
neni neséising pocet élentt majicich jednw  tou’ hodnotu. Podotykdm
viak, Ze veskeré véty o limitdch v ndsledujicich odst. odvozené i v tomto
vylouteném pifpad€ jsou platny (jak snadno by Etendt mohl dokdzati);
jenom ve vztazich mezi limitou a body zhu§téni bylo by tieba jistych
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malych dopliikd, jez viak nemajf tu dilezitost, aby bylo tfeba o nich
zvld3f pojedndvati.

28. Jest snadno nahlédnouti, Ze fada &isel x,, x,, xy,.... majief
limitu a. jest zarovei mnoZstvim &selnym (x) majicim jeden a jen jeden
bod zhusténi . Nebot dle (1') jest v okoli bodu @ nekonetné mnoZstvi

tleni fady (a tedy &isel fadou daného &iselného mnoZstvi (z)) a wns
toho okoli (at si ¢ zvolime jakkoliv malé) jest vidy toliko konetny pocet
Clentd té fady. Jest tedy bod a bodem zhu$téni pro mnoZstvi (z) a ne-
miZe byti jiny bod zhuiténi.*) Zdrover jest patrno z (1’), Ze mmnoZstvi
¢iselné (r) v piipads, e fada w,, 7y, .... m4 limitu, jest shora i zdola
ohrsnitené. Nem4 tedy mnoZstvi (x) obsahujici &leny Fady x,, 7, ay,...
majici limitu @, mimo bod @ Zddny bod zhu§téni ani v Sirfim smyslu
(viz poznamku odst. 25.).

Naopak vyplyvd téméP bezprostfedns, Ze, md-li mnoZstvi tiselné
shora i zdola ohranitené, sestivajici ze Elend fady x,,x,,z,, ... ., jediny bod
zhuiténi «. pak Fada =, x,, x,,.... md za limitu ¢slo a. Nebof pak
dle definice bodi zhu3téni a pFisluSnych vét jest, af zvolime & jak-
koliv. malé, uvnitf intervalu,(a —¢, a + & nekonetné mnozstv{ ¢isel (z),
voé toho intervalu, vietn& hranic, jest jenom konetné mnozstvi &isel (r);
oznatme nejvétdf index z Cisel (x) tohoto koneiného mmnoZstvi N, pak
jest splnéna nerovnina

¢« —e<1,<<a-+ ¢ pro viechna n > N,

¢fmZ tvrzeni naSe dplné dokdzdno. MiZeme tedy vysloviti vétu:
Aby Fade éisel z,, 2y, x,,... méla’ limitu, & tomu jest mnutno
a postaditelno, uby mnoZstvi iselné (x) mélo jediny bod zhustént, a aby
bjlo <hora i zdola_olhraniceno. ‘
V&té této mazeme dati také jiny vyraz. Je-li jeden bod zhu3ténf
a, pak vSechna z,, z,, z,,.... od jistého indexu N potinajic nachizeiji
se uvnitt intervalu (2 —- }&, @ 4 3¢), délka tohoto intervalu jest e;
| @ — o | << & pro viechna ', k" > N. (3)
PE T M| < € Pro voechma &, k> O

Jsou-li dva body zhusténi @, b pak, af jest N jakkoliv veliké, vidy
jsou jistd A'> N a jistd L' > N a takovd, Ze (budiz b > a)

|r,—a|<e |x,—b|<e a tedy |r,—ux,[>b—a—2¢

a vidime, volimeli si ¢<<}(h—a), Ze ku kladnému &slu ¢ nemize
byti zvoleno .\ tak, aby byla splnéna (3).

*) UvaZujine ku pi. bod b rdzny od a (dejme tomu, Ze b > ) a zvolme si ¢
mendi neZ b — a, pak jest v intervalu (a — ¢, a -+ ¢) nekonedné mmnoiZslvi Zisel (x)
¥nt loho infervalu a tedy také v dosli malém okoli éfsla & koietné mnoZstvi &isel
(#); nemize ledy byti b bodem zhusténf mnozslvi (r).
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Nerovnina tato nemiize byti rovudZz splnéna, kdyZ mnozstvi (r)
neni bud shora neb zdola ohraniteno.

Vyplyvé tedy véta Bolzano-Cauchy-ova: Nutnd a@stac’ujici pod-
minka, aby Fada hodnot w, x,, Z,, ..... méla Umilu, jest, aly ku
kaZdému kladnému Cislu & prisluselo N tak Ze jest splnéna ner omzna"

| 200 — %y | << & pro wiechna ¥'=N _Q,_EEQ_Esgg_lmiz E'=N. ()

Nerovniné této divd se Ctasto tvar |w,, —u, | < jez pak md byt
splnéna pro viechna » > N a viechna p.

Véta tato jest equivalentni (jak ¢tendf snadno prokdze) této: Nutndi
a_postalujici podminka pro tvrzeni, Ze 7ada_hodnot Tyy By, Tyy + oo
md lzmztugﬂ, aby bylo lze ku Lazdemu Lladnemu cstu & stanoviti
czslo n

iz, | << & pro viechna p = 0. 10

Fatp .

Véta tato, Jak07 i véty odst. 27. jsou zédkladn{ véty z theorie limit
fad Liselnych Lyy Xyy

Pozndmka 1. Jestlize &isla fady r,, z,, z,, ... jsou — jeli jich
index dosti velikf — vé&tif nez kladné cislo 4 libovolné zvolené, pak
sice neexistuje lim =z, v tom smyslu, jak jsme ji definovali; nez i tu
k vali struénosti ve vyjadiovdni (pisemném i slovném) mluvime o limité
fady x, v Sirdtm smyslu a fikdme, Ze jest co. Vyjadfujeme tuto vlast-
nost fady (x) symbolickou rovnici

lim z‘n—oc (p)

hn=e

Podobné )esthze ku kazdému éislu A= 0 lze nalézti Cislo N tak,
aby bylo

r,<<— A resp. aby bylo |2, | =4 pro viechna k=N,
fikime, Ze existuje limita v Sir§fm smyslu a ta jest v prvém piipadé
— oo ; v druhém pak p¥ipadé, jsou-li — at si zvolime N jakkoliv veliké —-
x, z tasti kladnd, z ¢4sti zdpornd, + oo. PiSeme pak v téchto dvou pii-
padech

lim 2, =—o0 resp. limz, = + oo. )
n=m n—o
Jestlide tudid pravime, Ze vada x,, Z,, ... md lLimitu v Sirsim

smystu, pak pFipoustime timio vijrokem moznost vatahi (p), (¢), 2 nichi
jeden vskutku nastdrd, nemd-1i dand fada limitu dle zdkladni definice
odst. 26.

Pomoci takto rozSifeného pojmu limitntho miZeme vysloviti vétu
odst. 27, v tomto zjednoduSeném znéni: KaZdd rada x,, z,, z;, . . .,
Jejiz Clenové s rostoucim indexems rostou. neb alespori meklesaif, md.
limitu v ézrszm smysla. Obdobné i vétu o Ctlenech klesajicich (resp. ne-
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rostoucich), Koneiné v&tu odst. 28. 1ze takto upraviti: Nutrd a postadu-
jici podminka pro existenci linity v §ir§im smyslu fady x,, ©,, x, ....
jest, aby mnoZstvi éiselné (€) mélo jeden a pouze jeden lod zhusténi
(v §iréim smyslu). VTl tom jest bod 4 oo a bod — oo Eftati za jediny bod.

Poznimka 2. Nemé4-li fada #,, z,, #,,.... limitn v &irdim smysly,
m4 mnozstvi ¢iselné (z) dva nebo vice (po pfipadé i nekoneéné mmnozstvi)
bodii zhuténi. BudiZ a jeden z takovych bodd zhu§téni a budiZ e, «,,
&, . ... fada &fsel majicf za limitu nullu. Pzk miZeme si v intervalu
(@2 — &, a+ &) vybrati bod x, (nebot v tom intervalu nachdzi se
lodd (2) jelikoz a jest jich bodem zhu§téni, nekonelné mnozstvi), po-
dobnd v intervalu (a —&,, « + ¢&,) bod z; rizny od Zy, v intervalu
(@a—¢&, a + &) bod ) at d a dostaneme fadu éisel

rd
T Tigr Ty e

o nekoneéném poctu clend, jeZ jest soutdsti fady z,, r,, xy,.... a jeZ
md za limitu ¢islo «¢ uddvajici jeden bod zhuSténf.

Lu kazdému bodu zhuiténi lze sestrojiti takovou fadu (ba neko-
neéné mnozstvi takovych Fad, nebof ve vybéru &lend Lyr T30 Tjne
jest, jak patrno, jistd libovile).

Posndmka 3. V nerovnindch (I) a (II) miZeme misto znaménka <<
vesmés zavésti znaménko <., aniz by obsah pifsludnych vét podstatné
byl zménén — jakoZ bezprostfedné jest jasno. Tak ku pf. (II) Ize na-
hraditi pozadavkem, aby

[ -

7 —%n4, | 7€ pro véechna p=0.

29. Nejvétsi z limit a nejmensi z limit. Nemd-li nekonetnd fada
tisel z,, @y, 75,.... limitu a je- zéroverd shora i zdola ohrani¢ena,
pak m4 mnozstvi liselné obsahujici viechna &fisla (z,) aspoii dva rizné
body zhudténi. Nejdilezit&j§i pro nds jsou oba krajni body zhusténi, jak
jsme k nim dospéli v odst. 25. a které jsme znaiili ¢, 8; « < . Bu-
deme nazyvati o« nejmensi g lzmzt a B mejvétsi 2 limit a znaliti je ve
tvaru

lim r,=a, lim T, = 4]
n=x n—m

K témto pojmim jsme piivadéni i touto tvahou: JelikoZ mnoZstvi &-
selné (y,) jest shora i zdola ohraniteno, mé jistou horni hranici A7, a
jistou dolnf hraniei m,. Vynechime-li z daného mnozstvi z,, nechf jest
horni resp. dolnf hranice zbyvajiciho mnozstvi Mf,, m,; vynechdme-li
x, x,, necht zbyvajici mnoZstvi ma horni a dolni hranici M, m; at. d.;
obecné vynechdme-li x,, x,, #,,...2,_,, budtez B, m, ob& hranice
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zbylého mnozstvi. Tak dostivame dvé Fady &isel A/, M, M,
n,, My, My, .... a jest patrno, Ze

M=zM,=M,=....2ZM,
mEmy, Sy ... =,

Gy e ees @

A IV

Dile jest patrno, ze M, = m, a tim spie M, = m, a obdobné m, << 1/,
pro viechna k. Mdme tudiZz fady, prvd (M) _]est “nerostouci a zdola ohm-
ni¢end a mé tudiz limitu M, druh4d (m,) jest neklesajict a shora ohra-
nitend a md limitu m. Ob& tyto limity v3ak splyvaji s Cisly «, 3. Nebot
vnd intervalu (m — &, M + &) jest dle definice obou &fsel (¢ jest kladné)
jenom konelny pocet ¢isel (r,),*) v -kazdém 'pak z intervald (m — ¢,
m—+¢), (M—e, M+ e) jest tisel téch nekonelny polet..

Tak jest
limz, = lim m, = m = «, ﬁxﬂ =lim M, =M=

Vétu ddvajici ndm nutné a postaéujici podminky pro existenci limity
miiZeme, uzfvajice nové zavedenjch pojmd, vysloviti téz takto: . Nutnd
a postaéujici podminka, aby #ada_hodnot ., xy, o4 . ... méla limitu
jest, aby byla zdola 1 shora ohraméena a_aby nejvétsi z limjt l/#la_
rovna_nejmendi z Limit..

Pozndmla. Neni-li Fada (x,) shora ohranitena, méZeme, zavddéjice
pojem nejvétsi z limit v 3ir§im smyslu, psati

li—ln .Tn _ oo ;

a podobn& neni-li ohranicena zdola.

30. Pravidla a véty pro poéitani limitami. 1. Limita Fady (z,).
v niz kazdy tlen jest kladny aspoii od jistého indexu pocinaje, jest bud
tislo kladné nebo nulla, Nebof kdyby byla limita rovna &slu zdpornému
—a (kde a jest kladné), pak rozdil

g, —(—a)y=x,+a

byl by od toho jistého indexu stile v&tsf neZ a, a nemohl by byti
uéinén, jak toho vyZaduje definice limity, men¥im nez ¢ kde & <@,
pro vSechna % vé&t3f neZ N, aft N volime jakkoly.

' 2. Limita souétu. Mame li fadu «,, x,, ,,.... a Fadu y., y,, #4,-.-.
ob& majici limity, pak md i fada », +y,, 2, + ¥, 73+ #4,.... limitu
a jest

o lim(z, 4y, )_hm x, -+ lim =,

nD=m n=mwx

ml

e ——— e

#) Od jistého indexu potinaje \dechny jsou uvuitt loho intervalu.
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Nebot, pondvadi fady (z,), (v,) majf limitu, lze ke kladnému slu i,
udati tslo N tak, Ze

Irk——a|<i, ka—b]<%, pro vechna %> ., (1)

pii ¢emz a=lima, b=1limy, Tedy jest

[ (@, +y)—(@@+b)|<|or,—a|+ |y, —b|<<g proviechna k>N,
¢imZ tvrzeni jest dokdzino.
8. Zcela stejné se dokdze za tychz predpokladd pro limitu roz-

dilu vztah
o lim(z, — g,) =lima,— lim y,.

. n=® n=—ca n =@

4. Pro limitu souéinu mame za tychz pFedpokladd a oznaleni,
jako pii vySetfovinf limity souttu (A jest horni hranice mnoZstvi &isel-
ného obsahujiciho absolutni hodnoty tlent iady (x) a k> N)

oy, —ab | =|a,(r,—D+bz,—a) ||y, —b]. ||+
Vs €
I e—a < g A4 1B ],
Je-li tedy & takové, Ze 7
£ < 2¢
FEENN

Jjest .
| x4y, —ab | <& pro viechna % > N,
kde N jest stanoveno prostfednictvim & tak, Ze jsou splnény (1). Mdme
tudiz .
[y lim (.Zn:l/") — ah — lim x, . lim Yo
ese | wme | eme
5. Podobné vyplyvd, je-li limita Fady y,, ., % .... rizoa od
nully (t. j. b= 0), pro limitu podilu

lim z
n n—x n
Im — — 3 .
n=x Y, o limy,
o=m

Nebof, jeli N jiz tak veliké, aby y, bylo od nully rizmo, a je-li

¢t < | 5|, (coz mozno vidy pfedpoklddati vzhledem k tomu, Ze

2
4 3=0), jest
L 'b:vk——a_z/k‘[_gb(a:k—a)—a(yk———b)l< |61+ lal «

b —5
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Pravg strana této nerovniny, jako pfi vySetfovdni limity soutinu, miiZe
byti ufinéna mendi nez kladné &islo ¢, pfi vhodné volbé .

6. Pravidla tato op&tovnym jich pouzmm daji se rozsifiti na vyrazy
mnohem obecnéj§f. Tak ku pt.:

lim (®, +y, — 2,) =lim (2, 4 y,) —1lim 2z, =lim 2+
+limy, —lim 2z, pro limn = oo
(napfed pouzito pravidla pro limitu rozdilu a potom pro limitu souttu:.
Obdobné jest (4, B, C jsou konstanty)

llm(A:c“‘—l-B.v -{—C)—hm(A; n+11m(Bx)+C_
.'—A(]unf)—|—BlunT 10

Abychom z uvedenych pravidel mohli odvoditi co nejobecné&jsi disledek,
zavedeme pojem wgjrazu (funkee) raciondlniho. Vychézejice od nékolika
velicin proménnych x, y, 2, .. .. a konstant 4, B, C,... v libovolném
poftu, miZeme postupné s nimni provadati Etyfi zikladni operace arithme-
tické. V3echny vyrazy, které takto ziskdme, nazyvaji se vyrazy racio-
ndlné (funkce raciondlné) velitin promémnych x, 3, £, .. .. Ku pf. jest

Azy + Bz 4+ Cy + D

Ex?— Fy* 4+ G
vyraz raciondlny ve velitindch x, y. (Napfed jsme ku pf. provedli sou-
éiny A.z.y, B.z, C.y, £.x.2, —I.y.y; pak postupnym siitdnfin
jsme obdrZeli nejprve Citatele a potom jmeunovatele a konetnd délenim

cely vjraz). Budiz (9,2 ....) raciondlny vjraz v proménngch
Ty Y, By a budted @), 2y T30 Yy Yoy Yay o o od By By Bgy e ihe e n
rady ézsel majici po rFadé lumty a, b, ¢,.... pak jest

h_m Ry Y,y 2, )=£HR(a,bec....) (2)
neni-li jmcnovatel raciondlného vjrazu R (x, y, 2,....) roven nulle pro
z=a,y=bhb z2=vc,... (6 jingmi slovy, md-li R (a, 1, ¢, ...) vjznam).
Nebot R (z, y,2z,...) vznikl konenym poétem krokid, z nichZz kazdy

spotival v provzidéni ttyt zdkladnich operacf arithmetickych. Ponévadz
pak pro jednotlivé kroky plati pravidlo obsazené v rovmici (2), plati
obecné.
. 7. Jest
lim 4" = 4", jestlize lim »,—a, 4 >0, A= 1. 3)
Nebot — bud nejprve A>1 —

P ¢ a a X, —a a d\
| A —4 | =4 |AFY —1|<ddpro|a—-a|<<

AFs—1
(odst. 20.)
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—a

Zvolime-li N tak, aby [ r,—a| < Ei_a— -- pro viechna % > N,
A4 4™
coz jest mozno dle predpokladu bude
| A" — A" | <& pro vSechna % > N,

timz tvrzeni utinéné dokdzdno.
Vétu dokazanou lze psiti ve tvaru

lim x,
) limAd = ga2=2", (3,

n—wm

Jako zvlastni-jeji pifpad jest vztah
L 0
_ limA=—4 = 1.

n=—m

Vysledek (3) rozSituje se ihned i pro pifpad, Ze 0 << 4 < 1: nebof
v tomto pfipadé& jest

8. Jeli
4)

jest . (odst. 211)

Uvazujme fadu y,, y,, Y, - ... mdjief liniitu > 0. K ni jest rovnici
(4) pfitadéna fada tisel o, 2y, @, . . . ., kde = log, 7,, a tu lze tvrditi,
ze i tato Fada md limitu a ta jest log, ». Nebot af fada z,, =, z;,....
mé limitu & ne, jisté m4 mnozstvimﬂ_(“) body zhusténi; budiz jeden
takovy bod zhuSténi a. Pak lze jisté z fady (z,) vybrati jeji cast T
T Ty tak, Ze lim T, =a (odst. 28. Pozn. 2.). Prisluind fada
gih Yiye+ (cast to fady (7/,)) md dle predpokladu za limiti 7 a jest
dle rovmce (3)

b =lim J} —lim A=A t.j. b=d", a= log , b,
n=u% n=o e e s

t. j. fada r,, z,,... miZe miti (a md) toliko jediny bod zhuSténi a
urteny uplné pfedch:izejici rovnicf. Tak miZeme psdti

~ lim @, =1log,b aneb limlog,y, =log,b=1log, (limy,).  (5)

n=:=x n=—w n—x>

9. Z pi‘edchézejicich dmﬁﬁﬁ"}ﬁlﬁEhﬁ Tovnost, jestlize
lim &, = a pro # — oo,
im = — ,*.

Petr, Diff. poget. 3
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Nebot log  x loe x
. " gA"’_(A‘L € 4%n

= A
a jelikoz dle (d) jest lim logs x, =—logs a, jest dle (3,)

aneb
lim z* = (lim a2, )“. (6)

10. Z 1. a 3. véty tohoto odstavce vyplyva disledek: Je-li kayk
pro viechnu k, aspori od jistého ipdexu poéinaje, a maji-li obé Fady
Tyy Xayeneos Yoy Yoy - .- limity; jest

lim x, = lim y,.
Kdyby jenom prvd fada méla limitu, bylo by
lim @, =lim y, > lim y, (dle véty pfedch. a pozn. 2. odst. 28.).

Obecnéji, nemé-li Z4dnd z obou Fad limitu, jest dud

“lim xp, > lim 4, = lim ¥, > lim y,,
n=o n=mwm n=oao n=w

aneb
\ﬁ lim 7, = Tim y, = lim 2, = lim y,;

in=w n=ow n=w n=o

pfi tom v poslednim fetézu nerovnin jest zniménko rovnosti zdroveil
bud jenom uprostfed, hud na jednom nebo na obou krajnich mistech
anebo konefné na %idném ze tfi mist v platnosti.

Obdobné ddsledky lze Ciniti, kdyz pro vSechna & x; < y:.

Z uvedeného nésleduje tato Casto uZitetnd véta: JestliZe od jistého
indexu pobinaje jest stdle xp << yr << 2z, (kde (z1), (y&), (2x) jsou fady

isel o nekoneiném pottu ¢&isel), pak *
lim «, < lim y, <Tim y, = lim z,. (0

V tom piipads, ze fady (zi), (vx), (#r) maji limity, lze tyto nerovminy
psdti ‘
lim z, = lim y, =< lim z,.

31. Nékteré dalsi véty o limitach. BudteZ ddny dvé Fady déiselné
@y g Ggy- ... 8 by, by by, . ... Rada (bi) budi# fadou stdle rostouci

a to nade viecky meze. Sestrojme ze élenit téchto Fad dvé nové Fady

dr— Qp— ai
T = :=1,2,3,...
e = by — bk_,’ Yx v’ : L2, )
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Pak lze tvrditi: Fzistuje-li lim x,, existuje ¢ lim y, (pro lim » — o)
« obé jsou si rovny.

Oznatme — jako v odst. 29. — -horni resp. dolni hranici mnoz-
stvi tiselného, obsahujictho ¢isla x;, x; 41, ai4a,..., znatkou I ; resp.
m,. Pak miZeme psiti nerovninu

my EZn = M;; £=0,1,23,.
aneb nahradime-1i dle rovnice (») r, piislu¥nym vyrazem a nasobime-li
zdroveii jmenovatelem toho vyrazu, ktery jest kladny
My (s —bigk—1) =g —a; i1 = My(hy sk —bjyr—1);
k=0,1,23,..
S#ftdme-li tyto nerovniny psané pro =0, 1, 2,...., p, dostaneme
by — D)= airp,— a1 = M) (biyp — b))
a d&lime-li &slem 3, 1, po jednoduché dpravé .
oy B bios o Yitr < ap, 4 U1 — b
N Oh+p biyp —_ bi4p

Piejdeme-li v téchto nerovnindch k limité pro lim p — oo (viz piedch.
odst. rovn. (7)), majice na paméti, ze b, roste nade viecky meze s »,

m, Slim 2 < Tm % < M5
(P tom jsme v prostfednim tlenu zavedli misto 4 4+ p rostouciho nade
viechny meze zkritka »). AvSak i za A miZeme si zvoliti ¢islo kladné
celé, libovolné veliké, Ptejdeme-li tudiZ v posledni nerovniné op&tné

k limité a to pro lim 4 — oo, médme konelné (viz definici nejvitdi a
nejmensi z limit, odst. 29.)

(p an — an QAn a an —
lim -2 —2=! < lim 2 Zlim 2 <lim ;- —2—1

n—mb _bn-—l n—w N n=o bn n'—mb _bn—l

Nerovnina tato se redukuje, kdyZ existuje lim zy (t. J. kdyz lim x, =

lim «,) na rovnost
. On— Qn. . a
lim . 2—2" 1 — lim -2 ¢))

n=w ”n_“bn_:el n=w bn’ =

jez se méla dokézati. .
Zvldstni pripady: 1. Kladme v (I) by = k. Pak

lim (a; — an—;1) = lim a—n", an

n=w n=wo _—

existuje-li limita na levé strané.

e
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2. Klademe-li v pfedchdzejici rovnici misto o, vyraz log a, a ve
v¥sledné rovnici od logarithmu piejdeme k &fsldm (odst. 20. (3)), obdrzime

lim %2 = Iim Vg 11y

n=wo Up_1 n=w

za predpokladu. Ze limita na levé strand md vyznam a Ze &fsla a, jsou
vesmés kladn4.

*3. PoloZme do (I) misto a; resp. b, vyrazy a, b, + a, b, +....
~+ ay by resp. b, + b, 4 .... + bi Dostaneme:

. . hy d+ay by +...04+az b .
lim », = lim 77 2 72 S 1v
nl=a: p —a] l)1+ll2+...-+bn ( )
za pfedpokladu, Ze ekistuje lim o, o Ze soudet », 4+ b, + .... 4 By
roste s & nade viechny meze. Klademe-li v poslednf rovnici specielnd
by =0b,=....= I, = 1, ziskdme vztah
lim p = lim ST % fl' SR il IVY)

4. Jsou-li ap i by Cisla takovd, Ze lim v, — o, im0, =10 pro

lim n = oo, miZeme dle pfedchdzejicich vztahi dokdzati, Ze
.1 :

ll_m w @ botabiitaglbn_+....4+aad)=ab (V)
‘ Zavedme misto &isel a: ¢isla e; rovnici ap — a + e¢x; pak jest
lim ey = O pro # — co. Lze potom psdti: -

W

‘%(al b,,+ a,2bn_1 + L + a, l;l)f:a bl + 1)2 —|;t....+bn

e, I/ + €, bn—l + SRS + Cn I)l

n

+

+

Kdyz » roste nade viechny meze, md prvni ¢len posledni rovnice dle
(IV’) limitu « b. Druby €élen méd za limitu nullu, nebot jest co do abso-
letni hodnoty men$§i ne% vyraz

el Hley 4o ot lenl

"

B

)

pii ¢emZz I3 jest bhorni hranice absolutnich hodnot ¢fsel bi; viraz pravé
napsany mé4 za limitu pro » — oo nullu rovnéz dle (IV’)

Pozndmka. Zdkladni vétu tohoto odstavee svrchu dokdizanou lze
ponékud roz§ifiti tvrzenim, Ze jestliZe lim z, = oo pro n = oo,
ilim y, = oo.
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Zv14sté pak jest, jestlize
m —% = co ilim V= oo

n=owo n-—1 n=w

32. Priklady pro poditani limit. 1. priklad. Jest vypotitati lim 2~
pro # = oo a z = 0. Jsou tfi pfipady moZné:

a) 0 < z < 1; pak fada «', 2%, «%,.... jest fada isel kladnych
stile klesajicich a m4d tedy jist® limitu (odst. 27); oznaéme-ji «. Mame

pak . .
lim 27 = ¢, im 2* = 2* lim 2"~ = ' lim 2" =— & «/,

kde 2 jest &islo celé kladné libovolné zvolené; jest tedy
e—=azt, « (1-—2)=0, a =0
a hledand limita_jest rovna nulle..

1) x> 1; pak fada z', z* 2% .... jest fada Cisel v&tSich neZ
jedna a stile vostoucich a to nade viechny meze; nebot kdyby byla
lim 2" = g, bylo by # > 1 a zdroved [im 2” = z* lim &"~* = x*
atedy p=2§ a?"-, coZ jest memozno (nebof pravd strana jest vétSi nez
levd). Jest tedy nutné (odst. 27.) lim 2" — oo pro # —— o0 2 z > 1

¢) z = 1; pak viechny ¢leny fady r, =° 23,.... jsou rovny jedné
a lze je psdti v tomto piipadé lim 2* = 1.

Porzndmka. Doporutuji ttendii, aby vysledky prdvé odvozené od-
vodil je§td jinfm zpisobem. Piipad /) vyplyvd ku pf. snadmo z v&ty
binomické, klademe-li x =1 4 &, 6 > 0. Pak jest 2" > 1 + nd, véta
b znova dokédzina. 7Z b) viak plyne snadno a), nebof, je-li z>1, jest
2—!' <= 1 a naopak. Rovnéz doporuéuji, aby ¢tendf véty obdobné odvodil
i pro pHipad z << 0.

2. pfiklad. Jsou-li ¢lenové Fady w,, w,, uy,.... jeZ jsou vesmés
¢isla kladnd, aspoii od.jistého indexu poéinajic, stile mensfi neZ jisté
éfslo e, jeZ jest mendf neZ jedna, jest

Hm vy ong .o wg =0,

Véta tato vyplyvd jakozto jednoduchy disledek z vysledku piikladu
piedchoziho a ptenechdvim podrobné provedeni naznateného dikazu
Ctendfi. 7 véty té nédsleduje ku pf.
. x" '
| e it @
at jest o jakékoliv kladné ¢islo. Dostati totiz v oné v&té klasti

_ T ¢ _
W= S g U= g
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@

AvSak potom jest
. x 1 "

Up =~ < 5 Ppro véechna . = 2 =,

odkudz tvrzeni () nasleduje.

3. pFiklad. Jsou-li v, v,, v,, v,,.... tisla vesmés kladnd, a je-li
agponi od jistého indexu potinaje stile

b > ', kde o’ jest Bislo vetst nes |,

jest lim v, = co. Jestlize véak od jistého indexu potinaje jest stdle
1.:_k1 < a, kde « jest tislo mensi nez 1,

jest lim v, = 0. Véta tato plyne z predchizejictho pitkladu, kiademe-li

Uk = Vi :le—y, pro k= 1.

4. priklad. K stanoveni lim V;,- lze uziti véty HI. odst. 31. Dle
ni jest
n

n
lim \7%'= lim

n=ow 1=wm n—.l

= 1.

Podobné lze stanoviti limity vyrazd \/n® a pod.
1P 20 4804 4ur

nP + !

za ptedpokladu p = — 1 vypolteme snadno na zdklad® véty (I) odst.
31., klademe-li tam a, = 17 4+ 2P 4 3P ++ ..., + nP, by=2P + 1; i jest
limita vytéend rovna

5. pFiklad. lim

neP . nr
nh=n:n P+l — (3 — Lpt? e P+ Dur—l@+Lpnr—1+...,
1
T p+41

Z toboto vysledku, ktery jest tu odvozen toliko pro p celistvé, av8ak
platn¥ jest pro libovolné redlné p (jakoZ nisleduje snadno z rovnice (8)
odst. 37.), ndsleduje, Zze soulet S, dany vyrazem

1 1 1 1
S,,:T;—I-%—'—'g’—,-*— ....+,n—p

(p zaménéno tu v —p) roste, je-li p << 1, nade vSechny meze a to
v prvnim pfibliZeni jako

2l—p

1—-p°
Zeipro p — 1 v{raz ten roste nade viecky meze vyplyne z tvah odst. 38.
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6. pifz’klad..UvaZuime fadu Cisel x4, které dostaneme, kdyz v ti-

tateli a jmenovateli. zlomku

2.2.4.4.6.6.8.8....
1.3.3.5.5.7.7.9....

podrzime prvych / Ciniteld. Dostdvdme po Fadé é&isla

2 2.2 2.2.4
1‘1—‘1_’ w2:—1'3, w3:r3.—3,..
2.2.4.4..... 2k . 2k

=T B B () @)

Maji, jak patrno, = s lichfmi indexy ponékud jiné vyjidfeni nez z se
sudymi indexy. Utvoime podil dvou po sob& ndsledujicich x se sudymi
indexy, jakoz i podil dvou po sob& nasledujicich x s lichymi indexy
Jest
ek 2% . 2k 4
Tu—s  (2k— 1) 26+ 1)~ 442—1

Zoxpr __ (2k+2)° 26 4k -4k <
o1 (264 1) 26+ 1) 4k2441+1

1,
a tudiz

Jest pak déle o << z91— <<x,, i jest fada z,, x,, z,,... Fadou &fsel
shora ohranitenou a stoupajici a md tedy limitu; oznalme ji a. Rovnéz
z obdobnych divodd md fada x, =, =x;,....limitu a’. PFejdeme li viak
v rovnici '
Ton — 2k
. %= T - gy

k limit® pro lim % = oo, méme a = o’. Mi tedy Fada tisel x,, 2, 75, ...
limitu. Limita tato jest, jak na riznych mistech v nédsledujicim se uka-
zuje, &slo 1= (Wallisova formule). *4 oetv7. G2

33. Néktera uziti obecnych dvah o limitich, zvlastdé na vypocet
¢éisla e~
Budiz déna fada ¢isel v, vy, v,,.... Virazy
x ] x? x x? 23
"'1=1+T, 12:1+T|+w1 Yy :1+TT+W+3_17 .
a obecnd

xﬂ wa

— z zt
i/l.-—-]. +T+—2—T +3—!+....+m.'
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Pfedpoklddejme 2= 0. Pak jest v, <<v, <<v, <<.... a Fada tsel r,
jest Fadou rostouci. Vezméme zdroveii v tvahu Fadw &isel ¢y, kde
bt z . z° ak+1

=utihtricy - ttmtarte +/' R

a vySetfujme, zda tato Fada jest snad rostouci &i klesajici. Vypolteme
tudiz rozdfl +'; — v';_, a dostaneme

2k+1 ak ak
e TN Sy s Sy Xl oy sy

__gkH 1 1-
k! ( k+1—z _/;——:c)'
Vyraz tento jest zdporny, je-li » = ». Budiz %, to z celych &isel vé&tsfch
neZ x,-jez jest ku x nejblize. Pak Fada v'kyy ¥'rg4r, 'igto, - . .. joSt
fadou klesajici. PonévadZz pak ¢'; =0 (aspoi pro v8echna %> /), jest
tato fada zdola ohranilena a existuje tudiz lim ¢’ pro %= oco. JelikoZ

‘pak i rostouci fada v, jest shora ohranféena (nebot v <<v'; <@ ko Dro
k=1, jest 1 lim v; pro k—oco. Aviak

G tedy Hm o', — lim , = 0
I * Y I v — =0

Zavedeme pak (se zietelem k tomu, Ze limita stanoveni zavisi na x)
-prozatimné toto oznaceni

V' — v =

F,.=1lim v, =1lim +,.
Pfi tom jest zdroveii F. horni hraniei pro mnoZstvi Eiselné obsahujiei
- &leny fady v, (a dolni hranicf pro (¢'i), & = ko

34. Uvazujme nyni opét za pifedpokladu « = O fadu &iselnou "y,
Upy Ugs e oo , kde wp _(1 + ——)m

m

Rozvineme-li vyraz na pravé strané dle binomické pouéky, dostaneme
na pravé strané cleny tvaru (m = 0 a celé)

_{my oz m@n - 1) (m—2)....0n-k 4+ 1) z*
‘(k:( = - —p =

k) mt T k! mE T

1 2 E-1\zk

Upg=14a +a,+....+ &n.

takze jest

Podobné jest
Un 1=l 4+, +s+....+n +&mst1,
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kde

o 1 2 - F— 1 ak

Cisla @, o'c jsou kladnd a o'x = ;. Jest tedy wm 4 1 = wn . Rostou
tedy ¢lenové fady (ui) zdrovefi s indexem. Jest vSak také

k
<7/ &
a tedy .

° Uy << Um , kde vn jest vyraz stanoveny

v pfedchozim odstavei. Tim spiSe jsou vSechna u, mensi neZ bornf{ hra-
nice &isel vy, jiz jsme oznalili E,. Jelikoz fada &fsel (u, ) jest Tadou
rostouci a shora ohranitenou, existuje lim «x prol — oo a zaroven jest

lim w, = L,.

D—o

I14e to 4+ ... ¢va: <o L o<<
Budiz v této nerovniné % Cislo pevné, pfejdéme pak na obou strandch
k limitdm pro ten piipad, Ze m roste nade vSechny meze. Limitu o
k

vypotteme na zikladé véty 4. odst. 30. 'a obdrZime pro ni vyraz fc;'

a tak dostaneme (snadno nahlédneme, Ze ve vysledku netieba vedle
znalky << psiti znaménko rovnosti) '

AvBak jest také -

v << lim .

Jest tedy limita fady u, vé&tsf nez ka?dé é&islo vy, zdroved viak jest
menSi nebo rovna horni hranici pro tato éfisla; jest tedy nutné
lim u, = E..
Specielné pro z — 1 dostivime za limitn pro analysu dalezité
&slo, tislo I, jez znatime e; pro toto €islo tudiZ mdame vztahy

o 1 \ar
oT! e—m11=ni (1+7t), (1)
t -1 1 i 1
1+T!+W+""+E+(/¢+1H<‘e<l+ﬂ+
1 1 1
Tttt )

Druhy z téchto vztahii jest velmi zpisobily pro numericky vypocet ¢isla
e. Pro k=10 dostivime po kritkém poltu 2-7182818262 < ¢ <C
<< 2 7182818287, tnZ e stanoveno na 9 cifer. Piesn&jsf hodnota pro
e jest &islo . _ '

e — 2-71828182845904523336.. . .



35. Vygetfujme nyni limitu

lim '(1 + i)“"

=g Up
kdez «a, jsou Cisla redlnd s indexem rostouci nade vSechny meze. Budiz
An Cislo celé takové, Zze A,+ 1 jest prvé tislo v pofadi ¢&fsel celych,

které jest v&t3 neZ a.; jest tedy 2, = a, << 4, + 1. Pak jest stile
za predpokladu = = 0 (je-li » jiz tak veliké, Ze a, = 1)

Z  \An z o VAn 4 1
() <(ra) =)
aneb ’

o) T <)<

< (1 +%)ln (1+%).

Prechdzime-li nynf k limité pro » = oo, jest tfeba uvaziti, Ze celd tisla
4z 8 % rostou nade vSechny meze a Ze tedy levé i pravé kiidlo poslednf
nerdvniny md limitu £, a tudiZ i prostfedni vyraz; t. j. Ze

lim (1 + —-) =, pro lim a, = oo, (s}
at jest a,, a,, «,,.... jakékoliv fada &isel redlnyeh majicich vyttenoun

vlastnost. Kladme nyni v (s) misto a, soudin a, z (coZ jest moZno,
nebot i lim a, # = oo); ohdrzime

lim (1 n ai) .

n=—o

Aviak dle 9. odst. 30. jest
lim (1-|--al—‘) Jhm(1+ 1)”}—Jv, —

n—=aw lﬂ =] 'n
t. j. £_ jest rovno z-t¢ mocniné éisla ¢. Dospivime tedy k vysledku
platnému pro kaZdé kladné = <<=n
x| 2t " x z z? "
T D=2’ ®

X . T x? A,
[ ZDIE]:,(1+—1—!—+-2—!'+.. —l——J;-

nlt’

()
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Vysledek (s) 1ze je3té pon&kud rozsffiti. BudiZ lim «+, = — oo pro n = oo
a zavedme ), — — a_ (pak limb, = oo). Jest pak postupné (za predpo-
kladu, ze z neni rovno Zddnému z b))

b

a —b -
2=t () o 2 =

: b —x L X

nebof lim (b, — x) jest rovnéz oco. Jest tedy pro z >0

lim l-l-Tzc—)'l pro lima, = + oo (s1)
aviak ’
a —a 9—1
— I\ n x n‘
(1+ 28 ={(+ =) ]
a tedy

. -z ﬂ"_ xX\—1__ —r1 ~
nll=nl(l+ ('n) —(L) =€ pl'o :l:/O
‘2 vyjsledek (s) platny pro = kladné i zdporné. Platnost vztahu (£) a
() jest viak omezera dosud na z = 0.

Pozndmka. Dokézali jsme, Ze oba vfrazy pti £ >0

u, = (l + —%) , u') :(1 -I—:ain)

maji za limitu e, kdyZz celé ¢&islo » roste nade viecky meze. Prvni
vyraz s rostoucim » stile roste; jsou tudiZ v3echna u, mensi neZ e~
Obdobné tvrzeni lze utiniti i o »' . Tu jest nejprve po smadném poltu
u'h . 1 z°® )—"
w (l + 42

n—2x
n

7

a jest tedy o', <<u’,, jeli jen z << n. Jest tudiZ Fada Cisel u"k, kde
L probfhd po fadé Cisla », 2n, 22n, 2%, .... fada Cisel klesajicich (pfi
0 <z'<n); jelikoz pak m4 za limitu e, jsou vSechna ta ifsla vétsi
nez ex. MuZeme ndslefkem toho psdti celkem tyto nerovniny platné
obé pro n celistvé“a druhd pro £ mezi 0 a n
‘ e\ . z \""_
(1+7)<e,x>0;(1+_—") >e¢, n>z>0. (v)
. )
36. Prirozeny logarithmus. Je-li er —= 4, jest dle definice logarithmu
z logarithmem &fsla 4 pfi zdkladé e; sluje pak « pfirozeny logarithmus
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tisla A. PH oznatent ptirozeného logarithmu se index e, znadief zdklad
logarithmicky, vynechdvd a misto x ==log, A se prost& piSe

z = log A. 1)

Zpravidla také v pojmenovdni se slovo pfirozeny vynechdvd a mluvice
v analysi o logarithmu (neuddvajice zéklad), mdme na mysli logarithmus
piirozeny.

Je-li mezi x a A vstah (1), miZeme nerovniny (v) pfedech. odst.
psiti.takto (n resp. n’ budtez v ndsledujicim &fsla celd) bactad )

(1 +—;) < 4, (1—1) > 4,

jez platny jsou, kdyz z>0 a tedy A= L (pii posledni se vyZaduje
jedté n > ). Z nerovnin téchto vypottem vyplyvd '

1 . 1
x<n(A;—1), r>—n (A—_"—l); z>0 A>1
aneb
1

—n(A‘?—1)<1ogA<n(A %-«1); 420. (25

V téchto nerovnindch netfeba jiz pozadovati, aby (kladué) &islo 4 bylo
vét3f nez I. Nebot predpoklddajice 4, << 1, mizeme do nich dosadit

1 . . . -
A:A—; po snadné dpravé dostaneme mnerovniny stejné, pouze misto A
1

jest v nich 4,. Rovnéz netieba pozadovati na levé strané, aby n=>>log 4;
nebof levd strana strana s rostoucim » roste,*) platna-li je tedy nerov-
‘nost pro n>log 4, tiin spife bude platna pro » — log A.
Oznatme pro kritkost
1
w, =n (A= —1).

v 1 _L
*)'K ditkazu toho posta&i ukazati, Ze —n(A_;—i) <—n' (A n'—l) pro
’ . 1
A>1 a pro #’>n. Klademe-li v této nerovniné 4 227=15, jest b <1, a nerovnina
obdrzi po jednoduché upravé trvar
1" 1"
<
H n

aneb
nl—1

RO LA T ot e SPAOTE: oL i

Y : n

1

?

ve kterémz jest 16méF samoziejma (pfi 0< 6<1 a w’>n). Treba jenom uvazili, Ze
na pravé strané jest arilhmeticky sifed » &isel, na levé strané pak stred n! &isel;
polom vzdjemny vztah téchto dvou skupin &iselnych.



Pak jest —. bud opét pro okamZik 4 > 1, log A>0 —

w 1o 1
I =4, L —1=Ar—1
w_, w_, .
a tedy
w, ) 1
1i1_n( — l)zhm (A" ——1):0.
n=-=» \1U_ n ! n== \
Mé-li viak podil
* ”"n — W5

w_,

za limitu nullu, musi nutué CEtatel miti limitu rovnou nulle, jelikoz
jmenovatel jest ¢islo kladné men3i neZ log 4 = 0. AvSak &itatel jest
soutet dvou kladnych &fsel i, —log 4, log 4 —»v__, musi tudiz i kazde
z téchto dvou {isel mitl limita rovnou nulle; t, j.
PR 1

lim # (A"_——l\):log A, lim—u(A__"_— l)zlogA,*) @
timz vyjddfen pfirozeny logarithmus éfsla # ve tvaru limitnim; vysledek
odvozeny pro 4 =1 roziffi se snadno (podobné& jako p]atnost nerov-—
niny (2)) i pro 0 < 4 <1.

7 nerovnin (2), klademe-li tam » —1, .'—=1 -+ £, dostaneme
1+§<]oo(l—l—£)/§ (3)
Klademe-li ve (2) #=2, A=1+§ a uvdzimeli zdrovei, Ze pii
[§] <1 jest ‘

1+ 3E—58 > +87
iakZ snadno umociiovdnim se dokdZe, obdrzime

g n
§-b1+g<loo(l_+§/\§— 5‘ pro |§|<1
Omezime-li pfi tom £ na intervall jesté uzsf (—3, }), miZeme psati
log(L+8=¢—08, ;<0< |E] <3 (4)

kterfzto vztah ndm pozd&ji hude uZziteiny. Pro @ docilime pozd&ji jinjmi
prostfedky hranice jes§td uzsi.

Ukol. Dokazte vychdzejice z (1) fundamentdlni vlastnost logarithmu
(log AB = log A + log B).

*) h‘dyb.ychom chteli piedpokladali v dusledku pfedch. poznimky pod carou,
ze w_, mé limitu jukoito veli¢ina s n roslouci, mohli kycliom k tomulo vysledku
mnohem rychleji dospeti.
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37. Vysledky v odstavcich predehdzejicich odvozené ném dovoluji
stanoviti nékteré limity. Z (¢) pro » — 1 mdme nerovnost
1
1 —x i—=
Tyto nerovnosti vyZaduji > 0 a mensi neZ 1; pfejdeme-li v3ak od
nich k pfevratnym hodnotdm, dostdivdme

1+x<e<]-l-

l—r<<e " ——,
1—|—:c

coZ jsou nerovnosti identické s pfedchdzejicimi az na zdménu x v — .
Jsou tedy nerovniny

1+w<ex<1T

platny pro kaZdé x, pro néz | z | << 1. Tedy jest téZ stile pfi = << 1

e —1 1. & —1 1
1<—x—<I—_—x pro 2>0 a 1>— >1—, Pro z<<0.
Je-li tedy 6,, 0,, 0y, . . . . libovolnd Fada &isel mnjici za limitu

nullu, jest

, g,
“ lim 2 (,.--1:1 pro limd, =0 )

Z (3) odst. 36. vyplfva stejné
1o log(L 44
. lim ‘

© m=w> &

—1 pro limé =0. (6)

n=cuw

n

Limity tyto lze vSak také snadno jednu na zékladé druhé Vypoéitatl
coz doporutuji &tendii.

Uvédzime-li, ze (pii « =1 a 6,540)

a'n — 1 % l0ga —1 1
5 = 5 Tog a dogae = i —log a,
jest ihned patrno 7
lim adné;_—l— =loga pro limé, =0. (T

Podobné jest
I S I T

—_— —_— - ————— s
d, nlog(14-4,) 9, '
¢ —1 log(l + 6)
= - . e u
0" 0

n n
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a tedy (nebot lim 0" =0, je-li 6", = wlog (1 +9,)

14 0)'—1
limii-—:‘u. (8)
617
38. Zabyvejme se jesté Fadami a,, ay, ay,....; by, by, by. ..., kde
1,1 1 1 _
ak—T+-2—+—g‘+ ..... —'—7.;”—100].
11,1 1
=ttt ——logk+1).
bh=1t+gt+gt+.. A p—lgl+)

Je pak a, — b, =log (k4 1) —lqg k, tedy o, = 1,. Dile jest

1 1° 1
o = 0= — Nog (b 1) - 10g b g = —log (1 )+ oy
Aviak (odst. 36., (3))
1

x . 1 i
log (1 _|_I)>1—+—w, tedy ]08(1: +T)>1 4k’

odkuds a,,,—a, <O a a,,, <« Obdobné (odst. 36., (3))

b~ b,_ :—;’——log &+ 1) +logk:%_log(1+ ,i)

1
a b, >b,_, . Jest tudiz fada Cisel «, Fadou klesajici, fada &, stoupajici;
prvéd jest z dola ohranilena a, >0, =10,, drubd s hora b, <@, a maji
obé limitu. Limity tyto jsou stejné; jest totiZ

lima, — limb, = limlog" =0

n=«x n=c nD=w n

1

islo pak jimi stanovené sluje Eulerova konstanta oznatovand pismenem C.
Jest tedy
. 1 1 1 1
“ ¢ =lim (T+§+§+ : ..—|—7{—10°n)_
|

n=x=x

()

| =lim (-i-+%+%+...+;l-— 1og(n+1)).

i n=uw=
DokaZzme z tohoto vysledku, ze
. 1 1 1 1 1 1) .
log 2 _nh:ui(T_?JrE_ZjL . ‘+§T—1_'ﬂ)' ()

Utvofime-li vyraz a,, —3ja, a pfejdeme-li k limité pro lim n = oo,
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dostaneﬁle po jednoduché dpravé

1 -1 1 1
L2 pu— H 1 .
+ C ,10g2_n11=n:°(1+3_|_b_|__“_ 5 ,10871)y
plimo pak z (u) nasleduje
L — 1 1 1 1 1 1ac i
EC-_HIEL(2+4—|—-6—I—....—|—QM 510.,)4).

Ill. Souéty nekoneénych fad, nekoneéné soudiny.

39. Budiz dina fada w,, u,, uj, cie. O nekoneiném pottu élexij@
a utvoime soutet prvych % &lend této fady

s,=y +uy +uy+ .. u,. (1)

Volime-li za & postupné viechna &isla 1,2, 3,.... (pii &emZ s, = u,),
dostaneme novou Fadu s,, sy, 8y, . . .. T0VvD&Z 0 nekoneéném poltu lend;
md-li palk tato Fada Nimitu rovnou éislu s pro limn = oo, t. j. jestlise

lims, =3, (2

Fikdme, Ze nekoneéna rada

LI R A ST S R 3)
konverguje. a Ze jeji soulet jest s. Neexistuje-li limr s pro n=—oo, Fi-
Fdme, Ze nckoneénd fada (3) diverguje. Rady nekonefné, které konver-

_guji, sluji kritee fady Lonvergentni; ty, které diverguji, divergentni.

Rovnici (2) pifeme téZ Easto ve tvaru -

s=u, F+u,fug+....4u +.... '\4—)
Priklady. 1. Rada nekonetna
1+2434+44....

divergujev. Nebot s, =21n (n -+ 1) roste s # nade vSecky meze.
2. Rada '
Cuge D141 —141 14 4= TH. ..
diverguje, nebot s, =0, s, = 1; soulty s, maji stifidavd hodnoty
0, 1; nemaji tudiZz limitu.

3. Rada .
VI+V2—=VD 4+ VB—V2) + (V4 —=VB) ...+ (VE—=Vi—D) +....
diverguje, nebot s, =\ #, lim s, = co pro # = oo, nemd tudiz fada ¢isel
s, limitu. Radu tuto miZeme psit téz ve tvaru

1 1 1 -1 1

VirVo Tvav Tvene TV T T =T

2k +1

F.o..
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