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dostaneﬁle po jednoduché dpravé

1 -1 1 1
L2 pu— H 1 .
+ C ,10g2_n11=n:°(1+3_|_b_|__“_ 5 ,10871)y
plimo pak z (u) nasleduje
L — 1 1 1 1 1 1ac i
EC-_HIEL(2+4—|—-6—I—....—|—QM 510.,)4).

Ill. Souéty nekoneénych fad, nekoneéné soudiny.

39. Budiz dina fada w,, u,, uj, cie. O nekoneiném pottu élexij@
a utvoime soutet prvych % &lend této fady

s,=y +uy +uy+ .. u,. (1)

Volime-li za & postupné viechna &isla 1,2, 3,.... (pii &emZ s, = u,),
dostaneme novou Fadu s,, sy, 8y, . . .. T0VvD&Z 0 nekoneéném poltu lend;
md-li palk tato Fada Nimitu rovnou éislu s pro limn = oo, t. j. jestlise

lims, =3, (2

Fikdme, Ze nekoneéna rada

LI R A ST S R 3)
konverguje. a Ze jeji soulet jest s. Neexistuje-li limr s pro n=—oo, Fi-
Fdme, Ze nckoneénd fada (3) diverguje. Rady nekonefné, které konver-

_guji, sluji kritee fady Lonvergentni; ty, které diverguji, divergentni.

Rovnici (2) pifeme téZ Easto ve tvaru -

s=u, F+u,fug+....4u +.... '\4—)
Priklady. 1. Rada nekonetna
1+2434+44....

divergujev. Nebot s, =21n (n -+ 1) roste s # nade vSecky meze.
2. Rada '
Cuge D141 —141 14 4= TH. ..
diverguje, nebot s, =0, s, = 1; soulty s, maji stifidavd hodnoty
0, 1; nemaji tudiZz limitu.

3. Rada .
VI+V2—=VD 4+ VB—V2) + (V4 —=VB) ...+ (VE—=Vi—D) +....
diverguje, nebot s, =\ #, lim s, = co pro # = oo, nemd tudiz fada ¢isel
s, limitu. Radu tuto miZeme psit téz ve tvaru

1 1 1 -1 1

VirVo Tvav Tvene TV T T =T

2k +1

F.o..
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4. Rada geometrichd.
atagtaq®+ag®+....+ag" " 4

m4 za soutet prvych % ¢lend pro g3+ 1
k

q —-1 a a q
R e S
Jest .
Hh:%'sn_l_q l_qn]Lmq _1‘_g pl‘O]q] ~ T

Kdyz | ¢ | = 1 vzrusta absolutnt hodnota soutti s, nade vSecky meze
s indexem a Fada geometrickd jest divergentni. Jesche kone¢nd ¢ =— + 1,
pak fada geometricki se redukuje na Fady

atata+t...., resp. a—ata—a—+...,
.z nichZ v prvé s, vzristd nade vSechny meze, v druhé s,, =0, s,, _, =a.
V obou pifpadech nenf tedy lim s, pro » = oo a Fada geometrickd diverguje.

5. Jiny piiklad, kde stejn& jako v pfedchédzejicim dovedeme stano-
viti s, a tak pfimo rozhodnouti konvergenci fady, jest fada o obecném
¢lenn

1 et
— . A celé Eslo. - yocc
R Py TPy ey R A

Patrné jest téz

1 1
"‘k—7[(z+k)(z+k+1)...(z+k+1—1)—
1
T GEFE+DGELEFD). R+ ,z)]‘
Stitdme-li vyrazy, jez z poslednfho dostaneme dosazujice za % po fadé
1, 2, 8,.., n, obdrzime po vynechini téch &lend, jez se vzdjemné rudf

1 1 1
Pe [(z+1)(z+2) NCE B PR | R (z+n+i)]

Odtud ihned nédsleduje, Ze lim s, pro lim # — oo vzdy existuje, Ze tedy
fada jest konvergentni a jeji soulet jest

lims =s= 1

1
1=a ° AGE+DE+2) ... @+
6. Nekonetnou fadu

1 1,11 ;
—+s+5s+s+oF x4+
. 1723 4

Petr, Diff. potet. 4

o
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nazyva_r_n_q»harmgmc_]gqy Ruda tato diverguje; nebot jest s, =1, ¢, = —32’—;
4
8, :sn+§+z>82+z+z—_-52+§ tedy s, >,
1 1 1 1 4 1_5
$ =sat+ g+ +7+’8—>34+§—34+T_g>§"

1 1 1 8 1
3'6:33+§+I6+"'+E>S“+]€:Ss +§>'c7

a-t. d. a obecné -
1
318 J-l—l- >0

oz}

t.

,z+2

Jelikoz v -této fads s,=s ,, kdyz n>‘21, jest patrno z vysledku do-
sazeného, Ze lim s, = oo a Ze tedy Fada harmonickd diverguje.

40. Nutna a postaéujici podminka pro konvergenci fady nekonecné.

Aby fada tisel s, s,, 8, ... méla limitu, k tomu jest nutno a postali-

telno, aby bylo lze ke kaZdému kladnému ¢islu ¢ nalézti celé Eislo =
tak, Ze nerovnost l

s

n n+pl<8 (5)

jest splnéna pro viecka kladnd a celd p. Z této véty (Bolzano-Cauchyovy)
vyplyvd ihned nutnd a postatitelnd podminka pro konvergenci nekone&né
fady (3). Dosadime-li do (5) dle (1), mime vétu: Nekoneind rFada u, +
dwy 4 u; 4. ... jest tenkrdte a jenom tenkrdte konvergentm, pFislu-
§i-Ii ke kaz”demu kladrému Eistu s Cislo celé kladné n tak, Ze nerovyina

lum_’_,1 +un+2+un+3+....+un+p[<e (6)
jest splnéna pro vsecka celistvd kladnd p.

Mizeme téz vysloviti podminkn pro konvergenci fady nekoneiné
(vychdzime-li od jiného tvaru véty Bolzano-Cauchyovy) takto: Nutnd «
postaéujici podminka, aby fFada (3) byla konvergenini, jest, aby ke
kazdému kl. éislu ¢ bylo lze stanoviti éislo N tak, Ze jest splnéna (6)
pro véecka n > N a pro viecka p= 0. (Uzito podm. (I) odst. 28)

Priklad 1. UvaZujme za pifklad k obecné této vétd opdtné Fadu
harmonickou. Zvolime-li si v (6) p—==, béif v piipadé Ffady harmonické

0 vyraz
1

n+1

+ +....+%.

n—+ 2

Aviak tepto vyraz jest vétSf neZ %, nebot kaZdy z » Clend privé na-
psaného souttu jest v&tSi neZ &len posledni (nebledé k poslednimu Elenu).
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Nelze tedy |s,—s,, | piiharmonické fade, at » si’zvolime jakkoliv,

udiniti men¥fm nez —;- p¥i libovolném p. Neni tudiZ splnEna nutnd a
postatujicf podminka pro konvergenci fady a fada harmonickd diverguje,
jakz jiz pfimo bylo zjidténo.

Priklad 2. Vy$etfujme za pfedpokladu « = 1 fadu
1 1 1 1
] —= ~& aeen = cenn 7
1 —!—2 + 3 + + P + (7

avyraz |s,—s,, |. Rozdil s, _-—s, jest kladny a s rostoucim p

veriistd, jak jest patrmo. Bude tedy tento rozdil tim vétdi, ¢im vetsf
zvolime si p. Volme Dejprve p—n,

' .1 n 1
S, —S§,. T st F_—am<5= .
=T + D* +°) et G S T
Kladme déle p = (22 — 1) n = 3n. Pak ku soudtu pravé vypsanému jest
pFidati tento soucet

1 1 2n 1
—a =t .. a =,
(2n+1)  (2n -I-?) (4n) (2n)" 27w
Uéiiime nynf p — (23— 1) » = Tn. Tu jest pfipojiti k pfedchszejicimu
soutet

1 1 4n 1

(4n 4+ 1)° + (4n + 9" Al (8 )" (4n)°‘ e

Ted bychom volili p =(2*—1)n, a t. d.- a jest patrno, Ze postupnym
zyySovénim &fsla p nikdy nedoséhneme pfi souétu s, , ——s_ soudtu této

-+
fady nekonedné ?
1 1 1 1 1
nu—l + 2a—1na—1 + 40&—1”0{.—1 + Su——lna—l + iGa—lna—l + et

To vSak jest fada geometricki a je konvergentni, kdyZ « = L (nebot
jeji kvocient jest %) Jeji soutet jest

91
(2a—1_ 1 na_—q
Tak jest
. 2&—1

[ sn - su+p l (2a— 1) a—l

pro viecka p,

.anebo jinak
| s,0—5,,,| <& pro viecka p,

. 2(1—1 .
kdyZ pro celé tislo » splnéna jest nerovnina na_1>(2°‘_1_1)‘ Pod-
. : —Ll)¢€

4*
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mince vétou vyslovené jest tedy vyhovéno; nebof ke kazdému kladnému
tislu ¢ pFisludf kladné &fslo » (vskutku jest jich nekonetny polet),
Ze a t. d.
Pozndmka. Jelikoz tedy fada (7) jest konvergentni pro « = 1, pro
o =1 pak jest divergentni (tu mdme fadu harmonickou, jejiz s, s ro-
stoucim % roste nade viecky meze) a, jestliZe «<<1, tim spise fada (7)
bude divergovati, vidime, Ze nutni a postalujicf podminka, aby fada (7}
konvergovala jest, aby « > 1.
Priklad 3. Rada
1 1, 1 1 1
T etz ats—
jest konvergentni. Nebof jest patrn® (vypisujeme v ndsledujicim na pravé
strané jenom nékolik prvych ¢lend)

| 5, — ,,+,,l—(n_le_]—.n_1|_2)+(n_1’_3—n41_4)—|—....

_ 1 (1 1
T nt1 (n—|—2_n+3)_

|< , aneb s — | <& pro viecka p,

i Tnm zz+p

Jest tedy [s, —s,

+ 1
je-li jenom n > % — 1. Soudet této fady, jak svrchu v odst. 38. doki-

zéno, jest log 2.

4l. Nékteré z definice primo vyplyvajici véty o konvergentnich
Fadach. 1. Piiddme-li k nekonelné Fadé konvergentnf (resp. divergentnf)
kone&ny pofet novych Elend, konvergence (resp. divergence) se nerusi.
Soudet nek. fady se pak zvét§i o soulet pfidanych ¢lend.

2. Obdobny vyrok lze uliniti, potlatime-li v nekonefné fadé ko-
neény poéet ¢lend.

3. Nasobime-li v3ecky ¢leny fady konvergentni - u, +oug ...
0 souttu s ¢slem a, dostaneme fadu au, 4 au, + . .. op&t konver-
gentni o soudtu as.

4. Jsou-li wy +u, + ..., v, F 1, + ... dvé Fady konvergentni
o soudtech s, t, jest (u, + ©;) + (uy + v,) + ... opét Fadou konver-
gentni a jeji soulet jest s ¢ Obecn&ji (pouZijeme-li zdrover predchd-
zejici véty) jest Fada (uu, 4 bv,) + (au, 4 bv,) 4+ . . . konvergentni
a jeji soutet jest as + bi.

. Jestlize fada w, 4 u, - . .. jest konvePgentnf, jest fada, kterd
vzonikne z nf, seskupime-li (setteme-li) vZdy n&kolik po sobé bezpro-
stfedn® ndsledujicich Elend v jediny tlen, rovnéZz konvergentni a m4 tjz
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soutet. Ku pf. fada (v, + u,) + (ug + uy) + (us + u;) - ... jest kon-
vergentni a o témZ soultu jako dand a rovnéZ tak Tada (u, + w,) -
—+ uy + (w, +ug) vy + (v, + w) 4+ ... Provedeme-li viak tuto ope-
raci na Fadé divergentni, miZeme z ni dostati konvergentni. Tak ku pf.
fada ‘divergentnf 1 —2—3+4+44+5—6—7+84+9—10—11-+...
d4dvd seétenim vzdy &ty po sobé jdoucich ¢lent (1 — 2 — 3 4 4) +
4+ 6—6—74+8+...—=0+0-+4... fadu konvergentni.

6. Jestlize Fada u, 4 u, +- ... jest konvergentni, jest lim u, =0,
pro n=oo. Nebot v ==s — s, a tedy limu,=lims, —lims,_ =0.
I z nutné a postalujici podminky pro konvergenci (viz odst. pfedch.)
vyplyvd véta tato, jak EtendF zjisti snadno. Opak této véty neni viak
platny, t. j. je-li limw, =0, nemusi fada «, 4w, + ... byti kenver-
gentni; jest to patrno ku p¥. na pf. 3. odst. 39. a na Fadé harmonické.

1. Jestlize konverguje fada absolutnich hodnot
I“ll_l_lual‘l'[“a['l'--') (e)

tim spise komverguje fada

”1+“2+ua+'-' )

Nebotf, aby konvergovala (), k tomu jest nutno a postatitelno, aby ke
kladnému &islu & piisluSelo &slo » tak, Ze jest

|y | 1w |+ o oo 1w, | <<e pro viecka p.
Jelikoz viak jest

Iu;,_\:- +un+-3+"'+ u'n+plél7/n+l|+|uu+2l+"‘+lun:’-p|

bude tim spife splnéna nutnd a postatujici podminka pro konvergenci
fady (¢) a véta jest dokdzdna. '

Konverguje-li fada », + w, + u, 4+ . . . soutasné s fadou | u, | +
G+ {uy | + | v, | 4+ ... tkime o nf, Ze konverguje absolutné; konver-
guje-li fada #, 4 », 4 ... a Fada absolutnich hodnot (a) zdrovei di-
verguje, mluvime o konvergenci relativni. Misto pojmenovini absolutni
a relativni konvergence uzivd se téZ pojmenovéni bezpodmineénd a podmi-
necnd konvergence. Té%Z se uzivd Casto pojmenovdni Fady semikonver-
gentni pro fady relativné konvergentnf.

Nekonetnd fada s kladnymi Cleny, konverguje-li, konverguje vidy
absolutn8. Rozhodnuti ostatné, zda nékteri fada komverguje absolutns,
spotivd vlastné na rozhodnutf, zda fada (), fada to s kladnymi Cleny,
konverguje absolutné.

JelikoZ Fady absolutné konvergentni maji daleko vétSi vyznam pro
analysu a praktické vypolty neZ fady relativné konvergentni, budeme
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se jimi ve znaln&j$i mife zabyvati neZ s témito. Z té pkidiny maji téz
zvlastnf vyznam pro nis fady s kladnymi €Eleny, jeZ také obecnym tvahdm
jsou sndze p¥istupnéjsi, a budou nisledkem toho v prvni fadé piédmétem
na8ich vySetfovéni.

42. Nekoneéné rady s kladnymi éleny. Jsou-li w, u,, s, ...
tisla vesmés kladnd, pak s, s rostoucim indexem stdle vzristdi a jsou
tedy jenom dva pifpady moZny; bud s, s rostoucim indexem vzristaji
nade vSecky meze aneb s, jsou stdle men3i neZ jisté iislo kladné M
(v kterémizto piipadd maji dle véty odst. 27. limitu) a Fada nekonelnd
konverguje. Mame tak vétu:

Nutnd a postaéujici podminka, by 7ada s kladm/mz cleny kon-
vergovala, jest, aby bylo Cislo kladné M talkové, Ze s, << M pro-
viecka n. Soucet Fady té pak nent vétsi mez M.

Z této véty ndsleduje: 1. Jsou-li w, 4+ u, + ..., v, + v, . ..
dvé #ady $ positivnymi Cleny a je-li druhd konvergenini, jest i prvd
konvergentni, jestlize pro viecka n jest u =wv, . Jeli u,=v, a Fada
v, + v, 4 ... divergentni, jest i Fada wu, + U, 4 ... divergentni.
Nebot v prvém piipadé (u,=v,) jest stile pro viecka » s, =1, kde

s;=u Fug+ .o Fu,t,=v, 40+, Fo,.
V druhém piipadé jest s, =t¢,.
9. Jestlize vada v, v, ... s kladnymi éleny jest konvergentni
a Jsou-la éisla kladnd a, << A pro viecka n, jest i Fada
) a,v, + a,v, + ayv, —|— ces (@)
konvergentni. Nebotf, cznadime-li soutet prvych n-tlenit tady privé vy-
psané s,, jest s, << Af, pro viecka n; je-li tedy stdle ¢, << M/, jest
<AM pro véecka n.
Je-li viak Fada v, + v, + ... s El. dleny divergentni a jsou-li
cisla a,= A pro viecka n, jest © fada (1) divergentni. P¥itom jest A
(stejné jako ve v&té pfedchdzejici) wurcité Zladné cislo.

g 3. Jsouli u G wy + oo oy vy F v ... nekoneéné Fady s klad-

MJHH cleny, je-li druhd z nich konvergentni a

‘f“ n+]s n-l-l
u. v

n o

pro viecka n,

jest i prvd konvergentni. Nebot z podminky této vyplyva
Yot < M
Vry  ¥a

U
Oznatfme-li tedy v—": «, jest , = a Fada u; +u,+... seredu-

n
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kuje na fadu e,v, + ory - a3y ..., kde viecka lisla « = a, a na-
stivd tedy dle véty 2. konvergence.
Je-li fada v, + v, 4 . . . s kladnymi éleny divergentni a
Yot Yat
uD T v!l
jest ¢ fada u, + uy 4+ . .. divergentni. (DokdiZ%e se obdobné.)
4. Rada u, + uy + ... s kladnymi dleny gest konve rgentni,
jestlize

’

o, — @yt =0, Pro. viecka n = m; )]

pri tom jest ay, ay, o5, ... Fada Lladnych Cisel, o uréité kladné &islo,
m kladné ¢islo celé. Nebof, klademe-li v této nerovniné postupnéd
w—=m -+ 1, m+ 2, ..., n dostaneme

U 1Yy ™ e m+2= W1
Conto¥mie ™ “mps¥mys = Oy
an'u u—l—l n+1 = au

odkud? plyne sftdnim v3ech t8chto nerovnin

“m+|um+l - an—l—l”'n+1 ; s (um+1 + um+2 + A + ’Nn) 1
aneb téz
am+lum+l>a(um+l+um+-2+"'+un):a(sn_sm);
t. j.
A
« - .
odkudz v disledku zdkladni vety tohoto odstavee vyplyvd konvergence
fady o, +u, +
Pozndmka 1. Privé tak, jako v pesledni v&té, statilo pozadovati,
aby zdkladni podminka (2) byla splnéna pro viecka kladnd, celd n, aviak
teprve Cislem n=:m-}-1 potinajic, tak i ve vétdch predchdzejicich statf
pozadovati splnéni pFislu§nych podminek pouze pro vSecka 7 = m.

Pozndmka 2. Véty 2. a 3. lze za predpokladu o existenci jistych
limit vysloviti ve tvaru pro praktické uzitf ¢asto pfihodn&j&fm. Tak vétu 2.
lze ¢asto nahraditi touto: Jestlize Fada s kladnyml éleny v, + v, -} .
jest konvergentni a je-li

s, <s,. - pro viecka n > m,

U
lim — —aq, kde a jest &slo kladné,

n—@ ’Dn
pak. jest i Fada wu, + w, 4 ... konvergentni. Je-li prvd z obou diver-
gentnf, jest. i druh4d divergentni. V prvé Zdsti této véty (tykajici se
konvergence) miize « bfti rovno i nulle. V druhé &isti véty (tykajiei
se divergence) miiZe a byt oo; pak oviem jde o limitu v &ir$im smyslu.
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Z véty 3. pak obdobné nﬁsleduje: JestliZe

lim 2241 < lim 2
pak z konvergence Fady v, 4 v, -+ . .. nisleduje konvergence fady
u, + u, + ... Je-li viak fada w, + u, 4+ ... divergentnf, jest i fada
v, + v, + ... divergentni. Znaménko rovnosti vedle znaménka << nelze
v této v8t8 piipustiti. Nebot jsou-li limity dvou ¥ad &iselnych sobé rovny,
nemusf byti Elenové jedné z téch fad stdle mensf (=) nez €lenové stejno-

lehlf druh¢ Fady.

JelikoZ tyto véty jsou témé&F bezprostfednim disledkem v&t svrchu
vyslovenych, netfeba ob&irnéji je dokazovati.

43. Néktera specielni kriteria konvergenéni pro rady s klad. éleny.
Z obecnych kriterif pfedchdzejiciho odst. 1ze snadno odvoditi zyl4stni, jez
se hodi k fastému pouZiti v pfipadech specielnich.
1. Kriterium d’Alembertovo. Volime-li ve vété 3. za fadu v, 4
+ v, 4 ... fadu geometrickou 1- g4 ¢*-}..., kterd jest konver-
gentni, kdyZ g = 1 (odst. 89., pf. 4.), mime vétu: Rada u, 4 u, -+ ...
o Eladngjch élenech jest konvergenmind, jestlize
Uppr - .,
I Zq<<1l pro viecka n=> m,
g jest jisté pevné Gislo kladné mensi nes 1, nezdvislé od n; m jest uréité
Gislo celd. ' ’
-2. Kriterium Cauchyovo. Rada u, 4+ u, + ... o Kladnych élenech
jest Lonvergentni, jestlize

Vi, = q<<1 pro viecka n = m.

Vyznam ¢isel ¢, s jest tyz jako v pfedchdzejici v&té. Platnost véty
Cauchyovy vyplyvéa ihned z véty 1. pfedch. odstavce, volime-li opétné
za fadu v, +v,+.. fadu geometrickou 14 q +¢%>—...

3. Kriterium Raabeovo (Duhamelovo). Rada w, +u, + u; + . . .

o kladnyel élenech jest konvergentni, je-ls

Yot1 o g _

u, n

pro viecka n > m,

pii tom vyznam ¢isla o jest tyZ jako v pfedchdzejicich dvou vétich,
« pak jest éislo kladné na n mezdvislé, Kriterium Raabeovo jest di-
sledkem véty 4. predch. odst., klademe-li v ni

w,=n— L
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4. Rada w,Fu,+u,-... o kladnych élenech jest divergentni,
je-li

u )
NEL L 2 pro viecka n = m, (o)

2
%, n n

pki tom jest p pevné na n nezdvislé Cislo redlnd. Dokd¥eme vétu nej-
prve za predpokladu p kladného jakoZto disledek véty 3. odst. pfedch.
"Klademe v ni .

R R —— |
a budeme poZadovati, aby celé tislo m>p—- 1. Z véty citované nésle-
duje, Ze Fada u, 4+ u, + ... jest divergentnf, kdyz

Yopr—r—-t_, 1 Y r
w, —  n—p n—p n n(m—p)’
tim spiSe bude divergentni, jestlize (p = O!)
o —g — P jebot < P
u, n n?? : 2 n(n—p)

Ze fada, jejiZ obecny tlen jest v,, jest divergentni, patrno z toho, Ze
tlenové jeji o indexech vé&tdich neZ m jsou v&t&i nez stejnolehli &lenové
fady harmonické.

JelikoZ nastivd divergence, je-li splnéno (¢) pH jistém p=0, tim
spife nastane divergence, je-li (¢) splnédno pii p =0, a nastdvd tedy
divergence, af v (o) jest p jakékoli ifislo redlné.

44, Ke kriteriim prdivé odvozenym druzi se kriteria limitni pro
fudy s kladnymi éleny. Jest patrno ku pt., Ze existuje-li
Uy
lim —= << 1,

n—w "n

. ” ,
bude od jistého indexu potinaje pomér iﬂ stile mensi neZ jisté Eislo

g, joz jest mensdi pnez 1 (dle definice limity)) Tak miZeme vysloviti

! . < . . , PR, o u ' . .
o limitng kriterium d’Alembertovo: Md-li pomér T’;'L pro n=oo limitu
n

mendi nes 1, jest fada u, + u, 4+ . .. konvergentni.

Podobn&: Kriterium Cauchyovo: Existuje-li lim\u, pro n= oo
a je-li mendi nef 1, jest vadu u, + u, + . .. konvergenini.
Kriterium Raabeovo. Jestlize jest
\ (12
limn( —\—"ﬂ)> 1,
‘n=w ’Mn .

jest fada u, 4+ u, + . . . konvergentni.
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K tdmto kriteriim konvergence se poji je§té limitni kriteria pro.
divergenci. Rada u, + u, 4+ u, + ... diverguje za predpolkladu, Fe pii-
slusnd limita exvistuje): .

D

=2t — 1, (d’Alembertovo kriterium).

n

1. Jestlize lim -

n=wo U

2. Jestlize lim \/u > 1, (Cauchyovo kriterium).

a=wm

u
3. Jestlize lim n( 1 —1L6+—1> < 1, (Raabeovo kriterium).

1w
4. Jestlize lim (1 ——;—i“) n® existuje ameb aspoii jestlize:

vfraz za znaménkem limitnim- od jistého indexu potinaje jest stile men3i
jisté tislo p.

Treti a Etvrté limitnf kmtenum pravé uvedend jsou diisledky svrchu
dokazaného kriteria 4., prvni a druhé kriterium limitn{ jsou téméf samo-
ziejmy. Nebof v prvém piipad® ¢leny od jistého indexu potinaje stéle
rostou a Fada tudiZ diverguje, v druhém pfipad® pak &leny od jistého
indexu potinaje jsou dokonce vé&tsi nez 1. ‘

Ke konci jest je$té poznamenati, Ze jest vidy

lim 2241 —1im \/u (odst. 31.):

nD—w 'n n=w

za predpokladu, Ze existuje limita na levé strané. Kdykoliv tedy lze
uziti limitnfho kriteria d'Alembertova, vZdy jest mozno pouZiti limitnfho
kriteria Cauchyova a ob& davaji stejny vysledek. Opak v3ak neplati,
nebot existuje-li limita na pravé strand posledni rovnice, nemusi existo-
vati limita na levé strané, takze kriterium Cauehyovo nim mize ddvati.
rozhodnuti o konvergenci fady i tenkrite, kdy limitni kriterium d’Alem-
bertovo selhdvé.

U
Kriterium d’Alembertovo nepoddvi rozhodnuti, kdyz lim ;—-Hz 1

n

(a zdroven jest i Cauchyovo bez uzitku). V tomto piipad® hledime vy-
Setfeni ziskati pomoci Raabeova kriteria.

Pozndmka. Nenf tfeba snad ani podotykati, Ze kriteria odstavce-
piedchézejictho jsou obecné&jsi nez kriteria limitnf v tomto odst. uvedend.
Obecnost kriterif odst. pfedch. nebyla by viak umen3ena, kdybychom
misto pojmu limity zavedli do kriterii pojmy nejvétsf a nejmen3i,z limit.
Nebof nejvétsi resp. nejmensf limita existuje vzdy. Tak ku p¥. kriterium.
Cauchyovo odst. piedch. 1ze v podstatd vyjddfiti takto:
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Jestlize
lim Ve, <1,
jest fada wu, + uy + u; 4. .. konvergentni. K tomu pak lze pfipojiti
dodatek o divergenci: Jestlige
Hm Vu, > 1,
jest Fada ona divergentni. _
Dodatek ‘tento jest samoziejmy, neboft v piipadé, Z%e nerovmina.
v ném uvedend jest. splnéna, jest nekonetné mnoZstvi ¢lentt dané Fady
vétSich nez 1.
Priklady. 1. M&jmeZz fadu, ve které
u,,, -#w’+ant A4
“ntfFbnfB-

U
Tu jest ﬁm%"‘l: 1 pro #n = co; kriterium d’Alembertovo nevede tu

n

k cili. Pisme _
wr_ g @O tUA—B)
u ntbn+B

n

Z rovnice této plyne
u 2 /
IMntﬁL—gza—h Hmn@—iﬁ%:b—w

= un = ”n ]

Je-li tedy b —a=>1, jest fada konvergentni; je-li b —a<C1, jest fada
divergentni. Nerozhodny jest pfipad, kdy b —a=1. Tu jest

Uppy —n—|—-(A—B)_ 1 (b—i—A—B)n+B.
w, " atFm+B " n n(nt~+bn+ B) ’
tedy
‘ 1
fm(1— = —ZH)pe=p 4}
n=a, n u

a tedy fada diverguje. R\ada dand konverguje tudiZ pouze tenkrite,
kdyz b >« 1, pro b = « + 1 diverguje.
Tim rozhodnuto o konvergenci fady
+ +a(a+1 JBBF1) | «(atD(@+2)8BE+DE+D)

G F1).1.2 70+ DGF2).1.2.3 T

vo ktere

Ut __(rz—l—n—\, HE+n—1)
w,  ~@+rn—1n )
Rada tato konverguje tenkrdte a jemom tenkrate, kdyz y > ﬁ'+ .
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D4-li se obecné rozvinouti podfl dvou po sob& jdoucich Zlemid
v fadu postupujici dle mocnin Kklesajicich ¢isla #, jako tomu jest v pii-
kladé privé feSeném prostfednictvim prostého délenf, a dostaneme-li
vysledek
“, a, a,
+1:00+7+;,2<+...,

u

pak, jestliZe 0 << g, <= 1, jest fada dand konvergentni, je-li ¢, > 1, jest
divergentni (kriterium d’Alembertovo). Je-li a, =1, a<—1, Jjest Fada
konvergentni (kriterium Raabeovo), a konetn& pro ay, =1, a, = —1
nastivd rovné% divergence (3., 4. kriterium divergeninf). Lze tedy vidy
v tomto obecném velmi fasto se vyskytujicim pfipadé rozhodnouti snadno,
zda Fada konverguje ¢i diverguje. UZijeme-li pravidla odvozeného na
fady, p¥i nichz
%

a1 W+ An" T A —2+...+AP
w, w+BW "+ B+ ..+ B/
dostaneme kriterium Gaussovo: Rada, pii niz podil dvou po sob& jdou-
cich tlend jest ddn vyrazem prdvé napsanym, jest konvergentnf, kdyZ
B, — A =1; jeli B, — 4, =1, jest divergentni.
Priklad 2. V fadé

oz z? 2!

ke které jsme byli vedeni dvahami odst. 33., 34., nastivd konvergence
pro kazdé kladné (a tedy i zdporné) x, Nebof uZijeme-li kriteria d’Alem-
bertova, dostaneme ihned pro.piislufnou limitu:

X
lim 2t — jjm — —o.

n=w un n=ao "

Stejné se dokédZe, ze Fada
z AR A
T + o5 +3 +..

jest konvergentni vidy, kdyz 0 <z <'1; je-li =1, jest tato Fada
divergentni.
Priklad 3. Rada
x z*
+ )
1—|—x“+1—|—x4+1—|— o +7 ’*+

jest konvergentni, kdyZ 0 <<x<<1. Dle krlterla dAlembertova jest totiZ
' Ungr _ 14 z2e

u, 1 ]
a pro 0<<z <1 jest limita toboto vyrazu pfi limn— oo rovma r.
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RovnéZ nastivd ,konverﬂence, kdyZ z=1; neb tu jest limita rovna %,.

coz jest opét men&f neZ 1. Pro x —=1 jest fada divergentni.
Priklad 4. Zda konverguje fada
1 1
2log2+3log3+410g4+"'
nedovedeme rozhodnouti ani dle kriteria d’Alembertova ani Raabeova.
Uzfvdme-li ku pf. tohoto, dostaneme (tim, Ze v ndsledujicim klademe:
v prvaim ¢&initeli » + 1 misto » -— 1, limita rozhodujief o konvergenci

zlistane nedotéena)
. U . nlogn
nlinl("Jrl)(l_u ):,}1:“3.,("+1)(1_(n+1)1oo(n+1))=

B 10g(n+1)—|—nlog(1—|—%)

lim (n+1)log(n+1)— nIOOn_li

‘p=m log(” —I—l) n-—[[al: log (n+ 1) -
log (1 + l)n
1 -|—n11_ni Tog(nbl) — (odst. 34.)

Ani divergentni kriterium 4. odst. 44. nevede tu k cili.

45. f\'ady s kladnymi, s rostoucim indexem ubyvajicimi &leny.
Budiz v, Zu,Zu, =...=u, =u,  =... a necht jsou n,=1, #n,,

k41
Ngy Mgy ... Cisla celé, rostouct (”k>"k ). Pak jest patrné_
(np_l_l—np)un -~ —Zul_(n " )un , (1)

k=mn,+1, n, —|—2 o+ 3, 1,
kde symbol X vyznatuje souéet viech «, pro vytlend & (v celkovém
poétu 2, —n,). Délime-li &fslo ", tislem n,, dostaneme &slo véts:
nez 1; budlz podfl ten obsaZen stile mezi dvéma kladnymi &isly 4, B:

1<A<—zi‘—‘<B. 2
P
Nerovninu (1) miZeme pak vypisovati takto

1 . . .
(1 _I)”PH unp+l< f ¥, < (B—1) npunp,

. k=mn,+1, np—i—?, ce Mpun
a tudiz, klademe-li tu p =0, 1, 2, ..., p a nerovniny takto vzniklé stitdéme
( —)(nu + ngu,, + .. —|—np+1n )<uz—|—u3—|—u4+..-+u
< (B —1) (nou,, + mu, ot nu, )

‘o1
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Z vysledku toho jest patrno, .Ze Fade wu, + u, -+ u, -} ... konverguje
resp. diverguje soulasné s fadou, jejiZ obecny Clen jest My Uy jsou-li
pro celd Cisla n, splnény nerovniny (2).

1. Dasledek. Nutnd podminka, aby rada u, 4+ u, 4 ... o kiad-
njch élenech a zdroven s indexem stdle klesajicich (aneb aspowi ne-
Fostoucich) b} Jla konvergentni, jest, aby

lim nu, = =0._
'1!—0

Nebof fada o obecném ¢&lenu ”kunk by nemohla konvergovati, kdyby ta
limita existovala a byla rizna od nully (odst. 41., 6.). Neexistuje-li vSak
ta limita, pak nejvétsf z limit &fsel nu, pro Jim »n = co jest jisté Eislo
kladné « a miizeme si z Cisel 1, 2, 3,... vybrati €isla »,, »,, »;, - . .
(rostoucf zdroveri s indexem) tak, aby lim Yy = @ DIO lim n = o
7 fady &sel ,, v,, v, . . . zvolime si &isla »n, svrchu uvaZovani p¥i-
ddvajice po pfipadé n, — 1 a to tak, Ze pomér n, ku n, jest stdle.
v&tsi neZz A. Aviak potom bude splnéna prvi z poslednich dvou nerovnin
tohoto odstavce; z nf pak vyplyne divergence fady dané, jelikoz fada
0 obecném ¢lenu n M, diverguje.

9. Disledek. Kladme n,=a’, kde a jest celé v&tSi nez 1. Pak
jest vyhovéno pozadavku (2) a mdme vétu: Rada u, + u, + ..., jejiz
kladnf &lenové jsou stile klesajicf (aneb aspoir merostouci), komverguje
resp. diverguje s Fadou

au, + a*uy 4+ a®uy + ...+ afu,, 4+ ... (Véta Cauchyova)
Priklad 1. UvaZujme fadu
1 1 1,
2 log® 2+310'g“3+410g“4T
Clenové této fady jsou kladni a stile klesajici a miiZeme na nf tudiz

uziti vétu Cauchyovu. Prvni tlen této fady znaliti budeme w,, druhy
. Pak jest

P a’ 1 1
@ Uop— @ 3

dp(oga)  (oga) 7
Ponévadz pak fada, jejizto obecny &len jest p—=(p =1, 2 3,...), jest
konvergentni jenom tenkrdte, kdyZz o= 1, jinak jest divergentni, vidime
ze fada dand jest konvergentni tenkrdte a jenom tenkrdte, kdyZz o> 1.
Rada_posledntho piikladu predch. odst. jest tudiz divergentni. .

Priklad 2. Podobné bychom mohli rozhodnoutl, zda Tada

1 1 : 1
310g310g';‘3+410g410g';‘4 5log5log§‘5+m’
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kde log, z = log (log ), jest konvergentni &i divergentni. Dok4zali bychom
uzitim véty Cauchyovy zcela snadno, Ze fada jest konvergentni pouze
‘tenkrite, kdyz ¢ = 1; pii tom bychom se opirali o vysledek odvozeny
v ptikladu 1.

Priklad 3. Abychom ukézali, Zze nutnd podminka uvedend v dd-
.sledku 1. nemusi byti pfi Ffaddch o kladnych ¢lenech konvergentnich
splnéna, uvaZujme na pifklad fadu, jejiZ ¢len obecny jest din rovmicemi

u, = %, neni-li » Etverec celého ¢&isla,
un:%, jeli n ttvercem celého Efsla.

‘Tak dostdvime Fadu, jejiz potitek jest
1, T 1 1 1 1 1 1 1 1
Tttty tmteatuatgegtgtmpt -

-a to konvergentni. V této fad§, at si zvolime N jakkoliv veliké, vzdy
jsou u, takovd, ze

nu,=1 a zdrovei = >N;
nemize byti tudiz lim nu, —O0.

46. Rady absolutné konvergentni. Dokdzali jsme na zdklad® obecného
kriteria pro konvergenci nekone¢nych fad, Ze ¥ada u, + %, + .. . konver-
‘guje, konverguje-li fada absolutnich hodnot |, | 4 |u, | ..; pFislu§né
fady pak jsme nazvali absolutné konvergentni. Provedme dikaz tohoto
-tvrzeni jeSté jinym elementdrnéj§im zpisobem. K tomu cfli oznatime

=ttt odun, o=y |+ g [

Mezi u,, u,,...us prvnimi to » Cleny fady dané, nachazi se jisty pocet
kladnyeh &lenti; oznalme soudet jich pn.. Obdobné oznatime soutet zipor-
nych &lent nachdzejicich se mezi prvnimi » ¢leny fady dané — q,. Pak jest

S =P —m On == Pa -t ¢n

Cfsla p,, g. s rostouctm n bud vzristaji aneb aspoii neklesaji; konver-
guje-li tedy fada absolutnich hodnot majic za soulet ¢, maji p, i ¢
limity (nebof jsou men3f nez ¢) — oznatime je p, ¢ — a ma tudiz limitu
i s, t. j. fada dand konverguje a jeji soudet jest » — ¢. Tim je di’lka7
tvrzeni vytéeného znovu podin. Z _dikazu toho vyplyvd viak t62, ze

Fadu absolutné_kgnvergentni indteme rozstepm v soucet dvow Fad ne-
konecm/ch Jedna obsahuje vsecl»y c/eny Kladné, druhd pak vsecky
Cleny zdporné. (Pii tom jest oviem soudet fady dané abs. konv. souttem

ze souftu obou dvou fad).
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Uvaha predchdzejici ndm zdrovei velmi usnadni dikaz véty: Rada
absolutné konvergentni zistane absolutné konvergenini a jeji soudet se
neameéni, kdyz pozménime néjak porddel; élend. Diive nez piistoupime
k dikazu véty bude uzitelno objasniti ponékud jeji vyznam. Nejprve
jest véta samozfejma, kdyZz bézi o zdménu potddku Elend v koneiném
poétu Clendi; ku pf. kdybych zaménil pofddek mezi prvymi 100 &leny;
nebof stitdni jest operace kommutativni. V&ta v3ak nenf -samoziejma,
bézi-1i 0 zdm&nu poFddku nekonetnd mnoha Elend, a jak pozndme pozdsji,
neplati pro fady, jeZ nejsou absolutné konvergentni. Diikaz jeji provedeme
nejprve pro fady se tleny vesmé&s positivnimi. Pozménfme-li pofidek
v takové fadé w, 4+ u, +..., dostaneme Fadu ', 4+ ', +u'3 4 ...,
v niZ soutet prvych » &lent oznafime s',. PH tom «', se shoduje
‘s jednim é&lenem fady prvé ku pf. se Clenem wuy,, «', se &lenem u,, . . .,
w's se Clenem w;,. Budiz N nejvétsi z Cisel %, k,, ... k.. Pak jest
olividné (soutet dané fady znatime s), '

e sn<<s tedy s,<s; )]
nebot v sy vedle élenidl o', — usz,, %'y =ury, ...., 'y = ur, se mohou
nachédzeti je¥té jiné &leny fady dané. Tim jest dokdzdna nejprve konver-
gence Fady «', +u'5 +.... Podobné, kdybychom vychdzeli z fady
u'; 4 'y .. jakoZto dané a ¥adu.w, + u, 4+ .. poklddali za vzniklou
zménénim pofddku &lentd, bychom dostali (soutet Fady «', +u', 4.
znatme s')

sy << §'. (2)

Z nerovniny (1) nésleduje »' — s, z (2) viak zdroved s < s’, né-
sledkem tehoZ nutnd s — s’ a diikaz tvrzeni poddn pro fady se Cleny
vesmd&s kladnymi. Vysledek plati samozfejmé& pro nekonelné fady se
¢leny vesmés zdpornymi.

UvaZujeme nyni obecnou Fadu absolutné konvergentnf ponechivajice
v platnosti viechna oznadeni v tomto odstavci zavedend. Z toho, co jsme
dokdzali, a z pojmu absolutni konvergence jest nejdiive patrno, Ze fada
w', + o'y, + ... jest rovnéz absolutné konvergentni. Pro ob& tudiZz platf

s=p—ygq, §=p —4q.

Pfi tom jest p° (resp. — ¢') soulet viech kladnjch (resp. zdpornjch)
tlend v fad® «', + o', + ... Avsak die toho, co jsme dosud dokdzali,
jest p =)', g =4¢q', {im% véta obecné prokizdna.

47. Rady relativnd (podmineéné) konvergentni. Rady u,-+u, ...
takové, %e | w, | 4+ | #y ( -+ ... diverguji, nazvali jsme, jsou-li konver-
gentni, relativnd (podmineén&) konvergentnf. PFi nich ¢, s rostoucim
indexem vzristd nade viecky meze a rovnéz tak i aspofi jedno z Cisel
po 9, (0znalenf vysvétleno v odstavei pfedchdzejicim). Ba mozno tvrditi,
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ze ob¢ tisla p,, ¢, variistaji nade vSecky meze s rostoucim n. Nebot
kdyby to ¢&inilo jenom jedno z Cisel, pak z rovnice s, —=p — g, by
nasledovalo, Ze by s, rostlo s » v absolutni své hodnoté nade vSecky
meze a fada w, +wu,—- ... by nemohla byti konvergentnf, coZz by bylo
v odporu s pfedpokladem. Jsou tedy fady. které dostaneme, podrZime-li
z fady dané jenom Cleny se znaménky kladnymi, resp. jenom Cleny se
znaménky zdpornymi, divergentnimi a nenf rozklad fady relativné konver-
gentni ve dvé fady, z nichz jedna by obsahovala viecky Eleny kladné,
druh4 v3ecky ¢leny zdporné, jako to provedeno bylo v odst. pfedch. pro
fady absolutn& konvergentnf, moZny. '

RovnéZ neni platna véta o zaménnosti pofddku ¢lend. Abychom to
na piikladé jednoduSe prokédzali, budeme se zabyvati podrobnéji nej-
jednodud¥im pfipadem fad s promé&nlivymi znaménky.

148. Rady alternujici. Rady alternujici aneb fady se stfz’davjmi
znamsnky jsou takové Fady, jichz élenové maji stiidavé znaménka kladna
a zipornd. Budeme takovou fadu psdti ve tvaru

. k—1
ty—ag+uy—ay+ag—...+(—1) T« —..,

kde vSecka a, jsou kladnd. Rady tyto komverguji vidy, jestlife éisla
a, s rostoucim indexem wbyvaji a je-li zdrovert lim a, = 0. Lozdil pak
mezi souctem této 7ady a s, jest mendi co do absolutni hodnoty neZ
élen n 4 1-v§ a jest téhoZ znaménka jako tento clen.

Nebof jest

8, =(q,—a)+(@a,—a)+...+ (azn_l —a,,),

Sagry = & —(a,—a,)—(a,—a)—...— (ag, — a.,_,n_'_l).'

Zivorky v téchto vyrazech jsou (jelikoz a, < a,_,) &isla kladni a jest
tudiz 5, <s, 75, <...<Ts,, & 8§ >8>8>...>5,, . Dile jest
Sonpn =8, >, a4 s, <"+, Jeliko} jsou Cisla s,, Efsla rostouci shora
ohranitend, &fsla pak s, . klesajfci zdola obranitend, maji prva i druha
tisla, kdyz % roste nade vsecky meze limitu, limity ty pak jsou si rovny,
nebot |
Sopps — Sen = Up,y, 2 tedy nlim Sgny, —lims, =lima =0. (o)

2n+1
= @ +

+1

Jest tedy lims, —lim Spnpr = lims =s pro n=oo a fada jest
vskutku konvergentni majic soutet «. Jelikoz ddle

S50 <SSy, Jest s=s,, +Oa, , viz (a);
o ®

§—=2+¢ a2n+2 3

— ; _
Sypp1 =S>8 om+1

2n 4 9n- 2’

@ a O jsou kladna tisla mensf nez 1. Tim jest véta dokdzdna.

Petr, Diff. podet. » ]
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49. Uvazujme nyni fadu

1 1 1 1 1 1 .
S=rmets Tt Tg—im T ™
Rada tato dle véty pfedchdzejictho odst. jest lkonvergentni, soudet jeji
jenz jest kladny,*) jsme oznalili jako v obecném pifpadé s. Délime-li
viecky tleny dvéma, dostaneme

s=— ittt —
2° =9 48 8T T —s T T

Setteme tyto dvé fady (zachovivajice pofidek Elend v kazdé z obou)
avdak tak, Ze - -ty ¢len drubé pfitteme ku 2/-tému prvé, Jak naznaleno
v nasledu]icim

1 1 1t 1,1 t 1 1 | 1 1 1
1i"etsite—sti st toa—msm—etm—iwt -
1. 1 1 1 1 1 1
= 3 —3 *tg —st tm—g T
3 1 1 1.1 1 1 1 - ’ 1 1

g’ =10ty =gt tO0ts—gttgp—3+ O ‘gp—qg—xt--
t. j. dostiviame

1.1 1.1 1 1 1 1 1
G Bt A Rr R v B P
fadu to, kterd md tytéZ Cleny jako plvodni fada, aviak v jiném pofddku.
Soutet viak této Fady neni s jako pivodni Fady, nybrz }s. Zménou v po-
Fddku Glentt zménil se © soudet dané Fady.

50. Lze dokonce dokizati vétu: Cleny Fady relativné konvergentni
lze usporddati tak, Ze soulet jeji jest rovny Cislu A libovolné danému.
(Riemann).

tvofme, abychom tuto vétu dokdzali, z fady dané dvé fady, jednu
ze viech &lend kladnych, druhou ze viech é&lend zdpornych dané fady
neménice pfi tom pofidek ani Cleni kladngch :. : z#pornych, &im%
vzniknou dvé fady nekoneéné (a,, b, jsou Cisla kladnd):
a,+‘+a,+a,+...+a + ..
* —b, — b, —b —.. —b 4+ ..
Obé jsou divergentni (odst. 47.) a zdroved jest i lim o, — 0,

ilim b, = O (nebof dand fada jest konvergentnf). Sestrojime nyni fadu
novou, pFi femz klademe na prvjch I; mist I, prvych Elend fady prvé,

*) Dle vztahu (#) jest soutet veldi nez 4 a men3i neZ 6; sg <s<sg. Ostatne
'est soulet télo Fady ndin znim; viz pf. 3. odst. 40.; s=log 2.
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pak za daldi &leny volime s, prvych Clend fady druhé, potom/, dalsich
&lenti fady prvé, dile opét piibereme m, ¢lend fady druhé atd. Pfitom
l,, my, l,, my, ... jsou voleny tak (soutet prvych » Clend fady nové
tvofené oznatme &), aby*)

Szl_léA; S11>A; Sll-i-m,—l}__A’ b'jl_’_‘ml<A;

=< .
_Sll-fml_+12—1=Av S11+mi+12>'A7 [

Z volby &isel I, m,, . . jest patrno,-Ze

Sll ot resp. Szl et 1, (9)
1i%f se od A o méné nez
bml+m2+...+mk resp. p et (®

S,, kde 2 jest mezi I, +m, 4 ...+ m al, + m + ...+
jest poloZzeno mezi E&isly (d) a lisf se tedy od 4 o méné nez jest vétsi
z &sel (g). Jelikoz pak.é&isla (), kdyz % roste nade v3ecky meze, kon-
verguji k nulle, jest i lim S, — A4 pro » = oo, &im jest dilkaz podin.

Priklad 1. Uvazujme Fadu alternujfct
1 1 i 1 1
VO+Ve  VI+VE " \VZ+Vd  V3+V5
konvergentni dle véty odst. 48. Soudet jeji 1ze ostatnd snadno vypolisti;
jest totiz (viz pifklad 3. odst. 39.)

+...

- 1 . 1
2s, =\/2n \/2u+1+1_1+v2_n+v2n_+_1, lims, =
Utvofme ze Elendi té fady fadu novou jinym uspofédinim &lend,
pii emZ viak neménfme ani pofddek &lend kladnych, ani z4pornych.
Necht na prvych » Elenii nové fady, jichZ soutet oznatime S,, piipadne
0, Ctlent kladnych a ¢ &lend zdpornych; én ~+ 7, =mn. Pak jest (viz cit.
pifkl. odst. 39.)

. —_— —_— 2 ({) — 1 ) —1
2%, =V, —Vor F14+1=—2 = 11
Vet V20, +V2z,+1 +
Predpokiddejme nejprve
lim &_—__a. (4)
n=w 7,

*) de-li A zéporné, volime I, =0.



Pak jest, jestliZe « neni rovno 1,

. 1 («—1) .. \—
].lm S = = —_—_ llm =+ .
1=w ° 2+\/2.-,+\/2n=.,vi" -
Vzristd tedy s rostoucim x pfi takovém uspofddini, Ze spln&na
rovnice (1), pfi ¢« =2 1 soulet prvych » Elendi nové fady nade vecky

meze a stala se tedy konvergzntni vada novin uspordddnim divergentni.
Budiz nynf « =1 a kladme

w=in+BVn+te, 5,=in—p8Vn—e¢,;

pfi temz 3 chceme stanoviti tak, aby soulet nové uspofddané fady byl
d, &, jest pak tislo kladné mensi nez 1 volené tak, aby ¢, (atedyiz))
bylo éislo celé. PFi této volbé jest

lim& =g+ ; tedy =4 —3.

Docilili jsme tak vskutku, Ze soulet Fady nové jest &slo 4 libo-
volné dané.

Priklad 2. Kdybychom v ¥adé (y) v odst. 49. uvaZované‘ premistili
¢leny fak, Ze by vidy po M &lenech kladnych ndsledovalo N Elend za-
pornych, byl by soulet fady tak vzniklé patrné

1 01 1 3 i1 1 1
nlﬁ,,[f+§+3+"'+2Mn—1“5"2_3_"'_2Nm]’

Limita tato v3ak dle 38. odst. jest rovna vyrazu
M
1 log w + log 2,

ktery vhodnou volbou tisel M, N miiZe byti uéinén blizky jakémukoli
tislu 4. Bylo by oviem moZno i pii této fadé dociliti vhodnym pte-
fadénim tlend, aby soutet nové fady prefadénim vzniklé byl pfesné rovny
A; avSak pfefadéni to by bylo pondkud slozitéjsi.

51. Dirichletovo a Abelovo kriterium konvergence. Dfive ne# pfi-
stoupime ku odvozeni téchto kriterii, dokdZeme si jednoduchou arithme-
tickou identitu. Oznatime-li s, —u, + u, + ... + u,, jest

ayt; 4 agty 1 ... +au,=s (4, —ay)+ s, (a,—az)+ ...
+ Sn—l (an—1 - an) + ansn'

Sprivnost této rovmice vyplyne ihned, roznisobime-li na pravé stran&
a ze Clendl, které obsahuji «, jako Cinitele, je vytkmeme.

1)
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Dirichletovo kriterium. Md-li Fada kladnych iisel a,, a,, a,, . ..
stile klesajicich (o, <<a,. ) za limitu 0 a je-li- pro vdecka I stdle
1s, | < A4, jest fada

au, + ogug 4. .. au, + ... (2)

konvergéntni. Nebot nejprvé jest konvergentni absolutné Fada

s;(a —a)) + s, (2, —ag)+ ... +'°,,(an_'a,,+1)+ <.
jelikoz absolutni hodnoty jednotlivych &lenit této Fady jsou men$i nez
tlenové fady

A(a,—a2)—|—A(a.,—as)—|— "'+A'(ﬂn_an+1)+ e

konvergentni to Fady s kladnymi ¢leny -(soufet prvych » Clend jest
Aa,—a,,)a tedy soulet celé fady 4de,). PonévadZ pak mimo to
lima,s, ==0 pro »=oco (nebot lima,=0; |[s,| << 4), m4 pravd
strana rovnice (1) limitu pro #» — oo a tudiZ i levd strana, t. j. fada (2)
jest konvergentni.

Abelovo kriterium. Jsou-li kladnd éisla a,, a,, a;. ... stdle Llesa-
Jjici (a, < a,_) a je-li ¥ada u, + u, + v, + ... konvergenini, jest
7 fada

Uy + Oy, 03Uy + ... (3)

konvergentni. Nebof jelikoz &fsla o, a,,... s indexem stile klesaji a
jsou v&tsf nez O, majf limitu. Kdyby lim ¢, — 0 pro » — oo, pak fada (3)
by byla konvergentni dle Dirichletova kriteria. BudiZ tedy limeo, = 1= 0.
Pak &isla a, —17, a,—17, ¢, —1 ... stile klesaji a maji za limitu 0
a tudiz dle Dirichletova kriteria jest fada

(o, —Duy 4 (ao—Duy+ (@, —Du; 4+ . .. “
konvergentni. Av8ak fada «, + u, + u; 4 ,.. jest konvergentnf dle

pfedpokladu, tedy i fada (3) jakoZto soutet fady (4) a lw, + luy, + ...,
jest konvergentni. ’

Priklad. Jestlize a, < a,_, a lima, =0, pak fady
30, + a, c08 ® 4 a,c08204-a, cos 30 | . . .,
, 8in @ + a, 8in 20 4 q, sin 30 + . ..

konverguji, neni-li ® rovno O nebo n&jakému ndsobku 27. Nebof mame-li
ku pk. zietel ke druhé z téchto fad, jest

. n®
. Sln?‘ |
5, =800+ 5020+ ... +sinnd=———-sin"F Lo
sin -

. 2
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tedy
1

5, 1< | -
Sln?

a lze tedy pouziti kriteria Dirichletova. j

52. Skladani a rozkladani nekoneénych Fad. Jiz difve (odst. 41.)
jsme poukdzali k tomu, Ze, diny-li jsou dvé fady konvergentni «, + u, ...,
v, +v,+..., Fada (u; +v,)+ (u,+v,) ... jest t6Z konvergentni a
soudet jeji jest roven souftu Fad danych. TotéZ vyplyvd na zdkladé defi-
nice konvergence o souttu fady nekonetné i pro fadu takto vytvoremou

”1+”1+d2+”2+“3+”3+---,

kde ¢Elenové fady druhé prostd vsunwuty mezi Eleny fady prvé. Stejné
tvrzeni miiZeme ¢initi i pro fadu

U vy 0+ oug - uy vy .

kde vsunuti jest provedeno ponékud jinym zpisobem. Vibec jest pro
konetny vysledek libovolno, jak vsunuti ¢lenié Fady druhé mezi &leny
fady prvé se provddi, jenom kdyZ ¢lenové Fady prvni mezi sebou i &le-
nové fady druhé zachovaji pilivodni pofad. Jsou-li ob& fady absolutné
konvergentni, jest i tato podminka zbyteéna. Ze takovéto skladéni Fad
_dd se roziffiti na konelny polet Fad, jest rovnéZ na snadé.

Méme-li naopak konvergentni fadu «, -} u, + ..., miZeme ji sice
rozklddati ve dv& a nékolik fad obsahujici viecky tleny dané Fady,
ku pi. v Fady

, —|-113—|—u5—|-...,_ ty +u, +u, ...

Av3ak fady tyto nemusi byti konvefgentni a toliko, jsou-li konvergentni,
mizeme tvrditi, Ze soutet fady dané se rovmd soultu fad rozkladem
vzniklych. Je-li viak dand fada absolutné konvergentni, jsou i fady roz-
kladem vznikié vidy konvergentni (absolutnd). Miizeme dokonce dokézati
pro rozklad dané Fady absolutn& konvergentni v nekoneiny potet fad
vétu:

UtvoFime-li ze viech ilentt Fady alsolutné konvergenini neomeseny
pocet Fad nekoneényjch tak, Ze kaZdy clen Fady dané jest obsuien v jedné
toliko z téchto Fad, jsouw mekoneiné fady tak vamiklé rovnéZ absoluiné
konvergentni a soucet Fady dané jest rovny soultu ¥ady nekoneiné, jéjis
clenové jsou soubty 7ad mové utvofenijch. Dikaz této v&ty provedeme
nejprve za pfedpokladu, Ze ¢lenové fady dané jsou vesmés kladni; soulet
jeji oznatime s, soufet pak jejich prvych % &lend s, Rady rozkladem
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vzniklé jsou ofividné absolutné konvergentni,ﬁnebof maji ¢leny kladné
a soutet prvych % &lend v jedné kazdé z tdchto Fad jest jiste mensi
neZ s (kazdd fada obsahuje toliko ¢dst &lend fady dané). Oznalme soutty
fad rozkladem vzniklych po fadé S®, 8%, §%,...; oznatenim tim
zavedli jsme zdrovefi jisté pofadi v téchto faddch (Fada, jejiZto soudet
Jjest S(k), bude pro nis k-tou fadou, rozkladem vzniklou). Piedpokiad,
%e fada dand konverguje a md soulet s, lze vyjadriti analyticky tak, Ze
ke kaZdému Cislu kladnému e lze nalézti celé ¢islo N takové, aby

O0<s—s, <& proviecka n =N. (1)
Stanovme nyni &islo celé M tak, aby v prvych M Faddch rozkladem
vzniklych bylo prvyech N &leni dané fady. Pak ofividn& bude
0<s—I(SV 48459+ .. + 8) <& pro viecka m> M. (2)

Nebot soutet v zdvorce m4 v sob& vSecky Cleny souttu s,, aviak vedle
toho jedté jiné Eleny a tak z (1) ndsleduje ihned nerovmina (2). AvSak
tato nerovnina ndm pravi (nebof ¢ jest libovolné &islo kladné), Ze

s=80 48P 4 8O 4 48V, (3)
timZ jest véta pro piipad kladnych &lend dokdzéna. Jsou-li clenové dané
fady ¢isla znamének libovolnyeh, miizeme ji rozloziti dle odst. 46. ve
"dvé fady (prvd p obsahuje jenom Cleny kladné, druhd — ¢ jenom zd-
porné) a psati .

s—=p-—gq a obdobng S®—=p¥ — ¥, }
Pongvadz dle zvlastntho pifpadu pravé dokdzaného platf

p:-P(l)_"'P(e)—l“P(S)—I—..., ’Z:Q(l)+Q(2)‘|‘---
a tedy _
p—q=(PV — QW)+ (PP — @™y 4...,

jsou vztah (3) a véta svrchu vyslovens platny obecnd. Jest také patrno,
ze Fada v (3) konverguje absolutné ¢ v obecném pFipadé.

53. Rady dvojné. Rozklad fady v neomezeny polet fad vede nds
k tomu uvaZovati souhrn Elenéi sestaveny dle dvou indexd (jeZ mohou
vzristati neomezend), jak naznateno piehlednd v tabulce

Uyyy Uzgy Ugay o o oy Ugpy + o &
Usgyy Uggr Uogy o« oy Uy, o
Ugyy Uzgy Uzz, . . Ugpr + - - (t)

Uppy Upgy YUpg, . o Uppy « « o
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L ]

Nejjednodussi zplsob, jak Eleny této tabulky sefadime v jedinou
fadu, jest, Ze piSeme Zleny, pfi nichz soulet indexi jest tyz, vedle sebe
a tleny, jichZ soufet indexid jest mensf pfed Eleny, jichZ soucet indexi
jest vétdf; tak dostivime Ffadu

Ugy + Uy Ugy Uy vy - Ugy A u g ey Uy Uy - (W)

Jest viak, jak patrno, nestetné mnoho jinyeh zptsobd, jak sefaditi
viechny ¢leny tabulky (f) vjedinou fadu. Je-li jedna z t&ch fad abso-
lutné konvergentni, jsou, jak z véty svrchu dokdzané plyne., vSecky
absolutné konvergentni a maji tyZ soufet. Rada nekonelnd, jejiZz veskefi
tlenové jsou ddni Eleny tabulky (¢), sluje #ada dvojnd. Ze ¥ada dvojnd
sestavena z &leni tab. (£) absolutné konvergentni md soutet s (bez ohledu
na pofidek, ve kterém se stitdni provaddf), vypisuje se obylejné takto:
s_Eu 7, k=1, 2, 3 W)
ik -
Dle v&ty predch. odst. dostaneme soudet s fady dvojné absolutng
konvergentni také jakoZto soulet Fady nekonetné absol. konvergentni
s—=SW + s® 18 +..., (1)
ekde
k,
‘S():uk1 ooy, Fu, ol

jest soudtem Ffady absolutné konvergentni dané tleny ZX-tého Fddku
(s¢itdni dle rddki). Jest vSak téz za téhoZz predpokladu
s=TO+T® L T 4, (z)
T = w,, + uy + uy + ... (séitini dle slouped).
Vaztahy (w) a (x) lze té% vypsati pomoei znaménka souitového takto
s_a(Zu)_Z(Zu 1=1,2 3 ..,%k=123,..
Ke konci lze poznamenati, Ze dund Fada dvojnd jest jisté abso-
lutné konvergentni, jsou-li viecky rady wutvorené z Elend jednotlivijch

Fadka absolutné Lonveryenini, a je-li zaroves Fada P -+ 6(2)—+— d® ...
konvergentni, pti demz

oY =y |y |+ luy |+ -

a naopak; obdobny vyrok platny jest i se zfetelem ku sloupcum Po-
zndmka tato vyplyvd snadno z pfedchdzejiciho.

54. Transformace Clausenova. Séiténi dvojnych Fad (t. j. vypocet
tisla s pfedch. odstavce) jsme pievedli pomoci véty odst. 52. na stitani
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dle slouped. Véta ta vSak divd ndm prostiedek rozmanitymi jinymi
cestami soulet ten vypoifst, Ku pf. lze psiti

s — U(l) __|_ U(‘z) + U(a) + ..., (_i/)

U(l) — a + (a, i1 + ax+1 x) + ( I, i+9 + u1+2 1)

Zivorky v tomto vyraze jsou zbytelné; v UU se patrné nachizejf
viecky ¢leny, jichZ jeden index jest /, drahy pak jest vétii neZ 4, po
piipadé rovny i Kaidy Clen o, dané fady dvojné jest obsazen v jedné
a jenom jedné z fad U a to, je-li <<, jest v fadé U(’), je-li { <4,
v fads LY.

Pn/.lad. UvaZzujme Fadu t. zv. Lambertovu:

kde

@ 3

SE st Tttt

r

Rada tato jest konvergentni absolutné pro | @ | << 1 (kriterium d’Alem-
bertovo). Rozvineme-li kazdy ¢len jeji v nekoneénou fadu (geometrickoun),
kterouZ pak piSeme v jeden fidek, mame Fadu dvojnou sestavenou dle (f)

odst. 53.
z +zt a2t ...
S+ttt 2t 2 ...
—|—x3—|—x + 2tz 4 L.

Jelikoz také jednotlivé rfmdky jsou absolutné konvergentni pro | « | < 1,
jest patrno, Ze Fada dvojnd jest absolutn& konvergentni; miZeme ji tudiz
s¢itati téz dle jinych zpisobl. Kdybychom ji stitali dle sloupeti, dostali
bychom opét danou fadu. SCitejme ji dle (y); pfi tom jest a, = :
a tak jest

oo :ac"z—l- 97 u‘+n+ 9ri G+ 4 gty :'x"ﬁ 14+ z

1—7
Jest tedy

_ 14z, F1-42® ’l—l—a:"
s=ol ot Tete Tt

Tak jsme dostali z Fady Lambertovy fadu jinou ma]ici stejny soulet,

kterd v8ak mnohem rychleji konverguje. Rikdime, Ze jsme fadu danou

transformovali; zplisob pak, kterym jsme to provedli a ktery se opird

o rovnici (y), nazyvd se transformace Clausenova.

55. Vysledky docflené pro fady dvojné v odst. 53. lze bez potiZe
roz&ifiti a zavésti pojem Fady trojné, jakoZto Fady, jichZz ¢lenové zdvisi
na tfech indexech (ménicfch se od 0 do oo, po pfipadé od — co do co): lze
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konetné briti v dvahu i fady, jichZ tlenové zivisi na » indexech pro-
ménnych, JelikoZ p¥sluSné véty z toho, co fefeno bylo o Fadich dvoj-
nych, jsou na snadé (a jsou to pouhé disledky véty zdkladni odst. 52.),
nebudu vty tyto uvAdsti a omezim se toliko na strutné vySetfenf jedné
takové dilezité Fady.

Necht jest ddna Fada

1
T m D -0

kde za znaménkem soultovym za m,, m,,... m, se maji dosazovati
vSechna sla celd kladn4 0, 1, 2, 3, ...; pii tom vyluéujeme jediny systém
hodnot a to ten, ve kterém vSechna ¢isla m,, m,, ..., m, jsou rovna.
nulle. Jest pak na$im tkolem vy#ettiti hodnoty éisla «, pro ndZz dand
fada jest konvergentni.

Uspofiddme si novou fadu tak, abychom dostali jednoduchou Ffadu,
tim, %e seskupime vhodné jeji &leny. Cleny totiZ, p¥ michz

my+my+ ...+ my=2»M, m, 20, my =0, .., ‘(2)

setteme v jediny clen, ktery pak oznatime S, ; tak fada dani se nim
zménf v fadu

S1+Sz+S:|+'-

Ku vySetfenf konvergence jest tfeba znati jisté hranice pro S,. Nejprve
jest potet FeSeni rovnice (2) ddn &fslem*)

M —1 - —2
(‘ A ):ﬂOM’ M T 3
Déle jest patrno, Ze pro m,, m,, ... hovici rovnici (2) jest
(m3 4 md 4w <PU @

nebof kazdé m, jest menSi nebo rovno &islu M. Konelné- jest, jestliZe:
(2) jest splnéna identicky

, | z_M2 1 \3
1nl-|-m§—|-...—|—m,,_—ly—+v(m1—7M) (m2——M)—|-...

a tedy \
m?—{—mi—l—...—l-mi;M . )

*) DokaZe se postupné; patrno jest to pfi » =1, snadno plyne pro »=2
a obecné tuplnou indukei.
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Z nerovnin (4) a (5) a znajice polet FeSenf rovmice (2), miZeme.
ihned usuzovati dal3f nerovniny

—20-f-y—1 —Zo-r—2 20fp—1

%a(ﬂolu + B, M )< Sy <2 (@M +..)),

ze kterych ihned mndsleduje, Ze nutnd a postatujici podminka, aby
fada S, + S, + ... a tudiZ i dand Fada (1) byla konvergentni, jest
aby 2« — v+ 1 > 1; t. j. aby a >3 ».

56. Nasobeni rad. 1. Jsou-li ddny dvé Fady absolutné komvergentni
w, + ty + uy ..y v, + v, + vy . .., miZeme, utvofime-li viechny
soutiny kazdého élenu fady prvé s kakdym CElenem Fady druhé, sestaviti:
tyto soutiny v Fadu dvojnou ve tvaru tabulky (t) odst. 53:

U0, w0y + vy UVt L
+ gy + gy + UgVg - UV . ..
+ ugv, + 30, 1 UgVy - uyv, + .. (o)
+ w0 + ugve + w03 + v, A .
, 4 e e e e e e
Rada dvojnd tak vznikld jest absolutné konvergentni; nebof abso--
lutnf hodnoty &lend jednoho fddku ddvaji Fadu konvergentni:

lug 1o ]+ [ |l va | + 1w flos [+ ...
=lu | (v [+ vl +...) =]u]0;

fada pak |u,|e+4|u,|6+... jest opét fada konvergentni.

Stitdme-li onu fadu dvojnou napied podle fidkd, dostaneme ihned,.
Ze soulet fady dvojné jest roven soulinu ze soultd obou danyjch fad
a tak mdme vétu (Cauchyovu): Jsou-li Fady wu,+wu,4..., v, v,+. ...
obé absolutné konvergenini, majice za souéet prvd s, druhd t, pak Fada
nekoneénd, obsahujici viecky moiné souéiny up, (i,k=1,2,3,...) v po-
rddku libovolném, jest rovnéi absolutné konvergemini a md za soucet
s.t T.j. miZeme psiti

(u, +uy,4...) (v +”2+'-'):.2,:“i”k? Lhk=1,23,...

2. Pisme fadu dvojnou (&) ve tvaru

U +USHO 4. 40+, @
kde U,=wuv, + uyv,  + o, _, +...+ uw,, a znalme jako oby-
tojnd s, =u, +u, +...Ftu,t,=v, + ...+ 0,8, =U+U,+..-
—+ U,. Pak jest, jak snadnym pottem patrno,

S, =ut, +ugt,_ Fout, ... Fut,
S+8S,+...+ 8, =8¢t +st, st ...+
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. S1+Sg+~--+8n . Slt_,,"‘szt,,_l"l'-.-‘*‘stl
lim = lim =

1=ao n p=o n

’ (7’) .

jestlize limity v rovnici této se vyskytujici existuji. Prvni jisté existuje,
m4-li v§znam lim S, t. j. konverguje-li fada (8) a jest rovma soudtu té
fady, druh4 existuje a jest rovna sf, konverguji-li fady (u) a (v) (odst.
31. (IVY) a (V)). Nisleduje tedy (v&ta Abelova): Jsou-li Fady u, +
Uy 4 .- vy v, + ... konvergentni, majice za soulty éisla s, {, palk
fada (B), je-li konvergentni, md soudet st.

‘Pozndmka 1. Limita na levé strand rovmice (y) miiZe existovati,
i kdyZ nemd lim 8, vyznamu, _t. j. i kdyz Fada () jest dlvergentnj
V tom pripadé pak, Ze existuje
S S8,
lim - ,

n=w

fikdme, Ze fada (B) jest séitatelna dle arithmetického st¥edu a tito
limita pak jest jeji souéet dle arithm. stfedu. Uzivime-li tohoto pojmu,
miizeme vysloviti dle pfedchdzejicich vysledki vétu: Jsou-li fady u,-+.. .,
v, + . .. konvergentni, majice za soulty Cisla s, ¢, pak Fada (B) jest
séitatelna dle arithmetického stiedu « jeji soudet takto poéitany jest st.

Pozndmka 2. Vé&tu Abelovu lze ponékud doplniti vétou (Merten-
sovou): Jestlide jedna z obou #ad konvergentnich w, 4w, +..., v, ...
konverguje absolutné, pak rFada (8) jest konvergenini. Ne nesnadny
dikaz této véty poskytuje vhodnou litku ku cviteni o pojmech konver-
genci u nekoneénych Fad pro viipného Ctendfe.

Priklad 1. Jest utvofiti soulin Fad

z x? z3
I+yr+yrtgrt--o

Yy . 9y 9
1+I—!+W+_3F+ cee

dle tvaru (B). JelikoZ obé& Ffady jsou absolutné konvergentni, af jsou
)y jakdkoliv &sla redlnd, bude i vyslednd fada absolutné konvergentni.
Jest pak

o .n—l x.‘ n—2 - z‘n

. y -
Con=1- '+1'(n Diterer=o Tt !

n!

:“”;L"—,y) (dle véty binomick).
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Jest tedy soulin obou Fad fada stejného tvaru

w+J+(1+J) + (T-I—J)

Budiz x> 0; pak soutet prvni fady jest ¢* (viz odst. 35.); kladme
dile y = — z, = -+ y = 0, potom soutin obou danych F¥ad jest 1. Jest
tedy soutet druhé fady pro y — — z tislo, které nidsobeno byvii e~
divd 1, t. ). soulet druhé fady jest == Méme tak Tovnici

—— z x* x3

e =l e T
a jest tudiZ soulet prvé z danych fad rovny ¢, af jest z jakékoliv
realné (islo, &mZ roz§ifen vysledek diive dosaZeny (odst. 35.).

1

Priklad 2. Jest nisobiti fadu —1——% %—%+... samu sebou

4+ ... pro x>0

opét dle tvaru (8). Tu jest

el 111 11 11
=1 [T.Z+§.wz—1+—.‘:’{'n—2+'”+n 1]'
Jezto
1 1 /1 1
k(n—k)_'i_l(T—l—u L\/l’
jest

) 1,1 1 1
Un::2( +)1 w(n), kde w(n):—-i‘———|——+...—|———.
Jelikoz lim [y (r) — log #] pro lim n —= co existuje (odst. 38.), ndsleduje
ze vztahu
lim 8% — 0 (odst. 32, 4. ph) vatah lim L =0

n=o L n=wm

a jest tedy i lim U, = 0. Aviak jest také
(U =10, | =g [
- o+l (n+1)(n4+ 2

z poslednich pak dvou okolnostf nésleduje, ze fada U, + U, + U, ..
jest konvergentni (odst. 48.). Jest tedy patrno, Ze souéin dvou fad rela-
tivné konvergentnich potitany dle tvaru (8) mize diti fadu konvergentni.

Priklad . 3. Zudsobfme-li fadu
1 1 1 1

Vi Vi v

m)—1]1>0, |U,|>|U

na1l3

+..’



-samu sebou zpiisobem stejnym jako v piiklad® pfedchdzejicim, dostaneme
fadu divergentni. Nebot vyraz

1 1 1 1 n

— —— — ... — = *

Vl.n+\/2(n—1)+\/3(n—2)+ +Vn.1 %(n—}-l))

* (znaménko — toliko pro »n —1)

mnekonverguje k nulle s rostoucim x.

57. 0 numermknnL_vmoétu ,souéle_rMone_Jdl ljul._ Z pojmu

fady konvergentni s a soulet prvych » €lent s, udati ke kaZdému klad-
nému &slu ¢ jakkoliv malému &islo = tak, Ze

[s —s, | e,
coZ miZeme té% psiti ve tvaru
s==s_ - O — 16 <1

Tu vlastnost vyjidfujeme také vyrokem, Ze soulet Fady konvergentni
Jze vypotitati s pfesnosti libovolnou. Mira pfesnosti jest tu ddna Cislem e
(po pfipadé, jde-li o relativni miru pfesnosti, pomérem «¢:s,).

Mizeme viak pfi urtitém » docfliti vyS3f miry pfesnosti neZ zpi-
sobem prévé vylitenym v téch pfipadech, ve kterych lze provésti presn&jsi
odhad rozdilu s--s,. Rozdflu tomuto ¥ikd se kritce zbytek rady po n-tém
¢lenu, znatiti jej budeme r . Jestlize jako obytejné %, jest A-tym Elemem
dané fady, jest patrné 7, ddno nekonefnou fadou

rnzztn+l+un+2+uu+3—|-.

Stanovime-li pak odhadem (ktery c¢asto, jak béhem vykladi seznime,
se dd provésti riznym zplisobem), Ze r, jest uvnitf intervalu (4, B),
t. j. Ze

4 <r,<B, pak miZeme psiti r, = 3;(4 4 B) 4 % (B—4),
kde ©, jako svrchu, jest jisté &islo intervalu (—1, 1); mira pfesnosti
jest ddna rozdilem ; (B— A). Cim men3f bude rozdfl mezi ob&ma &isly

4, B, tim vétsi docilime pfesnosti pfi urlitém x, potitajice soulet dané
fady. Ostatn® zevrubnéji vyli¢ime postup na pfikladé.

Priklad 1. Jest stanoviti soutet nekonelné fady

s=rtgrtgr et +(k+1)

*) Nebot jest k (n — k&) <invatedy k(n+1—hki<3(r+ 1%



Jelikoz
1 1 1

FEFD) TS G=DF

Jest
1 + 1L 1 4
+Dr+2 " (n+2)(n+3) ("+3)("+4)
1
S +1)2+( T +3>2+
1 1

<
A D) T GF DD T
Aviak prostfedni ¢ldnek v tomto Fetdzu nerovnin jest pravé »,. Soulet
‘nekonetné fady tvofici .prvy Eldnek jest (dle piikl. 5., odst. 39.)

1 .
nd1’
hodnota tfetfho &lanku jest obdobné %, takze jest

1 1/1 1 (2] 1
n+l< < — a tedy r‘_7(5+ )—I——--—

n+1 2 n(n+1)’
‘Volime-li si » =10, médme tudfz

1 1 1 1 1(1 1 .6
S—F+?+¥+---+10‘s=+§(1"6+ﬁ)+§'26-

Vypotteme-li tento vyraz (pouZivajice ku pi. Valouchovych tabulek str.
119 a ndsl.), dostaneme jhned )

s = 1'5497678 . . . & 0:0954545 . . . - © . 00045454 .

a tedy s = 1645 s chybou men3i nez 5.10~°.

MiZeme vSak je§té uz§i hramice pro », dociliti. Ctendi snadno

dokdze, ze
B+ 1) <<k*<<E'(k" -4 1), jestlize %" =k—3 i !

B Toury) (n+1)
Jje-li & celé tislo vétdf neZ n. Z toho viak" plyne obdobné jako svrchu

1 <r < L
' 1 1 z %+
n+5+8%+—1)

, _( 4(n+ 1) + )+ 6

= 8n’+12n—|—5 2n+1 Crn+1)(Bn*4+12n4+5)

a tedy r — — 0-0951866 . .+ ©.000005 ..., odkudz s = 164495
.8 chybou men3i nez 51. 10—‘"

b

=
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58. Eulerova transformace fady nek. Aby se usnadnil numericky
vypodet i‘ady nekonetné, lze Easto uzti ruznych method majicich za el
jich transformaci. Nékteré z nich vznikly jiz v 18. stoletf. Naznatim
v nasledujfcim toliko dvé z nich a to Eulerovu a Kummerovu, jakoZto
nejjednodussi.

Euler vychdzi od fady (u niZz pfedpokldddéme konvergenci)
S=uwzturduz®+ ... (a)

Nisobime-li na obou stranich dvojélenem 1 — z, pak zavedeme oznatent
4w = u, — w, ., a potom zase onim dvojtlenem dé&lfme, obdrZime
ihned (za piedpokladu x == 1)

o

U, x z? 3 x4

S:]_-—,Z 1—-xdu' —'i'_—mdllz—l—_-_zdlla——
Opétujeme li tento postup na fadé
xﬁ xa x-l»
—-T_—:ZJMI—EA’M2—I'_—ZAM3 —— .y
dostaneme, Ze tato fada jest rovna
.’EQ 3 +
A% e
gt ]+1_) A
pH temZ 4%, = du, — Ju,, =u, —2u,,, + “k+2‘ Jest tedy
U, Au, . x® 3
Sea —— = = A ——— A%,
— d—o a—a " Ta—a" @)
.’L‘5
— AP, + ...
(1 _ 2)2 3
Na fadu takto vzniklou — ponechdvajice prvé dva cleny stranou —

mizeme obratu jiz dvakrat pouzitého znovu uZiti atd tak %e dostaneme
konelné obecns

o wr  du .z A*u, .2 N,z
S—l—x (1—m)‘+(1— )’ (1—x)*+
o A, . z" 1
(_ ) (1 )n+1+P

kde
Il) — (__])ll-l-l x"’+1

1
(—1_—1-)—1-17 (x.d'”"u, -+ x'zdn‘mu, + . .) .

Vysledek tento (v némz 2w, = 4*w, — 4* Upprs atd.) jest spravny,
i kdyz fada pro to m‘”cne x (rtzné od 1) jest jenom relativné konver-
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gentni, Jestlize /7 s rostoucim » konverguje k nulle, miZeme nadto

pro to urdité x klasti
A ] 4‘.’ . -3
§— Mz __duz —+ e ”’s — ... do nekoneéna.
11—z (1—2) 1I—u2

Je-li dand fada konvergentni pro r—=—1, jest specielné

Au, Au,

Au
1-I- e s

Uy = Uy Uy — g 1 . ul‘l"
' (c)

1 n
r, = oot (A""ul——d u2+4'"+1u3 —)
0O
Zv145té pak pro » —W jest
u Adu Adu Adu
“;—‘ua+"3—“4+4--:§1'+71—'§—2 Ta_ (ey)

P#iklad. Methoda Eulerova vede k jednoduchym vysledkim hlavn&
pii faddch tvaru

S_c+1+c—|—2+c -|—3+

Tu jest (pii oznaleni v (a) zavedeném)
_ 1 1.2
T e+ 1)+ 2) T e+ DEe+2)(c+3)7
1.2.3...n
e+De+2De+3)...c+n+1)
a tedy za pfedpokladu, Ze x jest-v intervalu (—1, 1—0) — nebof jenom

du

A"u, =

pro tato = jest fada, dand konvergentni — a Ze R _ s rostoucim n
konverguje k nulle, jest
2
§—_%__. 1 = - 1 +
l—z ¢e+1 (1—2) (c+1D(C+2)
r3 1.2

1—2' c+DE+2C+3)
Kdybychom chtéli poditati pomoci tohoto postupu log 2 dany Fadou

1 1 1 1
T gtT3g—zt o (@

kladli bychom z— —1, c=0 a dostali bychom

1 1
§= 2 1+2='2+23‘3+24 4"’

Petr, Diff. potet. 6
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fadu to rychleji nez pivodni konvergujici a jiz bychom dokonce pFimo
mohli pouZiti k numerickému vypoétu. Mohli- bychom si téZ n&kolik
prvych ¢lenti v ¥adé (d) ponechati a teprve na zbytek fady provésti
vytéenou transformaci. Tak ku pf. dle (¢) jest

1 1,1 1,1 1,1 1
K B R TR R VLA TR TS U
1 1.2 1.2...9
9 TT.12.18 T "’21"11 13.13.. 20 T+ "
kde
_1(1,2.3...10  1.2..1]
"= g 2...21 1l.137.22 +)

Nahradime-li v tomto vyraze » polovitkou prvého ¢lenu vyrazu ddvaji-
ctho r, dostaneme S —'log 2 s chybou men3f nez 1°73.107'¢; tedy na
15 cifer spravné. Jest patrno. Ze transformacf{ provedenou i Fada tak
malo konvergentni jako (d) se proménila ve vyraz snadno a s velikou
mirou pfesnosti stanovitelny.

Koneiné jako specielnf pfipad v tomto pifkiadé provedené trans-
formace uvddim tuto rovnost (¢ — — J; — «® misto z; nad to celd fada
pro S délena slem — 2 x) v

x z3 5 x7 _ T X
i3ty g te=
z z3 2.4 z7 .6 ©
_1+w+n+2f3+u+ﬂ)35+a+w> ast
Zbytek po n-tém ¢&lenu v této fad® md hodnotu
2n +1 N
r = (1 — Ba?- z 2.4..0 20 0B i.

(14 2)™" 38.5...2n4+1)

59. Kummerova methoda pro vypocdet sou¢tu numerickych rad.
Mezi dosti jednoduché a pfi tom dosti obecné methody ku vypottu ne-
konetnych fad patif methoda Kummerova. Tato pfevddi ndm vypolet
dané fady na vypolet jiné fady, jeZ sndze se dd pfi zddané mife pFesnosti
vypodist. V podstatd jest pouZit pfi ni tento postup myslenkovy: Nechf
jest w + u, + u ... dand nekonelni ¥ada konvergentni, jejiz
soudet se m4 stapoviti. Sestrojme Fadu lisel a,, a,, og,.... takovych,
%e o, jest rovnéz jako u, zdvislo na indexu % a Ze existuje limita -

u
lim (an—an+1:+“‘):a (1)

n—w
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Tlznd od nully. Pak jest

"l —g—8, kde limpg, =0. (2)
PiSeme-li posledni rovnici pro » =1, 2, 3, .. . , » a jednotlivé tyto rovnice
ndsobime u,, uy, ug,...., u, a vysledky séitdme. dostaneme ihned po
snadné tdpravé (viz také odst. 42., 4.)

n
— 3
=a2u, _ﬂkuk

a,u, — o
11
k=1 k=

‘o4 1un+1
Piedpokldddme-li ddle, Ze «, jest tak volemo, aby existovala limita
lim « u_, jiz oznatime I, plyne z posledniho vztahu, piejdeme-li na

o=@

obou stranich k limitam, ihned

“1+“2+“1+

% {

;—l— %" B,y + Bytte + Bors + .. ). (D)

¢4

Timto vysledkem vypotet Fady dané o &lenech u, pfeveden na vypocet
Tady rovnéz konvergentni, jejiz obecny &len jest 3, w,, pfi CemZ pomér
tlenu fady nové ku stejnolehlému é&lenu Fady pivodni (5. j. 3,) s rostou-
¢im indexem konverguje k nulle.

Obytejné hledime vhodnou volbou &isel @, docfliti toho, aby g,
s rostoucfm indexem / velmi rychle se blizilo k nulle. Piiklady ostatnd
uziti této methody a tuto okolnost osvétli.

Priklad 1. Uvazujme opét Fadu, jejiz obecny élen u, — A2 (viz-
piiklad odst. 57.). Jelikoz tu

2 ,n'.'

Uyt n ” .
— = e o vyraz ¢, —e_ , ———— —
U (4 1)2’ ) y 2 O (n+ 1)
kteryz s rostoucim » bliZiti se md k limité « od nully riizné. Zkusme, zda
vyhovime tomuto poZadavku, klademe-li ¢, —n - d, kde d jest kon-
stanta (t. j. nezdvisld na »). Obdrzime
3 2

'—ﬂnv

o

— G ———=n+d—Mm+14+d)—s

RCE VY (n + T

- n24 (2d 4+ l)n—l—d
(n 4 1)°

Vyraz tento ma vskutku limitu rdznou od O pro lim »— oo, jeZ jest
rovna 1. Jest tedy e = 1. P’¥i tom d jest dosud libovolné a volime si
je tak, aby §_ vypadlo co nejjednodufeji. Jest dle (2)

B =1 w24 (2d+1)n+d (1—2d)n+(1—d) .

g (n+ 1) (n + 1)*

(5



84

Klademe-li d =3, mdme tudiz

a rovnice (I) ndm davd

P11 3 1/ 1 i 1
F"‘?*‘?"‘"‘?’é""i(ﬂ.23*’22.3‘-"{'32.4"“'"')’

¢imZ ‘vypolet fady dané jest pfeveden na vypolet fady, jejiz (:lenové
rychleji se bliZi k nulle.

Priklad 2. Uvazujme obecné&ji fadu
- 1
s=in4-o)’(n+ 140 ’n+24+0"...(n +4—1+47¢)

Tu jest

5y A celistvé kl. &.
(m)

2 2
Uppy (n+¢) . m®

w, (tec+1) T (mtp”
pii tewnz jsme k wvili kritkosti zavedli » 4+ ¢ =m. Klademe-li tu po-
dobné jako v pfipadé pfedchdzejicim o p=n+c+d=m-+d, dosts-
neme nejprve « — 24 — 1 a pro 3, obdrZime vyraz
m (342 — 24d) + (2]. —d) l"
(m+2)’

B =
Volime tudiZz
A3 1

812—92d=0,t j d=3iatedy g =2 .~
BT VA= (n+c+ A4

Ze vztahu (I) pak ndsleduje, Ze fada (m) jest hodnotou svoji rovna

souttu
’ B4+ 2¢) +
21— D+ D (c+2" ... (c+
A3 ® 1
2 2 ) 3 2°
2(24—1) sa=1(ntc¢) (n+c+1) (nt+e+2)...(n4+c+ 1)
Oznatime-li fadu v (m) krdtce f (c, 4),,;ndme tedy relaci
(81 4 2¢) A3
y )= , A+ 1),
Fle. 4) 2@A—1)(c+ 1 ... (c+ 4 +2(2,1—1 Fle A1), (n)

kterou? prevedena jest Fada dand na Fadu.téhoZ tvaru, jejiZz tlenové
viak rychleji bliZf se k nulle; zdrovedi ndim rovnice posledni umoZiiuje
opétné téZe transformace pouZziti na novou fadu a tak postupovati ne-
omezené. Tak ku pf. fada piikladu predch4zejiciho jest v zavedeném:




oznatenf f (0, 1). I jest

o, )= —>— 4+ ro.9
6 23

f(0;2):'2—m+'2—3-f(0y3);
9

109 = g5 amtas O -

Kdybychom postupné dosazovali a provadéli transformaci do nekonetna,
dostali bychom koneiné po jednoduché tpravé

3 1 1.2 1.2.3
1O h=3 [1 TostwastEs et ]
fadu to, jez konverguje rychleji nez fada ¢eometrickd o podilu rovném $

Mohli bychom viak té stejné jako v pfikladu p¥edchézejiciho odst.,
Jjelikoz ku pf.

1
FO) =+ g+ g + 10,1,

provddéti naznatenou operaci 5 f (10, 1) a kldsti

23 13 .
10, H=5—ms 11._.-!——;’(10, 2,

26
fQ0, 2)—m+ 37‘(10 3),

pii femZ velitiny f (10, 1) rychleji se s rostoueim A blizf k nulle ne
f (07 'l)-’

Priklad 3. Jako - dal8f priklad vezmneme v dvahu fadu se stfida-
vymi znaménky :

gey=2 (=" _
e P ) R TR )
p
Pii ni jest
Unpg (c+n)(c+n+ 1)“____ m (m -+ 1)

Ua (e nFNc+nt+it+1) m-+2)(m+2i4-1)y
kde op&t m = ¢+ n.

Polozime
mitam+b
Cp+1— m (m + 1)
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¢imz dostaneme

. - _ 2mi4 (22420 ~2)mP+... )

b= =D m T D mFi+1) (¢
Odtud nédsleduje nejprve a=—2 a pro j3, vyraz, jehoz Citatel jest tfetiho-
stupné v m, jmenovatel pak jest tyZ jako ve vyraze (q). Koefficienty a,

b volime tak, aby soulinitelé pii m? m? v Citateli byli v ném rovni
nulle, to jest, aby

2a—2.—2=0, a(22—1)+20—22—1—1=0,

timZ jsou a, b stanoveny. PFi této volb& i soulinitel prvé mocnosti -
jest rovny nule a dostivdme

8 1 PA+1(EH42)
T o2mm—D(m+ i) (m+141)

UZijeme-li t&chto vysledkd, pak rovnice (I.) odst. 59. a konetn&
oznateni zavedeného v (p), obdrZime nejprve .

(A1) c—1a
2@+ D C+2°% ..+ N+ ritD

DD 1249,

ya—=A+1, b=—312%

g (¢, )= +

aneb vyjmeme-li prvy &len z fady g (¢ — 1, 4 + 1) a slouéime-li jej.
zdroveri 8 prvym &lenem pravé strany (v posledni rovnici):

22+ 6c(A+ 1456024100 + 4 o
dic+D+2)"(C+38)*...c+A4+D%ect++4+2)
12 (A
_ECHDCED o149,

g (¢, )=

coZ jest vztah uziteény pro vypolet fad tvaru g- (e, &). Lze pomoci ného.
vypolitati ku pf. soutty fad

1 11 1 z_ 1 1,1

10g 2_T_?+-§_Z+'“, —4——T—§'+g—....
Tak pro log 2 lze nejprve psiti:
1 1 1 1 _ 1 1 1, 1 1 1 y
ﬁ‘ﬁi*ﬁ‘ﬁz+~"—§ii+§hLm—¢zw+1&m‘~)
(viz odst. 58, (¢;)) a tedy log 2 rovny jest vyrazu

] 1 1 1 11 1 .
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Avsak (zustme H5A* 4 70i - 264 =g (1))

(1) 12.2.3
s AOD= i1 Y109
q(3 ) 32. 4.5
9(10’3):4.11.12".(1232.142.15— 7 73105,
B ¢ (6) 52.6.17
90 =17 v a5 15 16 17 4 10D

Bereme-li pfi: vypoltu ¢&isla ¢ (10, 1) zfetel toliko na tfi prvé éleny
(g (1) =339, ¢q(3) =519, ¢q () =="139), obdrzime pro log 2 hodnotu

log 2 = 0.69108946608946 ... - 0-00205783799538 — 12364581.10 —¢
+ 12136:10—¢ —

s chybou men$i (jak z hruba snadno lze odhadnout) nez 3 . 10-13, S&i-

tdme-li naznacend Cisla, mdme, Ze

log 2=006931471805604 + ©.3.10-3, 0 < @ <i_l .

60. Nekoneéné souéiny. Jako jsme brali v dvahu souéty neko-

netnych fad, zavedeme téZ obdobnym zpisobem nekonefné souliny.

Budiz ddna nekonetnd Fada ¢isel w,, u,, u; ... a utvofme z této Fady
¢iselné novou fadu é&isel p,, p,, ps, ..., kde

pe=(1+ 14) (14 uy) ... A4 up). (1)
Jestlize existuje limila )
N pn = p @)
rizna od nully, #ikdme, Zc nekoneény sougin
A4 w) (L4 ug) oo (14 wg) ... (3)
konverguje, a, Ze hodnota jeho jest p. PFi této definici jsme viak pfed-
poklddali, Ze Zdidng z éinitelda (1 4+ wy) tohotn soubinu neni rovny
nulle. Jestlize mezi &initeli’' 1 4 . jest jeden nebo koneiny pocet roven
nulle, pak konverguje-li nekoneiny souéin vznikly z pivodniho tim, Ze
jsme potlaili (vynechali) C¢initele rovné nulle, iifkdme, Ze konverguje
i pivodni souin a %e jeho hodnota jest nulla, Souliny, ve kterych
pocet - ¢initeld (1 + w;) rovnfeh nulle jest nekoneéné mnoho, vypustime
ze svych tivah. '

Jestlize nekonelny soulin nekonverguje, Fikame stejné jako pfi
fadich, Ze diverguje.

Z definice podané jest patrno, Ze konvergentni souéin mé hodnotu
rovnou nulle jenom tenkrdte, kdyz jeden anebo vice Ciniteld jest
“rovno nulle, °

Jako pfi nekone¢nych Fad4ch, tak i pfi mekonme¢nych sou&inech
mizeme vynechati koneiny potet tiniteld, aniz by tim dot¥ema byla
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konvergence resp. divergence soudinu. Nejprve vynechdme ¢initele rovné
nulle a budeme tedy v ndsledujicich obecnych tvahdch pFedpokladati,
ze Cinitelé jsou vesmés od nully rizni. Jelikoz viak dle (1) jest

DPn— Pn—1 = Up Pn—1, (4)

dostaneme, pfejdeme-li k limitdm, — za pfedpokladu, Ze damy soutin
Jjest konvergentni —

lim (pp — po—1) = lim py_; . lim u,,

n—om D=® nD—w

p—p=plimu,.

Jest tedy v konvergentnich soutinech tvaru (3) lim #, vZdy rovna nulle
‘Neni-li im#, = 0 jest pifsluSny soulin divergentni a nemd pro nis
dalsi zdjem. Je-li v8ak limu, =0, jak v ndsledujicim trvale budeme
pfedpoklddati, jsou ' &initelé (1 4 wux) od jistého indexu stdle kladni
a mizZeme tudiz pfi vySetfovdni podminek konvergence nekonetnych
soudini — potladujice po ptipadé koneény polet Ciniteldi — se omeziti
jenom na souliny, v nichZ &initelé (1 4 u:) jsou vesmds kladni, coZ
také ulinfme. Jest tedy v nésledujicich dvahédch i Zislo p rovnici (2)
dané kladnym, jakoZ i vSecka tisla p,.

" Vztah (4) miZzeme psdti obecnéji takto
Pogr — Pn = Pn [%f_ 1] ’
kde r jest kladné &fslo celé a kde

B = (1 wag) (U i) - (L ),

pfejdeme-li opdt k limit® pro » — oo pki pevném », dostaneme za pfed-
pokladu konvergence zpisobem stejnym jako dHve
lim [mi_ 1] —0.
n=—wm pn
O vyraze v zivorce hranaté se nachdzejicim miZeme dokdzati
vyrok, Z%e ke kazdému kladnému &fslu e lze stanoviti &islo N tak, aby

Patr
Pn
za pfedpokladu ovSem, Ze dany soutin jest konvergentni.

Pomijeje snadny dikaz toho vyroku, opfrajici se o v&tu Bolzano-
Caiichyovu (odst. 8.) a o predpoklad definici dany, Ze ¢&islo p jest od
nully rizno (kladno), dokizi opak onoho vyroku, Ze totiZ, lze-li ke
kazdému kladnému ¢ nalézti V tak, aby predchdzejici nerovmina byla
splnéna v rozsahu vytknutém, jest dany soulin komvergentni.

-1 ,< ¢ pro viecka n > N a pro viecka r. 5)
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Zvolme si — abychom to dokdzali — v (5) za & nejprve kladné
-tislo ¢, mensi neZ 1 a nerovnina (5) necht pak jest splnéna pro viecka
n = v a pro viecka », pfi CemZ » jest &islo celé. Pak jest, klademe-li
n = », pro viecka r

e < ,’.’;Jr_r_. 1< g aneb (I — &) p, > p,,, <(1+&)p,;
t. j. v8ecka pr od indexu » polinaje jsou mezi dvéma kladnymi isly
Py (1 — &), ,1 + &) a ponévadz i p,, p,, ...p, jsou ¢isla kladnd,
‘plati pro wdecks pr merovnost 0 << A =< p, =< B, kde A ku pf. jest
nejmensi z &isel p,, p,....py, (1 —¢) p,. Nésleduje pak z (5), ndso-
bime:li ji &islem py,

. r
[ Pogr — Po | < epo<<eB=2¢, jeli e = % pro viecka » > N a pro

viecka r, t.]. jest splnéna podminka Bolzano-Cauchyova postatujici k tomu,

-aby fada éisel kladnych p,, p,, p;, . .. méla limitu. Limita tato nutné
jest kladnd, nebof jest v&t&f po pfipadd rovna &isla A. MuiZeme tudiz
vysloviti vétu: -

Nutnd a postacujici podminka pro konvergenci nekoneéného sou-
Ginu (1 4 u) (1 4 uy) (1 4 u,) ... jest, aby ke kaZdému Fkladnému
Cislu € pristuselo cislo N tak, Ze splnéna jest nmerovmina
| (14 %ag1) (1 4 agn) ... (1 Fvnyr) —1|<<e& pro vdecka n=>N aviecka r.
Mohli bychom tuto v&tu upraviti téz takto (viz odst. 28.): Nutnd a po-
stacujici podminka pro konvergemci nekomeiného souéinu () jest, aby
ke kazdému kladnému &islu s prisluselo dislo n tul, Ze splnéna jest
nerovning

[ (1 4 tngr) (L F%ns2) o oo (1 4 snyr) — 1 | << € pro viecka r.
Véta tato jest platna pro nekone(,né soutiny bez omezujicich pi'edpokladu
svrchu zavedenych, jakoZ jest na snadé.

Pozndmka. Misto nekonetného soutinu tvaru (3) byle by disled-
néjsf vzhledem k nauce o nekonetnych faddch uvaZovati souliny tvaru

Uy o Uy Vg oo Vb (6)
Rozdil mezi (3) a (6) spodivd oviem toliko v omaéeni od (3) pfejdeme
ku (6), klademe-li «y — v — 1, a naopak od (6) ke (3) bychom do-
spéli kladouce v, =1 4+ . Jelikoz viak b&hem vySetfovdni se tvar
(3) ukazuje 1telnéj§im, volil jsem hned od pofitku vychodisko (3).

61. Souéiny. v nichz ¢isla «, jsou vesmés téhoz znaménka. Vy-
Setfovini konvergence nekonelnych soulind jest ukolem znaéné obti-
néj$im neZ vySetfoviani konvergence nekonelnych fad. Lze v3ak v nejdi-
lezitdj8im piipadé (totiz t. zv. absolutni konvergence, o niZz bude ddle
Fed) ono pFevésti na vy3etfeni konvergence fad. Zapolneme se soutiny
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nejjednodussimi, totiz se souliny tvaru:

QA4+ u)@+u)d+u)..., (e)
(L—u) (I —u) (I —w3)..., (B)
ve kteryjch éisla uy, uy, Uy, . . . jsou wesmés {isla kladnd. Oznatime

=04 u) L +w).. . Q4+uw), phi=(1 —u) (1 —u)... 1 —w
Cinfme dédle predpoklad, ze limw,—=0 (neni-i limw,=0, jsou, jak
bylo svrchu vytknuto, oba souliny divergentni a neni tfeba se jimi za-
byvati). Za tohoto pfedpokladu jsou tinitelé, v nichZ u. =1 v (&) i v (B)
v konetném pottu a miZeme je potlatiti beze vlivu na konvergenci
obou soutini. BudteZ tedy hned od pocCitku pro viecka % splnény ne--
rovnosti 0 << wx < 1. Ale potom jest

1

l+m< e

1__—'—7,4;’ 1—-’Nk>

a tedy

Cisla px jsou ¢isla s indexem rostouci a maji tudiz bud limitu ( (&) jest
konverg.) aneb rostou s indexem nade v3ecky meze ( («) divergentni).
Obdobng jsou p'y klesajici a maji tudiz bud limitu od nully rdznou
( (B) jest konvergentni) aneb limitu rovnou nulle ( (3) jest divergentni).
Ndsledkem toho vyplyvd z nerovnin napsanych, Zze, je-li (3) konver-
gentni, jest i («) konvergentni a naopak. Souciny («), (8) jsou bud oba
zdrovers konvergentni, aneb oba zdrovefi divergenini.

AvSak jest oCividné

1+“1+“z+.'--+uk<Pk .

Diverguje-li tedy rada nekoneénd s kladnymi dleny u, +u, +153 4 ...,
diverguji oba soudiny (), (f). '

7byva ndm tudiz jenom vySetfiti ty nekoneéné souciny («). (8), v nichz -
fada nekon. s klad. ¢l. u, + v, + «, ... konverguje. PFedpoklidejme
tuto konvergenci a budiz soudet té Fady S men$i nes 1. (Neni-li-
soutet teuto hned od potdtku men¥f nez 1. stati, abychom to doeflili,.
vynechati v ¥ad® konetny polet tleni a oviem v («) a (B) odpovidajici
jim Einitele; tim konvergence fady i obou soulind nebude nijak dotiena;.
Tu pak jest*)

1—8S<1—(u +u,+... +u) < p%

*) Nejprve toliz jest 1 — 1; —uy < (1 — u;) (1 — u,); nasobime-li obé strany
télo nerovainy &islem (1 — u,), kleré jest kladné, dostavame déle (vynechdvajice pii.
¢isle mensim kladoy stitanec wg (uy 4-u,) )

1 —uy —u, —ug <= up)) (3 —up) (1 — ug)
a tak mfZeme poslupovali dile bez omezeni.
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t. j. fada ¢isel p’; s indexem klesajicich jest zdola ohranluena a exi-

stuje tedy i | =0
imp', =1 -S>

Tudiz konverguje-li Fada mnekoneénd s kladnymi éleny u, 4+ u, + .. .,
konvergujt oba souéiny () (B).

Ke konvergenci souéinu (&) a také ke konvergenci soucinu (B)
jest nutno a postamtelno aby konvergovala Fada nekoneind s kladngmi
éleny w, 4 uy, + u, +

62. Souéiny ahsolutné konvergentni. Budiz fada w, + u, + u, +...
absolutné konvergentni; pak, jak dokdZeme, jest i soulin (1 4 u,)
(1 + u,) (1 + ug) ... konvergentni a fikdme v tomto piipade, Ze jest.
absolutné Lonvergentni. Nebof ma-li p, tyZ vyznam jako dFive,
miZeme psiti

Vs = ga'- @, (7)
kde g.' obsahuje ty z prvych = &initeld 1 4 «; nekoneéného souéinu, ve
kterych w, jest kladné, g." pak ty, ve kterych ;. jest zdporné. Vzriistd-li
pak » v posledni rovnici nade v3ecky meze: vzristd také pocet Ciniteli
ve ¢.'a ¢, nade viecky meze (pfipad totiZ, Ze od jistého indexu
potinajic vEichni &lenové by méli stejnd znaménka, netfeba brati v ivahu).
Pii tom, jak z vyvodid odst. pfedch. ihned vyplyvd, maji ¢, i ¢.” limity
od nully rizné (pfedpokliddme stile, Ze ve ¢, nejsou faktory rovné
nulle) a ma tudiz i p, limitu od nully riznou, vzriistd-li » nade viecky
meze. Jest tedy dany soutin konvergentnf.

Pouzivajice rovnice (y), mohli bychom na zdkladé methody. které
jsme pouzili v odst. 46. pro Fady absolutn& konvergentni, dile doka-
‘zati, Ze lze.v soutinu absolutné konvergentnfm zaméniti libovolné po-
fddek ¢initeld a soulin ten, =zistivaje konvergentnf, nezmé&ni svoji
hodnotu. Av3ak dikaz této véiy, jakoZz i piedchdzejici, provedeme zpi-
sobem, jehoZ platnost i na obecn&jsi piipad (kdy «. jsou velit¢iny kom-
plexnf) snadno se d4 roz?ii-iti.

Oznatme absolutni hodnotu &fsla +, znatkou «,. Pak jest dle pfed-
pokladu nekoneénd fada s kladnymi ¢leny

@ +ay +as + ... (5)
konvergentni, jakoz i soudin (1 4 a,) (1 4 a,) (1 + @,) ... . Oznatme
dile soutin prvych » Ciniteld v tomto poslednim soulinu =, Pak lze
ke kazdému kladnému ¢islu e nalézti &slo N takové, Ze

T + »

—— — 1 <e pro viecka n> N a viecka r. (e)
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Av8ak
‘B"_Jr" — 1|zl
})u n
‘jak snadno patrno (nebof na levé strané poslédni nerovniny jest absolutni
hodnota soultu #a4: + %ats + ...+ %pgy Unys 4+ ..., D pravé pak

soutet any; + @oys + ...+ Ani1ansa .. , c0Z jest soulet absol.
hodnot ¢lenii pfedchdzejiciho sou&tu.) Tedy

Potr
Vn
“T'im jest dokdzino, Ze v dﬁs]edku konvergence Fady (J) konverguje
‘i dany so@itin. DokaZme nyni, Ze lze pofddek Ciniteld v daném soulinu
zaméniti a %e se nezméni velikost soutinu. Provedme tedy v daném
soutinu libovolnou zéménu &initeld a budiz v tomto druhém soulinu
4
ﬂ)l , pii temZ m volme
Pn
uz tak- veliké, aby v p,’ se nachdzeli vSicci Cinitelé, jeZ jsou v p,:
pak jest

—1 i < ¢ pro viecka n= N a viecka
I

soulin prvych » Eleni znaden p’,. Utvoime podil

PE=(tua) (L g (Lt )

kde «, 8,...4 jsou tisla celd riznd vesmés vé&tdi neZ n, nejvétsi budiz
n + R. Lze tudiz pséti

104w (1 +ug) . A4+ w)—1 | =1 +aa) (A tap)...(1+a)—1=

< ”n+R . 1
S ?
g

_”_"+£+1él’1'_1§”_"+1‘_1
7Tn P TCn ,

Roste-li v posledni nerovning » nade viecky meze, konverguje
pravd i leva strana k nulle (viz (¢) ), tedy i prostfedni vyraz m4 limitu
rovoou nulle a ponévadZ » = », jest nutné '

!
lim (’;’—"' — ): 0, lim pn' = lim pa,
¢imz pak jest din dikaz véty, Ze v soucinu absolutué konvergentnim
hodnota soucinu se nezméni, zaméni-li se porddek &inileli.

63. Neni nesnadno odvoditi véty o ndsobeni nekonetnych souéinid
a rozkldddni jich v souliny konvergentni podobné jako piinekonelnych
faddch pfimo z definice. Poddm jenom dikaz v&ty pro rozklad soutinu
absolutné konvergentntho v neomezeny polet soulind (rovnéz absolutné
konvergentnich). Vé&ta ta jest: Utvorime-li ze viech Ginitelis soudinu
absolutné konvergentniho neomezeny pocet nekonecnijch soudind tak, Ze
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kasdy Ginitel daného soulinu jest obsaZen v jednom a toliko v jednom
z téchto soubini, jsou souiiny tak vaniklé rovnés absolutné konvergenini
a hodnota soMEinu daného jest rovma hodnoté nekomeéného souéinu,.
JehoZ Cinitelové jsou hodnoty soulind nové tak vytvorenych.

Hodnota daného soutinu (1 + u,) (L + ,)... bud p, hodnota-
soutinu (1 + a,) (1 + a,)..., kde az = | ux | nechf jest /1. Znatky
Pu, mp MEjtez tyZz vyznam jako v pfedchdzejicim odst. Ponévadz soutin /1
jest konvergentni, 1ze udati ke kaZdému kladnému & &islo celé N tak, ze

. P
E —1l1<e

Soutiny rozkladem vzniklé jsou otividné& rovnéZ absolutné konvergentni
(nebof fada obsahujici nékteré ¢leny fady nekoneéné s kladnymi ¢leny
konvergentni, jest rovnéz konvergentni); -ozname jich hodnoty PW, f -
P® ., kterymito oznafenim zavedli jsme zdrovei jisté pofadiv téchto
soutinech. Zvolme si pak celé &islo .W tak, aby v prvych M souéinech
rozkladem vzniklych bylo prvyech .V Einiteld daného soutinu. Pak jest, .
kdyz provedeno kricenf, je-li m > M,

Pu)’_ P(;zl; . p™ =1+ wa) (L +ug) (1 + ug) ...
kde indexy e, 3, 7, ... jsou vesmés v&tii neZz N. Aviak jest
(L4 %a) At u) A 4uy) ... — 1| = +a)(l+apl+ay)...— 1=

é—l——l- —l<<e
d o
a tedy
| p -
‘P“). T 1| << & pro viecka m > M

¢imZz dokdzdno, Ze nekoneény soutin

POPY PO 0
konverguje a jeho hodnota jest p. Nekoneény soucin tento, ktery bychom
mohli psdti, ve tvaru (L 4 #,) (1 + #,)..., kde v = P® 1, jest
absolutné Fkonvergentni. Dilikaz, ktery lze provésti pomoci soutind -
a®, 0%, ... utvotenych stejud z II jako P®, P®, ... z p anaziklads
okolnosti, Ze soulin, ve kterém w,, u,, ... jsou ¢isla kladnd, konverguje-li,
konverguje absolutnd, doporutuji ku provedeni &tensfi. Ze lze v sou-
tinu (¢) libovolné pofddek ¢initeld zamé&niti, aniz by to mélo vliv na
konvergenci a na hodnotu soulinu, jest ostatnd patrno z dikazu
svrchu provedeného.

64. Dvojné soudiny. Jako jsme v odst. 53. brali v dvahu Fady
dvojné, miézeme obdobn& mluviti o soudinech dvojnigck ohsahujicich viecky
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tinitele tvaru 1 4 uw, kde 7 a % probihaji vSecka &isla kladna pfiro-
‘zené Fady ¢iselné. Vypisovati miZeme soucin takovy pomoci zrailky

soudinoré f1 takto )
Ol 4uw) 45h=1,23, ... (%)
ik

Ozpateni toto m4 oviem jemom tenkrite vyzpam, je-li souin ten «l-

-solutné Lonvergentni; t. j. je-li fada dvojnd
2 Ui hhk=1,2,3,...
ip

‘absolutné konvergentni. Pak jest hodnota soutinu (k) vzdy t4z, at
jednotlivi ¢initelové nasleduji po sobé v pofddku jakémkoliv. Dle véty
_piedchazejictho odstavce jest za pfedpokladu, Ze soutin dvojny (%) jest
.absolutné konvergentnf a Ze hodnota jeho jest p,
p=P" P® PP |
kde
PO =14 uer) (1 4 ues) L+ ma)...

p= Q(l)- Q(2)' Q(3J' ..
QY =4 u) (I +u)d+uw). ..

‘Soudiny v tdchto vztazich se vyskytujici jsou pak vesmés absolutné
konvergentni. Vztahy ty pomoci znalky soufinové lze vypsati téz takto

P=I(I(ua) ) =TT (ML +ua)), i=1,2,8,..., k=1,2,3,...

.a obdobng

65. Souciny relativné konvergentni. Soutiny konvergentni, které
-nekonvergujf absolutné, sluji relativné konvergentni. V t&ch tvorf &i-
-¢inftelé 1 + uy, ve kterych u, jest kladné, soulin divergentni; a rovnéz
tak &initelé 1 4 wi, ve kterych w: jest zdporné. Stejné jako p¥i fadach
nekonetnych relativné konvergentnich lze i v soulinu relativn® konver-
gentnim vhodnym pfemisténim G&initeld dociliti, aby absolutni hodnota
-goutinu toho byla rovna kladnému ¢fslu 4, libovolné piedem danémn.
Dikaz toho jest stejny jako pfi nekomelnych faddch a netfeba jej pro-
vidéti. Uvedu jenom dvé pozndmky o vySetfovini konvergence tako-
vych soudind.

1. Souéin (1 4+ w,) (1 4+ #»,) (L + %;)... miZe konvergovati aniz
by sontasné konvergovala Fada w, -+ u, + u, 4 ... . O tom nds pre-
-svédtuje soutin

oD 100
(1 +/_1€) (1 +V%) (1 _\/L?)""’
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. . © grs 1
-soutin tento konverguje. Nebof jest (vynechdme-li Einitele 1 — Vi

rovného nulle a v ostatnim zndsobfme vZdy tFi.po sobé jdouci &initele)

A% 1 1
pak:(l —]—T) (1—2—2).(1—,';—2)) P3rt1 = pgk(l +L+1)

: 1 1 3., ..
p3k+2:p3k(.1+k—_l_—l) (1 +VIT_'__1 ¢ty

‘maji tedy pan limi_tu pro lim #n = oo, jelikoz fada

1,1 L
ptgtgt.
konverguje,a touz limitu maji i p3n+l, Dan+e. Rada viak
1 1 1 1
T4 . —_— + D
1+V1 +V2 \/ \//u Vi
Jez se v podstaté redukuje na fadu harmonickou, jest divergentni.
2. Soutin (1 4 ;) (1 4 w,) (1 4 u,) . .. mize divergovati i kdyz
fada u, + u, + 4, + ... konverguje. Jest totiz v&ta: Soudin (1 + u,)
(1 4+ up) (A + w,) ... konverguye, jestlize konverguji obé Fady
w, e +ouy w4 )]
Konverguje-li prvd 2z téchto 7ad a druhd diverguje, diverguje i souéin
dany (a to tak, Ze p, maji pro lim » — co za limitu 0.).

+...

Predpoklddejme, abychom tuto v&tu dokdzali, ze vSecky |uu| <—;—

{vynechdvajice k tomu cili, je-li to t¥eba, jisty konetny potet poldtenych
{initeld daného soutinu). Pak miiZeme psaiti

log pa = log (1 + u,) 4 log (1 4 uy) + ... + log (L + 1.)

.aneb uZivime-li rovnice (4) odst. 36.

logpn = (uy + o+ us+ ... + %a) — (B4, 2 + 0,2+ . .. + Onu?
kde 6, jsou &isla kladnd mezi %
‘maji obé zdvorky na pravé strané posledni rovmice Mmitu pro » — oo
a md tedy limitu i p, pro » = oo a to limitu od nully riznou, &imz
dokédzdno, ze soufin dany jest v tom pifpadé konvergentni. Konverguje-li
prvd z fad (1), drub4 viak diverguje, pak log p, s rostoucim # nabyvd
zdpornych hodnot o absolutni hodnoté rostouci nade v3ecky meze (fada
Bu,* + Ou,* + ... jest divergentnf, viz odst. 42.) a p, tedy kon-
verguje k nulle, ¢imZ v&ta svrchu uvedend dplné dokédzéna.

a —g Jsou-li obé fady (%) konvergentni,

-
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