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pii ¢emz R, S, T jsou &sla kladnd a takovd, ze [R, S, T'] jest bodem
voitinim oboru konvergenéniho, 4/ pak jest éislo vhodn& volené. Kdyby
v. dané tad® mocninné soutinitel «,,, byl rovny nulle, mohli bychom
od kazdého ze tfi prdvé uvedenych vyrazi pro majorantni funkce odéi-
tati J/ a vyrazy by zistaly i po odetteni majorantnimi funkcemi. A ob-
dobnd tomu jest i pfi » proménnych.

X. Fankee implicitni. Fankeciondloi defterminanty.

218. Hodnoty funkce neodvisle prom&nné mohou byti stanoveny
pomoci rovnice ddvajicf ndm vztah mezi funkef a neodvisle proménnou,
pH ¢emZ oviem k dplné definici funkce zpravidla jest tfeba jesté ve-
dlejsich -podminek. Tak ku pf. rovnice

y*+ =1 s podminkouy.=0

ndm stanovi tplné y jakoZto funkei proménné z v intervalu (—1, 1).
Funkcim takovym iikd se obyéwjnd implicitni funkee. V .ndsledujicim si
odvodime zdkladni v&ty, které nim davaji ve velmi obecnych pFipadech
moznost rozhodovati o existenci implicitnich funkci.

219. Implicitni funkce o jedné neodvisle proménné. Budis ' (z, y)
funkci dvow proménnych &, y defiovanvw v okvié bodu [y, y,]. Pred-
poklddejme ddle

1. Ze F(xy, y,)=0.

2. e funkce F (z,y) md derivace v okoli bodu [xz,, y,] a v tomto
bodé dle proménych x, y a fe derivace ty jsou funkee spojité (v bolé
a okoli). Oznadime je F' (2, y) F (x, y).

3. se F'_(z,, ¥o)F0.

Pak existuje jedna jedind spojitd funkce cpl(z) proménné x, jez
pro v —=ux, stdvd se rovnou y, a jei jest definovdna také pro viccky
body jistého okoli bodu xz,, takovd, Ze pro body tohoto okoli jest

F(z, ¢ (z)) =0.
Funkce tato md derivaci (stdle ve sminéném okoli bodu x, a v bodé x,)
danou rovnici
F (z, 9(z))

- F’, (=, (p(z)) ’
kterdZ jest spojitou funkct proménné «.

P'(x) =

Pfirozend mizeme tuto funkei @ (z) poklidati za feSeni rovmyvco

F(z,y)=0 dle y a sice to fedenf, které divs y, kdyZz . jest v ., a
jeho okoli, jakozto funkei spojitou a které se redukuje na y, pro z—x,,

4
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a za téchto omezujicich podminek poklddati déle rovnici /'(z, y) =0
za ekvivalentni s rovnici y — ¢ (2).

Abychom uvedenonu v&tu dokdzuli, najdeme nejprve &fslo e tak,
aby v okolf O(x,. 9,; €& byl splnén v&tou dany predpoklad 2. a aby
v tom okolf funkee /7 (r, ») byla’ stdle riizna od nully a tudiz stdle.
téhoz znaménka jako hodnota F' (xo,y,) (odst. J91.). Pak lze udati dvé
kladnd ¢isla A, B3, takZe

\F', (x, )| <4, | F' (2, y)|> B pro viecka [z, y] v O(x,, 9, &) ()
(v disledku zndmych vlastnosti funkei spojitych, odst. 191.). Budiz ddle o

Be
mensf z obou &isel & —~* Tu si nejprve dokdzeme tvrzeni, Ze ke kazdé

bodnoté proménné z intervalu (z; — @&, x, -} 8) rovnici /(r, ) =0 jest
piifazena (jakoZto Feteni té rovnice dle y) jedna hodnota proménné y
nachédzejici se v intervalu (y,—e, y,-}¢€). Budiz tedy x v intervalu
(xy — 8, @, 4 6) a y v intervalu (y, —¢, y, +¢) a kladme k vili stru¢nosti

r=x,4¢& y=y,+n takie jest f=zx—=x,, n=y—y,.
Pak jest dle formule Taylorovy (0<<@® < 1; uZito predpokladu 1.)

Fa,p=F@w,+ &y, +n)=F(z,+§ y, +1)—F(zy, y) =
:§F’x(xo—|-@§, :’/o+@"l)+ﬂF’y(xo+@§a ?/o+@77)' 8)

Jelikoz z jest v (x,—3, x,—+4), jest |x—mx,|=|E|=_0 a tedy prvy.
tlen ve vyraze (f) .se zietelem ku prvé nerovming v () mens$i v abs.
hodn. nez A¢. Klademe-li y,+ ¢ za y, t. j. &= za r, jest druhy ¢len
v (B) v&tdi v abs. hodn. v didsledku druhé nerovniny z (¢) neZz Be.
Aviak A8= Be; md tudiz (8) totéz znaménko jako druhy Clen v (3)
a klademe-li jednou #— y,—=%n=—-+¢ po druhé n-——¢, dostivime
pii témz z z (B) ¢isla znamének protivaych. Tedy tisla /(r, y,—&),
F(r, y,-+¢ maji, pokud « jest v (r,—é&, r,+ ), znaménka protivnd
a jest nasledkem toho, #e F(r, ) pii pevném =z jest spojitou funkef
proménné y, aspoir jedna hodnota y—aq(x) lezici uvnitt intervalu
(¥o—¢&, ¥, + &), pro kterou
Fr, p(a) =0, 7 v (wy— d; 7, + 8);

jest vSak jenom jedna takovd hodnots, nebot I"’y(ﬁ:, y) md stile stejné
znaménko a tedy F'(z, y) pti pevném =z s rostoucim y stdle roste aneb
stile klesd. '

Rovnice F(z, y)—=0 definuje tudiz y jakozto funkei ¢ (x) pro-
ménné x v intervalu (z,—d, =, -+ ), poZadujeme-li, aby # bylo
Y (4#y—¢, Yo+ &). Zéroved jest q(z,)y=y,.
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-Funkee takto definovand jest jest spojitd v intervalu (x, — 8, 2, +9).
Nechf jsou z,, r dvé libovolné hodnoty toho intervalu a kladme ¢ (z,) =y,
(%) = a zérovei k vili struénosti z —x, =h, ¢(r) —o(z)) ="
Pak jest .
F(xn yi)zol F(m; y):07 F(x) y)+F(zly yl):07
Flz, y—Fx, y)=@—2)F (2,46'h y,+0 k) +
] +@@—9@)F (x, + 0 y,+ =0 ()
a tedy '»

19 (0)— 0 (@)1 < 5 la—a, | <

: B
/ pro viecka x, pro néz [m—x,]<z ¢,
timZ spojitost funkce @ (z) v bodé r, dokdzdna.
Funkce ta ma derivaci vintervalu (z, =9, , -+ &). Nebot dle () jest

@) —o@)_o@+h—9)_  F.lot+0h y+6%
e—r, T ' ' - F’_y(m»l + @'k, y, + O'k)

h

a jelikoz lim £=—=0 pro lim /» =0 (jak pravé dokdzdno) a jelikoz F" , I,
jsou funkee spojité (v oborn pFichdzejicim v tGvahu), existuje derivace
pla,+N)—aq(@) _  F. @, y)

' h - F’y(ml, 7))
jeZ, jak z vysledku patrno, jest spojitou funkei bodu z,. Tim véta
fundamentdlnf o implicitnich funkcich jedné promé&nné dokdzina ve viech
tastech, ‘

Pozndmka. 7. dikazu podaného vyplyvd také ddsledek, ze viecka
FeSeni [r, y] rovnice K(z,-y)=0, pokud se nachdzeji uvnitf pravo-
ahelnikového oboru (z,—9d, r,+3d; y,—¢ y,+¢) — tvokictho jisté
okoli bodu [x,, y,] —, spliiuji také rovmici y =@ (s). Neexistuji tudiz
#4dné jiné funkce y (i nespojité) proménné z vedle funkee y =g (z),
jez by 1) splilovaly rovnici F(z, y) =0, 2) byly definoviny uvnitf in-
tervalu (z, —d, z,+4) 3) v bodé x, nabyvaly hodnoty y, a ve vy-
téeném okolf bodu », pak hodnot intervalu (y,—s, 'g/o—l—s). Nalezend
funkce jest tudiZ jedind i tenkrdte, mdme-li na mysli obor viech funkci
hovicich t¥em prdvé vytéenym podminkdm.

220. liny dikaz a rozSireni véty o implicitnich funkecich. .Vétu
o implicitnich funkeich v odst. piedch. dokdzanou lze v riiznych smérech’
zevieobecniti. Jednak lze uvaZovati funkee ' o vice neZ dvou neodvisle
proménnych, jednak lze uciniti obeenéjsi pfedpoklady o funkci F. Funkce
implicitni pak v didsledku toho vyplyvajici z pFedpokladii jsou ovsem

¢'(z,)=1lim
h=o0
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téZ obecnéjdf nez funkce vyplyvajici z pledpokladd &inénych v odst.
pledch,

Zv1astd viak p01lulé pfi zobecneni tom jest, ze dikaz na podkladé
obecnéjiich predpokladi vedeny - jest daleko jednodussi a zéroven po-
chopeni pFistupné&jsf. Provedu dikaz ten formou, jez se bezprostredné_da_
roz§ifiti na libovolny potet proménnych; jemom z ‘ddvodt struéngjsiho
vyznafovani zavedu v ndsledujicim tfi neodvisle proménné pfi funkei /.

Budiz ddna funkce F(z, y, z) majici tjto viustnosti

@) F(@, Yy 2)=0.

b) V oboru O (xy, y,, 2,; ¢) jest F(z,y, z) DF pevném z spojitou
Funkei bodu [z, yl

¢) V témz oboru jest p#i pevném [z, y] funkce F (:r Y, 2) spo-
Jitou a ryze monofonni Funkei proménné 2.

Abychom méli uréity ptipad pted sebou, predpoklddejme ku pf.,
ze pti pevném [z, y] jest F(x, y, #) stdle rostouci funkef proménns z

v O(Z,, Yo, £0; €)- Puk ndsleduje z a) a z této okolnosti, ze I (z,, y, 7— ¢)
jest tislem zdpornym; £ (x, ¥, 2, + &) kladnym. Z pFedpokladu 0) pak
vyplyvd, ze lze stanoviti tislo 0 = ¢ tak, aby v okoli O(x,, ,; 8) obé
funkce F(x,y, 2,—e), F(z, y, 2, +& — funkee to bodu [, y] —
byly téhoz znaménka (a od nully rizny) a to prvd zipornd, druhd kladnd.
Je-li tedy[z, y] libovolnybod v U (z,, y,; 0), 1ze vintervalu (z, —e¢, 2, + €
vzdy nalézti hodnotu z a to jedinou hodnotu (nebot b&zi pii pevném
. [z, y] dle ¢) o funkei spojitou a monotonni, takovou, aby F(x, y, 2)=0
pii temz, je-li [z, y1=I[x,, y,]. jest z=2,.
Nésleduje tudiz z pfedpokladi nejprve, Ze existuje jedna o zd-
roveit jedind funkce 2= (z, y) bodu [x, yl, definovand v O(zy, ¥y 0),
pro kterouz jest
F(l‘, Y o y)=0v O(xov Yo 6); (Lo Yo) = 2.
« pro ni zdrovesi 2, — € << @ (z, y) << 2, + e{anebig (z,y) — ¢ (z,, ¥,) |<<€).

Funkce @(z, y) jest spojitou funkei bodu [z, ] v O (x,. y,; 9).
DokaZzme zprvu, Ze funkce @ (z, y) jest spojitou v bodé [z,, y,]. K tomn
jest nutno a postalitelno, aby ke kazdému kladnému ¢islu ¢ bylo mozZnoo
stanoviti kladné tfslo ¢’ tak, ze

[g(z, ¥)—q(xq y,)| <& pro viecka =, y v O(c,, ¥,; 0') (D)
(0- & miZeme hned poZzadovati, %e jest men3i (=) nez e).

AvSak moZnost takovd jest tu bezprostfednd patrna z predpokladii;
nebot dvahu svrchu provedenou pro okolf O (x,, y,, #,; € mizeme pro-
vésti s okolim O (z,, ¥, 2,; € a tak, jako svrchu jsme dospéli k &islu &
a nerovning |g(z, y)— ¢ (2, Yo,l<<& pro vsecky [z, y] v O(xo) ¥5; O)
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dospéjeme nyni k &slu &' tak, Ze jest splnéna (4). Stejné se dokdze
spojitost v kaZdém jiném bodé [z, y,] uwnitt O(z,, y,; ). Nebot, kla-
deme-li ¢(z,,y,)=2,, jest F(z,, ¥,, 7)) =0 a jsou splndny ptedpoklady
pro I'(z, y, #) obdobné ku predpokladim «), b), ¢), aviak tykajici se
bodu [z,, ¥,, #] misto [r,, #,, 7z,].. S nepatrnou upravou tvahy podané
podati pak lze dikaz spojitosti i v bodech [z,, y,] hranitnfch oboru
O (xy Yo; 0), coZ ponechdvim Ctendfi.

Md-li ddle funkce- F(z, y, 2) v bodé [z, y, 2] pravoihelnikového
oboru (x,—38, yo—0, 2,—¢; x,+ 0, y,+ 0, 2,4+ ¢€) totdint diffe-

riigna od nully, md 1 funkg:e

rencidl a je-li zdrovesd v tom bodé 2

@z, y) v bodé [z, y] oboru O{x,, y,; 8) lotdini differencidl.
Nejprve jest pro piiriistek /" funkce F(r, y, ) platna rovnice

Ly rya F
aF(, g, =75y Jot 5 W+ At dr+ody+ ) ()

kde limp=lime=Ilimz=0, kdyz limdr=1im dy=1lim4:=0. Je-li
viak z=np(z, v), 2+ dz2—=@(x+-dx, y+4dy), jest — v disledku toho,
jak funkce g (x, y) byla definovina — .7F'(z, y, 2)=0 a jelikoz ze
spojitosti funkce z proménnych @, # plyne lim4z=0, kdyzlimdgz—=
—=limdy = 0, miZeme rovnici (u) d4ti tento tvar

AF oF

EPS dm+w4’/+ (edx -+ ody)

dz=q@~+de,y+dy)—@@, y)=—

L
22 17
aneb
ar or
0x 2y ’
Az — — > F Ax— a—'ﬁ,dy + (g'd:c_—{- a'dy),

dz (¥

kde limo'=lim¢'=0, kdyZ lim Jx =limdy =0, &imZ tvrzeni utinéné
dokédzdno. Zdroveil pak poddno jest vyjddient édstecnych derivaci funkee
2= (z,y) dle proménnjch x, y pomoci derivacf funkee F(xz, y, 2).

Kdybychom dale jeSté pfedpoklddali, Ze Edste€né derivace funkce
F(z, y, 2) v bod& [z, y, 2] svrchu vytteného pravoihelnikového oboru
jsou spojité funkce proménnych wx, v, 2z, dostali bychom z posledni rov-
nice pro Jz obdobny vysledek i pro é4stené derivace funkce z =g (z, ¥)
v bod& [z, ¥] a tak .bychom ziskali veSkerd tvrzenif dokizand v pfed-
chézejicim odstavei pro funkeci implicitni. jedné neodvisle promé&nné i



346

pro obecn&jdf ptipad funkce implicitni o nékolika proménnych a to za
predpokladd znafné rozsitenych.

P#tklad. Uvazujme ku pf. rovnici kvadratickou mezi ttemi pro-
ménnymi

g2+ 2a,8y +ayy® +29,22+2ap,y2+ug32* + 20,2+
+2a,y+2a5,2+4a,,=0

za predpokladu «y, =.0. VySetfujme, zda touto rovnici jest dino 2z jako
funkee bodu [z, y] a to -na zdkladé odvozené v&ty. Levd strana dané
rovnice mé spojité prvni derivace dle vsech proménnjch v celém pro-
storu (rojrozmérném, Mohou tudfZ derivace méniti svd znaménka jenom
kdyz prochdzeji hodnotou nullovou. Derivace podle 2 (d&lena dvéma) jest
Uy3 &~ Uy Y + tgg £+ u,,. Rovina s rovnicf

A3 T+ Ay Y+ 032+ 0a,,=0 -(2)

déli tudiz cely prostor trojr. na dvé polovice, v niz kazdé derivace dle z
jest téhoZ znaménka ve vSech bodech. A ponévadZ levd strana rovnice
jest 4+ oo pro limz— -+ oo a na rovind vytknuté jest derivace dle z
rovna nulle, jest v té polovici prostoru, jeZz obsahuje bod [0, 0,-} o],
levd strana dané rovnice rostouci s rostoucim z (a pfi pevnych z, y) a
derivace dle s kladoa; v druhé polovici jest leva strana klesajici s rost. 2
a derivace dle z zdporna.

Vypotteme-li z z (2) a dosadime-li vysledek do (1), obdrzime rov-
nici (ndsobime zéroven souéinitelem «,,)

1

ayy By —a )2+ 2(ay, a3 —aa,) ey + ...+ (ay ag; —ap;) =0. (3)

Rovnice tato ndm uddvd body [x, y] na roviné XY, jeZ jsou priméty
bodid na rovind (2). v nichz jest splnéna rovmnice (1). Body leZfci na ro-
ving (2) a v nichz levd strana rovnice (1) jest zdpornd, tvofi obor,
jehoZ primét na rovinu XY jest ohranifen arou o rovnici (3); oznatme
priimét tento 2. Pak dle ptedchdzejiciho kazdému [z, y] na 2 odpovidd
jedno :z takové, ze [r, y, #] jest v jedué poloviné trojrozmérného pro-
storu vzniklé rovinou (2) a rovnéz jedud z, které jest v druhé poloviné.
Bodim [z, y], jez jsou vné @, nenf rovnici (1) pfifazeno zddné 2.

Podrobnéjsim rozborem bychom pribéh funkce 2 jesté zevrubnéji
mohli stanoviti a zejmena bychom mohli rozhodnout, k jaké ploge dru-
hého stupné rovnice (1) ptislusi.

Z pi-ik]adh podaného jest patrno, jak véty o implicitnich funkeich
v ptedchdzejicich odst. dokdzané mohou byti uZitelny pfi vySetfovdni
prib&hi ploch a kfivek.
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221. Dalsi zobecndni véty o imp'icitnich funkeich. Bﬁdiz"dano "
funkef
F(x, @, .., 7,: 9, Ys,--,4,) i=1,2 3,..,n (ay
m-n proméhny’ch Xyy Lyyovey Epy Yir Yy -+ Y, definovanych v okolf
bodu [z, a0, .., 20, y©, y® .., y®]. Predpoklidejme ddle
1. ze F.(z®, a0, .., 195 ¥y, yo,. . ,y")=0, i=1,2,..., n
2. ze vSecky funkce F; majf derivace v bodé [z{,.., y"] a jeho
okoli dle viech m 4+« pmm(‘nnych a Ze derivace ty Jsou tam funkce-
spojité téch promdénnych. Ozna&ime je
;ji—F’" (xyyooer Yo g_j_l::F’ @y evey Y0 (o)
vynechava,]ice ]eSté A prav1d1a v nésledujicim k vuh stru¢nosti za zna-

Iy, Ky iy
: F , M R —F,
3. Determinant | 1 MU 2 (2]
: Ifﬂ’nyl l’"n.v , , F’nyn
jest v bods [z, =2, .. o 29, Y, ..., y©] rizny od nully.
Pak existuje jen jediny systém » spojitych funkei @, (x;, 250 ..., #,);
k=1, 2,...... » proménnych @, ......,.7r_. jez v bodé
A® =[2Q, 20, ..., z0] jsou rovny &slim »,* a jez jsou definoviny

také pro viecky body jistého okoli bodu A4®, a takovych, Ze pro body
toho okoli jest

F .z, ..y T3 P35 §op -+, ¢,)=0, =1, 2,..,n
Funkce tyto maji derivace v A® a v jeho pravé zmindném okoli dle
viech m promé&nnych a jsou derivace ty spojité funkce bodu [z, x,, . ., ]

Pfirozen& miizeme systém tunkef P (@, ..., ) poklidati za fe-
Senf » rovnic

Fj(xn Loseoy T3 Y1y Yoyoos y,,):O
dle » neznimyjch y,, takie y, = ¢, (2,,..., &) pii temz jde o fefent
stanovené v oboru O(A®, §) a urlené jednoznatnd podminkami, ze
Pr (20, @, ..., z®)=y; & jest jisté kladné Cislo.

Dikaz této v&ty poddn byl, kdyz n—1, v odstavci pfedchdzejicim.
Abychom tuto vétu dokdzali obecn&, uZijeme uplné indukce a pfedpo-
Klddajice, Ze vé&ta jest spravna, kdyZ potet danych rovnic (jakoZ i polet
nezndmych funkef y) jest n— 1, dokdzeme, Ze jest sprdvna, kdvZ potet
danych rovmic (jakoZ i nezndmych funkef) jest ».
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Jelikoz determinant (b v bodé [z, a9, .., xl, 4@ .., y0)] jest
rizny od nully, jest jisté aspoii jeden prvek posledniho Fadku Tizny od
nully v tom bodé& ‘Nechf jest to ku pi.-prvek

Floy, = _3 r, .
. 'byn '
Potom viak dle véty odstavee pfedch. mizeme rovnici
F,, (:E,, Tyvaes Ty Uys Yoy - oy yn):O
fesiti dle y_ a dostaneme pfo y, funkei spojiton jednoznainé stanovenou
Yo=D (@), 7y, .., T Yo Yoy oo ?/,,_1):

kterd v bodé [z(*, z{,.., 2@, y™, .., y© ] se relukuje na y*, ktera
jest definovdna v jistém okoli posléze uvedeného bodu a kterd ma
v bod8 [z®,..., % 1 a kaZdém bodé jeho okoli spojité»derivaée &a-
steéné se zfetelem ku viem proménnym v pottu m -+ n— 1. (Viz odst.
.220, kde poddno jich vyjddfenf). Dosadime-li za y_ do funkef (a) ziskany .
takto vyraz, pak posledni funkce (t. j. /7)) jest identicky v onom okolf
rovna nulle a odpadd; zistane pak ndm »# — 1 funkei.

Fi’ (= %oy .y TosYiry Yoy Yp_p D(x,, . . 7.yn—1))1 ’'=1,2...0—1 (&

obsahujicich vedle proménngeh z toliko » — 1 proménnych y,, %o, . 9,_,
a bdzf o to, zda tyto poslednf velitiny lze jednoznatné stanoviti jakozto
spojité funkce proménnych w,, x,,..., x_ v bod8 A® a jeho uréitém
okoli definované, majicf tam derivace Castelné spojité, déle takové,
ze v A©@ ge redukuji na y©, g, ..,y@ aZe, dosadime li zay,,y,,...,¥,_,
ty funkee do (¢), vyrazy vzniklé jsou rovny nuile v A a onom urtitém
okoli. : .

K tomu postatitelné podminky (dle udinéného pfedpokladu. Ze véta,
jez se md dokdzati, jest platna pro n»—1 rovnic) jsou tyto tfi:

1. Vyrazy (c) jsou rovny nulle v [z, z,..2©, 4@, y®,... ) .1;
aviak pro vyrazy ty jest splnéna rovnost

F @zl 2, 90,90, O@p,.., y¥ )=
= Fi’ (m(o), z£0)7 iy wf?ﬁ ?/(o)r ey !/f.°)_p y,(,o)>v

coZ vskutku se rovna nulle dle ptedpokladu vétou daného.

2. Vyrazy (c) maji dle jednotlivych proménnych derivace spojité
v [2®,..,y® ] a jeho okolf. Podminka tato jest rovn&Z splnéna v di-
sledku pfedpokladu vatou daného. Nebof, oznatime-li &dstetné derivace
vyrazi (¢) dle - proménnych x;, Y, zfetelné tim, Ze pifslusné symboly
pifeme v zdvorce a naproti tomu derivace vyrazd («) dle jednotlivych
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proménnych piSeme bez zdvorky, _]est ku pi. (dle pravidla o derivovanf
funkce funkef)

(bl*,. )_3 Ff'_l_'aF.-' 2@ _dF; DFY (3 K 'BFH)
dy ) "oy T 0y, .3%'—3?/1-' - 2y, . 3y, "3y, ’
pri temZ do derivaci na pravé strané jest dosazovati y, = P (z,,...y,_),
¢0%, abychom &tendfi v ndsledujicim ptipominali, nebudeme uZivati pro

derivace ty symbold zavedenych na pravé strané rovnice (o).
3. Determinant

(d)

l(aFi )‘ i'=1, 2 n—1, ¥=1, 2 n—1 &)
lailk ! =1, 4,... , =1, 4...

Jest réizny od nully v bodé (@, ..., y2 ] Vlastnost tato viak ndsle-
duje ‘z okolnosti, ze hodnota determinantu (»') v bodé [z0, .., ¥,
jest rovna hodnoté determinantu (4) v bodé [2(,.., ] d&lené
Floy, (=, .. y Y@), coz jest jednoduchym disledkem rovnic (d) a prvo

potdteénych vét o determinantech. P¥ipojme — abychom to dokdzali —
v determinantu (4") n-ty fddek o prvcich

oI, 'c)Iv AF OF, ok, F,

2y, 3yn’ dy, oy, a0y,
a n-ty sloupee o prveich 0, 0,...0, 1. Tim se determinant ve své
bodnoté nezménf. Pak pfi¢témez ku kazdému ¢'-tému Fddku fddek »-ty na-
ZI;‘:' i dostaneme se zfetelem ku (d) determinant. ktery vznikne
z (b), délime-li posledni fddek /”, ~a pak dosadime ®(z,,..., ya)
za y,. Aviak yO0 =@ (x%,..., y@ ) — dle pfedpokladu — a jest tudiz
determinant (') v bod& [«9, ..., z0, @, ... ¥ ]rovny determinantu (/)
v bodé [r®,..., % y?,..., ] délenému l"’nyn, @Y, .0y Y), coZ
se mélo dokazati.

Jest tedy » — 1 funkef

V=9 (T, Zyy -+ x,,,); ?/2:qu(x17 Lyy o vy Cﬂm), )

Yoy —Fpy (1'1: SB.., s ey :Dm),
jez v bodé A® redukujf se po fadé na y?, y©,...y® , jez v jistém
okoli bodu A pak jsou definovdny jakoZto funkce tam spojité a majict
prvé derivace a jez, dosadime-li je do vyrazd (¢), &ini vyrazy v tomto
okoli identicky (t. j. pro viecky body toho okoli) rovny nulle. Klademe-li
jesté (vynechdvajice k villi strutnosti za ¢, znaky proménuych x,)

D (xy, 2y, .« 5 T Py Paye ey %_1):9’”(-"17 Lyy ooy xm);
mame systém n funkel ¢, (z,, @, .., ), ..., @, (2, &, ..., 7.) 8 tO
takovy, jaky byl vétou pozadovén.

sobeny
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Tento systém jest jediny za danych podminek. Nebot kdyby by
jesté jiny takovy systém ¢,, @,,..., g, funkef spojitfch atd, pak by
nejprve musilo byti

Po= d)(c,, Loy s Ty Pry 4727/' ) (pn-l)’
jak snadno nabiédnouti v disledku véty -zdkladni odst. 220; avSak
Jelikoz predpokldddme vétu za dokdzanou pro » — 1 rovnic, jest jediny
gystém funkei @i Cinicich vyrazy (c¢) rovny nulle a jest tedy identicky
v jistém okoli bodu A©®

P=0; o=y -, (pn_l:q_in_l' tudiz i dle pfedch. rovn. qanau'
Tim v&ta ve viech svych fdstech dokizdna.

Posndmka. Stejné jako ve specielnim p¥padd (odst. 219., pozn.
viz téz odst. 220.) lze dokézati, Ze systém » rovmic

D=0 (@ Toyevey Tp)oooos Yo =0a(Tyy, Tuy .., T, @

dévajici ndm za pfedpokladd svrchu pod &isly 1., 2., 3. uvedenyeh Fe-
Senfi » rovnic v (a) dle y,, ¥,,.-., ¥, jest Jedmy takovy systém, po-
zadujeme-li, aby mél tyto vlastnosti:

a) Systém nam ddvd hodnoty pro [y,, ¥e, - -, ¥,)je-li[x;, 2. ., ]
v okoli O(4®@, ).

b) Kdyz [z, 2y, ..., 2 ]=[z{), «¥,..., 2¥] — kteryzto bod
jsme pravé oznatili A® — pak v disledku (e) jest [y, yo, ..., ¥ 1=
=y, y,..., y©]; bod tento oznalfme B(,

) Je-li bod [z, z,,..., = ] v okoli O(4®, "), jest dle (e) jemu
pislusné [y, ¥, . .., y,1 v okoli O(BW, ¢').

Cisla &, ¢ jsou kladnd, vhodné volend. Mezi vlastnostmi poZado-
vanymi nevyskytuje se poZadavek spojitosti funkei @, anebo dokonce
pozadavek existence derivaci u téchto funkei.

Ddvd ndm tedy (e) védy jedno ¥eseni rovnice (a) dle Y,y Ygy-- ., Y,
jestlize [z, Ty, ..., ®_] jest v O(A®, 6") a jest jenom jedno Feseni
takové, aby (¥, Yay ..., y,] zdrovei bylo v O (B, &),

Abychom tvrzeni v pozndmee této uvedend dokdzali, bylo by tFeba
ivahy pfed-hédzejici pondkud roziifiti. RozSifeni to neposkytuje sice
obtfzi, avSak utinilo by postup uzity méné p¥ehlednym; pfenechdvdm
provedeni piisludnych tvah (rovné% se opirajicich o dplnou indukei a
odst. 219.) &tendfi.

222. Vypoéet derivaci vyssich Fadii u funkcl implicitnich. Hovi-li y,
funkce proménné r, rovnici

F(z, y)=0, (1)
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jejiz.levd; strana jest funkce bodu [r, y] majici totdlni differencidl a
vime-li, ze funkce y jakoZto funkce proménné z ma derivaci, pak mi-
Zeme derivaci. tu stanoviti, utvofime-li derivaci obou stran rovnice )
dle #, pt ¢emZ ov§em nutno pokl.ldatl Y za funkc1 proménné x. Do
staneme ihned rovnmici -

4. dF dy .

el W'd_x—o’ (2)

jeZ ndm davi pro derivaci hodnotu jiz zndmou (a ve skute&nosti Jiz
v odst. 220. odvozenou zpisobem mdlo odchylnym od zpdsobu pravé
vyloZeného) a to ve v3ech bodech, v nichz F’y jest rdzno od nully Stejné
methody miZeme v§ak uZziti i pro vypolet druhych derivaci. Maijé-li dale
AF K
2 3_
€0% jest totéz, I(x, y) totilni differencidl druhého Fadu — mé y druhou
‘derivaci dle 2 ve vSech bodech z, pro které I’ =|=0

Nebof pak v rovnici

jakozto funkce proménnych r, y totdlni differencidl — anebo.

dy __ oKL
dz— 0z oy
plynouci z (2) md pravd strana derivaci dle z (pfi-cemz y se poklddd
za funkei proménné z) a tedy i levd strana. Derivace levé strany dle =
jest vSak drubd derivace. funkce y dle z, kierd tudiz existuje za pfed-
pokladu ovSem, Ze prvd derivace existuje a. jest stanovena rovnici (2).
Mazeme — kdyz jsme existenci jeji dokdzali — vypolisti ji piimo
z rovnice (2), derivujeme-li ji na obou stranich dle z (a pokladajice #,
jakoz i y', za funkei proménné x). Tak dostaneme
K dy | 9 )(dy Y d“J_ .
:c"+ dzoy d +‘¢)1/ ( ) 2y da,-—o' ()
kterdzto rovnice ndm ddva druhou derivaci spadnym poétem.
Stejnd nasleduje za predpokladd na snadé lezicich derivovdnim
rovnice (3) vztah ,‘
Ig 3IF _ 3 : g 'Y
aawa_l_ aizayy+3az‘a€;qym+gy ,1+ azfyi‘/”’i‘

YA
g C5 e
+3 2yJ + 37 =0

J

usnadiiujicf vypocet treti derivace y"’ funkce y dle x. Atd.

223, Poznimky odstavee prechdzejiciho daji se roziffiti snadno
i'na obecny piipad. Nechf jest d4no » rovnic

'F}(IU _z2""7 Im; y” yﬂ""! y,!),‘:or 2:1, 21'- vy n; (4)
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JjichZ levé strany JSOll funkce m--» proménngch majici totdlnf diffe-
rencidl vzhledem k témto proménnym, a predpokladejme, Ze rovnice ty
spliinje » lunkel y,, y,,..., y, proménnych x,, 7,,.... = a to funkef
majicich derivace dle téchto proménnych.*) Pak levé strany rovoic
danych maji derivace dle proménnych s, i dostaneme; derivujeme-li
dané rovnice ku pt. dle z,, téchto » rovnic (v1z odst. 207. )

AF, F; 2y, 3'1",- s v'??’"F-Vaﬂn_f:‘l

N TRk

B, " Dy da ' Oy, omy ay,,ao,c% )
Dbl )
le
dle Kramerova pravidla, je-li detelmlnant ‘
AL, aF' IF,
.
a./l Y Y,
2F, _a_ﬁ_*z oy 24
2y, 0y, oy, (6)

.33/1 3E, o a?/,,

riizny od nully. § determinantem timto shledali jsme se jiz ve vyroku
véty odst. 221. pod (4); determinant ten md velikou dilezitost v ana-
“lysi i analytické geometrii a sluje funkcionalni determinant funkei
F, F,..., I', vzhiedem k proménnym y,, y,,...y,; také nazyvi se
Jacobwv ym dete) mmantem a oznaduje se strutné symbolem

D(Fl, F,...F) '
Dy Yoo+ Yy

)

ReSeni rovnic (5) svrchu zmin&né, jest, jak znimo, podil dvou deter-
minantd ligpich se v jediném slonpei a lze je psiti pomoci oznalenf
‘prdvé zavedeného jako podil dvou determirantd funkcionilnich ve tvarn

%y,  D(F,F.,..,F,_,F,F,,... F,) D(Fy 5., F,)

E—V k41’

35, DWu Yo s Vi T Yepw s ¥2) D Y0 o5 9 ®

. vy, -
Obecné dostivdme’ ;()% jakozto ziporné brany zlomek, jehoZto jmenovatel

1

®) Ze stejné pfitiny jako v odst. pfedch. nevylEen obor, ve kterém splnéna
ptedpoklddand vlastnost funkei F;, a obor, ve kterém jsou danymi rovnicemi veliciny
¥ delinovdny jako funkee proménnych x; mﬂjlm derivace ¢dsteéné dle téchto pro-
meénnych,
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jest (7), symbol pak uddvajici &itatele obdrZime, nahradime-li v (7) veli-
tinu y, &slem z;.

Tak zfskali jsme derivace &4stetné funkef ¥, dle z;. Jsou-li deri-
AF,
vace 3_3/‘ spojité funkce proménnyech (jichz potet jest m {-n), potom
k
jsou i derivace funkef y, dle proménnych x; spojityni funkcemi pro-
ménnych «,,..,2, a funkce y, maji totdlnf differencidly.

Maji-li za predpokladd prévdé vyttenych funkce F, druhé derivace
dle proménnych z,,. .,y , jez jsou spojité funkce téch promé&nnych, majf
i y, drubé derivace dle proménnych z; a ty jsou spojité funkee pro-
mémnych x,,..,z,_ a tudiz majf y, i druhé diferencidly totdlnf dle

2

Ys .
242 vypoiteme ku pt. z 8),
1

derivujeme-li obé& strany rovnice dle x, (a potom na pravé strané dosa-

téchto proménnych; atd. Druhou derivaci

derivace vSech fddd, pokud existuji.

Pozndmka. Obecn&ji bychom mohli snadno dokazati, Ze, jsou-li
funkee y, proménnych «,,..,7, spliiujici rovnice (4) spojité funkce
téch proménnych. maji-li F, totdlni differencidly prvého Fidu se zfe-
telem ku s -+ » proménnym z,,..,y, a je-li konetné determinant (6)
od nully vizny, i funkce y, jakozto funkce proménmnych =, ..,z maji
totdlni diflerencidly prvého fddu. Dikaz spotivi v podstaté na feSeni
rovnic z ptedpokladd plynoucich

dF, VF, I, F
37 x+ Az,,—{-.. a7,

VF,

dyz +..

F.
...—|——ay—'dyn+‘62_—_0, i=1, 2...n

a kde X=1dr,|+ ... 41dr, |+ |dyd+ ... +]ay,|

a to FeSeni dle Ay, Ady,...., ~dy,; vyznam symbolu z jest na snad&.
Viz odst. 220, kde projedndn podrobnéji ptipad »—=1.

Obdobné v&ty pro existenci druhého, tfetiho, ... differencidlu funkei
yx odvodi snadno Ctendf.

224. Véty o funkcionalnich determinantech. Se zfetelem k veliké
dilezitosti funkciondlnich (Jacobi-ovych) determinantl, pro néz zavedli
jsme v odst. 223. zvldstni oznalenf a jeZ je&té pon&kud struénéji vy-
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N

znatujeme symbolem

o’ oz, T dr,
. Y oy oy
D .. =2 22 2
(yli y‘l’ ’ 3/,,): ax' ’ ar27 4 axnv , (a)
Dz, 2y, ..., 7,) . o o
%, %Y, Y,
E ) E 3.y ,ﬂ;
ve kterém bezprosttedné zavidime velitiny zdvislé y,, y,, ..., y, vedle

nez4visle proménnych, odvodime si o t&ch determinantech nékteré dile-
zité a Ctasto uZfvané véty. Pfi odvozovéni vé&t téch budeme trvale pfed-
poklddati, Ze funkce, jichZz derivace v uvahdch se budou vyskytovati,
jsou funkce majicf totdlnf differencidly pro souhrn proménnych pfi-
chdzejici v Gvahu a pro obor piislusny (v désledku ¢ehoZ jest dovoleno
uZfvati v&t o derivacich funkce z funkef odst. 207.).

1. Jsou-li y,, yy, .., y, [funkcen proménnijch u,, uy, ... u, tyto
pak proménné jsow fumkcemi. proménmych =, x,......z, (takie
Y1y Yar -+ -y, jsOu v celku sice funkcemi proménnjch z,, x,. ... %,,
ale pouse prostfednictvim proménngch uy, u,, ... u,), jest

Dy, Yo - -, yn)_-ﬂ?/l- Yar < yn). D(uy, uy, .., '”',,)
D(xyy 25y .., 2) D(uy, ty..,u) D@, o, ..,2,)

¢y

Nebot jest dle véty o derivovani funkce funkef

9y, Oy, Ou, dy; U, Ay; du,

Ao, =, 3, T oy A T T,

k Al k 2 k n k

Dosadime-li dle této rovnice do determinantu (&) a uzijeme-li zndmého
pravidla pro ndsobeni determinantd, mdme ihned rovmici danou.

2. Je™i determinant funkciondlni («) funkef y,, y,, ..., ¥, defino-
‘vanych rovnicemi

h=9 (%), Ty . - -, Z) .., yu:q’n(zn Loy - « - :z:n) 6);

riizny od nully a jsou-li ¢4stetné derivace v («) se vyskytujici spojité
funkce proménnych [2], lze na zdkladé téch rovnic z,, x,, ..., z, vy-
.jadtiti jako funkce proménnych y,, ¥,, ..., y, a psdti

By = Uis Yar ey Yy e s Ty =, (U, Yor - - ' Yu)r (y)

tak Ze jest identicky @, (¥, ¥y ..., ¥, )=y, atd. (veSkerd tvrzent

jsou vesmés omezena na jisty obor sestdvajici z okoli jistého zdkladniho

Petr, Diff. podet. 23
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bodu [«(], resp. [y®], viz odst. 221.). Funkee , maji rovnéz &dstecné
derivace spojité. MiZeme tak poklddati y, za funkce veli¢in z,, kterézto
velitiny jsou zase dle (y) funkce proménnych y,; v rovoici (1) pak lze
misto proménnyech y,, ,, z, zavésti po fadé proménné y, , z,, y,. Tim
dostaneme rovnici

D@y Yoo v 9) Dy 920 -+ -1 ¥,) D@y, 29y - ., 7,)
DWWy Ypr-- -1 ¥y) Dz, 2y - <y 2, ).D(?/u Yo oo ¥, )
Aviak levd strana jest v této rovnici odividnd rovna 1; jest tedy
Dy, Yo - 7?/,,).D(1'1’ Loy » « « 9 Xy )

D (a, Zyy .o x) D(yy, y27-~';?/)

kterouZto rovnici pomoci funkei q,, vy, bychom mohli vypsati také takto

D(g,, 9q) - - - ?,) P(‘Pv Yoo oo P,)
D (z,, %y, - - - xn)-D(l’/v Yor « -+ Yy)
a kterdzto rovnice jest platna identicky, nahradime-li y, v druhém fak-
“toru proménnymi z, (pomoci rovnic y, =g¢,), anebo naopak.
3. Je-li -ddno = rovmic mezi prom&nnymi y,, ¥ Yz .- s Y,
Zyy Zoyo o 9 Xy ‘
F, (y,, Yoy o+ 5 Ypuy 2py @gy o T )=0,. 0, F (41, .., ¥p; Tny--,2,)=0
takovych, Zze levé strany jich maji totdlaf diflerencidly a %e determinant
funkeiondlni funkei F, dle proménnych y, jest od nully rizny, lze (za

jistych dalSich pfedpokladd, viz odst. 221.) poklddati y,, . . . y, za funkce
proménnych @,, z,, ...« majici prvé derivace spojité — coZ utinime.

Jest pak (odst. 223.)

=1, (11

=1 )

oF, OF, oF. 2 i=1, 2,...n;
PO _|_ 3.7/1+ xayﬂ . x_y_nzo; k:l’ 2’..‘ m.
ox, byl oz, . Y, iz, 0y, 9z,

oF, .
Vypolteme-li z této rovnice _ﬁ—'a dosadime do determinantu
k

D(F,, Fyy...F,Fy iy ., F,)
D(zyy @y« Ty Yy vy )’

méme po jednoduché dpravé (jejiz provedeni zevrubné doporafuji tenafi)
na zdkladé zdkladoich vlastnosti a deﬁnice determinantu tento vztah

Dy Yer- 590 —( 1) . D(Fy, Fy..., I, F).+n-" )1
D(z,, @ ...,2) D@y, Ty -3 @y Yyypy oo - ) g
_D(F,, F,y...,F)
" D@, Y "':y,,).

» (IIT)

kdeZ
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Cislo 4 jest tfslo celé kiadné, jez nejvySe se rovnd men§imu z é&sel
%Y,

1

m, n. Pro A=1 dostivime z této rovnice a rovnici jiz difve (odst.

223.) odvozenou.
Obecné&ji pro determinant
DYy Yigr -+ Yip)
D(z;, z;, ..., le)

ziskdvdme tymZ postupem zlomek ndsobeny (— 1)1, jehoz jmenovatel jest
opét 4 a kde symbol Zitatele obdrzime ze symbolu pro 4, nahradime-li
v tomto symbolu 4, , y,, ..., y; Po fadé znaky Tiy &y T
Pozndmka. Rovnici (T) bychom mohli psiti ve tvaru ponékud obec-
néjiim, kdybychom totiz vychizeli od pfedpokladu, Ze y,, y,, ...y, jsou

funkce proménnych w,, u,, ..., u,, tyto pak proménné funkcemi ko-

netnych neodvisle proménnych z,, =,, ..., z,. Pak jest vztah:

Dy, yzi";yn) , Dy, Yay - 13/) D(u iy Uig oo ¥ ) '
= ) » (I')

D (), z,.., Z,,) (i,igy.. 1n)D(’Mr . .,uin) D(z,, Tyy.., T )

117
pii ¢emZ souet vztahuje se na véechny rizné kombinace n-té tHdy
(yy Ty .- 53, 2 Cisel 1, 2,...,m; kombinaci téch riznych jest, jak

ZD4mo Zl ; je-li pak m << n, jest kldsti na pravé strané rovnice (1’) nullu.

Dikaz rovnice (I') provede se stejné jako roveice (I) na zdkladé véty
o derivovani funkce funkef a vét o determinantech.

225. Funkce zdvislé. Jestlize v jistém oboru jest ddno s funkef
@ (@), X5y oy T, oo oy @, (@, Ty ..., 2) 0 n neodvisle proménnych
Z,, ®y ..., %, alze-li aspoil jednu z téch funkef, ku pf. ¢, (z,,..., 7)),
vyjadfiti pomoef ostatnich vztahem (za znaménky funkinimi ¢, vyne-
chivdim v ndsledujicim znaky neodvisle proménnych):

B P =F(py; 93, .5 P) ()
tak, Ze jest /' funkei proménnych velitin ¢,, ¢, ..., ¢, a na neodvisle
proménnych z,, x,, ...z, zavisi toliko prostfednictvim té&chto velitin

@y, - .., ¢, Yikdme, Ze fumkce duné (v pottu m) jsou na sobé v daném
oboru zdvislé.- Zvlasté pak v disledku («) fikdme o funkei ¢,, Ze jest
zdvisla na funkeich gq, gy, ..., @, (vzhledem k neodvisle proménnym

z,, %, ..., ®,). Neni-li zddod z fonkei @,, q,, . ... @, na ostatnich zd-
visla — zpisobem vyttenym Vv («) pro ¢, —, pravime, Ze funkee
Py Tar - - - » G JSOU na so0bé nezdvisly v daném oboru.

Abychom si odvodili nékteré dilezité véty o funkeich na sob& za-

vislych, utinime p¥edpoklad, ze funkce @, q,. ..., ¢, maji v oborech,
23*
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jez budou piedmétem uvah, tdstetné derivace dle neodvisle proménuych
z,, ..., aZe ony derivace jsou spojitfmi funkcemi t&chto proménnych.
Usporadejme nejprve derivace dstetné funkei ¢, ..., ¢, dle ne-
odvisle proménnych v tabulku obsahujici m Fadkd a » sloupch tak. Ze
v kazdém fddku budou césteiné derivace jedné a téze funkce ¢,, v kazdém
pak sloupei derivace E&dstetné funkei g, dle jedné a téze proménné x;.
Tabulka bude miti tento tvar -

aj’l’ a__q’l, _a&,.., 29,

'()cc, 31'2 3{% aJ.n

a‘TQ, a(pﬂ, a‘ﬂ,.., ?Iz J

L, dxr, or, oz, (4)
* a¢m a(pm aq)m Bqu

_r= — vy

3:5. ’ ax‘_' a.l';‘ ’ axn

Soustavé veliin uspoiddané dle. urtitého pPedpisu v m Tadkd a »
sloupci, takZe kazdd ta veli¢ina jest v jednom uréitém sloupei a v jednom

" urtitém tadku, Fikivd se matice (obdélnikovd, jeli m < n; étvercovd,
je-li m=—m). Jednotlivé velitiny pak sluji elemeniy matice Z elementi
matice miZeme tvoiiti determinanty, pfi temZ postupujeme tak, Ze
v kazdém sloupci determinantu umistuji se elementy matice z jednoho
sloupce matice 2 obdobné jest tomu i pfi fddcich. Determinanty nej-
vySifho stupné, jez lze z matice (4) tak vytvofiti, jsou determinanty,
jichZ stupeii jest rovny men$imu z &isel m, n.

. Obecné sluje matice (A4) hodnosti p t6 v bodé [z,, =,, ... =,],
Jestlize vSechny determinanty stupné vysSiho nez p-tého z jeji elementi

vytvorené jsou rovny nulle v bodé [x,, z,, ..., z,] (aneb vibec ne-
existujf, je-li totiz p rovno men$imu z é&fisel w, n) a jestlize ziroven
asponi jeden jeji determinant stupné p jest v bodé [« z,, ..., r]

rizny od nully. Podobnd Fikame, Ze matice (4) jest v oboru jistém hod-
nosti p-té, je-li v kazdém bodé oboru toho hodnosti p-té.

Pomoci tohoto pojmu miZeme vysloviti vétu: Jestlide matice (A)
Jest v bodé [, &, ..., & a jeho okoli hodnosti p-té a je-li v di-
sledku toho ku pv. determinant

D (gy, Pay - - - ‘Pp)
D(xyy @y, - .. I,,)

8)

v bodé [, &, ... £,1%) rieny od null;?/, pak

*) a tudiZ také v jistém okoli toho bodu, se zfetelem k tomu, Ze derivace
funkei @; dle proménnych x, jsou dle pfedpokladd svrechu utinénych funkce spojité-
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1. Funkce @,, ®,,... ¢ jsou na sobé mezdvisly v jistém okoli
P

bodu (&, &, ... &L

2. Funkce G, @10 - - ¢ daji se v tom okoli vyjddriti jako
funkce zdvislé pouce na fumkcich @, qq, .. .q, Tato Cast véty md
vfznam toliko pro piipad, 7e p << m, coz v vasledujicim budeme pfed-
poklddati. Zdroveri uéinime k vili zjednoduSeni v oznalovdni pfedpo-
klad p <<m.

Zavedme si, abychom tuto vétu dokdzali, pomocné proménné
Yi» Yor - -+ Y, dané rovnicemi

i =a¢ @, ..., 'T,,)n N ymZ(pm(x], Loy - oy wn); 69)
proménné tyto necht nabyvaji pro x, =§,,...,«, = & bodnot y, =7,,...,
Y.=1, Uvazujme pak rovnice

9 (T Zgy o0 2,) — 1,y =0, @ (x;, T3 .., -’17,,)—% =0,.
) P (Trr Tay ooy L) — Y, =0

Levé strany téchto rovnic k vili strutnosti oznatime D, ... D
(kladouce @, —g@, —y,); pak jest ihned snadnym poétem

()

Dy, Dy, .. @p, ¢p-|-17"7 D,,) =(— )m—p D(9,y @y ‘PP) )
D(.Z'l, 1'2,--,9",,, :l/p+11"7 .’I/,") D(:Bl, zm"wzp)

Jest tudiz funkciondlni determinant levych stran rovnic (d) (zévislych na
promén @, Z,,...Z, %, -.,Y ) dle proménnych z, Ty oo Zpy Ypupre Y
rovny — aZ na znaménko — determinantu () a jest tedy onen funkeio-
nalni determinant v bodé [£,, &, .., &, m, .., 1] od nully rézny. N4-
sledkem toho dle véty o implic. funkeich, odst 221., miZzeme v diisledku
rovnic (0) &y, Ly, . Zpy Yprp -+ U vyjadtiti jakozto funkee promé&nnych

(&

Coysr Lppgr o w e Loy Yyo Yoy -+ ¥, 2 psdti
T=Y AL By 1 Ty Yo Yph i=1,2,...p, 0
Yotk = Yok Tppp Loy o0 Ty Ya5 - -5 y,,)- k=1, 2,...m—-p, (»

kde funkee y jsou funkce definované v bodd [£,, ., £,,5 . &y Ths-is 7,]
a jeho okoli, nabyvaji v tom bodé& hodnoty £ resp. Dptke & maji tam
derivace Cdstelné spojité dle vSech » promeénnych.

7. toho vysledku jest nejprve patrno, Ze hodnoty pro y,, ¥,,.., Y,
(kterézto hodnoty jsou rovny dle (d) hodnotdm funkef ¢, ¢, ... ?,)
miZeme si zvoliti zcela libovolné v jistém okolf bodu [7, 7,, ... . 7,)
Rovuice (¢) ndm privé uddvajl ten bod [x,, x,,... 2], pro ktery
@y Par-eer P nabyvaji onéchlibovolné zvolenych hodnot pro v,, ¥,,- .-, Y,

atowx, , %, . -, mizeme zvoliti libovolné v urtitém okoli bodu
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pm, » &), z (1) pak ndsleduji hodnoty pro =z, z,, ..., 7,
N{amohou tudiz by"tl velitiny v,, ¥, . -y, & tudiz ani 11m rovné funkce
T1y Ty - - @, DA’ 50bE néjak zévislé v okoli bodu [£,, .. fla jsou tedy

funkce @,, q, - .. P, funkce na sobé nez4vislé v okolf bodu &, .., &)
timZ prvd Cdst véty dokdzdna.

Na d.ruhém misté vypolteme si derivace funkce ¢, dle promén-

nych Bprys Tppgy -0 Ly Potitejme derivaci ku pt. tunkue Yprr =¥
dle z,,; uréltl ji mﬂZeme bezprostfedné ze vztahu (8) odst. 223 Jest
Wy DOy D10, By, By)
0T,y D@y 2o o T Yoy o1 Y
D@y B Wy, By By 1 D)
D, @y, ooy Ty By Y- - s 1/)

Druhy faktor levé strany jest vyraz (¢) rézny od nully v okoli bodu
[E,y... {,-‘p, N1y » -« 7). Pravd strana jest rovna vyrazu

( 1) m-p D(qu Pg: e -y ¢PP+1)'

D(z,. z,, .. ,:cP_H)
coz jest dle pfedpokladu o matici (A) ulinéného (Ze jest v okolf [§,, .., §,]
hodnosti p) rovmno nulle v bodé [£,,...,&, 7, ...7,] a jeho okoli,

Tedy jest derivace funkce ¥,,, dle x , rovna nulle, coZ ihned se roz-

§ifuje na kazdou funkei w otk vzhledem ke kaidé proménné z ol -
sledkem cehoZ jsou funkce v i vibec nezdvisly na x, , &, v okolf
bodu [§p Gy € . C 7], takZe relace (x) lze psiti ve tvaru
Yorr =T W Yo - - Y =T, (@) Pae .., D),
timz i drubd ¢dst véty dokdzana.
Prililady. 1. Ndvozovdni funlciondlnich rornic pro elem. funkce.

Vezm&me v dvahu funkci proménné r, jejiz derivace jest %7 kde a jest

konstanta. Oznaéme ji f(x); pak jsou funkece proménnich z, ¥
o @ N=r@)+1®), 0,(x, Y) =1y

na sob& z4vislé, nebof jich funkciondlni determinant jest
a a
/ =’ —;y_ =0.
v, =x
Tedy jest nutné

F@+f)=2(z.y).
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Klademe-li y=1, f(1)=0", jest @ ()= [(z)+ b a tedy
@+ @) =F(=.y+0,

¢oz jest funkciondlni rovnice pro viechny funkce f(x) majici za derivaci
a.z—, existuji-li oviem takové funkce. Ze takové funkce vskutku exi-
stuji, jest ndm zndmo; jsou diny vyrazem a log |z|+ b, ktery definuje
funkei o spojité derivaci pro vsecka x riznd od nully.

2. Linedrn{ formy o n proménnygeh. Budiz déno m linedrnich
homogennich funkef — t. zv. forem prvniho. fadu - o » promé&nnych

Tyy @yy oo, T,

yy=a,x +a,e,+ ... 4a e; k=1 2,...,m

Z téchto forem jest p nezdvislo a ostatni pomoci. téchto p vyjddritelno,
jestlize matice z koefficientd Uy

Uy Brgy e v vy (hyy

a_, N y a

m2' * mn

jest hodnosti p-té. (dle obecné véty piedch. odst.). Jestlize ku pi. de-
terminant
Gy gy v o1 @
a2l’ 022’

1p
“5 By
By Cpgev oo, B
jest rdzny od nully (a vSecky determinanty stupiid vy33ich nez p rovny
nulle) jest p forem y,, w,,. . ., y, na sobé nezdvislo; ostatni pak po-
moci téchto daji se vyjadrit. VyJadreni toto jest ku pf. dino pro
Y, (r=p) rovnicf

PP

Biyr Bygy + v vy 0

’ va

1p

Yor Bgpp Gogy + - -y By
: =0.

Ypr Uy apa, ceey @y

1Yy Oy gy -+, G,

Odtud ndsleduji snadno zndmé véty pro reseni n linedrnich rovnic
0 » neznamych.

3. Forma kvadratickd o » proménnych z,, z,,..., =, jest ddna
vyrazem (volme k vili pfehlednosti » —3) '
y=a,z;+2a, 1, Ty + 28,3 %, @3 + 059 &} + 2853 7, T3+ a3 2 (1)
=Za, =, DH temz 7, k=1, 2, 3 a a,—a,,.
i, k

1,
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Je-li ¢tverelnd matice z prvkid a,, ¢, k=1, 2,...,n o n? prveich (ve
specielnim piipadé »—=3 o 9 prvcich:

1y Uiy Qg

Bg1y Qggy Ggy @y = a;) (s)

@31y A39y Qgg
hodnosti p-té, pak utvofime-li derivace kvadratické formy dle jednotlivych
proménnych v poltu #, tvofi tyto derivace, jeZ déleny dvéma ozna&ime
Y11 Ypp o+« Yoo 8 formou u celkem -1 funkef. z nichz toliko p jest
na sob& nezdvislo a ostatni — mezi nimi i forma sama — pomoci té&ch p
d4 se vyjadfiti. Tak ku pf. je-li =23 a p¥i tom

A1y Aygy Uy

a,,, a,
A = | @y, Gy, O3 |=0, aviak o= 'V’ ¥

=0 (")

Qg11 gy |

Qgqy U3z Ugg
jest matice (s) hodnosti druhé a jsou
Y1 =y T Uy Ty +a,z,
Yy =0y, Ty = Gpy Ty~ gy T
na sobé nezivisly a y, jakoZ i y daji se vyjadFiti jakoZto funkee velitin

Y15 Yo; nebof matice utvotend z derivaci funkel y,, y,, y;, y dle jed-
notlivfch proménuych jest

@115 Uygy ayy
) Aoy Qyy
31, Q334 Q33

Q1 T+ Qg Byt gy Zgy Q13 T, + 049 T, —|—a32 T3y Uy3 2y - Gy Ty + 033 23
a jest téze hodnosti jako matice (s), totiz druhé, a odtud vSecka tvrzen
nésleduji jako ddsledek véty obecné odst. pfedchdzejiciho. I jest tedy

y=P (Y., ¥2);
derivujeme-li tuto rovnici jednou podle z,, podruhé dle r,, dostaneme
U o 3q§
2y, = By a“+3y Uy 2% = 12+
Z rovnic téchto vSak néisleduje

2D 2D
Jay—l =204y, —20a,, ¥y, 0@;:_2“12% +2a, 9,

®) Oznagime-li minor, ktery pati{ v delerminantu & ku a; , kritce A4; , pak,
Je-ll 4 =0, jsou plainy vztahy A} = A4;.4,,. Je-li tedy 4 hodnosti druhé, jest jisté
aspon jeden ze subdeterminanid nlavmch (druhého stupng, t.j. jeden ze subdetermi-
nantli Ay,, Ayy, A33) od nully rizny. Ve vykladu pak predpokiddino, Ze Az3 —
znalené & — jest rdzno od nully.
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a tedy .
0. DYy, Yy) = ¥} —281, Y, Y5+ 6y, Ya-

Obecné vysledky jsou obdobné; uvedu je, aniZ bych poddval zevrubns
Jich odvozeni, jez v diisledku obecné véty odst. 225. jest snadné a jez
mohu tudiZ pFenechati &tenaii.

Jest pak platna véta: JestliZe elementy diskriminantu

Ltu, u12, ey aw
@y Apgy o v - 4 @
— 1) 22! * ) “2n —_—
A= » =0y
Uy Cogy v =+ By

tvol matici hodnosti p-té, tn lze vybnatl nejprve z matice jeden sub-
determinant hlavni (t. j. takovy, Ze hlavni diagonala mg prvky vesmés
z hlavni diagonaly v 4, totiz prvky a,) stupné )-tého od nully ridzny.
Budiz to determinant

see a
v i
Pak jsou derivace dané kvadratické formy y = Sa zax,, i, k=1,2,...,n
dle z,,z,,...,x, jez oznatime d&livie je dvdma ¥, ¥,,... Yp, Na
80b& nezdvislé a lze y pomoci jich vyjadFiti ve tvaru

!
O,yl,yQ,....,ypi
Y Oy Qe v o oy alpl

5?/_—;?‘%, a,, aw....,azp .
yp’ upl. upz......,app

t. j. lze danou kvadratickou formu vyjddriti jako kvadratickow formu
v p proménnygh Y, Yoy - -2 Y, S diskriminantem od nully rienym;
Proménné Y, Yy, - - .+ Y, j50U pa/u linedrné formy proménnijch z,,. ., x,
Zv145té pak jest y,‘_,ahxl+a“z2—|— Aa, T

\XI. Zaména proménnych.

Casto jest uzitetno a wCelno ve vyrazech a vatazich, ve kterych se
vyskytuji proménné, nahraditi tyto novymi proménnymi. 'roménné nové
jsou pak s ptvodnimi vdzdny rovnicemi, kterymi jsou jedny pomoci
drubyeh (a to i nové pomoci pivodnich, i pivodni pomoci novyeh) stano-
veny. Ndhrada takovd nazyvd se sdménu proménnych aneb substztuce
proménnyc/c a také zavedeni novych proménnych.
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