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a tedy .
0. DYy, Yy) = ¥} —281, Y, Y5+ 6y, Ya-

Obecné vysledky jsou obdobné; uvedu je, aniZ bych poddval zevrubns
Jich odvozeni, jez v diisledku obecné véty odst. 225. jest snadné a jez
mohu tudiZ pFenechati &tenaii.

Jest pak platna véta: JestliZe elementy diskriminantu

Ltu, u12, ey aw
@y Apgy o v - 4 @
— 1) 22! * ) “2n —_—
A= » =0y
Uy Cogy v =+ By

tvol matici hodnosti p-té, tn lze vybnatl nejprve z matice jeden sub-
determinant hlavni (t. j. takovy, Ze hlavni diagonala mg prvky vesmés
z hlavni diagonaly v 4, totiz prvky a,) stupné )-tého od nully ridzny.
Budiz to determinant

see a
v i
Pak jsou derivace dané kvadratické formy y = Sa zax,, i, k=1,2,...,n
dle z,,z,,...,x, jez oznatime d&livie je dvdma ¥, ¥,,... Yp, Na
80b& nezdvislé a lze y pomoci jich vyjadFiti ve tvaru

!
O,yl,yQ,....,ypi
Y Oy Qe v o oy alpl

5?/_—;?‘%, a,, aw....,azp .
yp’ upl. upz......,app

t. j. lze danou kvadratickou formu vyjddriti jako kvadratickow formu
v p proménnygh Y, Yoy - -2 Y, S diskriminantem od nully rienym;
Proménné Y, Yy, - - .+ Y, j50U pa/u linedrné formy proménnijch z,,. ., x,
Zv145té pak jest y,‘_,ahxl+a“z2—|— Aa, T

\XI. Zaména proménnych.

Casto jest uzitetno a wCelno ve vyrazech a vatazich, ve kterych se
vyskytuji proménné, nahraditi tyto novymi proménnymi. 'roménné nové
jsou pak s ptvodnimi vdzdny rovnicemi, kterymi jsou jedny pomoci
drubyeh (a to i nové pomoci pivodnich, i pivodni pomoci novyeh) stano-
veny. Ndhrada takovd nazyvd se sdménu proménnych aneb substztuce
proménnyc/c a také zavedeni novych proménnych.
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Vyskytuji-li se ve vyrazech resp. rovnicich, ve kterych mi se pro-
vésti zdmépa proménnych, derivace dle téch promé&nnych, obdrzime vy-
razy v novych proménnych na zdkladé pojmd a vét podtu differencidlniho.
V nésledujicim vyloZeno, jak lze pfi tom postupovati, pfi ¢emZ nejdile-
7itéjsi piipady, které se pfi zavddéni novych proménnych vyskytovati
mohou, zahrnuty ve &tyfi skupiny a FeSeny v disledku toho &tyfi dkoly
obecné, pii Semz prvé dva tkoly tykaji se prpadd, v nichZ se provddi
toliko zdména neodvisle proménnych. zbyvajici pak dva piripadd, kde
zdména vztahuje se na neodvisle i odvisle proménné.

226. 1. Ukol. Jest dina funkce » neodvisle proménné «, jakoz

. _
jeji denvacegy , %’—f, Zavedme misto neodvisle proménné =
novou neodvislé proménnou ¢ rovnici z=—gq (f), pii temz o funkei ¢(?)
budeme predpoklidati, Ze md derivace vech f4di dle . Pak 4 stane se

. 2
funkei proménné ¢, majfci derivace gﬁ-’, g—tg—/, -+« Jest odvoditi vztahy

mezi derivacemi funkce y dle pivodni neodvisié proménné z a deriva-
cemi té funkee dle nové neodvisle proménné ¢.
Pro derivace prvni dostaneme hledany vztah v disledku pravidla

o derivovdnf funkce funkce; funkei y totiZ miZeme pojimati za funkei
proménné ¢ tak, Ze jest y funkei proménné z, kterés x zase jest funkef
proménné ¢. Timto pojetim dostivime ibned

dy__dydz _dy '@

T dt T drdt T dx

tedy
dy dy. 1T
—dt’ q)(t) , 1y

Derivujme obé strany 1'ovnicev”dle t. pki ¢emZ na levé strané opét bau-

deme % poklddati za funkei proménné z, kteréZ jest funkef proménné ¢.

Obdrzime

d'y q)()—d_gﬁ 1 _dy ¢"C)
A T RN TR O

a tudiz ’ "
d‘{/ dy 1  dy ¢"(%) @
dz* — q8 R at o)

Tento postap muZeme opakovati tolikrite, kollkrate tfeba; pfi nasledu-
Jicim kroku dostaneme
Py _dy 1 dye"(t) _dy o"Bgh) —3g"H°
dad — A3 g'(£)3 ad g dt . @) ©
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Vysledky tyto psiti Ize s jistou vyhodou zvlasté pki applikacfch geome-
trickych v oznadeni differencidlnim. Zavedme differencidly se zietelem
k neodvisle proménné #, kladouce dxr = ¢'(¢)dt, d®xz=q"'(t)d??, . .. de-
rivace funkce y dle proméuné = znatme 3, y" ... Pak lze poslednfm
rovnicim déati tvar

, __ 9y
y _d_z’
dty dz — dy d?
y =L @)
o @3y da®— 3 d*y dzdz —dy (d*x dx — 3 (d%n)*)

dz®

y*V bychom vypotitali z rovnice poslednf, kdybychom tvaZilt diffe-
rencidl (dle prom&nné 7) pravé strany a vysledek délili dz v disledkn

vztahu
yV drx=dy"’ atd.

Pomdmka. Je li y funkei ¢ a mezi o a ¢ relace z—¢(¢), pak po-
statitelnd podminka, abychom y mohli poklddati v okolf bodu z, = g¢(?,)
za funkeci proménné x jest (za pfedpokladu oviem, Ze () jest funkef
majiei spojitou derivaci v okolf bodu #, a.v bodé ¢,). aby ¢'(#) bylo
rizno od nully, jak z vét o funkefch implicitnich ihned vyplyvd. Je-l
viak ¢’ (%) =0, nelze obecné (t. j. pfi kazdé zavislosti funkini mezi
y a t) poklidati y za funkei proménné =z, majici derivaci (v uz&im
smyslu) v bodé z = x,. Z té piftiny, jelikoz ve formulich prdvé odvoze-
nych jest poklidati jmenovatele, jenZ jest pravé ¢ (#), za rizny od nully,
mime formuli pro v3ecky pripady ptipoustdjici FeSenf obecné (t.j. Fe-
Seni neodvislé od funkéni zdvislosti mezi-y a ¢).

Priklady. 1. Polomér zakfiveni se piH rovinné kfivce o rovnici
y= f(z) potitd dle vzorce

Jaky vyraz obdrzime pro Kkfivku. jejiz rovnice jest dina ve tvaru
z=g (), y=v({)? Tu jest dle (1) a (2) dosadit

" .r

YO . v —y”
y= tp'(t) » ¥ = l}?'a
a tedy
3
2L opea
R=i—[5, kA
P—v'ep
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2. Abychom odvodili rovnici differencidlni, ktera vznikne z rovnice
d? d
=) Ga+[A— @A+ 129 2L+ Bay=0,

zavedeme-li misto x proménnou ¢ rovnici &= Vi —t“ stacf uziti rovnic (1)

a (2), ph temz ¢ (H=\1—F% @)= ie, 4"()=— ——
= (1—t2
Dostaneme
dy _ _dy Vi—z
dz— dt  t

dly _d’y 1—it* dy 1

de® — A2 2 df 1?

a rovnice hledand po kriceni vyrazem \/1 —¢* a ndsobenf tinitelem ¢
obdrzf tvar

(t~t3)dt1 +[A—(2A—|—1)t“] 7 +Bty=0,

kterj se ipln& shoduje s pivodnim tvarem dané rovmice (nehledime-li
riiznému oznalenf proménnych).
Spliuje-li tedy rovmici danou funkce y— ¢ (z), spliuje ji takeé
funkee y = @ (VY1 —z%; anebo jinak feteno: Je-li ¥ — ¢ (z) integralem
dané rovnice differencidlni, jest jim také vyraz y— g (\/1—z*%).

227. II. Ukal. Jest dina funkce z dvou neodvisle proménnych x, ,
92 9z 0%
' dy’ dwm?’
proménnych. Zavedme misto neodvisle promonnych z, y, nové neodvisle
proménné », v rovnicemi
=9 (u, v), y=9 (4, v),
pti temZ o funkeich @(u, v), ¢ (v, v) chceme piedpoklddati, Ze maji de-
rivace jakéhokoliv ¥iddu dle neodvisle proménnych «, v, jeZ jsou spojité
funkce bodu [, ¢]. Pak z stane se funkci proménnych u, v majici de-
rivace dle » a v; jest odvoditi vztahy mezi derivacemi funkce z dle
starych neodvisle proménnych x, y a mezi derivacemi té funkce dle
novych neodvisle proménnych.
Pro derivaci prvni dostaneme hledany vztah zase pouzitim pravidel

‘0 derivovéni tunkce funkef. Dgstaneme stejné jako svrchu

9z __ 020z | 0z dy __ Bz o

a—u—a—iaffay =gVt ey Ve

%z __ Bz,
3 + w

jakoz i jeji derivace ., jez jsou spojité funkce obou

(@)
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Z téchto rovnic nisleduje vypottem

o 2 v L 2
az_wvbu 1’0"3‘0 2 ‘Pvau""”"av (1)
2 D w D ’
pii temz D jest funkciondlni determinant
_ Do v)
P=Dw v

a tfeba o ndm predpoklddati, Ze jest od nully rizny (v bod8, o négjz
jde; viz také pozn. k pfedch. odst.).

Rovnice (1) jsou zdkladni; opdtovnym jich pouzitim -odvodime
snadno vyrazy pro derivace vy3iich f4di. Mohu do nich dosazovati za z
jakoukoli funkei proménnych x, y. Tak ku pf. dosadim-li tam misto z

derivaci g—':g , Pii CemZ na pravé strané mistog—; pi§i U, ¢imZ pro kratkost

znatim pravou stranu prvé z rovni¢ (1), mdme ihned*)

p 0 _ o0 U, ot
222 _ va“ 2y N 2% ' vou u ‘a,"
FEE D may D )
A v3ak
, 9% , 0%
A v vou? wﬂb—u%
w=—— D
@ 2zp'“+q> v, e e, — v, 3z
+ uv DQ u _|_
PV, =" v — ¢ ey, +w".,,«p Y, 02
+2 D s
” 2%z oy 2%z
20 " udv 2 Pp? '
w D
__(plluv wln + q)"vgw w + ,(p"uv¢ w v_’lp” 9 q)IV,lplu-ai +
+- D qu
(pnuvwru '4”.,— (p”vﬂ w'ﬁ—’p"uv‘?’u lp',-l-?,b"v"])',, wru '()z.
+ D* w

Oznatime-li k wvili stru€nosti
{a; b, ¢} =a" b ¢ —a", (B, +b, ¢)+a" ¥, ¢y

*) Postup tu pouzity zevrubné bude opakovén v pi. 1.
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milzeme tudiZ psdti, dosadime-li vyrazy odvozené do rovnic pfedchazc-
jiefch, )

2% % ., ., 0z,
yr, 3V 2Vt Y
i - D2 |
_|_—{<p; ¥ Yy, H{vs v val, 2s
D3 du
P; ¥, Wiy, —v; v, P}, 02
Iy } - = @)
2%z %z d%z
P N i L [ I AN S e
2% AT P P R A Oh T ri SA T
2zdy D* +
+{w; ¢ Py, —i¥5 @ ¥}, 2
D3 dQu
+ qu, P, W}wbj' {‘P) P ‘P}QJ a‘j @,)
Zaménime-li v pfedposledni rovnici ¢ s v. obdrzime ihned
ey, D% 0%
2% ¥ ur 2?} a 300 T P iyt
_@2— D?
+{g; 9, o}v',—{v;: 9 9}¢, 22
+ D3 'a_u+ |
—{9 o 9}¥.+{¥; ¢ 9}9. 02 .
+ { } D? { ’ } % (23)

Vyrazy tyto viak jsou dosti slozité; ndsledkem toho jevi se uéelné&jsimn
politati v jednoduchych pipadech p¥isluiné vyrazy pro druhé derivace
pifmo nez na podkladé tdchto formuli. V&tsi jestd mérou plati to pro
derivace ¥idu tfetfho a pro pipady, kdy pocet neodvisle promé&nnych jest
Jjekté vétsf nez 2; v nésledujicim: propotitdim p¥imo v p¥ipadé dvou a t¥#{
neodvisle promé&nnych nékolik ptikladii, jez v applikacich maji dileZitost.

Priklad 1. Do vyrazd
z\% | [92\* 2% 3"5
‘ (3_‘”) +(3y) oy
jest zavésti za neodvisle proménné velidiny w, v dané vztahy x—uwcosy,
y—wusinv (poldrni soufadnice misto pravodhlych). V ddsledku rovnic
{a) jest

05 __ 02 9z__ 0z, 0z i
3% — 9% cos v+ v, =3z smv+@ % COBr,  (0)
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z nichZ ndsleduje snadno

92,2 22\* __[oz\* | 1 (d2\%

(ﬁ) +(a—y) —(a—u) +;ﬁ(%), (”
€0z jest prvni vysledek.

02 s
Resenim dle 3 ) @dostavame z (o) dale

b_z_BzCOS —ia—zsihv E—%sin +ia—zcosv (9)
T du YT W YT du n v : q

Dosadime li do prvni z téchto rovnic%misto 2, Dri CemZ na pravé

1 .
strané misto %klademe thned %cos v — — a—ﬁ sin v, mdme

u % v ,
2% _ s 5.0 %% o5 0 — L% gin of -
Py u | du % v .
sin v 9 azcoslv—ia—zsin v __a_‘lz cos“v——g— % cosvsinv—+
“u w|du u v 0wt % dudv

12% ., 19, , 2 2z
+?‘¢)_v2$m v+7a—&sm v—{— T 3p smv(sosv

Obdobné dostaneme

%2 . 9 [0z 12z cosv 9 [0z 1 22
7,_,._smv—u|:—‘smv+——_cosv]+ " —[——sn + % 30 cosv]

01 du| 0t u o |0
__ o4 . 2 % o, 19% o 1% .,
=380 1;-1-—“ au,‘)vsnnvcosa—l—u—,,aT’zcos v+ " a—ucos v
— ~ % Sinvcosv
u® v o
‘tak Ze jest
: 2% | 2% 9%z . 1 9z
3.1:"‘+ 3u2+u“ 31)2+ u-u’ )

0Z jest druhy hledany vysledek.

228. Priklad 2. Jest ddna funkce V tif neodvisle proménnych
., ¥, 2. Vyhledati se maji vyrazy, které dostaneme z vyrazd

S A A S 4 LI AN CLANN (4%
3 Toagr T (%) +(a7) +.(5;) ’ (s)
zavedeme-li misto z, y, z proménné », ¢, y rovnicemi

z=rcoSpcosy, y—rsSingcosy, z—rsiny.
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Substituce tato dd se vyjadfiti jako vysledek dvou substituci po sobé
provedenych a to
z=ucosp, y—using, z—g, I
u==rcosy, z2=rsiny, p—q. IL

-Jest pak v disledkn rovnice (r) predchdzejictho prikiadu, provédime-li
substituci I.,

1l N L A LY 4 1 92%F 1V
'ﬁ'-’—_l_‘by" dut ‘e T

u* g u du
a tedy _
1 . 1 4 “V 2 12*°V 9V  12F
S _ 4
Azt +'¢)1/" + 31&” +u2 2 2t T w du

V dfisledku pak té%ze rovnice jest, provddime-li na tento vyraz
substituei II.,

A4 32V B‘ZV 1 MV 1V

u? +or 22?2 Br‘ T ou? + r or
Dile jest dle (¢) (misto », », v jest kldsti po Fadé =, », )
Wy, 1V, 1 aV_ 13V _ 13V,
Su or 08Y r dy " W T ar r‘bmpgw

Jest tedy celkem

2t 3 V.tV o'V 1 2V 12V, 23V 19V
2 ‘()y”+az" 3r‘+r‘lcos‘2wbq)“+r ‘0uﬂ+737_7_3_wtgw.

¢{imZ provedena pieména prvého z vyrazu v (s) pro nové neodvisle
proménné,

Stejné obdrzime — pouzivajice toliko misto rovnice (r) rovnici (p) —

AV\E (VN AV dT 1 aV\2 1 dV\?
B2+ () 32 =) e ()
229. Priklad 3. Vyhledati se m4 opdtnd, vel zméni se vyrazy (s),
zavedou-li se misto proménnych x, y, z, proménné 2/, y', 2’ rovnicemi
x_ule_'_ aly’_*_ (Ll’ 2
y=ha'+4 b'y'+ " (8)
z=cx' +c'y’ 47
PH tom jsou «, b, ¢, a', &', ... konstanty takové, Ze identicky (t. J.
pro kazdé 2/, ¥, 7) jest -

2?4yt 2=ty 2T ' ¢y
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k tomu jest nutno a postacitelno, aby bylo splnéno sest rovnic
a2'+ba +C2 :1, "+I)’b"—|—- (" "—
a4 b4 i=1, a”a—l—b"b—l—c"c_O, ()
. a4 "¢ =1, ad’ 40 4’ =0
Substituce linedrni (s) takovychto vlastnosti sluje substituce linearni
orthogonélni o tfech proménnych; substituce takovi vyskytuje se ku pt.,
zavidime-li v prostoru trojrozmérném misto pidvodnich pravoihlych os
soufadnicovych XYZ nové pravoihlé osy X'Y'Z’ majici tyZz poddtek.
Jelikoz substituce orthogondlni mé v nasledujicim dilezitost, odvo-
dime si dal& hlavni jeji vlastnosti beze zfetele k tomu, zda je k pFedloZe-
nému ukolu pottebujeme. Nejprve lze v disledku rovnic (#) snadno fesiti
rovnice (s) dle z', y’, #’. Ndsobime-li totiZ prvni rovnici tislem @, druhou »
a t¥eti ¢, rovnice pak takto vzniklé setteme, dostaneme dle (v) ihned z';
obdobn& ziskime i 4’ a 2’ a mdme jiny tvar pro substituci orthogondlni
d=a x2+b y+tc 2
y=d xz+by+¢ 2 (®)
d=a"z+ 1"y +c"2.
Pouzijeme-li t&chto vyraz@t v rovnici (/),. dosazujice tam za z', ¥', 2/,
vidime, Ze jest splnéno daldich Sest rovnic pro koefﬁcienty, totiz
a2+a12+a112:1’ be +b’ r__I_bu rr—
B2t 0" =1, ca-}+ca’+c"a "—O ‘” (,)
et ¢4 " =1, ab+a'b'+a"V"=0, #
kterézto rovnice lze vfak odvoditi jake didsledky rovnic (u). Rovnéi
jako disledek rovnic .u) lze snadno dokdzati, Ze determinant
a' a!, a”
b, o', Vi=e=+1
e ¢, ¢’
a e minory v tomto determinantu patiici k jednotlivym elementim
rovnaji se témto elementim ndsobenym & Tak ku pf.

Ve'—b'=ea, I'e—Dbe"=¢ena', bd'—ble= ea’, atd.
230. Z rovnic () mame dle pravidla o derivovini funkee funkei (pokla-

dajice V za funkei promé&nnych 2/, 3", 2', jez jsou zase dle (v) funkcemi pxo-
ménnych =, ¥, 2)

W _ v v L, 0F
3—9«_ r+ r+ ,—_17

V L .
BV BV

I "I
3 = o T '+ e

. Y
Petr, Diff. poget. 24
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Z téchto t¥f rovnic plyne ihned (umocnime-li je na tverec a seteme)

v disledku rovnic (u)
AVNE  (AV\2 | (AV\E _(AV\° t14
() + G ) () =() + &) +G)

Derivujeme-li rovnici (w) dle z. y, z (zase tymz zpisobem jako svrchu)
dostdvime

»®V__ AV , 7 LA L e L g
a_x?—' m+2 ra ,+Z '3"+ a ru+2aa By'b”+
7
+al’l 'azlfz
NV PV

a obdobné dvé rovnice pro-——- stitdnim vSech téchto tff rovnic

A Ve
né.sleduje zase v disledku (u)
2P 2V V9 V+a v, v
et |yt 222 ot T3y gyt e
231. Priklad 4. TFunkce f(z,, 7y, ..., x,) bovi rovnici differen-
cid]nf a

df of af .
131—1- *3r, -+ ..+ac.na—x—:lf(:r,, Ty oy T, (4)
VySetFiti jest rovnici diff,, kterou z ni dostaneme. zavedeme-li nové ne-
odvisle proménné y,, y,, ..., y, rovnicemi
‘T1=y17 'T2:.1/|:’/27 7'3:,’1/,?/3,..., wn:yly"' (z)
Rovnice tyto lze psiti téz ve tvaru
— — T Ly — %
h =1, yz—zf ?/a=7|y T .?/,,——;l-

Funkee f(:,, @, .., %) necht se transformuje danou substituci ve funkei
9@, Yuy - - Yy,), tak, Ze jest v disledku rovnic (z) identicky

S(@y, T oo wn):g(yn Yay - -, ?/n)- (m)

Derivujme obé& strany posledni rovnice dle »,, =,, .., = ; obdrzime
(poklddajice [y] na pravé strané za funkei [x]!

A _09 % 7o 3 a5 g
o, Ty, oy, & vy, = T Oy, T
of _9g 1 f g 1 of g 1

dr, by, w Be, 0y =m0z, oy,
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Dosadime-li vztahy tyto do dané rovnice differencidlni, dostaneme ihned
hledanou rovnici ve tvaru

o9
xlﬂ:lf(xly TyoooyT,)

aneb zavedeme-li vesmés promémné y,, ¥,, ..., ¥,

2
Y, %Zly(m, Yor o -1 U,)-
. 1

Jest snadno nalézti funkei, jeZz této rovnici difterencidlni hovi; vyskytuje
se v nf derivace dle jediné z proménnych y,, totiz dle y,; miZeme
tudiz pfi hleddni té funkce poklddati za proménnou jeding y,, ostatni
prom&nné pak za konstanty. Mame pak v oznaleni differencidlnim za
této supposice )

dg

Y,-dg=2g.dy, aneb ?:,1@/_1

/p

Na levé strané posledni rovnice jest differencidl vyrazu log |g], na pravé
differencidl vyrazu Z.log|y,|=1log|y,|*; jelikoz oba differencidly jsou
si rovny, jest rozdfl pfisluSnych funkei konstantou, t. j. v nafem pii-
padé funkef proménnych y,, y,,..,y, a miZeme tedy psiti

log|g]=1og [y, I* + funkce prom&nnych y,, .., y,;
aneb koneiné
9 (s Yoy R .7/,,):'3/1 l)'h(yn' Ysy - - .7/.,)-
Vritime-li se k pivodni funkei a pivodnim proménnym, jest
. _ o x, T T,
f('T]; Lay o+ oy w,,):[xl llh(?;7 _.’l‘—?’ v 1;;)

Piseme-li v této rovnici [tz,, tz,, .., ¢r )] misto [®,, 75, .., x,], kde
>0, jest déle
F(txy, try, .., ta)=1t"|r l’-h(—;—f, —:?-,,_I"_I)
t. j.
Ftx,, tay, .., te )=t f(x, 5 ... ),

timz dospivdme, pouZivime-li definice homogenni funkce a véty Eulerovy
(odst. 207, pifklad) k této v&t&: Rovnice (4) splnénd v oboru, ve kierém
funkce f md zdroveri totdlni differencidl, ndm ddvd nutnou a po-
stadujici podminku, aby ta funkce v tom oboru byla funkei homogenni
A-tého stupné.

Pozndmka. V piikladé tomto neprovedli jsme ziménu odvisle pro-

ménné; nybr jsme toliko zménili rovnici (m) ponékud oznateni, abychom
24>
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co nejzietelndji vytkli, Ze jedna a tdZ veli¢ina jest k pivodnim pro-
ménnym a novym proménnym poutina rdznymi vztahy funkénfmi. V p¥-
kladech nésledujicich rovnéz k viili zfetelnosti zménu v oznateni odvisle
proménné (promé&nnych) zavedu, alkoliv se proménnd ta (proménné ty)
neméni; v piikladech 1., 2., 3. jsem to neutinil.

232, Priklad 5. Jest ddn funkciondlni determinant funkef 7, F,,.., F,
proménnych z,, g, . .., ®, Vzhledem témto proménnym. Vet se zménf

determinant ten, zavedeme-li nové proménné linearni substituci (trans-
formaci)

z,=a, Yty Fa,y, (=1, 2,...n0? (@)
Determinant .
la, ] 4 k=1,2,...,n

— determinant to linedrni substituce — oznatime &; ¢ pak jest vidy
¢islo od nully rizné (nebof jinak by linedrni vyrazy, jez dosazujeme za
neodvisle promé&nné, nebyly neodvislé). Klademe

Fi(.l‘,, Ly ov e 'Tn):G,'(?/n .7/2'"'1.7/,,)3 i=12...,0

Derivujeme-li obé& strany této rovnice dle ,, — poklddajice na levé
straué », za funkei y, (dle (2)) — mdme ihued
oF,; AF. GT =1, 2,...,n;

. oF
a, -+ da, 4. o, 07 :
7, 1k+312 u oot 2z, @y ¥y, k=1,2...,n (B)

Z toho vztahu, véty o nasobeni determinanti a definice determinantu
funkciondlniho ndsleduje ihned

D(Gy, Gy.oor G))  D(F, By, F))
DYy Yoy ev--- Y )T D(myy gy, )

Odtud jest patrno, Z%e determinant funkciondlni funkei G, vznikl§ch
linedrni substituef z funkei F,, dle novych proménnych y,, jest rovny
determinantu funkciondlnfmu pivodnich funkei £/, dle pivodnich pro-
ménnych r,, nidsobenému prvou mocninou determinantu linedrni sub-
stituce. Aneb krateji: [unkciondini determinant jest invariantem vici
linedrni substituci a to invariantem vdhy prvé. Linedrni substituce
vztahuje se pfi tom k promé&nnym, dle kterych funkciondlni determinant
jest pocitdn.

Pozndmla. VEta tu odvozend jest v podstatd specidlnim pfipadem
véty o funkciondlnich determinantech (odst. 224., 1); i odvozeni tu po-
dané neli8i se od odvozeni v cit. odst. naznaleného.
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233. Priklad 6. Uvazujme vyraz — wecht f(x,, z,,...,z,) jest
funkei majici dle promé&nnych z,, z,,...,7, prvy totdlni differencidl — :

?of of of
Py =& gotbgo+ e

a pfedpoklidejme, Ze i proménné «; i proménné §; transformuji se touz
linearni substitucf (a); t. j. Ze misto proménnych x; zavddéji se nové
proménné y, rovnicemi («), misto promé&nnych £ pak proménné x; li-
neirni substitucf se stejnymi soutiniteli, totiZ rovnicemi

f=a,n+apm+ -.+a,n, =12 .., n (a’)
Vet se zméni vyraz P, ? Kunkei substitucf vzniklou z f oznadime g,
t. j. klademe
I (e, 2y .o, 2 )=9 Y1 Yar+++)s Yy
Pak stejne jako v (8) piikl. pfedch. dostaneme » rovnic
;g—];:_al,‘—i-g%azk—{—. . .—{—%’%ﬂank:%, h=1;2,...,n;

ndsobime-li tyto rovnice po fadé &isly #,, %,, ..., n,, mdme ihned (uziva-
jice na levé strané («'))

?3f of of . g g ¢

a_xlgl'i'a?zgn"_ +3_;; ,—E"h“‘-@;’h‘l‘ ---+ﬁ;77,,1
t. j. v oznateni svrchu zavedemém P, =@, pfi temz @, mi tyz
vyznam vzhledem k funkci y a proménnym [y], [»], jako P, vzhledem
ku 7, [x], [£].

Funkce P, sluje poldra funkee f(z,, . .., z,) dle proménnyjch [x]
s polem [5]. Vysledek P,,—@,, miZeme vyznalovati kritce tak (stejné
jako v priklad® ptedehédzejicim): Poldra jest invariantem vidi linedrni
substituci vdhy nullté. (V rovniei @, , =/, miZeme si na pravé
strané pfidati jako Cinitel nulltou mocninu determinantu linedrni sub-
stituce).

234. Priklad 7. Budiz f(r,, @, ..., x,) funkef majicf druhy to-
télni differencidl a uvazujme funkciondlni determinant funkei (defino-
vanych v pifkladé pfedch.)

P, Py, ..., P 0o, €2,
kde &* zastupuje » proménnych &Y, £, .., £ a necht se proménné
(@], (%), k=1, 2,..., n transformuji touz linedrni substituef («)

resp. («'). Pak funkee substituci vznikajici z () jsou

Qy @ @y @y .oy @y (.
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Tu jest nejprve dle piikladu 5.

D(Qyybs - .oy Qpym) D(P 1y oy Pom) @
U(Yyeeeenenns yY) s D(Type oo, , )" )

Avsak (determinant [§;,] oznatme A, determinant pak [#, | znatkou B)
D(P NEDy e, P'\.\l(n})_| 2%f |

D(xy,y «cove-nn y X)) |00, A

i, k=1, 2, ..
D@y s @pym) | 2%g ‘
Diyyevenn oo ' Ya) —Iby,lay,,,'

JelikoZz se zfetelem ku («') jest § 7 — A, mame'v ddsledku poslednich
ttyt rovnic ihned

'y tf :
= R T
'z)g/i'z)g/,‘ 131 oz, b 12 o
2
Determinant ’()j afw sluje Hesseitv determinant (Hessien) funkce 7 dle
] k

proménnych z,, x,, ...,z . I miZeme vysloviti vétu:
Hesseiv determinant funkce f(x,, 2y, ..., x,) dle proménniych
Xyy Lyy o oo, x, Jest viéi linedrni substituci invariantem vdhy druhé.
Méame-li ku pf. kvadratickou formu

b y o — —_—
.Lakr y, 4 E=1,2...,n a,=a,,
1

pak Hessien jeji jest determinant

D=la,}, i k=1,2,...,n
nazyvany diskriminantem dané kvadratické formy. Transformujeme-li
danou formu linedrni substituci («), dostaneme kvadratickou formu
0 koefficientech &, a o diskriminantu |b,, |; i jest mezi ob&ma diskrimi-

nanty vztah
105 ] = lag | 8*.

Pozndmhka ku prtkladim 5., 6., 7. Pojmy a véty v pikladech
téchto zavddéné byvaji z pravidla uzivdny pfi funkefch homogennich
(formédch) a nikoliv pfi funkeich libovolnych o promé&nnych [z]. Zvldsts
pak se to tyka pojmwu polary (pf. 6.) a pojmu invariantu. Provedl jsem
odvozeni v&t podanych na obecn&jsfm podkladé pouze proto, abych ne-
zavddél predpoklad, ktery k icelu tomu by byl zbytetny.

235. Obecné substituce orthogonalni. Nechf jsou mezi neodvisle
proménnymi «,, 7,, ..., r, a proménnymi novymi ¥,, ,. ..., y, relace

L=y Ny Yoy oo ¥p)s =120, (L
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- kterézto relace budteZ ekvivalentni vztahdim
=g (T Xy e, )y 1=1,2,00 0,0 ?)
Necht pak jsou funkce v, funkee majiéi druhy totdlnf differencidl.
Oznat{me
Bq i oy, oY, ox; L
Z)ac =ay by—i_a—yi_)ii; LHi=1,2,...n. (3)

Pak jsou deterlmnanty la;l, [b;;| determinanty funkciondlni, s nimiz jsme
se jiz zabyvali v odst. 224 2., kde jsme odvodili vztah |a |-1h;1=1;

znatime-li pro krdtkost P_|a i @=[b;], jest tedy PQ—-I Rovnice
dy; |0 pri i/,
a_‘?/_j— 1, kdyz i—j,

jsou samoziejmy, pokldddme-li y,, 7,, ...y, za neodvisle proménné;
poklidame-li v3ak dle (2) [y] za funkce proménnych [x] a [x] dle (1) za
funkce proménnych [y], mdZeme rovnicim tém na zdkladé oznatenf (3)
a na zdikladé pravidla o derivovani funkce funkei dati tento tvar

. 0, kdyz id=j
byt anby+ .t ta, by, {1 kdz'z L:_—ii}.,

Stejné vyplyvaji vztahy (stati zaménit [z] a [y] v pledchidzejicim)

, 0, kdyz i==j
bota b+ ... o =] — '
ahitah,+ .. LV ll’ kdyz i'_j. )

@

Redenim » rovnic, které dostaneme ze (4), kdyz bud ¢ zvolime pevné
a J nechiame probfhati hodnoty 1, 2, ..., », anebo naopak, dostaneme,
oznatime-li minor v determmantu P _]enz patif ku a,, znatkou o, a
obdobné g, miner ku 0, ve @,

1 ..
a;= ”?_Ij P, b].i:ajl. Q; 7, j=1,2,..,n B)
Necht jsou mezi a,; platny vztahy (v pottu 3 (n—+1)n)
ay a]1 |—a1,a72+ —|—amain:0, hi=12,...,n @
all + au + um = ]'xl ! l:l=J * \
Jsou-li splnény wvatahy (1), pak substituce, kterd do vyrazi zavddi
misto neodvisle proménngjch z,, x,, . . , z, neodvisle proménnéy,, ¥y, .., Yy,
sluje orthogonalni. "

Jako jsme ze (3) Fefenim linedrnich rovnic dostali (5), ziskdme
zcela stejné z (I) vztah

a;=hla;Q, i j=1,2..,n, (6)
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ze kterého vyplyne, pouZijeme-li druhé z rovmic .(5), ihned
a; —'h2b 7, j=1, 2,...,n. ¢h)

F IR It
Méme tedy v disledku (1) téz relace

b,; 11—[—7)211)274— —|—7)nib"j:0, }i, j=12 ...,n RG
by 412 4 .. 0k =k ik

Jest ofividno, ze také naopak z (1) nasleduji (I) a Ze tudiZ obé
soustavy rovnic (I) a (I’) jsou si ekvivalentni. VySetifme v ndsledujicim
vet se zméni uvaZovanou orthogondlnf substituci vyrazy

M du 0\ u \*
(51‘—,) (3902) +- +(3:rn) !
% % 3”1[

313+3 7+ 31?2'

PFi tom necht jest « funkce proménnych z,, =,, .., z, majici dle t&chto
proménnych druhy totilni differencidl. Vyrazy pfedloZené sluji prvy,
resp. druhy differencidlni parametr. Substituci (1) necht se transformuje
w ve funkci v, coZ ob3irné piSeme ve tvaru

(@), gy oo, V=0 Yoy e ey Y-
Derivujeme-li obé strany této rovnice dle », poklddajice na pravé strané
[¥]1 za funkei [x], dostivdme # rovnic

Bu o v .
3'/ +3—1/2 o T +3—3/,, —’-1, 2,...0n. (8

Poviéime-h rovnice ty na &tverec a siéftdme, dostaneme ihned se zie-
telem ku (I)

du \? 2 2
pkal o X
(BI,)+(3x2)+ +( ) l\a;l/l)+ ( )+ + (;
kterouZto rovmici jest transformace prvého differencidlntho parameiru
funkce u provedena. Derivujeme-li rovnici (8) jesté jedenkrate dle r,
obdrzime
Bﬁu % & %W o da,; v da,;
22?2y i T 25,5y, 2y, N TR P oz, e +37/n3x :
Utvorime-h inynf souletx rovnie, které vznikajiz této pro :=1, 2,..,n,
bude levd strana drubym differencidlnim parametrem; na pravé strané

vedle druhych derivaci funkce v dle proménnych [y] budou téz tleny
s prvymi derivacemi té funkce. Ku pf. prvd derivace funkce v dle y,

) , (II)

IJ
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bude se tam vyskytovati ndsobena vyrazem
da My N 0y

0= 3w“ + 12+ 'la_'_ + i_=lb‘r_1’.
Pro vjraz tento obdrZime postupné (napied dosadime dle (7), pak pro-
vedeme derivovini dle x, podle vzoru rovnice (8))
2k b”)_}.(a (hid, ).a,,- a(h"_‘ao,- o+ (blb”)a,,;).

i\ oY oy, * Y,
Uzijeme-li pravidla pro derivaci soudinu a identity (4), mdme dile

2 Db. 2 .
ah‘ 1+h’ 3/1 b Bh1+ 2 231/ nh hh=1,2, ..., n
k

—_ )
Ql‘hT b.T

nebot dle vyznamu ¢isel b, jest
by, [ 0b,
oy, ~ oy, oy,
Aviak dle (5) jest koneind¥)
' L RSP P20 _ L a(en)),
Q iy, 32/ Q 9y, Q 9y,
Stejné vyplyvaji ostatni koefficienty ve vyrazu vzniklém transfor-
maci uvaZovanou z druhého dift. parametru a dostivime

o 32 2 1
va"_z 20 129k (111
—13 2 ! byf (t) i a'/ aI/
aneb téz
2 9%y ? ow
% _ 52 Lon 1
=1 0x] %‘byil 1 Bl/l] am

¢imZ i transformace druhého parametru provedena v jednoduchém tvaru.

Pro determinant ¢ dostaneme snadno (umocnime-li @ na Etverec
zndmym zpiisobem a v determinantu tak vzniklém pouzijeme rovnice (1))

1

=T

°) Pii tom pouZivina jest véta o derivovini determinantu; derivace determi-

nantu Q se dostane (dle pravidel o derivovani souétu), utvorimre-li souéet n deler-

minanid, jeZ po Fadé vznikaji z Q, nahradime-li v Q elemenly jednoho fédku deri-

vacemi téch elementd. Nasledkem toho vyplyva ihned pro derivaci determinantu Q
tenlo vztah

Q' =2 Yie by,

kieryz byl v fextu pouzit
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Pozndmka 1. Jiz v piikladech 1., 2., 8. ku druhému dkolu odst.
997.—230. uvazovali jsme zvldstni pFipady substituci orthogonalnich a
transformaci differencidlnich parametrii. Ctend# necht odvodi vysledky
tam odvozené pomoci obecnych formuli (II) a (IIT).

Pozndmka 2. Snadno jest postupem vyloZenym odvoditi transfor-
maci difterencidlnich parametrd i v pfipad® substituci obecnych danych
rovnicemi (1) a (2). Pro substituce obecné jsou platny rovnice (4), (4)
i (5). Zavedeme-li jeité funkece (v poltu in(n- 1))

. 11 ]l + alZ Il’2+ + "m jm T ]'J:i:]%ji ’
muzeme opakujice provedenou tvahu dospéti pfi druhém differencidlnim
parametru ku vztahu
2% | Du 2%u 1 .2 v
—_ i _— 3 h, — , k= ..
3.1: am;—‘-..—'—a)i _Q“‘byi(Q’lkay")y ) k 17 21
Pro prvy differencidlni parametr jest bezprostfedné .
du \* u \? 0 v v .
— )" - > — ¢
(bxl) +(axo) 4. +( ) Shygr g b b= 2
236. Souradnice elliptické. Necht jsou a,, a,, ..., «, &sla kladnd
mezi sebou riznd a predpoklidejme, Ze

>a,>...>aq,.
Pak rovnice
2 2 2
.’1,'1

i ,,
nditorat-taiga

o0 nezndmé 1 ma vidy » riznych reilnych kofend, at [r,, =, cor]
jest kterykoliv bod prostoru n- rozmérného o vesmés od nully riznjch
x; Nebot, dosazujeme-li do levé strany rovnice (1) za 4 postupné hod-
noty obsaZené ve dvojicich
[—a, +& —a, — ¢, [—ag—l—e, —a;—el,. . [—U,,"" € ], (10)
kde & jest tislo kladné dosti malé (jednak men$i neZ polovice nejmen-
tho z rozdild ¢;—a,, ,, jednak tak malé. aby dosazujeme-li za 4 Eislo
—u, g, Elen aty levé strany rovnice (9) v absolutni své hodnoté pre-
vySoval soulet ostatnich &lend té levé strany), vidime ihned ze znamének
isel po dosazeni vznikajicich, Ze v kazdém z » intervald, jichz koncové
body jsou diny dvojicemi (10), jest jeden (a jenom jeden, jelikoz kofent
mé ta rovnice nejvySe ») kofen rovnice (9). Oznatfme koteny ty po Fadé
Ly Ay, ooy 4y, takZe jest 1, <<ip <4, ... <4,

Jest tedy — omezme se k vili struinosti pouze na kladnd r;,—
kazdému bodu [z,, 7,, .., r,] poloZenému uvnitf prvého kvadrantu (t. j.

—1=0 (9
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pro, ktery », >0, z,>0,...,2, > 0) ptifazen rovnici (9) bod[2,2,,..,2 ]
pravoihelnikového oboru (—a; 40, —a,+0,. —a,+0; —u,—0,
—ua,—0,...,c0). Cislim 2,, 4,,..,4, rikeime pak elhptlcke soumdmce

bodu [, x,,..,2,].
Dény-li jsou Z, snadno ustanovime pislugnd z, prvého kvadrantu.
Nebot, jelikoz rovnice (9) ma kofeny 4, jest pro jeji levou stranu identicky

? x, o (A=2)A—2)...A—41)
E‘—-ﬁ+u,+z+ +a +i __—(al+).)(a,_,+i.)...(un—hﬂ.)'
(11)

Nisobime-li obé strany této rovnice dvojélenem a,4 4 a pak klademe
.=—a, mdme ihned
pl—a)

= (— (l) N

22—

kde ¢@(4) resp. @ (A) jsou Gitatel resp. jmenovatel zlomku na pravé
gtrané rovnice (11) se nach4zejictho. Z rovnice posledni nésleduje, deri-

vajeme-i ji dle 1,

oz, —a, # .’B x,
2 xi it —_ 1 o ( ) ;i , te dy _1_ 1 .
n, T —a,—47 W(—a) " a —|—/7. bl 2 a,+ 4
Uzivdme-li oznateni odst. pfedeh., nahrazujice toliko bod[y,, y,,. ., g./n],
bodem [4,, 2,, ..., 2], jest derivace ¢istetnd proménné z; jakozto funkce

bodu [4,,..,4,] dle }.. ¢islo b,.., ijest

4 2

u—— |

Pii ‘[(al+u(u1+i>+ RETES N ey ] (2

Aviak odetitime-li j(l) od f(4,), kde f(1) jest levd strana rovnice (9),

dostaneme, Ze hranatd zé,vorka na pravé strané poslednf rovnice ndso-

ben4 ,7. —4, jest rovna nulle (nebot i f().)_O i f(4)=0). Tedy jest

ilevd strana rovnice (12) rovna nulle, Je-ll i==/. Abychom pak dostali
pravou stranu rovnice (12) pro i=j, to jest vyraz

TRER

k

3 22 z

Zy
("1+7-;)2+(” +A)2+ +(a —{-}.)2’

postaci derivovati identitu (11) dle 2 na obou strandch a potom dosaditi
!

(13)

=1 vyplyne ihned hodnota pro vyraz (13) rovnazé“). Tak méme
z (12) pro i=j ' |
193

b+ o+ o= TG,

)(h,_)
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Jest tedy dosazeni proménnych [4, Z,,...,2] za [z}, o, ...,2,], t. ]
soufadnic elliptickych za obycejné, substituce orthogondlni spliujief
rovnice (I') a nédsledkem toho i (I); zndme pak ziroveii velifiny 7,
Jakozto jednoduché funkce bodu [2,, 2,,...,2.]

Na zékladé rovnic (I[) a (III) mdme pak tyto transformaéni vzorce
pro differencidlnf parametry

() +am) +-+(55) =
=17 (50) 1'3%(57) ot (5
Q( o +am) =t A | e ]
kdez
[40,, 2, .. . ,).n e

Q= A0y, Ay .. i) =110, —4
¢ 27w w) ... wR)’ (o Ay oa )= L0 = B

J=2,3,...,n; ht=1,2,..,j—1

Rovnici posledni lze (délfme-li obé strany rovnice determinantem Q)
ddti tvar

2u |, % % \/v( )'r) [ '()v]
3z’+bm‘+ +31 ,-1 ‘P(}-)M Vv (l 2.1

237. . Ukol. Jest ddna funkce y neodvisle proménné r, jakos

o dy  d% .
¢ jeji derivace a5 dai Zavedme misto obou proménnych =, y
(neodvisle i odvisle promé&nné) nové promdnné £, n rovnicemi

:r:q(& 7/)1 yzw(.‘f; 7/)' (1)

@, ¢ jsou funkce na sob& nezavislé (odst 225.). '

Jelikoz pfedpoklidime, Ze ¥ jest funkef proménné », t.j. ve znatkdch
obvyklych y =/ (x, miZeme tvrditi, Ze i mezi £ » jest obdobny vatah
(vyloutime 1i z dvah svych zvladtnf ptipady, ve kterych funkee ¢, w
v (1) se vyskytujici jsou ve zvlastnfm vztahu ku / (x)); i budeme v di-
sledku toho poklddati v ndsledujicfm & za (novou) neodvisle proménnou
a n za jeji funkei, t. j. za (novou) odvisle proménnou. Déle budeme
pfedpoklddati, ze funkce q, ¢ jsou differencovatelny v libovoloém fidu;
rovnéz, %e n jako funkee prom&nné £ privé definovani mé derivace
libovolnych fddi dle £.

Je-li dina nyoi Y jakoZto funkce proménné x — majici derivace
dle z, jinak viak libovolnd — miZeme potitati jeji derivace také dle &
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v disledka (1) a dle v&ty o derivovdni funkce funkce. I dostaneme

dY _dY dr_ dY _l_BqJ d?))
dE ~dx "dE ( on dé

Zndmeli pak vyjadfeni funkce )* pomoci & =, ku pf. ve tvarn
Y=, 1), jest
dY_ oW oW dy

E T Toga

Porovndme-li oba vysledky posledni, mime ihned

w oW ay
dY .b_f,‘_ 37]’_{15 @0
dz — 99 _|_a_?iflﬂ

of ' 9y d§

coz jest zékladni rovnice fesfci tiplné nd§ Gkol. Dosadime-li do ni Y=y
a tedy @i n)=w( n), mdme ibned vztah mezi prvnimi derivacemi

odvisle prom&nnych

’ + 'lp’ ’i"]
w —
dy _ _E_‘qd_g_ (2)
dz ™ dn’
* q)'.f + q),-r] E'g
klademe-li (I) do Y:% a na pravé strané za ‘I’ pravou stranu rovnice 2),
jest déle i d l
d%n " n dn\?
4 4 4 ' - o
ary P TV gp e Tt :{ lé) T (d’f 3
i T a » 3
kde

’

(10:1"" 2‘_[ — ‘] 5 u, 5 a :Q(W”E;]q"f_(;’,’fq lp’;) +
+ e, — e w),
A =2(y" g, 0y — 0"y ') (0 2 e —a" 2w,
03 == w"qaq"r] - (7’:]2'.1""',‘
, d*y . . , . .

Z vyrazu pro=-s mohli bychom opé&tovnym pouzitim rovnice (I)
ziskati tfeti derivaci funkece y dle z atd.; jest viak patrno, Ze vyrazy
tak ziskané jsou médlo piehledné a tudiz mélo uzitetné a spokojuji se
rovnicemi odvozenymi
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P#iklad 1. Nechf jsou mezi starymi a novymi proménnymi relace

r=n, y=4.

Nové proménné shoduji se v podstaté s pivodnimi proménnymi, jenom
ta proménnd. jez plivodné byla neodvisle jest nyni odvisle proménnou a
naopak. (Zaména odvisle a neodvisle proménné). Tu redukuje se (I) na

o , dy
ay __ E€+wwf'_-

, Y
dx — dr =7, dn 4)
dE d&
Dosadime-li sem za T'(§, n) =&, (Y =y), mame nejprve zndmou rovnici
dy 1
dr —d n’
dé
Klademe-li do (4) za Y levou a za & pravou stranu této rovnice, jest
ah
dy _ dg*
dzt — dn\?
(7)
-a ddle obdobné

d?ydy dy\®
& g (&
sy dsaT (d;*)
A\ atd.
()

Priklad 2. Zavedme misto [z, y] proménné [r, v] rovnicemi

drc®

x==rcosv, y==rsinv.

(Zavedeni souradnic poldrnich misto pravmihly’chj. Rovnice (2)
bude miti tvar, pokldddme-li » za (novou) odvisle proménnou,

. dr

rcosv+ sinv, -

dy : dv
de . dr’

—rs8ine + cosv.—

do

Dile jest

' —¢ v, =—r, a,=r% a,=0, a,=2

, a,—0atedydle(3)
azr dr\*
ay T T +2(%)

H .

drt™ - . dr
(—1 smv—}—cosv%)
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Polomér zaktiveni, jenZ jest dén v soufadnicich pravouhlych r, ¥ vyrazem
3

. r2)g

R= ( _i;,‘?—) :

zmén{ se, zavedeme-li soufadnice polirni r, v dle t&chto rovnic, ve vyraz

o Ll
N )

Vysledek tento oviem lze sndze jesté odvoditi pomoci vysledku piikl. 1.
odst. 226. (pfi uZitf toho vysledku jest tfeba poklddati » za funkei
proménné v).

’

Pozndmkba. Pomoci oznaleni differencidlniho by vypocet derivaci

]

dr,
' "
¥, ", .. pomoci deuvacl I§’d§‘ s

poklidéme-li v ndsledujicim differencovani za neodvisle proménnou &,
nikoliv z (v, ¥",. . viak stdle znali derivace funkce y dle x)

dy=y'dx, d*y=y"'dz*+ y'd*x,
d"‘y:g/”'(lx3—|-3J”dmd‘.z:—|—J A3z, . .. («)

se provddel takto. Nejprve jest,

Av8ak zdroveni jest — znad-li 9, ', 4'", ... derivace funkce n dle
neodvisle proménné £ a tedy dn—=n'df, d* q—r"</§ —
dx= (r}' 15 + q),lj' . 7],) d§7 dy: (14"5 + U",r] . ’7’) dga
Qo =" 4+ 2¢"g, 7'+ " 212+ o', 1) A8,
dy=(u"gs 4 ...+ ¢, y")dE*, dPz=..
Vyrazy tyto stati dosadit do rovnic (), abychom si zfskali ihned
y4dané relace. Dosadime-li ku pf. do druhé z rovnic («), mdme ihned

(4 1o 14
AR A Y e

y = (q)'E T qjl,; ) -
o' "P”.__tﬁ + 2 q'lEq 1]'+ (p"q2 17’2 + q";; 7?”
) (‘7"5 + q)r'] 17!)-_' ’
ve kteréito rovnici by postatilo dosaditi dle (2).a upraviti, abychom
dospéli ku (3).

238. IV. Ukol. Jest dina funkce z dvou neodvisle proménnych

jakoz 1 jeji derivaceE [
x, y, jakoZ 1 jej 22’ 3y ap

. Zavedme misto neodvisle
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proménnych x, y a zdroveh misto odvisle proménné z nové proménné
£ u, ¢ rovnicemi

e=@¢ n 8 y=v& 0, 2=x& n ) (1)
pii ¢emZ o funkecich ¢, y, y chceme pfedpoklddati, Ze maji spojité deri-
vace viech Fddd dle £ %, { a Ze jsou zirover takové, Ze mizeme v di-
sledku vztahu mezi z a proménnymi r, y jednu z proménnjch &En §—
budiz to { — poklddati. za funkei druhych dvou (t. j. proménnych & 7).
Jost odvoditi vztahy mezi derivacemi funkce 2- dle starych neodvisle
proménnych z, y a derivacemi funkce { dle proménnych & 7

Budiz Z libovolnd funkece proménnych =z, y, z po pfipadé i deri-
vaci 2 dle z, y, majici oviem derivace spojité vSech Fadi; jelikoz viak
pokliadime z a tedy i jeho derivace za funkce x, y, mtizeme Z pokld-
dati za funkei pouhych =, y. Ozna¥fme pak

G2} () @

derivace funkce té dle x resp. dle y, pii GemZ 2, jakoz i derivace z
dle x a y pokldiddme za funkce neodvislych promdnnych r, y. Je-li tedy
ku pf. Z=F(z, y, 2), jest

9Z\_9F I 2z

(7)—5;: % %

V disledku rovnic (1) a okolnosti, Ze mizeme poklddati a také

pokliddme ¢ (jakoZ i jeho derivace) za funkce proménnych § v, jest Z
rovnéZz funkef proménnych £, n a vyrazy

(i) )

majf obdobny vyznam jako vyrazy (p). Derivujme rovnici identickoun
Z=17 dle & pii temi na levé strané Z poklddime za funkei = y
(svrchu vyslovenym zpilisobem), na pravé strané pak za funkei pro-
ménnych £ 7. Mdme pak ihned

)+ ()=
a podobné 2\ 9 a,/ aZ

(B_g)('()q)—*— (37
odkudz
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. . o : , 2
rovnice tyto, dosazujeme-li do nich postupné za Z vyrazy z, 32 5%
9%z
d?
vyraz z—y (&, n, §).
K viili stru¢nosti budeme tu a v nasledujicim znatiti
CER CU L Y LI L
2 By_'l’ rt— 7 dxdy” -
ag_ ' a:_ 4 a—zg_ ! jgg__ ’
3_5—"" aq—(I? 352_7.7 35317— ’

. Te&i GpIné pfedloZeny problém. Dosadme do nich ku p¥. za Z

I jest dle (I)
0 Br{ 2z _‘()_m o9y , 3_1/ _
(35) K3 + (aq)_an"'ag (ag)_
Dosadime-i do () 2=y a provedeme-li na pravé strané, jak v po-

slednfch rovnicich naznaeno, derivovéni dle & resp. dle », dostivdme
ihned

,:7,' . 1 \ y ] ' y ' ,
? _I):L[D(l w,_l_D(x w) _I_D(,{ w) ]

w DE D DGl TDE O ! @
0 _ _1[Dw, X  Dlnyp) ., Dln, B) ,
w 1TTIDE ) TDE ! TDE D!

kde

_D(lp, ‘/") D('r7 ‘P) r D(‘P) "’) r
=& n TG TDED !

D(gy ) _ 292y 290y

D@ m) 09 g’
Kdybychom nyni do (I) dosadili za Z=—p, pii femZ na pravé strané
bychom dosazovali vyraz ptisludny v & 9, & p’, ¢/, veliting p dle (2)
rovny, dostali bychom r», s vyjddfeno pomoci +', ', ¢/, p', ¢’ a pro-
ménnych &, », £ Vysledek piislusny jest viak tak slozity, %Ze v nésledu-
jicim jej ani neuvddim. Provedu pouze vypolet tem na p¥iklade.

239. Priklad 1. Zavedme misto promémnyjch z, y, # proménné
g, 7, { rovnicemi

-

r=¢, I#=mn, s—=¢.

Méme tudiz v podstaté za dkol provésti ziménu odvisle proménné
s jednou neodvisle proménnou. V' pivodnich proménnych jest odvisle
proménnd z a z, y jsou neodvisle proménné; nyni v3ak mdme .zavésti
za odvisle proménnou x a neodvisle prom. budou y, z. PH tom k vili
jasnosti uzfvime novych oznalenf pro prom&nné.

Petr, Diff. podet. 25
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Tu jest

W _ o (0 (M=o (M=r (P)=i ()=
(a_g)—”' (Bn)—q’ (Df)_( (31])_1' (_3&)_1’ (3};)_0'
Dosadime-li tedy do (1) Z=2, mame ihned

1 4I
ol q:_q_l'

p

=

Klademe-li do (I) ddle Z—p—= 21, , dostdvame

» ’.I(]I_ Slpr
r:—p—m, §= =
pr
apii Z=q=—¢"p/ jest
” q . — g+ 28 g —tp"
§= IJ— ’ — 3 -
p ¥4

240. lina methoda ku reseni IV. dkolu. Pfi vykladu tohoto po-
zménéného postupu uZijeme k vili zjednodudenf oznaleni differencidlniho.
‘Jest nejprve pro differencidl dz tento vztah .

0z 0z
== dx 4 @ dy (3)
aneb dosadime-li dle rovnic
% +%%, d
A-dx_a§d§+ + 5295 -+ 35175-1- ”7+a§ ¢ @

a naleZité upravime
e ('{)z 02 29 97 By,-')_{] (Bzaq 79w bz)+

AL dxtar T dyag )T C\oxdE T oy2E 0k
+dn (Bz Btp+'¢)zbw Bx)

(EAKY] 2y 27 on/

kteryZto vztah musi byti splnén identicky (t. j. pro kazdé dz, dr)zdrovei
se vztahem

o i
ar=35de+ 5 ®)

t. j. jest nutn& ( zavedeme-li stejné jako svrehu oznaéeni =

of 397 _ )

AT =7’ 3 =

—_ P +ave—re p¢,+av, -7,

-—— - !
peFav—7 T T g g —7 %)
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Tak vedeni jsme byli ku vyjidfeni prvych derivaci &dstetnych
v novych proménnych pomoci derivaci v starych proménnych, rovnice (2)
svrehu ziskané ndm naopak ddvaji vyjddfeni derivaci v starych proménnych
pomoci derivaci v novych proménnych a jsou v souhlasu s rovnicemi (2').

Tento postup lze roziifiti na derivace vyssich f4di. Tak nejprve
jest identicky (t. j. pii kazdém piirdstku neodvisle proménnych), po
klidéme-li za neodvisle proménné £, # (viz pozn. 2., odst. 201.),

d*% —=rdz®+2sdady+tdy* + pd®xc+qd®y; 5)
aviak zirovei v disledku (1)

. 2 / 2%y
d:— a}—q §+2a§a dgdn-l—a : dy* —|—2a§a§dg I§+ 32 agd nd§ +

+edaeilae @

B 0
-x—gmsw L+ 5pd d ——-—d§2+ (6"

Dosadime-li do (5) za d?%;, d’z, d*y, dr, dy (dle (6), (6'), (4)) a za dE,
»', ¢’ dle (3") a (2'), dostaneme po jednoduché tdpravé rovnici tvaru
e.d¥ —=AdE*+2BdEdy+ Cdn?,
z niZ vyplyvd (viz odst. 201., aneb 201.q)
b_“’__:'_ 4 ¥ _ B »_C
827 ¢’ B§Br/ e’ 37; &
a kde 4, B, C, ¢ jsou mnohotleny v derivacich Lébteénych funkef
q, ¥, x (az do druhého féddu) a derivaci p, gq, 7, s, ¢ (na poslednich
tfech zdvisi tollko 4, B, C a to linedrn8). Pro & ku pf. lze psiti
e=p9's +q¥':— 5%

Priklad 2. Methodu naznacenou provedeme v piipadé, Ze pro-
ménné x, y, z spjaty jsou s £ x, { substituci orthogondlni (viz odst.
229.). Jsou pak mezi tdmito proménnymi tyto vztahy

z—=a £+bn+tcé E=ax4a'y+a's
—a'£+0' n4 'L aneb jinak y—=bx+by4-0U'z (m)
z:a”_§+b"17+c"§ {:cw—l—c'y-{—c"z

a soutasné jest identicky (t. j. bud pro kaZdé =, y, 7, aneb pro kazdé
§ e £) . R Y .
By = E
nasledkem &ehoZ jest mezi koefficienty linedrni substituce v divahu brané
6 vztahil, jez miZeme psdti v dvojim tvaru (viz cit. pfiklad.)
25*
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Rovnice (2’) ndm ddvajf ihned

1 __ap+aq—a”’ r bp g0
= cp+dg—c'’ q = ep+dg—c" (n)

misto téchto rovnic mohli bychom psiti po vhodné zdmén& koefficienti
(viz v (m) dvoji rizny tvar dané orth. subst.)

ap'+bg—c o g -
p=— n_,_{_—bu———m q : chu-
Rovnice (5) mé tu snadné pouZiti, nebof jest

dr—=cd*, d*y=dId% d®°z2=c"d%,
tedy )
A" cp—cp=rllatcp)dé+O +cqgdn*+2s[(adcpHdé +
+ (h+cq)dn) [+ ' dE+ (b'+c'q") dn) + £[(a’+ 'p) A5+

. =+ (8" ¢"g") AT . (m
AvSak dle (»)
(ad'—a'e)g—(ad”"—a""¢) Vg + U
ato'= ep+tg—c” ——Ecp—|—c’g—c"

kde e=—+1 jest hodnota determinantu substituce (mm); obdobné rov-
nice 1ze psdti pro b 4eq, a'+c'p’, V4 ¢'q". Zavedeme-li vyrazy tak
ziskané do (p), mdme

r)_ — (V)25 (B +b"g) (b4 b"p) — t (b 1/',,)
o (cp+c'g—c")°
r(b'4b"q)(a' 4 a"'q) -—s[(h 4- b""p) (a'+a"q) +
4+ '+ V"'¢)(a + a"p)1 - ¢ (') +0"p)(a+a” p)
(cr+c'qg—c")®
s —r (@ 4"+ 25’ a”q (@+4a"p)—t(a + a"p)"
t H 3
(ep+c'qg—c")

V téchto rovnicich bychom mohli zamsniti /, &', ¢ s r, s, ¢ kdr
bychom ziroveii provedli svechu naznalenou ziménu koefficientd (t. j.
koefficienty 4, a’, a”, b,... zamdnili bychom v a, b, ¢, a/,...); tim
bychom obdrzeli », s, ¢ vyjddieny pomoci ', ', ¥/, p', ¢’

V piipads zvldstnim, Ze ¢c=0, =0, jest v disledku (»,) odst. 229.
nutné ¢"=-+1 a také v disledku (») a”"=0, 3"=0. Volme ¢''=1
orthogonalni substituce dand zm#ni se (jak snadno, pouZivime-li rovnic
‘citovanych, vyplyvd) ve tvar '

z=aé4-by, ey=—bEtay, z=¢( kde a>+1°=1ace=—+1. (r)

b




389

V tomto specielnim piipadé jest dle obecnych rovnic, jestlize ¢ — + 1,

p'=ap—bq, ¢'=bp+ aq,
r'—a*—2ahs40%, §=abr4(a*— 1% s-——albf,
=0b*r+2abs—+a’.
Obdobné rovnice plynou i pfi eé==— 1: vyrazy pro p‘, q’, »'... dosta-
neme tu z vyrazd prav& napsanych, zménime-li znaménko u druhjch
¢lend v protivné; tedy ku pf. p' —ap+ 07 a t d.

241. Na z4klad® vysledku piikladu v odstavei predchizejicim od-
voditi miZeme #. zv. differencidlni invarianty vzhledem k substituei
orthogondlni (m), jakoz strulné nazna¢ime. Budeme pod timto pojmeno-
vinim vyrozumivati funkee derivaci p, ¢, , s, ¢,.., jeZ bhovi rovnici

b, q, v, st a=k.D(p, q, 1,8 b ); k jest konst.

pii kazdé orthogondlni substituci. Omezime se vSak toliko na takové
funkce @, jez z4visi na derivacich prvého a druhého F4du. Mohli bychom
pii vyhleddvdni t8chto funkei vychdzeti od obecnych formuli ziskanych
v odstavei pfedch., polet piisludny by byl vdak slozity. Ukol sviij si
podstatn® zjednodu$ime, uvédomime-li si, Ze kaZd4 orthogondlni substi-
tuce di se sloziti ze substituci tvaru () o ¢ = 1 a ze substituce
z=¢§ y=mn, =2=§ (o)
vyletfované v pifkladé 1. (odst. 239.), kteréZto ob& substituce jsou zase
specielnimi pfipady substituce orthogondini. Najdeme tudiz vSecky hle-
dané invarianty, najdeme-li v3ecky invarianty vzbledem k témto dvéma
specidlnfm substitucim.
Zabyvejme se nejprve substituef (»). Tu jest po snadném pottu
(z tdsti bezprostfednd) patrno, Ze, jsou-li. mezi =, y, z a §, %, { relace
(r), jest
o'+ =847, prd-gqy=p'é+q’y,
rxt 4+ 2sxy + ty?=1r"E24- 25 En+t'n?,
odkud jest jasno, Ze najdeme vSecky differencidlni invarianty vzhledem
ku substituci (») a obsahujici nejvySe druhé derivace, najdeme-li viecky
invarianty tif algebraickyjch forem

* 4y prtgy, rat+2sry+1y°

vzhledem ku libovolné linedrni substituci (pfi ¢emz x, y jsou proménné;
», 4, ¥, s, t pak koefficienty forem). Invarianty tyto jsou

Iy=1, l,=rt—s*, 1, —=r4t (védha 2)

(prvni dva jsou diskriminanty prvni a tietf formy, druhy jest invariant
z koefficientl 1. a 3. formy tvofeny dle formule 4,B,+ 4,B,—2 A4, B,).



390

Diéle jsou invarianty obé& resultanty linedrné a obou kvadratickyeh forem,
t. j. vyrazy
Jo=p*+q® J, =rq*— 2spqg+ ip* (vdha 2).

Vedle invarianti vytenych jest jiz jen jediny, totiz
K=(r—t)pg—s(p*—q*.

Vgecky invarianty hledané jsou nutnd raciondlné funkee invariantd
I, L, I, J, J,, K. VySetime, jak se invarianty tyto ménf substituci («).
Oznatime li hodnotu invarianti 7, 7,,..., K po provedeni substituce té

I, I,... K; mime, pouZivajice formuli pifkladu i., po kritkém pottu
_‘TI —7r = 1.

— e
’ 2—])4

70:Im ]_1:

ps
— A - —¢
(.:—0_2')—2__—]'0, ’/IZF
= __S(1+4¢%) —tpg
K= S
7 téchto rovnic vyplyvd ihned
= = TL+Jy -, - IL+J, -+ I
]o+']o:—_l—7_o'7 = 3 ', ]2——-—.?;'
V )] P
a jsou tedy
' T rf—g?

2 —
(o) (U4p* 449"
L+J, _r(@+1)—2spg+t(°+1)
s E]
(1,47, (I+4p*+q72
invarianty differencidlni vzhledem k orthogondlni transformaci. VSecky
invarianty, v nichz vyskytuji se derivace nejvy3e druhého fidu, daji se
pomoci téchto dvou raciondlné vyjadfit. PFi tom jest konstanta /, kterou
se prvy invariant nédsobi (viz hornf rovnici pro definici invariantu),
rovna 1. Invariant druhy ndsobi se, provedeme-li postupné ob& trans-
formace (r), (&), bud — 1 (je-li p’ kladné) aneb -+ 1 (je-li p' zdporné).

X}I. 0 maximech a minimech funkei o nékolika proménnych.

242. Definice absolutnich maxim (resp. minim); jakoz i relativnich
maxim (resp. minim), podané v odst. 170., 171, pro funkce o jedné pro-
ménné, rozdituji se bez jakékoliv potiZe i pro funkce o né&kolika pro-
ménnych.
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