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Diéle jsou invarianty obé& resultanty linedrné a obou kvadratickyeh forem,
t. j. vyrazy
Jo=p*+q® J, =rq*— 2spqg+ ip* (vdha 2).

Vedle invarianti vytenych jest jiz jen jediny, totiz
K=(r—t)pg—s(p*—q*.

Vgecky invarianty hledané jsou nutnd raciondlné funkee invariantd
I, L, I, J, J,, K. VySetime, jak se invarianty tyto ménf substituci («).
Oznatime li hodnotu invarianti 7, 7,,..., K po provedeni substituce té

I, I,... K; mime, pouZivajice formuli pifkladu i., po kritkém pottu
_‘TI —7r = 1.

— e
’ 2—])4

70:Im ]_1:

ps
— A - —¢
(.:—0_2')—2__—]'0, ’/IZF
= __S(1+4¢%) —tpg
K= S
7 téchto rovnic vyplyvd ihned
= = TL+Jy -, - IL+J, -+ I
]o+']o:—_l—7_o'7 = 3 ', ]2——-—.?;'
V )] P
a jsou tedy
' T rf—g?

2 —
(o) (U4p* 449"
L+J, _r(@+1)—2spg+t(°+1)
s E]
(1,47, (I+4p*+q72
invarianty differencidlni vzhledem k orthogondlni transformaci. VSecky
invarianty, v nichz vyskytuji se derivace nejvy3e druhého fidu, daji se
pomoci téchto dvou raciondlné vyjadfit. PFi tom jest konstanta /, kterou
se prvy invariant nédsobi (viz hornf rovnici pro definici invariantu),
rovna 1. Invariant druhy ndsobi se, provedeme-li postupné ob& trans-
formace (r), (&), bud — 1 (je-li p’ kladné) aneb -+ 1 (je-li p' zdporné).

X}I. 0 maximech a minimech funkei o nékolika proménnych.

242. Definice absolutnich maxim (resp. minim); jakoz i relativnich
maxim (resp. minim), podané v odst. 170., 171, pro funkce o jedné pro-
ménné, rozdituji se bez jakékoliv potiZe i pro funkce o né&kolika pro-
ménnych.
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Poddm toliko definici relativnich maxim resp. minim aneb kratéeji
relativnich extrémd, kteryZto pojem jest alespoii ze stanoviska theorie
dilezitgjsi a bude tudiz pFedmétem dvah nédsledujicich; pfi tom omezim
se. ve vyrocich obecnych na funkce o dvou proménnych, jelikoZ vyroky
ty témé&f beze zmény — nehledime-li ku symbolim mathematickym, které
jsou ovem pii funkcich o » proménnych méné prehledné neZ pfi funkeich
o dvou proménnych —— pfevadéji se i pro funkce o » promé&nnych.

Rikime pak, %e funkce f(x, y) bodu [z, y] md v bodé [a, b),
vnitinim to bodé oboru, v némz f (v, y) jest definovdna, relativni extrém,
lze- 1t udati Eladné éislo n tak, aby rozddl

S, y)—f(a, b) ey
byl v okoli O(a, b; n) Cislem stdle téhoZ ezmaménka. Je li rozdil ten
stile kladny (> 0), nastivdi v [a, b] relativof minimum; je-li stile zgd-
porny (<< 0), relativni -maximum.

Pieme-li c—=a + 4, y=—=0>0-+ 1k, pak jest pfi relativnim extrému

rozdil,

Ja+h bk —fla, b) (1"
stdle téhoZ znaménka pro . viecka k, &, pro néz |[L] <<y, |k]<<n 8 Vy-
louéenim piipadu, kdy [k, A]=[0, 0], ve kterémZ rozdil onen jest rovny
nulle. Klademe-li v (1) =0, obdrzime rozdil

f(f/!+ h; b) _f (a; b);
ktery jest téhoZ znaménka 'pro viecka s, pro néz 0<|/| <<%, a mé tudiz
J(z, 1), funkce jedné proménné r, v bod& xr —a relativni extrém (odst. 171.).
Rovnéz f(a, y), funkce proménné y, mad v bodé y—1> relativni extrém.
Mé-li tedy f(xz, y) relativni extrém v bod& [«, 5] a m4-li déle
f(x, b) derivaci dle z v bodé x—ua a f(a,y) derivaci dle y v bodé y =25,
Jjsou tyto derivace obé& rovny nulle (dle odst. 102.). Jestlide tudiz funkce
f @, y), definovand ve spofitém oboru 2, md v fom oboru proni deri-
vace cdsteéné dle x a dle y, puk v bodech (vnitFnich) oborn 2, v niché
nastdvd relativni extrém, jsou splnény rovnice
of of
5_0, a—y_O. (3)
Chceme-li vyhledati viecky relativni extrémy takové funkce, hle-
ddme nejprve body [a, b], které dosazeny byvse za [r, y] do (3) spliuji
ty rovnice. Pro jiné body v £ extrémnich hodnot funkce f(z, y) naby-
vati nemiize.*)

*) Kdyby funkce v S2 definovana neméla ve vech bodech oboru JS2 prvni &d-
slecné derivace, mohly by nastivati extrémy u oné funkece i v bodech, kde nemi
prvé casieéné derivace.
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Pozndmka. Vedle extrémd, jak svrchu byly definoviany — extréms
t. zv. vlastnich — uvazuji se také extrémy nevlastni. Pii téchto rozdil (1)
nabyv4 ve viech bodech okoli O (a, b; 1) hodnot jednak od nully riznych
aviak stile téhoZz znaménka, jednak hodnot rovmnych nulle a téchto po-
slednfch hodnot nabyvd, at kladné &fslo n zvelime jakkoliv malé. (Viz
odst. 171. pozn.) Pro ertrémy nevlastni jsou rovnés splnény rovnice (3).

243. Zbyv4 viak jesté vySetfiti, ve kterych z bodd [a, b] spliu-
jicich (3) nastdvi vskutku relativni extrém a zda extrém ten jest rela-
tivnf maximum ¢i minimum. *Vy8etfovanf toto jest obtiznéjif nez ob-
dobné vySetfovdnf pfi funkeich o jedné promémné a provedeme je —
aspoit z &dsti — za pFedpokludu, Ze f(x, y) md druhy totdlui diffe-
rencidl v 2. Dle v&ty Taylorovy (o jednom Clenu, odst. 208., pozn. 1.} jest
Sla+h, b5~ fla, ))=hf (a4 0Ok, b+ Ok)+

+EkF (a6, b+ @),
kde ® jest ¢islo (zdvislé na 7, L) kladné a men3f nez 1. AvSak po-

névadz budeme predpokladatl, ze f' (a, b)=0, /. ;(a, b)y=0aZe f(1,9)
mé druby a tedy funkce /', plvy totdlnf dlﬁelencml jest

f(at6h b4+06k)=/ (a+ (')//, b+ @L)y-=/ (n, )=

=/" (@, V) ORAS" (4, 1) Ok + O L]+ [E])
/'y(a 4 &h, L+ 0k _—_/”xy (a, b) O+ f"y, (a. D)OLA-"O ]+ [k|),
kde Jim¢' =0, lime” =0. kdyz lim% =0, limk = 0. A tedy, dosa-
dime li do (4) a znatime-li hodnoty drubych derivact 17 e 17
v bodé& [a, b] struéné 4, B, C, ’ '

fla+dt, b4k)—f(a, b)y=6, ,[dh*+2Bhi:+ Ck*4-e(|h]+ | k])?,
)

pki ¢em lime=0 pro lim/Z =0, limk =0, nebot ©

R ¢ I , /s

= + &

AT 161~ “TRT 141 T AT + [’

a pfi Eemz abychom vytkli zdvislost velitiny © na A, %, psali jsme @, ,

misto 6.

Uvazujme bod [, #] v okolf bodu [0, 0]; stali se tu omeziti na okoli,
jeZ celd jsou obsazena ve &tverci O (0,05 1). Body na obvodé& tohoto &tverce
nechf maji soutadnice %,, k,; jedno z obou tisel %, &, jest =1, druhé
pak jest v intervalu (—1, 1). Potom kazdy bod uvnitt ¢tverce O (0, 0; 1)
lezi na dsetce spojujici [0, 0] s jednim [/,,%,] & m4 tudfZ souFadnice h,t, k¢,
kde 0 =¢ << 1. Dosadime-li do (5) h = h,t, :=1F,t, obdrzime konetnd

Fa+h, bHky— fla, 5)=0, ,t*[Ah3+2 Bhyky+ CE2 -+
+e(ho |+ 5], (D)

&E=
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kterdzto rovnice bude vychodiskem dalSich uvah; v ni &islo & md lime=0,
kdyz lim ¢—0 (a konverguje k ni stejnomé&rné vzhledem ku viem [h,, k1.

Jsou pak tf moznosti: '

1. Vyraz Ah; 42 Bhyk, - Ck, nenirovny nulle v Zidném [h,, k,].
Ponévadz viak jest to funkce spojitd bodu [h,, %,| — ve skutefnosti
jest to na kaidé strané Ctverce spojitd funkce jedné proménné — md
vyraz ten stdle stejné znaménko a absolutni hodnota vyrazu nabyvd
v jednom bod& na obvodu &tverce dolni své hranice w, jgz jest &islo
kladné. V ostatnich bodech na obvodé &tverce jest absolutni hodnota
vétsi (=) nez m. JelikoZz.lim ¢=0O pro lim ¢=—0 (a konvergence tato
k nulle jest stejnomé&rnd), lze udati ifslo kladné 5 tak, aby |¢|<<3m pro
viecka ¢, jichZ |f]<n, a pro viecky [hy, k). V disledku (5') md pak
rozdfl (1') stile totéz znaménko pro viecky [k, %], pro néz |h|<<w,
[£] <% a jest tedy v tomto pifpad® v bod& [a, b] relativni extrém
funkee f(z, y).

K ureni znaménka vyrazu Ah2--... stati zvoliti si zvlaStni né-
které hodnoty pro h,, k,; staéi ku pf. poloziti A,=1, &, =0 a vidime
ihned, Ze v pripadé uvaZovaném jest znaménko vyrazu A4hr2-l-... totéz
jako znaménko &isla A. Je-li tedy 40, jest v bod& [e, b] relativni
minimum funkece 7(z, y); je-li A4 <<O, relativni maximum.

2. Vyraz A%+ 2 Bhyky+ Cky nabyvd hodnot kladnych i zd-
porngch. Pak /na zdikladé obdobué Gvahy té, kterou jsme pravé provedli.
vySetfujice moznost 1.) jsou v kaZdém okoli bodu [0, O] body [, /],
pro které (1) mé znaménko kladné, a body, pro které md znaménko
zdporné. V tomto pfipadé nemd f(x. v) extrém v [a, /).

3. Vyraz Ak} +2Bh, %, 4+ Ck; ma sice stdle totéZ znaménko pro
vSecky [, %] na obvod& ttverce s vyjimkou vSak bodu [/, %')], pro
ktery. ten vyraz jest rovny nulle. Pak jest, klademe-li 2'= 7' o¢t, B'=1¥ 7,

fla+ W, b+E)—f(a, B)=0,, (W | +15,])*

a o znaménku vyrazu (1) — pH A—=~', k=/" - rozhoduje znaménko
isla & o némZ pouze vime, Ze lime—=0 pro lim72'=0, lim/Z'=0.
Y tomto piipad® nemiZeme na zdikladé ulinénych predpokladd Einiti
zddny zdvérek.

244. Vyslovime vysledek, ktery jsme dostali, obecn& pro funkce
J(@, 2y ..., 2,)0 nproménnych =, . .., z,. Md-li funkce f (z,, 2,, .., )
bodu [z, x,,..., x,] ve spojitém oboru mn-rozmérném 2 prvj i druhy
totdlni differencidl, pak nutnd podminka, aby v bodé[a;, a,, ..., a;] —
wnitinim to bodé oboru @ — nastal extrém funkce f(z,, x,,. .., ®,), jest
of of of

.a—xl_ 3—‘1-2_0,..., BJ‘D

| 0, =0 v bodé [a,, ay,..., a,]
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I1. Forma druhého stupné (L. j. mnohoclen homogenni 2. stupné)
v proménnych [hyy hy. ..., h ]

A 2 +2A4,, 0 b+ Ay hi+ ...+ A, 02 (4)

nn 'n’

0% ] .
A’._:[ , k=L, 2,...mn,
N LR [P o

md stdle totéz zmaménko pro vsecky [hy, hy, ..., 0], pokud jest rizna
od nully.

Jestlize forma (A4) stdvd se nullow pouse v bodé [0, 0,..,0), pak
vskutku v bodé [a,, a,, ..., a,] nastdvd extrém funkce f(x,, x,, . . 1 )
ato pFi A, >0 rel. minimum, p¥i A, << 0 rel. maximum.

7e véta pravé vyslovend se shoduje v podstatd své s vysledkem
svrchu odvozenym pro dvé proménné, ndsleduje ihned z okolnosti, Ze,
je li vyraz kvadraticky (4) rovny nulle na hranici oboru ¢ (0, 0,..,0; 1
v bodé [#], k3, .., k], jest roven nulle viibec pro viecky body [k, 7,,. ., 5 ],
pro néz h,="h>t, i=1, 2,..,n, t=0 (t. j. pro v8ecky body ,paprsku“
prochdzejictho body [0, O, ... 0], [A), %,...,RJ]). Jeli pak vyraz (4)
kladny (zdporny) v bod& [k}, %j,..,10], jest také kladny (ziporny) ve
viech bodech onoho ,paprsku® s vyjimkou oviem bodu [0, O,.., 0]

Podminky I. a II. s jich doplikem lze téZ upraviti ve tvar:

I'. Prvy totdlnf difterencidl funkee f (,. 7,,..,2,) vbod& [n;, 1y, ." ;0 ]
jest roven nulle.

II'. Drohy totilni differencidl funkce f(r;, @, ..., 7)) v bodé
[a, @g...,a,] jest jakozto kvadratickd forma pHristki dx,, dr,, .., dz,
stdle bud téhoZz znaménka anebo roven nulle, af za piirlstky volime
jakakoliv tfsla. ’ )

Jestlize tento druhy totdlni differencidl stivd se nullou pouze,.
kdyz dx, =dz,=..—=dx,=0, pak f(a,, a,, ..,2,) jest vskutku rela-
tivoi extrém a jest ten extrém relativaim maximem, je-li druhd Edsteén4.
derivace dle nékteré z proménnych z,, 7,,..,z, vV bod& [a, a,,..,a,]
zdaporna, minimem, je li kladna.

kde

245. Ku doplnéni véty odst. pfedch. podime vysetient nutnych a
postacéujicich podminel k tomu, aby forma kvadratichd

9 - Y= Ui+ 2008 ¥+ 4,0,
méla stdle totés znaménko pro wvsecky [y,, ¥, ..,¥,), nenf-li pravé
v hodé tom rovna nulle. Pfedpoklidejme, abychom urtity pfipad méli
na mysli, ze g(y,, ¥p --,¥,)=0 ve viech bodech [y]; t. j. Ze forma g
jest t. zv, formou kladnou. Pak, zévisi-li ¢ vibec od y,, jest a,, >0.
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Nebot kdyby a;, =0, byl by aspoii jeden z koeficientd a,y, ay4,..,0q,,
rizny od nully (jelikoZ jinak by ¢ bylo od y, nezdvislo); budiz tedy
ku pf. @,,=0 a a,,=5=0 a kladme v ¢ za y,, y,,..,y, vesmés nully.

Tim se zméni ¢ ve vyraz

20,9 Ya+ ¥ =Y (20109 F G20 ¥e), 0,
litery" nabyvd hodnot zdpornych i kladnyeh (jak étendf snadno potvrdf).
Nabyvala by i g(4,, %ey-.,y,) Vv bodech [y, y,, O, O,.., 0] hodnot z4-
pornych (i kladnych), coz vSak odporuje predpokladu. Zivisi-li tedy ¢
od y,, jest a;, =0 a tedy a,, >0 i lze danou formu psiti ve tvaran

a 0
gly,, ygv-"yn):a]l(yl+u_my2 _J3+ +_./,,)£+
‘11
' +h(y,.n Yas - -1 Yo)5 ()

nebot v prvém Glenu pravé strany jsou viecky &leny formy ¢ zdvislé
od y, jiz obsaZeny a neni tudiZ % zdvislo od y,, jakoZz bylo ozpatenim
vytknuto. Nasledkem toho md 7 tento tvar

by -0 .7/,.):]’923/3 + 2003995+ - - +1’n,,?/,2,-

Pro & pak pak jest nutné % (y,, 1/3,. ,yn)ZO ve viech [, ¥s, .- ¥,1;
nebot kdyby / bylo zdporné v [y3, y,..,¥>), bylo by i g zdporné

12 0

a

v [y, v, .. ¥, kde g =i yS — % ¥ — .. ——y°. Jest tedy pro
y ), a1,

I platny stejny pfedpoklad jako pro g a miZeme tudiz, je-li 4 vibec

zdvislo od y,, psdti’ '

b (Y C3,--,!/,,)Z"u(.f/ﬁ—#“1/3+---)‘—I-k (Ysy Yar-->Ya) ()

atd. Jsou pak pii postupném provadéni téchto piemén, z mchz dvé jsme
naznatili, mozny dva p#ipady:

1. PHpad obecny, ve kierém g jest zdvislo na vSech proménnych
Yir Ypr - Ups 1o 0a VEeCh gy, ¥g,y. ., y,; k na viech y,, v, .., y,; atd.
V tomto piipadé po » — 1 pieméndch dospéjeme (séitime-li rovnice
(2,), (e5), .., (e,_,) tak vznikajici) ku vztahu :

I Yoo o5 ¥,) =2, Yf+3~2Y§+---+a,,Y:1 B
kde .
Y=y + 2,8 +rsys+ .. +ny,
Y, = ,7/._.+/7u_.3y3+---+/12,,yn
Y, = Ys+-.--+ /13n Ya (7>

Y = Y,

n
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a kde &isla a,, a,,..,a, jsou &fsla kladnd (PFi tom jsme kladli zdroveir
k vili ptehlednosti misto a,,, &,,.. ¢sla a,, a,,.. a podobné misto
@Gy by, , ‘
Nejprve lze rovnost (8) pokladati jako rovnost dvou kvadratickych forem,
z nichz forma na levé strané vznikd z formy na pravé strané linedrnf
substituci (y). Mezi diskriminanty obou forem bude tudiZ vztah odvozeny
v odst. 234.; diskriminant formy g jest rovny diskriminantu formy na
pravé strané ndsobenému Ctvercem determinantu linedrni subst. (y);
tento determinant vSak jest’l. Rovnost pro diskriminanty ndm pak ddva

.. sla 4,,, 4,,...) Jest snadno ustanov1t1 tsla a,, a,, .

Qyry Qygy - vey My

gy Ugay- oy fly,
a .a,...a— . . . o (d)

. ;an7”n?""7ann
Klademe-li v8ak v (B), kteryzto vztah jest v disledku (p) identitou,
Y1 = Ymga = —1/ =0, jestiY —)’mﬂ:.._Y =0;7Y, oY
‘pak zménf sev Y/, Y',,.., )’ (kde ku pt. V', =y, + 2,9, +. —|—;1mym)

Z (#) pak vznikd obdobna rovnost dvou kvadratickych forem prechdze-
jicich . v sebe linedrni substituci. Oznaéime li

Aryy Tyay oo oy Uy

a a o 1

210 Tagy oo oy oy |

4, — @ i,
i

T O gy + oo o |

odvodime z oné rovnosti (stejné jako z (8) odvozeno (9))
a.a,...a, =4, m=I1,2..,n 139

Z okolnosti, Ze vSecka a jsou ¢isla kladnd, ndsleduje, ze i .7, jsou
kladnd (=>0) a 1ze v disledku (¢') — v néz jsme zdirovefi zahrnuli
i (0) — psdti

‘42_022‘111_”?2 43 _d"
—A:——:—, __4—2,...3,,——'4::. (E)

2. Dalf jeding je§t® moZny p¥ipad jest ten, Ze nékterd z forem
gy by k,... (a po nf viecky pndsledujicf) nezdvisi na nékterych z téch
proménnych, jak byly uddny pro ptipad prvy (obecny).

Mizeme vSak v tomto pffpadé vhodnou volbou indexd pii y do-
ciliti, aby, pokud p#i prislusnfch formach vibec wvdecky koefficienty
nejsou rovny nulle, forma ¢ zdvisela na y,, forma % na %,, forma % na
Ys5y+ ., & premény svrchu ¢inéné jsou rovnéZ mozny, pokud nedospivdme

a=4d =a,, =
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ka formdm, jrz identicky vymizi (jichZz soutinitelé jsou vesmés roirny
nulle). Tu dostaneme

IW Yoo -y )=a, Y142, Vi ... +a)y, p<n, B0

kde mezi Yy, Yy, .., Y, &y 40y 0, jest platno p. vztah@ shodnych
§ p prvymi vztahy v (). RovnéZ jako v pfipadu 1. jest i nynfa, =0,
a,>0,..,a >0

Vyjddtenf formy ¢ v (j3,) zahrnuto jest v3ak ve vyjidfeni jejim
v (B) za predpokladu, Ze koefficienty a, @ ,,...,a, jsou hodnoty
‘rovné nulle, pfi femz mezi [Y] a [y] pak jsou vztahy (y) (ve kterych
oviem soulinitelé A, jez se nachdzeji ve vyjadfenich Y oo Ypinon X,
pomoct ¥ .1y Yprny o os Y, mohou byti .tisla uplné libovolnd). JelikoZz pak
.vztahy (d’) jsou beze zmény platny v tomto ptipadé, jsou o,, 4,, .., 4,
sla kladnd (>0), a o, =4, ,—..=4,=0..

Kdybychom byli pfedpoklddali, Zze g(y;, ¥, .., y,) jest pro viecka
(¥, Yar..,y,] Cislem zdpornym nebo nullou, anebo kratteji vyjddieno,
ze g jest formou zapornou, byla by &sla a,, a,,..,a, vesmés zdporna,
po piipad& (ve 2. pfipadé) od jistého indexu potinajic rovna nulle a
fada ¢isel

1, d,, 4y, dy,.., 4,

n

by dle (¢) méla v 1. piipadé » zmé&n znaménkovich (prvé tislo by bylo
kladné, druhé zdporné, tfetf kladné, C¢tvrté ziporné,...) V 2. piipadd
by bylo p» zmén znaménkovych a &isla od 4., potinajic by byla rovna
nulle.

Na zédkladé vyjddieni v (8) mizeme rozhodnouti, zda kladn# torma (¢)
stdvd se nullou také pro jiné body [y,, ., ..,¥,] nez pro bod [0, O, .., 0]..
V ptipadé 1, kde a, >0, a, =~ 0,..,a,>0, jest nutné ¥; =0, Y, =d..,
Y =0, je-li g=0.Z (y) v8ak n4sleduje, ze i y, =0, y,=0,..,y,=0.
V pifpadd 1. nestivi se tedy, nehledime-li ku [0, O,..,0] forma g
nullou v 24dném bodé.

V' pripadé 2, kdy a,=a,=.—=a= 0 a ostatni a jsou
kladna, nutné jest ¥, =¥,—..— YP:O, aviak Yp+v Yp”,.., Y,

mizZeme zvoliti libovolnd a z (y) ndsleduje, Ze jest nekoneiné mnozstvis
(c0"=7) bodd [y,, ¥,,..,¥,) ve kterfch g jest rovmo nulle. Obdobné
tomu jest i pfi formé zdpornd.

V piipadé prvém (at jest g forma kladnd anebo zdp.) jest matice
z elementd diskriminantu -/, utvofeni hodnosti n-té a to v disledkn
relace (4), dle které diskriminant jest 4=0. V pfipadé druhém, ve kterém
AP:‘:O, jest matice ona aspoii hodnosti p-té. Vy33 hodnosti viak byti
nemiize, nebof dle (8,) jsou idstetné derivace formy g dle y,, y,..:, ¥

n
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linedrni formy proménnych Y, Y,,.., YP; odtud plyne, Ze z onéch #
derivaei jest jich nejv§ie p na sob& linedrné nezdvislo a ostatni (v pottu
aspoii » —p) daji se pomoci jich linedrné vyjadfit (viz odst. 225., pt. 2.),
akoZ Cten 4@ jesté zevrubn&ji miZe prokizat.

246. Uzijeme li vysledki odst. pfedch. na tkol, jimZ se zabyvdme,
t. j. k vy3etfovdni, zda u dané funkce n proménnych nastdvd extrém,
miizeme vysloviti vétu: Funkce f(x,, %,,..,2,), definovand ve spojitém
n-rozmérném oloru 2 -a majici v 2 prvy ¢ druly totdlni differencidl,
md ve vnitinim bodé [a,, a,. .., a,] toho oboru relativni extrém, jestlize.
prvy totdlni differencidl funkce f v bodé [a] jest roven nulle a jestlize
druhy totdlni diff. fumkce f v tom bodé 3 A, h.h, — kvadratickd forma
privistka by, hy, .., h, — jest formow bud kladnou aneb zdpornou
s diskriminantem | A, | rdzngm od nully. A jest tem extrém mazimem,
je-li druhy totdlni diff. formou zdpornow; je-li kladnou, jest extrém
Junkee [ v [a] minimem.

Jestlize druhy totdlni differencidl v bodé [n] jest formou sice
JKladnou (resp. edpornou), aviak diskriminant | A, | jest rovny nulle,
miide sice v bodé [a] miti funkce f minimum (resp. maz.), atdak jest
treba ku zjisténi toho — zda vskuthw v [+] nastdvd eatrém — dalsiho
vySetFovdni. '

V jingch vnitinich Ubodech oboru Q neZz v bodech wvytléenych ne-
miée nastati pri funkei f(x,, z,,..,x,) relativni extrém.

Jak se rozhodne. zda kvadratickd forma jest kladnou & zdpornou,
vyloZeno zevrubné v odst. predch.

Specieln& pro funkei f(=,, x,) 0 dvou proménnych mime tento vy-
sledek: Funkce md extrém v bodé [a,, a,], jestlize prvy differencidl df
v [#,, a,] jest Tovny nulle a jestlize pro druhy differencial d?f v bodé
Lay, «,], ktery jest rovny vyrazu A,,dz;+ 2 A,,dx, dr, 4 A,, dz2, jest
splnéna podminka, ’

A,; AQQ_A?2>O'

Extrém ten jest maximem, je-li 4,, <O, minimem, jeli 4,, >0.

\ Jestlize A4,, 4,,— A%, —0, miZe nastati sice extrém v [/, a,],

aviak nemusi a jest t¥eba ku rozhodnuti dalitho vySetfovdni (semidefi-
nitni pripad.)

Ctendr snadno odvedi tyto specielni vysledky bud na zdkladé
obecnych v odst. pfedch. dokdzanych aneb pifmo dGvahou na snadé lezici.
Jak tu (v piipadé dvou neodv. proménnych) lze postupovati, abychom
rozhodli i v pfipadé semidefinitnim, zda nastiva extrém, bude pfed-
métem dvah pozdéjsich (kap. XIIL).
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Priklad 1. Vyhledati jest extrémy funkce
u=|z, | |2,1" .. Jz | [1—, — 2, — .. — 2 |t

pro néz », +0, «, +2,+ .. +z,=F 1L Cisla «,, ry;~ ., ¢,,, necht jsou
tisla redlnd riznd od nully.
K vili strutnosti piSme 1—z, —a,—..—r =x . Pak jest

. o+
nejprve
du _ o dz, | aydz dz, .
—_—=1 "I‘ — 4.+ x_l (e
u n+1
@ P a - o o
:(ﬁ — "_ﬂ)'dxl _|_(___2_ n+1)d.7'2 + .. _l_I\L_ n+l)d1'n.
T, Zy1 Ty Ty Ty Tyt
Z rovnic
o, o
— - 21=0, i=1,2..,n
x; Ty,
vyplyvé
gy =y, Xy = Ay, = Ay @, = A B)
1
A=

a1+a2+---+“n+1;

i jest tfeba pfedpokladati, Ze soulet o, +a,+ ...+« 41 Jest od nully
rizny, nebof je-li rovny nulle, nenastivd hledany extrém (rovnice
k extrému nutné nemaji spoleéné fedeni).

Pro druby difterencidl ndsleduje v bodé [A«,, ia,,..,A%,] z ()
vyraz

e @ .:_ia_c_?__di:_ _@_L’%“ ()
U .\’k=} a “ fl,_, . ‘xn alll +1 ’
ve kterém jest jenom jesté kldsti dz, — —dz, —dzp—......—dx,.

V ptipadé vSak, Ze «,, «,,..,r,,  jsou tisla stejného znaménka, netfeba
tuto substituci provadéti, nebot bezprostitedné jest patrno, ze druhy diffe-
rencidl jest zdporny (<<0) v hod® [Ae,,.., 4] jsou-li «, Cisla kladnd
kladny (> 0), jsou-li zipornd.

Mame tedy nejprve vysledek: Funkee u md v bodé [de, .., e, ]
maximum relativni, jsou-li &isla «, e, ..,e,  Csla kladnd; jsouli
.41 Z4porna, jest v onom bod® relativni minimum.

Nejsou-li viak &fsla &, stejného znameénka, jest tteba nahraditi dz,
pomoci dz,, dx,, . ., dz, na zaklad® svrchu uvedené rovnice. Mohli bychom
viak kazdé jiné dx, pomoci ostatnich nahraditi, nebof jest ku pi. také
dr, =—dr,—dz, — .. —dr takZe jest moZno za neodvisle promé&nné

Ayy Cgye ey

n+1?
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Ll Cisla o,
Qyy oy @y 0y JSOU tudiz rovnocenna (a Ize je ve vyslednych podmink4ch
libovoln& permutovat). .

Eliminujme tedy-v (y) dr. | tak, aby vyraz differencialni stal se
kvadratickou formou proménnych dr,, dr,,..,dz,. Zmé&ime také zna-
ménke k vili zjednodu$eni; i dostaneme vyraz

1 2
Xdx, (———l— L
ak an-}-l an-[-‘l
Diskriminant téte kvadratické formy jest (jak snadnym poétem Etendf
odavodni) ’

poklddati » kterychkoliv z # 41 proménnych =z, x,,.., =

)—|— S dr.dz,, +, k=1, 2,..n; i<<h.

An:% (a, —|—a, +...—|— “n-l-l)"

&y - nt1

Stejné se vypoltou i Usla 4,. 4y, .. 4, . Dostaneme ku pf.

1 1
4, =- (e, + “n+|)7 Ady=———(; + g+ rrn“), .. (9)

oy, e ®pyy

Jeito 4 =0, pek, m4-li nastati v bodé [Ae,, Ae,, ..] maximum, viecka
tato &sla «,, 4,,.., 4, musi byti kladna. Nemohou tedy obé ¢isla
o, m,, byti zdporna a vibec (se zfetelem rovnocennosti Cisel « ) ne-
mohou dvé kterdkoliv z isel @;, &, .., e,,, byti zdporna. Mize tudiz
nastati maximum (vedle piipadu svrchu uvedeného) jesté jenom tenkrite,
kdyZ jen jedno z &fsel &, jest zdporno a ostatnf kladna. Postalitelnd
(2 nutnd) podminka v tomto pripadé jest «,=0; nebot pak také viecka
tisla «, jsou kladna a maximum vskutku nastdvd. Diikaz tohoto tvrzeni
jest zcela snadny na zdkladé fady (J). Obdobné se vy3etfi nutnd a po-
stalujici podminka pro minimum. )

Priklad 2. Do daného trojihelnifku A B C jest vepsdn trojahelnik
A'B'C" takze vrcholy A’, B’, C’ lezi po Fadé na stranach HC, ('4, 4B.
Vypotitati jest felativni extrémy pro plochu 4’ 3’C’. D&li-li bod A’ stranu
BC tak, ze deélicf pomér BA': BC jest roven o a maji-li 4, y obdobny
vyznam pro vrchole B', (', jest plocha trojihelnika A’B’'C’, jiz ozna-
¢ime T, ddna vyrazem

T'=T - (@l—nN+U—a)p+ 1= 7T,
pii temz T jest plocha trojihelnika daného. 7" zdvisi na proménnych
a, 8, v; jest pak

d* T'=(da dy + dedp + dpdy) T.

Kvadratickd forma v de, dg, dy neobsahuje Zddny ze &tverci da®, dg? dy?
a nemiize tedy byti ani formou kladnou, ani zdpornou (a naby¥vd hodnot
kladnyeh i zdpornych). Neexistuje tudiz relativnf extrém pro plochu 7".
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P#iklad 3. Vyhledati jest v roving trojihelntka ABC bod P ta-
kovy, Ze srudet vzdilenosti toho bodu od vrchold trojihelnika jest co
nejmensf.

Oznadime-li soufadnice pravodhlé bodd A,-B, C, P po fadé dvo-
jicemi [x,, ¥,), (25 o), [25, ¥3)s [, v], jest soulet, ktery md nabyvati
hodnoty minimdlni, din vyrazem

n=V@—=a)+@—) +Viz—2)+FH—y.)+

—|—V(.’II—1‘3)" + (¥ —ys)
Soucet w jest spojitou funkei bodu [z, y] a jest stdle kladny, md tedy
jistou dolni hranici , kterdz jest zdroveil jeho (absolutnfm i relativnim
— moznd ovsem unevlastnim minimem*). Uloha dand md tudiz vzdy
FeSeni (a to aspoii jedno). Funkce » mi derivace ve viech bodech ro-
viny vyjma v bodech [, y,], [zy ¥,], [23, ¥;]. Tyto tii body pozdéji
zvld§€ bude nutno vySetfovati; v kaZdém jiném bodé [z, y], v némz
funkce % nabyva extvému, jsou nutné splnény rovnice

ou o

e 0, 59 =0, aneb
x - T, r— &

5 + il ] +.
V@ —a, 2+ (y — ) \/("D —z)* (g —)?
xXr —- I
+ 3 =0.
V(x_'ra)lz + (¥ —y,)*

Yy—4% Y—Ys (2)

2 + T T oNY L (T T
V(‘E—ml)"+(7/—?/1)' V(z—zc)"‘l('(y_i‘/z)'
Yy—U
+ - — =0.
Wz —23)* + (v — ¥3)*
7 téchto dvou rovnic ndsleduje snadno (posledni ¢len dime v obou rov-
nicfch na pravou stranu, ob& povyiime na {tverec a sefteme)

=)@ -w)+@—yy—y) 1
\(‘x—"'])z'*'(.’l/_yl)QV(z_1‘2)2"'(.7/'—:’/-.':).: 2

Levd strana posledni rovnice jest cos #4,, je-li 2, thel, jejz tvoii paprsek

PB s PA. 1 jest tedy 3, rovmno bud 120 aneb 240° Stejnd nédsleduje

B, =120°, 240", 5, —=120° 240° pii ¢pmz g,, f, maji obdobny vyznam.

Mezi 8,, B,, 3, viak jest otividny vztah

By + By + £3=360° aneb —720°,

*, Pft lom jest IFeba jenom mili jeSté na mysli, 7e lim 4 = oo, kdyz
limz =+, limy=Fon.

Petr, Diff. podet. 26
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odkud? jest patrno, ze jediné moZné hodnoty pro B,, B,, f,, jsou bud
B8, =B, =p;=120" aneb B, =, =8, —=240° — coZ viak oboji v pod-
staté jest jedno, nebof lze druhy vysledek vhodnym oznaienim vrchold
ptevésti na prvy. Jest tedy hledany bod P takovy, ze polopaprsky z bodu P
ku vrcholim trojihelnika vedené déli cely dhel kolem /° na 3 stejné
dily. Takovy bod viak mize u trojahelnika 4 B C existovati jenom ten-
krite, je-li kazdy whel jeho men3i nez 120°; u takového trojihelnfka
bod P vskutku existuje a dostaneme jej jako prisek tfi obloukd kru-
hovych nad jednotliv§mi stranami trojihelnfka sestrojenych tak, ze kazdy
jednotlivy oblouk jest geometrickym mistem pro vrchol obvodového dhlu
rovného 120° (240°) a sestrojeného nad pkisluSnou stranou trojihelnika
jakozto tetivou.

Ze pro tento hod nastivd vskutku minimum, vyplyvd z vyrazu pro
druby differencidl funkce u; ten jest

(¥ —y)dz — (@ —=,)dy]*
[(z—=z)+@—y)

JelikoZ jinde extrémy nez v bodé [’ privé vySetfeném a nei
v bodech dosud vyloutenych A, B, C nastivati nemohou a jelikoz nale-
zony bod P v piipad® Ze jeden itihel trojihelnika jest v&tdf nez 1207,
neexistuje, mdme jistotu, Ze aspoir v pfipadé, kdyz jeden iihel trojihel-
nfka v&tsi jest mez 120°, extrém funkce u (a to vlastni extrém) nastane,
kdyZ [z, y] splyne s jednim z bodd 4, B, C. Vyietfujme ku pf., zda
nastane extrém, kdyz [z, y]—=A. K tomu ecili vyjddifme si » pomocf
jinfeh proménnfch. Oznadime tsetku PA—=r; »==0. Uhel, kter} tvoii
PA s BA, vyznatime znakem ¢. Pak jest dle véty Carnotovy funkece
ddna vyrazem

u=r—4\Ve*+r'--2¢rcosp + Vb2 I+ 2 —2prcos (4 —o).
Jestlize P splyvd s A4, jest »—0 a w« stane se rovnym J + c; nastane
pak pro P— A extrém (minimum), mi-li vyraz u—(b+4¢) v okoli
bodu 4 — t. ). pro dosti malé » — stdle totéZ znaménko (kladné).
Vyraz vak u— (b c) lze snadno rozvinouti v potenéni fadu postupu-

jici dle mocnosti ». Dostaneme snadnym poitem — pFedpoklidejme
v nédsledujicim, ze » jest &fslo kladné, dosti malé —

d*u=—

4 ... 0.

4 -2
“—(b-l-c):r(l—2cos;—Acos(§A—¢))+2’_b_c(,,sinuq)_,|_
+esin® 4 —g@)) ...

Druhy élen pravé strany, jez jest potenéni fada promé&nné r», jest
tvaru a,7? kdeZ a, jest &islo kladné, af jest ¢ jakékoliv. Mohli bychom
snadno udati tfslo kladné 5 takové, Ze a,>># pi viech ¢. V ddsledku
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toho lze stanoviti jiné &islo kladné ¢ tak, Zze soulet Fady potencnf na
pravé strané — potinajic vSak teprve druhym ¢lenem — jest kladny pro
viecka r<Ce¢ a viecka g (jakoZ &tendl zevrubnéji odvodi). Zbyvd tudiz
zabyvati se jenom prvym ¢lenem. Tu jsou dva pifpady moZné.

«) 120°= 4 <<180°: cos3 4 jest v intervalu (3, O) a prvy ¢len
jest kladny po pfipadé rovny nulle (rovnost nulle nastane pouze pro
A4 =120" a vhodné ¢). V tomto pFipadé jest tedy pravd strana stile
kladna pro viecka r<<e a viecka @. Md tudiZ funkce .« v piipadé
tomto, kdy% [z, y]=[z,, y,], relativoi extrém.

h) 0 A< 120°: tu jest cos j A kladny a vétdf nez 1. Prvy ¢len
pravé strany nabyvd, dle toho, jak volime ¢, hodnot kladnych i za-
pornych ; totéz pak nastdvd i pro celou pravou stranu, zvolime-li » dosti
malé, V tomto pFipadé nenabyvi funkce « v bodé& A relativniho extrému.

Shrneme-li vysledky docilené, vidime, Ze dkol dany mé vZdy jedno
a jen jedno FeSeni. Soutet vzdédlenosti nabyva relativniho (a absolutniho)
minima v bod& poloZeném uvnitt trojubeinika (stanoveném rovnicemi (g),
jichZz geometricky vyznam byl svrchu vyloZen), jestlize zddny 1hel jeho
nepievysuje 120°. Jestlize vSak jeden uhel trojihelnfka jest = 120°,
pak relativni a absolutnf minimum nastiyd v pFislu§ném vrcholu troj-
uhelnika. .

Ptiklad 4. V roviné XY jsou ddny dva trojuhelniky ABC, A, B, C,.
Trojihelniku 4, B,C, jest dati poSinutim v rovin& XY takovou polohu
A" B C",, aby soutet AA'; 4 BB’} - CC"; nabyl hodnoty minimélni.

Soufadnice vrchold trojthelnika ABC budteZ po fadé [z,, y,],
[xs, ¥ol, [*3r y.]; obdobné vrcholy trojihelnika A, I3, C; necht jsou body
(4, ©.), [wy, 73], [¥5, v4]- PoSinutim necht bod [, v] se zméni v bod
[, ¥'], kdeZ jest '

w'=a+4ucosp-+rvsing, v—b—using-+wvecosq, (m)

pii temZ a, b, ¢ jsou parametry uréujici posinuti. Pak vyraz, ktery md
nabyvati hodnoty extremni, jest
3
Via, b, 9)=2 [(a— ;4 u;cosp - v;sing)? 4
=1
+ (& —y;, —u,;8inqg 4 v, cos ) ?].
Prvé dvé podminky k extrému nutné jsou

1 92V _ : .
'2—3';=3a—(x1+z2+1’3)+(“1+“2+”3JCOS‘P+(7)1+”2+ v;)8in =0,

197V . o
Ty = 3b—(y, 4+ v, y) — (u,+ w,+u,) sing 4 (v, + v+ v,) cos @ —=0-

26*
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Ma-li jiz trOJuhelmk pivodni A,B,C, takovou polohu, aby soutet
AA" + BB+ CC"}, nabyval hodnoty extremnf pro 4", —4,, B, =B,
C',=0C,, pak tyto dvé rovnice jsou splnény, kdyz a=0, 6 =0, =0
(pro kterézto hodnoty posinuti (m) se redukuje na identitu «'—wu, v'=x).
Kladu li v8ak v onéch dvou rovmicich « =0, 1, =0, ¢ =0, dostanu

4Tty =u, Uy, YT T =o v+,
t. j.. ze trojihelniky ABC, 4, B,C, maji spoletné t&zists. To moZno
viak hned od potatku pfedpoklddati a necht spadd téZisté to do polatku
soufadnic (t. j. necht 2, + 2, + 2, =0, u, + ... =0,...). V disledku
tohoto predpokladu, kterjm se obecnosti feSeni zddnd djina netinf, méni
se viak vyraz V(a, b, ¢) ve

3
Vi, b 9)=38¢ 430"+ = (z24y!+u? -+ o})—

—COS(pE(u:L' + y)—smq S (v, 2, — 1, Y,)-
Derivace tohoto vyrazu dle «, #, @ poloZeny byv3e 1ovny nulle, ddvaji
tyto tfi rovnice ,
0T — U Y TV Ty — Uy Yy Vs — U Y
“ *"91 Foy dug v YU 2 v Y
Pro druby differencidl funkce V(a, b, q) v bodé a=0, b=0, ¢ =q,,
kde ¢, jest jeden ze dvou dhld hovicich posledni rovnici, dostdvime

a=0, b=0, tgp—=-—

() 1 U3
6 da®+ 6dd* + (“1 o 0 Y Uy Ty 0, Yy + s 15 0y Ys) dPTL

Tento differenciél podrzuje stile totéZ znaménko (kladné), je-li cos g,
téhoZz znaménka jako w,x +v,y, + ...+ v, y,, kterouzto daldi pod-
minkou a svrchu napsanou rovnici jest ithel ¢ jednoznaéné urcen.

Uloha ptipousti tedy v obecném piipadé jediné Fedeni, trojihelnik
piislu§ny tomuto feSeni md spoleiné t&zisté s trojihelnikem A4 BC.

Jediviak u, z, + v, y, + u, &, + v, y, + uy 2, v, y, =0, coZ mltky
dosud bylo vyloufeno (vyrazem napsanym svrchu pro tge¢), jest ¢, rovno
bud }n aneb ;m; v tomto pfipadé jest voliti tu z obou hodnot, pro
kterou sing, a v, 2, —u, 4, + ... —u, y; md totéz znaménko.

JestliZe také v, z, —u, ¥, v, £, — Uy Yo + v, , — uz y; =0, potom
jest ¢ vibec neurtito; pro kazdy trojihelnik shodny s A, B, C, a majicf
spolefné t8%iité s ABC nabyvd vyraz A4”> + ... hodnoty miniméln
(minimum jest oviem nevlastnf).

Zevrubné odiivodnéni poslednich dvou tvrzenf jest na snadé.

Uloha tato s obdobnymi vysledky stejné snadno dd se FeSiti pfi
dvou »- dhelnicich rovinnych. Tak: rozifenf na prostory vicerozmérne
jest snadné.
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Priklad 5. VySetiiti jest extrémy funkce /7(x), kde % jest funkce
nékolika neodvisle proménnych, ku p¥. proménnych =, y, 2.

Ukol tento jest zevSeobecnénim piikladu 5. odst. 172. Pii Fedeni
piikladu toho pouZito bylo vét uddvajicich podminky pro extrémy.
I v prdvé daném obecnéjdim piikladé bychom vét téch mohli pouZivati,,
aviak nedospéli bychom s jich pomoci k vysledkiim tak obecnym jako
prostym pouZitim definice, jeZ jest zcela na snadé.

Za tim uctelem sta¢i piedpoklddati, ze I' i « jsou spojité funkce
proménnych, na nichz zavisi. Tu pak lze tvrditi:

1. Funkce F(u) jakozto funkee proménnyeh z, ¥, z ma relativni
extrém ve vSech bodech [z, ¥, 2,], ve kterych w—w,, md-li F(u)
jakozto funkce jedné proménné w rel. extrém v bod& u —uwu,. (Extrémy
tyto viak mohou b¥ti nevlastni).

2. Funkce /'(u) md relativni extrém v bod& [r,, y,, 2], ma-li «
relativnf extrém v bod8 [x,, ¥,, 2,] a funkce /' (u) jakoZto funkce jedné
proménné u jest v bodé «=—u, funkcibud rostouci aneb klesajici. Stati
pak, aby takovou byla bud v levo aneb na pravo od bedu u—w, a to
dle toho, b&zf-li u funkce » v bodé [z, y,, 2,] 0 relativnf maximum
aneb minimum.

3. V jinych bodech nez pridvé uvedenyech funkce /7(u) (jakoZto
tunkce proménnych x, y, 2) extrém vlastni miti nemtize.

Zevrubny dikaz t&chto tvrzeni — jeZ jsou takika pouhymi di-
sledky definice extrému — ponechdvim Ctendfi.

247. Friklad 6. Dikaz fundamentalni véty algebry. K dikazu
tomuto lze s prospéchem pouZiti nékterych obecnych pojmi z nauky
o extrémech. Specielnich vt ku vydetfovdni, zda nastdvd extrém, které
v piedchdzejicfm jsme odvodili a na pifkladech pouzili, tu vSak netfeba.

Budu piedpoklddati pfi tomto piikladé véty o politdni s komplex-
nimi sly, zndmé z elementirni arithmetiky. Cisla komplexni budeme
pak znatiti feckymi pismeny, &isla redln4 latinkou

Véta, jiz madme dokdzati, jest tato: Existuje - vzdy tislo &, které
dosazeno byvsi do vyrazu

un§"+m11—1§n-_]+"'+alg.‘l_aw I'nuI:FO (A)

za £ ¢infi tento vyraz rovnym nulle,

Nejprve dosadine do (4) E==z+4 iy, «,—a,+ 0,7, k=0, 1,..,n.
Tim vyraz (4). provedeme-li piisluind wmocné&ni a uspofddéni, rozpadne
se v ¢4st redlnouw a ryze imagindrnou; t. j. ve tvar ‘

Pz, ) +1Q(z, y),

kde P, @ jsou polynomy v z, y n-tého stupné s redlnymi souCiniteli.
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Budeme se pak zabyvati relativnimi extrémy funkce

[Pz, Y1+ Q= »)I (B)
a: dokdZeme si nejprve, Ze extrém takovy (af je to jiZz extrém. vlastnf @
nevlastni) nastati mdze toliko v bodech [x,, y,], ve kterych I (z,, y,) =0,
Q (xyy y,) = 0. K tomu postali dokdzati, ze v bodech [z,, y,], ve kte-
rych nenfi souasné P(z,, y,) =0, Q(xy, ¥o) =0, extrém nastati nemize.

K tomu cfli dosadme do (4) §=§,+ ¥, kde & =z, + iy, ; do-
staneme po jednoduché tpravé vyraz.

N
ve kterém | o' | = | e, | F0atét o';= P(r, ¥,) +  Q(z,, y,) budiz
rizno od nully. Tento vyraz lze upraviti opét na tvar (za pfedpokladu,
e ¥=2'+iy)
P, y)+iQ@, v

a jde o to dokdzati, ze funkee [P (', ¥")’+[Q(z’, ¥")]* nemi extrém
v bodé [z, ¥'1=[0, O], je-li, jakoZ pfedpokliddme, a',, které se téz
rovnd &slu P(0, 0)4:Q (0, 0), rizno od nully. Dokdzeme totéz, do-
kdZeme-li, Ze vyraz (B) nemd extrém v [0, O], je-li «, (=P (0, 0)+
+iQ(0, 0)—=«,+ b, ¢) rizno od nully (a tim se vyhneme E4rkovanym
znatkdm).

Misto proménnych [x, y] zavedeme nové proménné [, u] rovni-
cemi z—=Recosu, y=Rsinu, abychom vyrazy P a () dostali ve tvaru
¢o nejjednodudsim; o B miZeme a budeme pfedpoklddati, ze R=0. Jest
pak totiZ

t=z4iy=R(cosu-tisinu) a dle Moivreovy véty

£ = R* (cos ku + / sin kw).
a tedy, dosadime-li do (4) a rozlozime v &ist redlnou a ryze imagi-
nérnou,

Pz, y)=a,+ B E* (a, cosku—1b, sin ku),
k=1

Q(z, yy=b,+ > R (b, cos ku + a, sin ku);
k=1 .

viraz (B) stivd se funkci promémnych [R, u], jiz oznatime f(R, ).
Hodnota (0, u)==a2+ b} jest kladna a nezdvisla na » a jest pravé
nadim tkolem dokézati, Ze (0, ) nenf ani v&t8 nez v3ecky hodnoty
f(R, u), kde R jest v intervalu (040, & a « libovolné, ani men3i nez
viecky ty hodnoty a to af si kladné ifslo e zvolime jakkoliv malé. Do-
kazeme-li to, dokiZeme, Ze vyraz (B) nemiZe miti v [0, 0] relativnf
extrém. '



AvSak
F(R, w)—f(0, u)=Rf,(OR, ), 0<O<]1

a postati tudiz dokdzati. ze /', (@R, u) nemd pro viecka » a vSecka I!
v (00, ¢) totéz znaménko. P tom jest «,=3=0, &, vSak miZe byti
rovno nulle; pfedpoklddejme, abychom vSecky moZnosti soutasné méli
na mysli, ze prvni z &isel «, 0 k>0, které jest rizno od nully, jest
w =ua, b, (a viecka &, 0 indexu mendim nez ¢, aviak vét3fm nez O

9
necht jsou rovna nulle). Pak jest

t' (R, wy=2(AR)*" [qa, («,c08 qu—Db,_singu) 4 gb, (b, cos qu +
+a,sing)+OR(.)+ ... HOR) (. )]

M4-li vyraz na pravé strapé této rovnice miti stdle totéZ znmaménko pro
viecka = a pro viecka 7 intervalu (04 O, £), musf prvni &len hranaté
zavorky (kterd jest mnobotlen v R, jak naznateno) miti stéle, t. j. pro
.vecka u, totéz znaménko anebo aspoii byti rovny nulle. AvSak prvai
¢len jest (nehledime-1i k &initeli q)

(a, @, —+ b, b,) cos gn + (—a, b,+hya) sin gu = S cos (qu -+ s),

kde jsme Kkladli aga,+b,b,=Scoss, +a(,b by a, = S sins, tedy
Aq9:(¢¢§+b§).((¢:+bfl)>0 nenf tedy prvy Clen 1ovny nulle pro
kazdé « a méni své znaménko, méni-li se .

Nemize tedy vyraz (B) miti relativni extrém v bodé [x,, y,]. ve
kterém neni soutasnd P(z,, y,) =0, Q(x,, ¥,)=0.

Stanovme nyni v roviné proménnych [x, y] kruh se stfedem [0, O]
a polomé&rem dosti velikym tak, aby na obvodé kruhu byl vyraz (B) stdle
vét3i nez 7 + /2. To jest moZno, nebof (B) stivd se oo pro lim & == co.
Pak obor obsahujici body uvnitf a na obvod& onoho kruhu jest oborem
spojitym a uzavienym; funkce pak dand vyrazem (B), jez jest funkei
spojitou a konenou v onom oboru, nabyvd své horni i dolni hranice
v tom oboru. Dolni hranice jest ¢islo mensi(=)nei aj- b; a té ne-
miZe nabyvati na obvodé kruhu, nabyvd ji tedy v bodé [z,, y,] uvniti
kruhu, ve kterémito bod& ndsledkem toho mé vyraz (B) relativni mi-
-nimum (po pf. nevlastni). Av8ak to jest mozno jenom tentokrite —
dle ptedchdzejicich vyvodd — je-li soutasn& P(x,, y,)=0, @ (xo. %) =0.
Existuje tedy bod [r,, y,], ve kterém ob& ty rovnice jsou splnény, a
jest tudiz i hodnota & —u, + iy,, kterd dosazena byvdi za £ ¢inf vyraz
(4) rovnym nulle. Fundamentdlni véta algebry pak jest vipln& dokdzana.

248. Relativni extrémy implicitnich funkei. Podminky pro relativni
extrémy implicitnich funkef vyplyvaji jakoZto jednoduché disledky vét
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o podminkich pro relativni extrémy funkef vibee. Jest jenom tfeba na
nékterd poletni zjednoduSeni tu poukdzati.

1. Implicitni funkce jedné neodvisle proménné budiz dina rovnici
F(z, y)=0, kde v jest pravé funkce neodvisle proménné x. M&jZ ddle
funkce F(x, y) v oboru pkichdzejicim v Gvahu t4stetné derivace vSech
Fddd, jez jsou spojité funkce obou proménnych. Pak, znati-li #, hodnotu
implicitnf funkce v bodé& z, a je-li # 5 oy %)+ 0, md impli(,itui funkce
v bodé x, derivace viech fadd. Oznatme je po Fadé 'y, y"y, ¥, - .
Potom nutnd a postaéujici podminka, aby funkce y méla v bod& .,
relativnf extrém, jest, aby ', =0 a aby prvni z derivaci ¥',, »",, ¥"""., .. ,
jez jest od nully rdznd, byla fidu sudého (odst. 172, véta 2.). Uvazime-li
viak, Zze derivace ty postupné jsou urteny rovoicemi

F' 4 F =0, F" 428" .y’ +F" ¢ +F y"'=0,...,

v nichz klademe [z, y1=I[z,, %), ¥'=¥%", ¥"'=Yy"y,..., vidime ihned,
ze y', =0, je-li I’ _(x,, y,)=0 (a jenomn tenkrdt jest y', =0 za ped-
pokladu utinéného, ze K’ (x,, g ¥o)=3=0). Je-li viak y.,_O jest dle druhé
z rovoic F"'_ (xy, 4 J0)+]“ (Zo: ¥)y"'=0 a tedy y”,=0 tenkrdte (a
jenom tenkrite), kdyz F”X2(xo, yo)=0. Obdobné, je-li ¢y',=19", =0,
jest tenkrite a jenom tenkrite "/, =0, kdyz F”’X3 (%4 o) =0, atd.
MiZeme vysloviti tudiz vétu: .

Nabyjvd-ls implicitni funkce y proménné x v bodé x—=ux, hodnoty
Yo, md-li levd strana rovnice F(x, y)=0 definujici tu implicitni funkec:
v bodé [z, y,] a jeho okoli spojité derivace d{dstecné dle x, y vsech
Fadi a je-li F & (o5 Y0) 0, pak nutnd a postalujici podminka, aby

y jakoZto funkce proménné x méla v bodé = =z, relativni extrém, jest,
-Ze pront z ¥ady derivaci
?aF  9*F 3F
%’ 0FEr ap
kterd v bodé [y, y,] meni rovma nulle, jest F#ddu sudého. Je-li tato
derivace v [z,, ¥,] znaménka stejného s derivaci F' (x,, y,), jest extrém
maximem; je-li znaménka protivného, minimem.

Ku vyhledéni extrémé v jinych bodech (pro které predpoklady
uiinéné nejsou splnény), zejmena pak v bodech, ve kterych 1"’y (x4, Yo) =0,
— pokud ovdem implicitni funkce v t&ch bodech danou rovnici a po
piipadé dal3fmi podminkami jest definovdna — jest nutno dalsi Setieni.

Priklad. Vyhledati jest v3ecky moZné extrémy funkee y proménné x
hoviei rovnici

(4)

—2y*+3yr+ 2*=0.
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Podminky o existenci derivaci vty svrchu vyslovené jsou splnény..Rada
derivaci (4) jest
3y+32% 62, 6,0,0,...

Je-li x =0, jest dle dané rovnice i y = 0; v bodé [0, 0] v8ak /” (0, 0)=0
a nelze uziti fady derivaci prdvé napsané. Ve viech ostatnich bodech
30 jest F’), rizno od nully, je-li pro [z, ¥] splnéna dani rovnice a
zdrovei rovnice '_(r, y)=0; i mozno pro x==0 uZivati bez dalsiho
vySettovdni té Ffady derivaci. Jeli z==0, jest druhd derivace rizna od
nully, at jest y jakékoliv; viecky body [z, y] 8 « riiznym od nully,
pro které dand rovnice jest splnéna a 3y-}-32%=0, divajf ndm tedy
jednak x, p¥i kterych nastdvd extrém impl. funkce, jednak ptisluiné
hodnoty extremni impl.- funkce. Dosadime-li do dané rovmice y — —2z?,
mdme rovnici 22¢—223=0, kterd vedle re§eni £=—0 méd kofenz =1,
kterému pii implicitnf funkei odpovida extrémnf hednota — 1 (relativni
minimum).

Vedle bodu z—1 miZe nastati extrém jestd v bod& x—=0, pro
kteryz pak jest y—0. Predpoklidejme, Ze existuje implicitni funkce
(stdvajicf se nullou pro £=0), jez mé v bodé O a okoli derivace az
do tfetfho fddu spojité v bodé z=0. Pak derivujeme-li rovnici danou
po sobé tfikrite dle x, poklddasjice y za funkci promémné ., a ve vy-
sledku klademe [z, ¥]=[0, O], obdrzime rovnice, z nichZ prva jest
identita 0—=0, druhé pak dvé ddvaji

6y’ =0, —12y+9y"+6=0; t. j.:y'=0, y'=—2

32
odkudz plyne, Ze pii takové funkei (existuje-li vibec) nastivd v bodé
z=0 extrém (relativni maximum) rovny O.

Ctenaf necht doplni vyvody piedchdzejici jefté vysetienim bodd
[xy, ¥o), ve kterjch vedle F'(x, 1) =0 jesté }’ (z, y)=0a F'_(x, y)==0.
V takovém piipadé mohl by nastati v implicitni funkei piislusné extrém
v bodé z—u, tenkrite, kdyby existovala derivace z prava a derivace
z leva v §ir8im smyslu; jedna pak by byla + oo, druhd — oo, Tak jest tomu
ku pf. pii funkei implicitni hovief rovnici y? —x=0, jez pro 2=0
stdvd se rovnou nulle, v bodé »—=0. Funkce definované rovnici tu vy-
Setfovanou v3ak obdobné vlastnosti nemaji.

2. Implicitni funkce. nékolika neodvisle proménnyjch pkipousti pki
vySetfovdni extrémi stejné zjednoduZeni jako implicitni funkce jedné
proménné. UvaZujme ku p¥. implicitni funkei z dvou neodvisle pro-
ménnych z, y, jeZ ddna jest rovnici F(x, y, 2) =0 a uvaZujme ji v okoli
bodu [xz,. y,], ve kterém nabyvd hodnoty z,, takze jest F'(z,, ¥,, 2,)=0.

Najdeme podminky postatitelné k extrému za predpokladu, Ze
F' (20, Yoy 2)F0, a Ze funkce F(x, y, £) md v bodé [x,, ,. 2,] a jeho
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okolf prvy a druhy totdlni differencidl. Pak z v&t o extrémech funkei o né-
kolika prom&nnych a z vét o implicitnf funkei o nékolika neodvisle pro-
ménnych nédsleduje (stejné jako pfi implicitni funkei o jedné proménné),
ze postatujici podminky, aby v bod& [x,, »,] méla funkce 2 extrém, jsou-

l Al
1. B__ lx +ab dy=—0 v bodé [z,, ¥,, 7)-

2. Kvadratickd forma v du;, dy:
Q1 N
?—l’d "—l—?-——F dzdz/—{—a K (B)
jest v bodé [, y,] formou, jez nestivd se nullou pro zidné [dz, dy]
rizné. od [0, 0]. Je-li formou téhoZ znaménka jako Cislo /7 (x,, yo, 2,),
méd z v [x,,y,] relat. maximum; je-li znaménka protivného, r. minimum.
Priklad. Uvazujme ku pf. rovnici

@y 22200 2y + gy y* 4 20,5 27 + 2005 Y2 + g5 2° 4 20, 4t + o
+2a,, yt+ 2a,, 2t +a,, t2=0 )
mezi 2 jakoZto odvisle proménnou a z, y jakoZto neodvisle promé&nnymi.
Velitina ¢ jest zavedena do rovmice za tfm dCelem, aby se levd jejf
strana stala formou kvadratickou (homogennim polynomem), timZ se do-
cilujf nékterd zjednoduleni ve vyrazech a pfisludnyeh poltech; b&hem
pottu jest to velitina libovolnd vyznalend prdivé symbolem obecnym
Jjako ostatni promé&nné, ve vysledku v3ak mozno ji pTisouditi numerickou
hodnotu libovolnou riznou viak od nully; ku pf. 1ze klasti {=1.

Tu se kvadratickd forma (B) redukuje na vyraz

a,, dz® + 2a,, drdy + a,, dy?
(ndsobeny dvéma), tento vyraz jest vibec nezdvisly na [x, y, 2] a jest
rizny od nully pro vSecka [dz, dy] riznd od [0, C], je-li a,, @y, —a?, =0-
V tomto pfipadé existuje relativni extrém, md-l1i je5t& dand rovnice (r)
spoletné fefeni s rovnicemi

@yt dp Y+ a2+ a,t=0, @, +dyy+ay,z-+a, =0,

(@, =a,,), pro kteréito feSeni viak

Usy x+"32;’/+ass z+a34t:|:0.
Oznatme derivace levé strany rovnice (r) dle x, y, 2, ¢ kritce symboly
X, Y, Z, T. Pak dvé rovnice posledni lze psiti ve tvaru Y=0, Y =0,

podminka pak privé napsand mé tvar 7 ==, Rovnici () lze nahradltl
rovnici (odst. 225, pt. 3.)

Ay X224, XY+ Ay V4 24, XZ+ ... + A,, T =0, ()
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je-li oviem diskriminant kvadratické formy v (r), t. j. vyraz

Qyyy  Uygy O30 Gag

| @1, Qgey  “oay Ggg
4= @3y, Q3sy dagr  dyy
@41, Oqoy Qg3 Qgg

rizuy od nully, coz budeme predpoklddati. Cislo A, jest minor pfisludny
v determinantu prdvé napsaném ku elementu a,. Dosadime-li do (')
X=0, Y=0, obdrzime rovnici

Ay 2+ 245, ZT+ A, T*=0.

Rovnice tato md pro pomér Z: T jenom tenkrdte redlné kofeny, je-li jeji
diskriminant 42, —A4,,4,,=0. Aviak 4}, — Ay, 4,3, = — (a,,0,,—a},) 4.
Jeliko# v3uk pozadujeme, aby a,, a;, —a?, =0, jest nutnd 4 <<0. Mdme
tak tento prvni vysledek: Je-li a,, a;, —a?, >0 a 430, existuji ex-
trémy funkce z toliko, je-li 4<<0. Je-li 4,,=40 a 4,,==0, m4 rovnice
AgsA2+ 24,4+ A,, =0 dva redlné riizné kofeny 4,, 4, riizné od nully
a funkce z dva rizné extrémy. Ze tff rovmic X—=0, ¥ =0, Z—1,T=0
lze vypotisti jim piisludné [z, y, 2]; 1=1, 2. Stanovime také hodnotu Z
pro ty dva rGzné body [z, y, 7]; obdrZime snadnym poétem vyrazy

_ 24 —2td4
(12_11)4433’ ('7'2—"%1)4433,

jez se lisf znaménkem. Jest tedy jeden z extrémé vidy maximem, druhy
minimem

VySetieni zvlditnich piipadd, ve kterych jedno nebo nékolik ze
ttyt tisel a,,a,,—a?,, 4, A;,, 4,, jest rovno nulle, ponechivdm
¢tendfi. :

249. Extremy vazané. (Maxima a minima s vedlejdimi podmin-
kami). Ukol nalézti extrémy védzané nejprve osvétlim na nejjednodussim
obecném pifpad®. BudiZ déna funkce »—/f{x, y) proménnych x», y. Jest
vySetfiti, ve kterych bodech [a, 4] nabjvd x hodnot extrémnich, je-li
mezi «, y vztah /(z, y)=0. Nejsou tedy x, y dv& neodvisle” pro-
ménné a hledany extrém v bod® [a, 6] jest sice charakterisovdn pod-
minkou, Z%e rozdil

f(x, y)—f(a, b)
md miti stdle totéz znaménko, nikoliv viak pro viecky body [z, ]
Jistého okolf bodu [, b], nybrz pro vi3ecky body jistého okoli bodu

[a, 0], pokud pro ty body jest splnéna podminka F(z, y)=0. Pii tom
jest téz I'(a, b)=0.
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Extrémim takovym u funkce f(x, y) Ffikd se pravé extrémy va-
zané aneb téz extrémy funkece f(x, y) s vedlejdf podminkou /(r, y)=0.

Jest patrno, Ze, je-li rovpice F'(z, ¥)—0 takov4, aby bylo moZno
poklidati na jejim zdklad® y jakoZto funkci proménné z (a to v okoli
bodu z=u«, pii temZ y pro x—a nabyvd hodnoty y=—10), mizeme
u poklddati za funkei jediné promé&nné =z definovanou v okoli bodu
xr—u« & Ze rozhodnuti, zda f(z, ¥) m4 v [a, /] extrém vazany pod-
minkou F(z, y)=0, pPevésti lze na rozhodnuti, zda ona funkce jedné
promé&nné z md v a extrém. MiZeme uziti method jiZz zudinych, jakoz
v nasledujicim utininie. P¥ tom budeme ptredpoklddati, ze funkece f, I
maji jakozto funkce dvou proménnych spojité derivace prvych dvou fddd
a tedy i prvé dva totdlni differencidly).

Jestlize funkce u jakoZto funkce jedné proménné z md extrém
v bodd [a, 0], pak derivace té funkce dle z (pFi emZ pokldddme y za
funkei prom. a jeZ jest rovna b pro x=a) pro z=a (a y=1>) jest
rovna nulle; t. j.:

0 ? .
=t y=0 o 5, y=[4, 1] (@

JesﬂiZeng:i:O pro [z, y]={a, /4, jest 4’ v bod& [a, b] ddno dle pra-

vidla o derivovdni implicitnich funkei rovnici

oI 'blf

0—3 31/

(B)
Z (&), (#) pak ndsleduje, Ze

3f OF  feF
333y dyaz 0 @

a to ve v8ech bodech [a, ], ve kterych jest extrém funkce J(x, y) va-
zany podminkou F(xz, y)=—=0 a ve kterjch soulasné —:i:O Aviak

v predché&eﬁcich vyvodech bychom mohli zaméniti 1'0]1 ploménnych
, y~% CehoZ ndsleduje, Ze podminka (I) jest nuina ku existenci extrému

v_azaného i v bodech, ve kterych g—g 0.

Abychom tedy nalezli viecky body [q, b], ve kterych nastdvati
mize extrém funkce f(z, y) vdzany pedminkou I (x, y)=0, vyhledime
body [a, b], které hovi zdroveri rovnici (I) a rovnici F'(x, y¥)=0; pfi
tom vsak body, ve kterych souasnéd g—f:O, gé__() vylu¢ujeme ze
svych dvah. K rozhodnutf, zda v bodech tak nalezenych vskutku na-
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stavd extrém, postati zndti znaménko bud druhé derivace funkece » dle
x, pii temZz y se v disledkn rovnice #(x, y) =0 poklidd za funkeci
proménné z, aneb druhé derivace funkce « dle y (pfi ¢emz zase a jest
povaZovati za funkei y) a to Vv obojim pfipadé pro ten piipad, ze
" [& yl=Ia, b], a za pfedpokladu, Ze derivace drubhd prdvé v dvahu
brand jest od nully rizna. Znaménko to (v obou p¥ipadech) shoduje se
se znaménkem vyrazu (jak &tendf snadnym poétem odvodf)

DA DDAy e 18] (1)
D jest levd strana rovnice (I).

Vedle extrémd tak nalezenych jest jesté zvldStnim vySettovanim ~
dosfci rozhodnutf, zda védzany extrém nastdvd v bodech, ve kterych
soulasné g—i’:o, %g: 0; ddle v pripadech, kdy (II) jest v [a, b]
rovuo hulle, a konefné& i v bodech, ve kterych ptedpoklady pro funkce
f, I' tinéné nejsou splnény.

Priklad. Nalézti extrémy pro vzddlenost daného bodu od daného
kruhu. Pravoihly systém soufadnicovy volime tak, aby pocdtek splynul
se stiedem daného kruhu a osa X prochdzela danym bodem. Md tedy
kruh dany rovniei «*-+ y>=R® a dany bod jest [{, 0]; ! budiz kladné.
Misto extrémd vzddlenosti miZzeme pak vyhleddvati extrémy ctverce
vzddlenosti Jest tedy nalézti extrémy funkce

w=(x— 10"+ y*, kde mezi x, y jest rovnice z*- y*= It%
Uzijeme vysledkii dosaZenych obecnd, kladouce f(z, y)=—(x—1*+ y?,
F(x, y)=a?+4 y* — R% Dostaneme, dosadime-li do (I), podminku

4(z—).y—4y.c—=0, aneb —4!{y=0.

T. j. extrémy nastivati mohou nejprve v bodech, ve kterych y—0 a
tedy £ =+ K. Vyraz (I), ktery jest v nafem piiklad® 8/x, jest v bodé&
[R, 0] kladny a v bod& [— R, O] zdporny; md tudiZ tdkol pFedlozeny
dvé Fefeni a vzddlenost uvazovand nabyvd v bodé [— R, O] hodnoty
maximalni (rovné [-- R), v bod& [X, O] pak hodnoty minimilni (rovné-
| I— 4 ]). V jinfeh bodech nez pravé uvedenyjch extrém nastati ne-
miiZe, nebot derivace I , F’}, a funkce F nejsou soutasné rovny nulle
pro jeden a tyZ bod (R=0!).

Nalezené extrémy jsou zdroveil extrémy absolutni.

Pozndmka. Zpisob, kterym jsme dany tdkol Fe&ili,” odpovid4d poda-
nému obecnému vykladu. Ve skuteénosti lze jej prosté a kritce rfeSiti
pfimou iuvahou. Dosadime-li totiz do vyraza pro « za 2?4 y*—R,
zméni se « ve vyraz

u=R?*+1*—2lz, R>0, 1>0, (m)
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a vyraz ten ubjvd s rostoucim z (u'=—2(-<0). Dosihne tedy « nej-
vétsf hodnoty, nabude-li z hodnoty co moZnd nejmendi; x vSak jest prvi
soufadnice bodd na krubu o rovmici xz*—+ y®— R* a nejmensi hoduota
pro z jest — R. Nastane tudiz v [— R, O] absolutni maximum a ob-
dobné v [R, O] absolutni minimum. Extrémy tyto jsou vsak zirovei
relativni extrémy s vedlejii podminkou. Ze pro jiné body extrémy vy-
razu (m) nastdvati nemohou, jest rovnéz piimo patrno.

250. Methoda multiplikatori (Lagrangeova). Methody pravé vy-
lozené mohli bychom uzivati i v ptipadech obecnéjsich. Jednodussi viak
z pravidla jest pouziti jiné cesty, jiz v ndsledujicim vyloZzim a jez lisf
se od pifedchizejicf v podstaté pouze pozménénym zpisobem eliminace.

Necht jest dina funkce w—/F(x, y. 2, u, v) proménnych =, y, 7,
u, t, mezi nimiz jsou vztahy

Fo(z, y, 2, u, ©)=0, F,(r, y, 2, u, v)=0. ;)
Jest pak naSim dkolem nalézti extrémy funkce w, vizané - témno dvéma
vztahy a to za pFedpokladii:

1. Funkee f, F,, F, maji prvy i druhy totdlnf dlﬂerenual v jistém
spojitém oboru L.

2. Rovnice (y) jsou takové, Ze je-li [x, y. 2, u, ¢] v okoli hudu
[a,, @, 4, @,, as), vnitFniho to bodu obora 2, dvé z proménnych ku pf.
u, v daji se vyjadfiti jako funkce zbyvajicich promeénnych i, y, z a to
tak, Ze, je-li [x, y, z]=[a,, a,, a,], pak [u, v]=[a,, a;]. Funkce ty
nechf maji rovnéz dva totdlnf difterencidly v bodé [,, a,, «.] a jeho
okoli; postatitelnon podminkou k tomu, jak ndm zndmo, jest, aby
Dk, F)
D, v
druby predpoklad

Nutné podminka, aby nastal extrém funkce 1 v bodé [le fyy o -y (5]
jest, aby

, of 2f of of 3f
fw=0 o/ f N
dw aneb d:c-}-ay dy+3z_ dz+audu—|—avdv 0

:l:O v. bodé [a,, ag,...,a;]; podminkou touto doplnime sviij

.
v bodé [a,, a,, .., a;]. Pii tom v3ak nejsou dr, dy, dz, du, dv na sobé
nezavislé, nybrz jsou mezi nimi dvé relace

A,

5t da 4- 'd *’azld +- '1 +- F,

?
-E rlg:-{—’[”2

—

d_O

hl h) (2)
aﬁg aqu —o

dz 4- 2d +

)

splnéné v bod& [a,, my, .., ;]
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Pomoci poslednich dvou rovmic eliminujeme z (1) du, dr, pii temz
postupujeme takto. Rovnice (2) ndsobené tiniteli Z,, Z; pfitteme ku
rovnici (1) a 4,, 4, volime tak, aby soutinitelé differencidld du, dv byli
ve vysledné rovnici rovni nulle v bod& [«,, ay, .., a;], t.j. aby

o L, R oL, g
bu-l- ! Bu T4 31 =9, 3v+2'1 v +4 w 3

v bodé [rzl gy . - -, ;). Ta volba &isel 2, 1, jest vidy moZna, je-li
D(F, F :|=O v bodé [a,, a; ..., ], jakoZ predpokliddme. Rovnice

D(u, )
tak vznikld m4d pak tvar
A, dr+ A, dy+ A, dz=0
a v ni muzeme differencidly dz, dy, dz poklddati jiz za velidiny na
sob& nezdvislé; nutng tedy 4, =0, 4,=0, 4,=0; t. j.

O 43,00y g, Uy Oy 2
Y + 13.1, + Qaz —01 })y+l1'ay +}'2 _O’

4
3F,
—l- ‘1 3 1 + ;2 3 ‘—0
v bodé [a,, @, .., a5'J —U. Rovnice (3) a (4) ddvaji celkem 5 rovnic;
oznatime-li @ —f+1, F, + 4, F,, miZeme rovnice ty psdti takto
2D ah 2D 20 b ,
= a0 =0 =% =0 )

jez splnény byti maji v bodé [a,, ay ..., a;] za pfedpokladu, Ze
funkciondlni determinant funkei F,, F, vzhledem k proménnym w«, v jest
v tom bodé rizny od nully. Av3ak rovnice uplné stejné bychom patrné
dostali, kdybychom byli ptedpoklddali, Ze determinant funkciondlnf funkci
F,, F, vzhledem ke kterékoliv dvojici proménnych vybrané z promén-
nych z, ¥, 2, u, v jest v bodé& [a,, a,, .., a,] rizny od nully.

Méame tak pravidlo: Abychom nasli body spadajici do oboru £, ve
kterych funkee w—=f(x, y, #, «, v) miZe miti extrém vizany podmin-
kami F,(z,.., v©)=0, F,(x,.., v)=0, fedime 7 rovnic (y), (') dle
7 nezndmych =z, y, 2, u, v, 4,, 4,. Systémy hodnot tak ziskané pro
[z, y, 2, u, v] uddvaji pak ndm body v £, v nichZ miZe w nabyvati
extrému vdzaného, jestlie oviem ty body [z, y, z, %, »] spadaji do
a jestlize aspofi jeden z deseti funkcionalnich determinanti

D(F, F,) D(F, F) D (R, F)) (8)
D@, y) ' D@, 2 """ D(u v '

jest v téch bodech rizny od nully. Extrémy hledané pak mohou v R
pastati jenom v bodech tak nalezenych a po piipadé jests také v bodech,
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ve kterjch vyrazy (J) vesmés jsou rovny nulle (nehof na tyto body se
nevztahuje pfedchdzejici dvaha).

Body [z, ¥, 2, u, v] hovici rovmicim (y) a pro né&z (d) vesmés
jsou rovny nulle, existuji a vedou k extrémdm funkee « jenom vyjimeénd;
ty z daldich dvah vyloutime a ndsledkem toho miZeme zase pFedpo-
klddati, %e jeden z funkcionalnich determinanti (d) v bodé, o né&jz jde,
— budiz to ku pf. poslednf z nich — jest od nully riizay. V okoli
toho bodu lze pak pokladati «, v v dlisledku () opét (jako svrchu) za
funkce proménnych zx, y, z. Budiz pak dile pro ten bod (vedle rovhic (7))
splnéno 5 rovnic (y') a mdme vydetfiti, zda vskutku v bodd onom na-
stivd vdzany extrém. Ve velké vétSiné prfpadd stati k tomu vySetfo-
vanf zabyvati se podrobné&ji s druhym differencidlem funkce f anebo,
coZ jest se zfetelem k rovnicim (y) totéz. s druhym differencidlem funkce
D—=f+) F, +1, F, Jest viak (u, v pokldddme za funkce proménnych

z, Y, 2):

2 3 2 2 2 2 20 20
2P —1 - —_ —d ] 2.,
d di_(az dx + bydy+'()zdz+3udu+avdv) ¢+'()u d u+_’()v d*r.

Av&ak tento vyraz Jest vySetfovati v bodech, ve kterych jsou splnény
(") a lze tedy posledni dva leny potlagditi a briati v dvahu vyraz

et iyt .. .+l )@ (
e i T L) ’ 2

v némz% ‘dosazujeme za [x, ¥, 2, u, v, 4,, i,] soustavu hodnot hovicich
rovnicim (3), (#"). Ve vyraze tak vzniklém dvé z péti velitin dx, dy,
dz, du. dv (ku pf. za pfedpokladu privé Cinéného du, dv) lze na zi-
klad® linedrnich rovmnic (2), ve kterych za x, y,.., v jsme dosadili vySe-
tfované hodnoty, nahraditi linedrnimi vyrazy os‘atnich, ¢imz dostaneme
kvadratickou formu tfi z ondch péti veli¢in; bézi pak o to, rozhodnouti,
zda kvadratickd forma téchto tif proménnych jest formou stivajici se
nullou pouze v [0, O, O] a ve kterémz pfipadé jistd nastivd vdzany
extrém, ¢i také v jinych bodech riiznych od [, O, (]. Pislu$né tvahy
provedeny jiZ v odst. 246. a netfeLa je tady opakovati.

Pozndmka 1. Methodou v tomto odst. vyloZenou lze vyhleddvati
extrémy implicitnich funkef, pro né% jsme svrchu (v odst. 248.) odvodili
methodu zvl4stni.

Tak ku pf. kol vyhledati extrémy funkee z proménnych =, y, defi-
nované rovnici F(x, y, 2) =0, shoduje se s ikolem, pfi némZ hleddme
extrémy funkce u, funkce to tfi proménnych =, y, 2, kde viak w—=z
(a nezavisi vskutku vibec na proménnych r, ) a kde mezi proménnymi
x, ¥, z jest vatah F(r, y, 2)=0. Dle pFedchdzejicich dvah jest tu kldsti

D(r, y, 2)—z24+AF(z, ¥y, 2)
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a feSiti soustavu &ty rovnic

1 AF oF
2 —n, 27— — . —
)Ba: X )'By 0, _1+lbz_ 0, F(z, y, £)=0
pro &tyki nezndmé r, y, z, A, pii temZ podriujeme jenom to FeSeni, pro

které aspori jedna z derivaci g—_:, 21—1/? , %j—? nenf rovna nulle. A.t.d.

Pozndmlka 2. Cisla 7,, 4, svrchu zavedens jsou konstanty; oviem
rizné konstanty pro rizné body [, a,, a,, a, a,], jeZ pFichdzej
v tvahu. MiZeme je tudi? poklidati také za funkce bodu [z, v, 2, u, v],
coZ viak na vé&ci samé pranic neménf. Specielnd nemd toto zdanlivé
rozdilné nazirini na &fsla 1,, 2, vliv na tvar vyrazu d*@® v bodech, ve
kterych jsou splnény (3').

Pozndmkn 3. To, ze aspoii jeden z determinantd (d) jest rizny
od nully v bodé [a, a,, a,, a,, a,], kterj privé uvaZujeme, ms je§td
jinde vyznam ne% v okolnosti, Ze pro podminku nutnou k existenci extrému
v bodé [a,, a,, .., a;] dostivime rovmice ('), jeZ jsou symmetrické
vzhledem ku v§em proménnym z, y, 2, %, ¥« Vyznam ten byl v pfed-
chdzejicim jenom zb&Zné vytlen a jest tfeba tu vyslovnd na né&j pouk4-
zati a zevrubnéji objasniti.

Je-li ka pf. posledni z determinanti (4) rizny od nully v [a,,.., a;],
miZeme #, v v dasledku (y) poklddati za funkce bodu [z, y, z] defino-
vané v celém jistém okolf bodu [4,, a,, a,] a ndsledkem toho miZeme
v disledku rovnic (y) poklddati f(r, v, #, %, v) za funkei bodu [« y, £]
definovanou v O(a,, a, as; €), kde & jest jisté kladné ¢islo. M4-li tedy
f(r, ¥, 2, u, ©) v bod& [a,, a,,.., a,] extrém vazany rovnicemi (y),
mé tato funkce f(z, v, %, v, v), pokldddme-li ji naznalenym zplsobem
za funkei tfi proménnych =z, y, 2, extrém v bodé [a,, a,, a,], bodd to
tnitinim oboru, ve kterém jest definovdna (md tedy v bod& [a,, «y, a,]
dle definice odst. 242. relativni extrém) a miiZeme tudiZ teprve na zi-
kladé této okolnosti uZivati rovmic autnych pro relativai extrém, odvo-
zenych v odst. 242.

Pozndmka 4. Vyklad podany rozdifuje se beze zmény na libovolny
potet proménnych. Jde-li o extrém funkce w=/f(z,, xy ..., Zu), kde m
promé&nnych jest vdzdno » podminkami F; (z,,a,.. ., 2x) =0, 1=1,2,...,n,
(p¥i temZ oviem 7 << m), sestrojime funkei

D=Ff(z,..) + M F, + 4Fy + e + 4aFa

a feiime m -+ »n rovnic
' X ] . .
Fi(z,, =,...) =0, gzo; 1 =12 ..4% j=12,..;,m
J
Peir, Diff. potet. 27
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dle neznimych z,, @,, . . ., Zm, A, Ag, - . ., Ao (0 celKovém podtd rovhém
rovné% m --u). Jenom v bodech [a:,, :c,, , #a] tak nalézenych miZe
nastavati relativnd extrém s dangini vedleJBiml podminkami. K dplnému
rozhodnuti, zda extrém n&stéva, jost tteba vySetfovati kvadratickvu formu

( i, + dey+ +_dx.,)'-q>,

ktérou jest jedtd zpravidid pfevéstl na kvadratickon formu m—mn z m
Usel d,, di,, . . - dzw- PH tom se predpoklddd (jako v piipad® zvlistnira)

1. Funkee j F maji prvy 1 drahy totélni differencil ve spOJitém
oboru .

2. Berou se v tuvahu pouze ty body obori @, pro néj sou(:asné
nevymizi viecky funkcxonz’tlni determinanty

i ‘,'_D_(_F__'" RN F )
D(wi'n x]’n ey ”u) !

.711 .721 ceda=1,2,3,...,m,

Jichz j.est (’:) od sebe .i';f‘l,;ﬁjch.

[ Piiklad 1. Jest vySetblti, zda funkee of<-yd 4 z%—u®—o? mé

extrem véizany podminkami
a:"+2yz—|—u2v+ua:—l-v_0 v +2z2s—uvt —vyt+u=0

& to v bodd [2, ¥, 2z, u, v]=][0, 0, 0, 0, O] (splitujicim oviem ob& dané
rovnice). Znatime-li danou funkei f, levé strany obou danych rovnic
F; F,, mime hejprve rovaice (3), jez splndny byti majf v daném bodé
a joz ném daji 4,, 2,. Dostaneme snadnym poitem -4, =0, 2,=0. Jest
tedy @ =7+, F, + 3, F, =f a jak téméF bezprostiedns patrno, jsou
splnény i rovnice (4) — tedy vSecky rovmice () i (7). Nutud podminka
pro existenci vizanéhe extrému funkce f v bods [0, . . , O] jest splnéna
a zbyva Jenom vydetfovati druhy differencidl (¢). Ten Jest

2dz? 4 2dy®+2ds% — 2 du® — 2 dv®. B

Aviak dle danych rovnic v daném bod& du=0, dv=0; nas]edkem ‘toho

pro dany bod se druhy differencial redukuje na vyraz 2 (dz* 4 dy* 4 dz*),

coz jest kvadratickou formou nestivajici se nullou ne¥ pro [de, dy, dz]=

=10, 0, 0] a to formou  positivnou. Dand funkce mi tedy v bods

[0, O, 0, 0, O] relativnf minimum, vézané danymi dvéma podminkari.
Priklad 2. Jest vyhledati extrémni hodnotu determinantu

Zy; Xy, X3 |

Yo Yo Ys
41y 29y &

e, .l N D= ’ [ (l)
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tunkee to 9 proménnych 2, g, . . zﬂ za pi'edpokladu, Ze mezi témito
proménniml jeon th vatahy . oy A 0
E: +m:+zs—1—0 y1+y2+ys—1—r0 z’+z,+z- =0 -.(m)
Levé st.rany ‘téchto vztahi znaCiti budeme pro kraitkost. ¥, F,, Fy.
V kasdém bod&, v némi nastavd Telativai extrém funkce D vizany
témito vztahy, lze uZiti rovnic tohoto odstavce Nebot pipad vy]ou(‘,eny
2 nvah, ve kterém vsecLy determmanty

D(Fl’ Fm 13)
D(=zy ¥, 2)

Jjsou rovny nulle, nemiize nastati, jelikoz aspoii jedno z &isel x, (v dé-
sledku relace z2- 234 a23=—1) jest ruzno od nully, rovnéz tak jedno
z Cisel g y; & _]edno 76 2,. ,

Vv pi'ipadé tu uvaZovaném jest patrno pi'edem, ze relativni vézani
extrém vskutku nastivd (miiZe to viak bfti — a také, jak pozndme,
Jest — extrém nevlastnf). Nebof body hovici rovnieim F =0, F, =0,

=0 lezf viecky v ,krychli* O (0, O, O, 0, 0, 0, 0, O 0;-1); pro
body této krychle jest vsak D shora i zdola ohraniteno (nebot jest

| D | =86); tim spiSe jest D shora i zdola ohranieno pro viecky body
‘hovief rovnicim F, =0, F; _O Fy=0. Jolikoz pak D jest funkee 8po-
jitd bodu [z,,..., 2] vazaného podminkami (m), nabyva D této hornf
i dolnf hranice, kteréz pak jsou v disledku toho, Zze viecky detemm,-
nanty (). nemohou soufasné v tom hodé byti -rovay - nulle, relat,}\m;
extrémy vizané (po piipadé nevlastni) Rovmce () tu davaji (mmory
piislusné v D ku prvkim = v Yp & oznatime - -po Fadé X Y, Zk, Za
ﬂ) volime vyraz 2D ;I +J. F + 4 F) devét rovmc F g s

X—|—7 z,=0, Y, ity =0, Z4 4 zk_O z, 7, =1, 2 3
Z vztahu X,z + X,z,+ X;2,— D, z rovnice F,=0 a z prvych tH
Tovnic nﬁsledUJe snadno D+ Z, :O Obdobné 22_-—D 1;,:_—— D
M4me tak relace Tk
Gl : 1 1 : 1 Voo _;‘“-_"—_“-—
IR Ti= Y»‘ J B D Y-}’ Z‘ - \D Zk’ Pl E L s (ql)
J)osadlme i na ]lch zakladé do’ (1), Thime’ 1hned D=1, g D +1
.Relativni extrémy vézane (o kterfch vime,; Ze emstmi aspoii dva, }edno
maximum a jedno minimum). jsou tedy pfi. ﬁunkol D. tyto : . relativni
maximum rovné -1 a relativni minimum' v4zané rovndz,— 1. Extrémy
'ty nastdvaji v bodech splﬁujicich Jednak (m), Jednak (q), ze kterych
vsak nésleduje

1?/1+f'72./2+5'73./3—0 z,zl—|—x222—|-xaza_.0 yl’l""llazz"l'yszs-'—'o (7)
27*

=8=,y,2, i, 4, k mohou nabyvatl hodnot 1 2 3 -(n)
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(a ‘naepak z (r) a (m) nisleduje snad. . (g)). Jsou tudiz proménné
(z,, .., 2,) koefficienty orthogondlni transformace (odst. 229.). Rovnicemi
(m), (r) nejsou viak &isla ,,..,7 @pln& stanovena, nybrz jsou v di-
sledku t&ch rovnic funkee t¥{ parametri libovolné proménnych (Eulerovo
vyjadfeni orth. transformace). Odtud pak jest patrno, Ze extrémy, o néz
tu jde, jsou extréﬁf'}’?’hev]astni. ' :

Vyvody pi‘edchézejici roziifuji se na determinanty kteréhokoliv
stupnd. Dospivdme tak k vété Hadamardcvé: Hovi-li v determinantu

D=}\a,|, i,k=12..,n
reilns &sla a, rovnicim
’ al +ai+...+ el =1,

jest | D| =<1. Hodnoty D=+ 1 nabyjvd pak D tenkrite a jenom
tenkrite, jsou-li @, koeficienty orthogondlnf substituce.

‘' Pfiklad 3. Jsou dény v prostoru trojrozmérném tiH mimob&zky
P, P, P,. Jest na pimece P, zvoliti bod m, k=1, 2, 3 tak, ab.y\
délka lomené ity m, m, m; m, byla minimum. Jednd se tedy o mi-
nimum vyrazu

m, my - mg my 4+ my m,. (r)
Nejprve jest patrno, Ze aspoi jedno takové minimum .nutné& existuje.
Nebot vyraz (r) jest kladny a m4 tedy (r) jistou dolnf hranici, jeZ jest
tslo kladné (pfimky P, jsou piimky se neprotinajici) a jiz nabyvéd pro
urtitou trojici bodovou (resp. trojice bodové) v disledku znimé nim
véty o funkeich spojitych, dle niZ funkce spojitd v oboru spojitém uza-
vieném*) nabyv4 své dolni hranice. Budtez tedy mS, m?, mS tiH body
takové, Ze (r) nabyvd relativniho extrému pro m, =m, m,=myj,
my;—=m; (a jichz existenci jsme prokazali).
Abychom ustanovili polohu hledané trojice mm,m3 vahledem
k mimob&zkdm P;, miZeme voliti systém os soufadnych tak, aby vy3e-

*) Kazdy z bodt m,, m,, my lze totif jednoznaine charakierisovati &islem
(parametrem), které se méni spojité od — o do - o, kdyZz pFisludng bod méni spo-
jité svou polohu na pHimce. Jest tedy vyraz (r) v podstalé spojitou funkei tii pro-
ménujch (iFi psrameird) ¢y, ty, t,, t. j. bodu [t,, t5, t;] & to v celém oboru troj-
rozmérném. P tom zéroved vzddlenost bodu m, od pevneého bodu m roste nade-
vdecky meze, jestlize lim | ¢, | = a rovnéz vyraz (r) roste nade v3eckyTmeze, kdyz
souasné lim | ¢, | = o, lim |ty |=o, lim|t;| =, nebot primky P,, P,, Py
fou mimobézky. Lze tedy z oboru -bodu. [#,,:1,, ‘ty} .oddeliti- koneény, spojity a uza-
vieny obor £ tak, Ze vné oboru f2 vyraz (r) jest slale vét2i nez cislo D, uvnitk
oboru2 pak nabjvé (r) téf hodnot mensich nez M. Odtud tvrzeni Ginéné v texiu
snpaduo plyne,
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trovani pFislu§né bylo co nejjednodussi. Jsou pak celkem tFi pripady'
moZny, jeZ nutno zvlast vySetfovati. '

a) PHpad prvy nechf nastdva tenkrdte, kdyz body m3, m, mJ ne-
lezf na jedné pi‘imce a zaroveh %idnd z piimek P,, P,, P, v roviné
trojdhelnika m®mSm]. Tu zvolime poldtek soustavy soufadné - v bodé
m!, kteryzto bod necht jest zirovei vrcholem nejvétsiho dhlu v troj-
thelniku m?m)m?; rovina XY necht splyvd s rovinou trojihelnika
m? mdm? a osa X necht jest kolma ku strand mjmJ. Pak rovnice stran
trojihelnika mmm;, piimek to poloZenych v roviné XY, jsou

pHmky mymy: x—m=0,

pHmky miml: a,z—b,y =0,

pHmky mimy: a;z4b,y=0
a budeme pfedpoklddati, Ze <&fisla m, a,, b,, a;, b; jsou vesméds ¢&fsla
kladnd a o2 +42=1, «24 43 =1 (kterjz ptedpoklad neni na dGjmu
vieobecnosti). Rovnicim mimobézek P,, P,, P, 1ze pak patrné diti tvar
pii mimobézce P,: ¢yt —0b,y 4+ M,,2=0, ayz+4b,y + M,,2=0
pii mimobézece P,: a,z -+ by y -+ M,y;2—=0, z—m+ My 2=0 ()
pfi mimobé&zce P, : z—m+ My, 2=0, ayx —hyy + M,,2=0
(nebot mimobézku P, ku pf. 1ze poklidati za prisek roviny prochdzejicf
piimkami /°, a mim} s rovinou prochdzejici pfimkami P, a m]mJ).

Vyraz (r) jest rovny vyrazu (m, necht jest bod [z, y,, 2] a ob-

dobné iy, my,)

V= V (z, — )+ (¥, _3/2)2+(z1 —2.2)——|—
+V (@ —23)* + ¥ — 9.)° +(z2—z3) +
+V@ — 24— 3.+ (5 — 2)"
a vyraz tento stavd se extrémem za pfedpokladu, ze [z, y,, #,] jest na
' kdyz m, =m®, my=md, m,=md; t. j. kdyi

a.
[®, v, 2,]1=]0, 0, 0], [ry) ¥s 2= I:’"y - L;a n, O]’ [®, 95, 2] ="

:[m,;:—:m, O]_ t)

Jsou tedy derivace funkce 9 proménnych z,, v, ..., 2,
V4, (a,2,— byy, + M,y 2,)+ 4y (05 2, +b1y|+M|351)+ ,
~+ Agq (g 23 — by Yy + My 25) )
dle téchto proménnych rovny nulle, jestlize do ondch derivaci dosadime
dle rovnic ().
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U TEmito deviti rovnicemi jeou dédny {podminky mezi- 6 Lsly M,,,
M, .., M,, a Sesti pomocnymi konstantami 4,,, A3, .., ;5. Takku pi-
vypodteme-li derivace té -funkce..dle proménnych =z,, y,, #,, mame po
dosazeni dle (¢) ihned tyto vztahy. (étenaﬂ' k vili pfehledu mize si nay
kreslitl-v- roving XY trojihelnik m]mimg; zsiroveﬁ ]est 8l vzpomenouu
na predpokladyl o tislech a,, as, b,, by) o
_I) —b ‘|")maz+)'1aa3—0 aa —)"zbu"l'}‘w by =0y s
h " M12+}'13 Mla-—o*

_ ?

Z nich ndsleduje FeSenim

4,5 (ag byta, b)) = 1—--(a3 a,—b, b2) Ly (a., b, w8y b, )__ 1—(a;a,—b,0,);

tedy A,,—=4,, a M,;,—— M,,. SteJné nésleduje M w=M, a M,, =M,,.
Je-li tedy, jakoZ predpok]édame trO]uhelnik my m3 my takovy, Ze

pro jeho obvod nastivd relativni extrém vyrazu (r), maji mlmobéZky
P;, P,, P, rovnice tvaru

mimobézka P,: ayz—byy+ M, 6=0, agx+byy— M,z_.O
mimob&zka P,: ay,z -+ b,y + M,2=0, a:—m—l—Maz_
mlmobézka P x—m+M,,z_O — byy + My ,5_0_1‘“1l
kde M, M,, M, jsou. konstanty omezené toliko podminkou, Ze Zddné
dvé ¥ ptimek P,, P,, P, vzdjemn& se neprotinajf. .
, Md t.edy prumét pmky P, narovinu XY — t. j. na rovinu tl‘O_]-
thelnika mSm)m) — rovmici

(a3 +ay) x4 (b5 — b))y =0: . (u)

a obdobné ma]i pruméty pifmek P,, P, na touZ rovinu rovnice
a, —1)x—|—b,y-|—m_.0, (rz2 - 1 x—bzy—i-m 0. - (v)

Prumety tyto twm troyukelmk polozeny v X Y, ]ekoz strany prochaze]z
body m3, my, m$ a v ném3 paty vySek jsou prdvé body m?, m), mﬂ,
" jak snadnym poétem dtendr dokdze*). C

0) V piipadé druhém necht rovnéz body m?, mg, m) nelezf v jedné
piimce, jedns v3ak z piimek P,, P,, P, — necht jest to ku pf. P, —
budiz poloZena v roviné trojahelnika m?, m), mj. Soustavu soufadnou
volime stejné jako.v piipad& pfedchdzejicim; téZ rovnice piimek m) m?,..

*) Tak ku pf. rozdil. lev§eh siran _rovnig (2), ‘polozen byv roven-nulle, ddvé
rovnici (a3 — a,) # -} (b + bq)y2=0; rovnici to pkimky prochdzejici prisekem pri-
métl pimek 2,, P;. Av3ak tato primka prochézx téz bodem [x, y]=[0, 0] =m a
jest kolma ku primce o rovnici (), t. j. kolma ku- primeétu prlmky P,.  Stejue se
dokdzZe tvrzeni n hofe uvedené pro ostatni vyaky, . oo
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Rovnice pH{mky P, predpoklddati budeme ve tvaru cx-]—dy—O =0
rovnice pfimek P,, P, ve tvaru (s). Vyraz (#') zméni se Jenom potufi

ze dva Cleny 4,(a,2,...)+4,(...) nabradi’ se ¢lenem ~ jednim
2, (cxy +dy,) tak, Ze k]ademe 1i derlvace vyrazu tak vzmklého dle
x,, y, rovny nulle, oberime rovmce 'i“_ :

— b, —I) —|—l c_O, ' aa—a,—|—l (l_O

I jest tedy v tomto pi‘lpadé rovmce pr{mky P déna, ve tvaru
(b,—]—b,)m—|—(a2—a3\y 0, #2=0, coZ jesty pqutaté taz rovmpe )ako
¥.piipadd ) pro primét pfimky P, na rovinu trojihelnika ] amj. mq.
Pro rovaice piimek P,, P, a jich primétd dostﬁvéme tyl&éz vyrazy Jako
v pfipadé piedchazejicim.

- Jost tedy v piipadé &) konetny z4vér tentyZ Jako v pi‘ipadé a)

" Kdybychom byli -predpokladali, ze =z pi‘imek P,, P,, By lezf: bud
pfimka P, aneb piimka P, v roviné trojahelnika m$ ‘m? m}, byh bychom
zigkali stejnym’ zpusobem TovnéZ tentyZ konelny zavér ¥

¢) V pHpads tietim budtez body mS, ml, m? polozeny v Jedné
pimee, jiz zvolime za osu Y; poldtek soufadnic dame do bodu 3,
ktery predpokladéme poloZeny mezi body ms, mg Tim dostivdme pro
body m], m3, my soufadnice [0, O, 0], |0, n,, 0]," [0, —n,, O], kdez
pokladati budeme tisla n,, n, za klg.dna Rovnice pfimek P, P, P,
miiZeme zdrovei predpokladatl vidy ve tvaru (nebot soustavu soui‘ad-
nicovou miiZzeme je§t& otdleti kolem osy Y)

y=gr, 2=z y:(/ax_l'"z) g hy x; y_gst'—'":n 8=hsz

a v disledku toho muienge vyraz Vpokladatl 78 funkc1 tH proménnich
Z,, ¥y, , a Feliti v tomto piipadé nds" kol dle pravidel odst. 242
Derivace vyrazu V dle 2, resp. z,, 2, v bod8 [x;, #,, ,]=[0, 0, 0] jsou

—9;‘*‘917 93+ 92, — 95 —Gs- I

Polozime-li ty derivace rovny nulle, dostaneme jakoZto nutné podminky
pro existenci extrému v tomto pfipad® rovnice y2_0 ga_O t. j.
piimky P,, P, musi byti kolmy ku pifmce bodi " my, my, Mmy. Anebo
jinak: Spoleénd Kolmice Fku primkdm P, P; protind pFimku P, a to
tak, ge bod pFimky P, poloZeny na spolecné kolmwz jest uvnit¥ usccl.g/
vymezené na spolecné kolmici body primek P, P,

Nalezli jsme v predch&zejicim nutné podminky k existenci extrému
pro m, =ms, my=inl, Mmy=rm; Ve viech jeding. moiuych piipadech
a zbyva jenom vySettiti je§te podminky pogtaéuﬁci K tomu do:pé_]eme

- yySetfenim druhého differencidlu vyrazu " aneb coZ Jest totéz yyrazu V
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Druby differencidl vyrazu V sklddd se ze tfi stitancd, z nichZ prvnf
jest zlomek o ¢&itateli

(£, — ) (dy, — dyz) - (%'_;1/2) (dey —dz,)]*+
+ [y, — ¥o) (de, — dz,) — (2, — 2,) (dy, — dyy)I* +
+ (2, — 2,) (dx; —dx,) — () —x,) (d2, — dz,))*

a jmenovateli [(r, — z,)* + (¥, — 9,)2 + (5, — 52)'1]%. Ostatn! stitanci
vznikaji cyklickou zdménou indexd 1, 2, 3. Citatel svrchu vypsany jest,
jak zndmo, soulin ¢&tverce vzddlemosti bodi [z, y,, %), [x,, Y2 2,]
a Ctverce vzddlenosti bodd [z, + dz,, y, 4 dy,, 2, +dz], [z, + dx,,
Y, + dy,, 2, +dz,] ndsobeny &tvercem sinusu 1hlu spojnic dvou
dvojic bodovych prdvé vytknutych. Spojnice ty viak nemohou byfti rovno-
b&Zny, nebot bedy I[xz,, y,, 2], [z,+dr,...] leZl na pfimece P, a
piimky P,, P,, P,8jsou mimobé&zky, i nelezf tudi dv& z nich v jedné
roviné (jak by tomu bylo u pfimek P,, P,, kdyby /%, i P, protinaly
dvdé rovnobézné piimky). Jest tedy étverec sinusu dhlu svrehu uvaZovany
tislo. jist® kladné a tedy i Citatel nahofe vypsany a drubhy differencidl
virazu V stile kladny (pro viechny body a piirdstky dr,,..., dz,
piichéazejfci v dvahu). ,

Z toho vSak néasleduje, Ze ve vSech pfipadech svrchu probranych
a), b), ¢) nastdvd extrém a ten jest minimum. JelikoZ pak jest druhy
differencidl v celém oboiu stfle kladny, nastdvd v naSem problému
.nejvyse jedno minimum a Ze aspoii jedno nastivd, vime jiz od poldtku.
Nasledkem toho miizeme tvrditi :

Protini-li jedna ze ti mimobdzek I’,, P,, P, kolmici spoletnou
ke drubym dvéma mimob&Zkdm a to v bodé& ktery lezi uvnit Gsetky
omezené na spoletné kolmici patami té kolmice, jsou tfi body tak vyzna-
¢ené na mimobézkich P,, P, P, takové, Ze pro né& vyraz (r) stivi se
elativnim ra absolutnim) minimem. Jiného relativniho extrému v tomto
pripadé vyraz (r) nema.

Nenastdvd-li pfipad pravé vytteny (a jenom tenkrite, kdyZ nenastdiva),
pak existuje jedna jedind rovina, jez protind mimob&zky P,, F,, P,
v bodech m], mj, m?, jeZz jsou patami vySek v trojihelniku, ktery venikne
primétein piimek 7', P, I’y na rovinu trojihelnika m{ w3 5. V ptipadé
tomto existuje rovnéz jediny relativni extrém vyrazu (r) a to v ptipadé
ze trojice bodd m,, m,, m, splyne s trojici m$, m3, mS$; extrém tento
est opét relativnl (i" absolutnf) minimum.

Pozndmka 1, VySetfovdni tu podané lze bez potize roziffiti pro
libovelnou polobu tif pfimek P,, P,, P, v prostoru nevdzanou k podmince,
ze piimky ty maji byti mimobé&zné. Jest téeba v tomto obecn&jim pojets,
ikolu vedle piipadd ), b), ) svrchu projednivanych uvaZovati jeSté -
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daldi moZnosti, coz vSak v podstatd neposkytne novych-obtizi. Doporuduji
provedeni dvsh pfisluSnych &tenafi; k villi jednoduchosti lze pfi tom
piipad, Ze by se viecky tfi pfimky  protinaly v jednom bodé& i pkipad,
Ze by tii ty piHmky byly spolu rovnobdzny (ve kterychito ptipadech
jest vidy evidentni feSenf) z dvah vyloutiti.

Pozndmlka 2. P¥i FeSeni pFikladu 3. jsme pouzili véty, le ve znéni
ponskud rozSffeném lze vysloviti takto: Existuje-li druby totdlnf diffe-
rencidl funkce £ (r,, 2,,...) Ve Bpojitém a Souvislém oboru £ a je-li
tento differencidl v 2 bud stdle kladny (=0) aneb stile zdporny (<<0),
pak funkce f (z,, 7,,...) md ve vnitfnich bodech ohoru £ nejvySe
jeden relativnf extrém. DPIi tom jest v8ak tfeba o oboru 2 ptredpokladati,
Ze jest to obor konvexni; t. j. Ze tsetka spojujicf dva libovoiné vnitini
body toho oboru probihd cele uvnitf toho oboru. [’fedpoklad tento jest
zejména splnén, je-li £ obor cely jako v naSem pi{padd (viz pozn. pod
darou na str. 420.). _

Véto tuto dokdZe {tendf nejprve snmadno pro funkce o jedné pro-
ménné. Kdyby véta nebyla platna pro funkece o nékolika proménnych,
pak by existovala funkce o vlastnostech vétou vytéenych, jeZ by méla
v oboru £ relativnf extrémy aspoi ve dvou bodech vmitfnich [z, 23,...],
{23, z%,...]. Funkece o jedné proménné f

Fy=f [z} + @2 —z)t, 2} + (2 —1)t, ...
by pak méla relativni extrémy dva a to v bodech t==0, t=1. Avsak
F({) mé dle ¢ druhy differencidl, jenz jest v jistém .intervalu (u, {),
kde a <0, {>1, bud stile =0 aneb stile =<0, jakoZ ndsleduje z pfed-
pokladu o f(x,, x,,...). Nemize tedy F(¢) v (4, by miti dva relativni
extrémy uvnitf (e, b) a tudiz ani f(ml, ac,, ..) dva relativni extrémy
uvnitt Q. :

251. Zakladni véta o dvou formach kvadratickych. Jako dal3f pii-
klad pro uziti obecnych vét ¢ extrémech vazanych budeme Fesiti jeden
ikol tykajici se dvou forem kvadratickych, ze kteréhoz FfeSeni jako
disledek vyplyne velice dileZitd v&ta o dvou kvadratickych formdch.
Vyvody nésledujici platny jsou pro libovolny potet proménnych; abychom
viak docflili jednoduddi oznafenf a tim zvysili pFistupnost a pfehlednost
vykladu, provedeme iuvahy néisledujici pro kvadratické formy o tfech
promé&nnych.

Budtez dany dvé formy kvadratické bodu [z, y, 2]
F=Ax*+ By*+ Cz*+2 Dyz+ 2 Izz + 2 Gzy,
f=az®+ by 4 c2® 4 2 dyz +2 exz + 2 gxy.
O druhé z nith— o f — utinime pfedpoklad, Ze nestivd se nullou nikde
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vyjma oviem- v bodé [0, 0, OF: neméni tedy f své znaménko, méni-li se
[+, ¥, 2], a necht Jest stile kladna. Ukal od kierého budeme vychézeti,
jest pak tento: Na_ldéte bod [, ,2], pro kter§ F:nabjvi hodnoty maxi-
mélni za predpokladu Ze pro g9 z] jest splnéna rovaice f—=1.

Jest snadno pfedem ukdzati; Ze ikol danY ‘m§ feSeni. Nebof nej-
prve jest jasno, Ze na ohranitenf eboru O (0, 0, 0;1) nabyvé f hodnot
vesmés kladnych, jez maji wurditou dolni branici m=0 (nebet f jest
spojitou funkef bodu na fom ohranieni a nabyvd jake takovd své dolnf
hranice*). Vn& oboru O (0, 0, 0;1) nabyvé 7. hodnot -vesmés vétiich
nez m; nebot v bodech paprskn [Ax,, Ay, Az,], kde -proménnd A>0
jest rovna hodnoté 4% 7 (x,, ¥,, 2.), c0% jesi;. tislo rostouci s 1% Z téze

pﬁéiny ;je'st' f "vné oboru:'O ( g, 0, 0, (l Vm ) siélé'i!étsi nez 1 51 mize tedy
rovnice f=—1 bytl splnéna pouze v bodech, které ptmaleZi oboru

0@, 0, 0; O “m 2)Proty body vsak jest|z|= m” 2 |y|<m 3 2| Em” H
a tedy

lF(ﬁc 2 2)|<|A|——+|Bi—+ +2|Gl—

v dusledku tehoZ jest I' v oboru 0(0, 0, 0; m 2) konecna a mé, jiston
horni hranici. Tim spife jest I’ koneéna pro obor obsahujicf pouze body,
pro né%2 f—1 a md v tomto oboru jistou hornf hranici. jiZ nabyvd
.¥'bodé [z, y,, 2] a jez privé jest hledanym maximem (relativnim
i absolutnim) 8 vedlejéi podminkou f—1. Mimo to jest patrno, Ze aspoi
of of of
2 2y s
redukup funke. determ. v odst 250.) Jest v kazdém bodé, ve kierém
f=1, riznd od nully; nebot kdyby vSecky byly rovny nulle, pak ¥ ‘torh
bod dle Eulerovy véty ‘o homogénnfch funkeich by bylo /=0 a nikoliv
f=1. Tim jest dokdzdno, Ze ikol svrchu uvedeny md vskutki’ i‘eﬁeni
na ndz lze uziti methody odst. 250.

Budiz [#,; %, 2] bod, pro ktery dosahuje F maxima M (maxima
relat. i absol) s vedleysi podminkou flaxy, Jl, z,)_l Zavedme pak
misto proménn;’rch m, z/, Kl nové pomérne &', y z rovmceml )

S * /

Jedna Z derlvaci (na kterézto derlvace se. v tomto -pipads

w:x]w—}—a,y +321 )
y =y, @ -+ vyl -+ 5,8, T (1)
~z—z,;1;’—|-rqy'+s.,z’, o

) Miizeine ji pokl.’adatl na Jednotllvych stenéch krychle“ 0 (U, (0, 0, 0;1) za spo-
jilon' funkei dvouw proménnyeh; .l Lol cngmlt oy s 0
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Jejiz soutinitelé v prvnim sloupci jsou prdvé soufadnice bodu [z, ¥y, zi};
soutinitelé v ostatnich sloupeich jsou libovoiny aZ na podminku. ze deter-
mmant té substltuce Jest ruzny “od nully.. : -

Substltuci (1) kazdému bodu [z, v, 2] Jest piitazen Jeden bod
[=', _J, 2'l a naopak. Bodu [z, y, s/]=[=,, ¥, 2] jest piifazen bod
[«!, ¥, 2'1=11, 0, 0]. jak z rovnic jest bezprostfedné patfmo. Substitucf
gse zméni forma. # na formu F' —= A'2'*4- ... a forma f na /' =a'z'*} ...
Forma /' nabyva pak v [1, O, O] hodnoty ; kterd jest maximem vdzanym
podminkou f* =1; forma /' jest tedy v (1, O, O] rovna 1. Dosadime-li
do F’ resp. }' za [t', ¥, 2] bod [1,:0, 0], dostaneme takl rovnice
A'=M, =1L R (2)
. Poné&vadz pak v [1, 0, O] nastava maximum wizané exlstuJe ¢islo
A takové, ze &dsteéné derivace funkce F'+- A/’ v [1, 0, 0] jsou 1ovny nulle
To dav4 viak rovnice (se zfetelem ku (2) Ce v
M—21=0, G’—/lg =0, E'- ' =0,
ze kterych 1=M, G’__ My, E'= Me takze pro F', ' obdrzime vyrazy
M(z’”+2gzy’+2e 'H—B’ 4 (' "+2Dy
/’ = (@*F-29'z"y + 222 )+ by’ + 5" +2d'y's,

aneb

b’:’]bl(a:’—{-g'y’-l—ez’)"—{—"Bly"—1—O’ 7242 D,y'd,

f'= @4 gy e+ by + o2 2 dy'e,
kde B, =DB"— Mg, ...., d,=d" —¢'g". Vyraz x' 4 g'y' =+ ¢'e/, ktery
se vyskytuje v obou vyrazech (pro F' i pro /’), lze téz psiti jak linedrny
homogenni vyraz v z, y, z (dle (1) ). Formz b,y +¢,2/* + 2d,3'7" jest
forma kvadratickd proménnych y', 2/, jez nestivd se nullou v zédném bods
[y, 2'] riizném od [0, O] a jest to zirovei forma kladn. D1sk11m1nant
kvadratické formy I” (formy to promé&nnych ', ' ,2') Jest soucin M
a diskriminantu formy kvadratické B,y'*+ C2'*+ 2 D,y?' 4 rovni sé
zéroved diskriminantu formy £ nisobenému &tvercem linearné substituce
(1). Je-li tedy diskriminant formy F rizny od nully; jest i dlskrlmmant
formy B,y'* 4 C,2'*+-2D,y’s’ riznf od nully. :
Mézeme tak na zdkladé predchazejictho vysloviti vétu - (podam
znéni hned pro # proménnych):” Dvé formy kvadratické I"(z,, =,,. ,z )
f (#y, ®,.., 2,), z nichz forma / Jest formou stdvajici se nuilou “jénom
v 'bodé [z, .- ,a:] = [0, 0,..,0] a zaroveii kladnou, fmma pak Iv

mé diskriminant rizny od nul]y, daji se psatl ve tvaru foo

F(zy, 23 ., 2,)=M, X} + F, (2, z:a,' . x’é):, - o 3)
t (117'. Ty - <) 'T",)__._., X;"" N (x".n 'y, ’w’n)7 ' ‘
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kdez X; =o', + 42"y . .1, 2, 2, .., 2", jsou linedrné homo-
gennf vyrazy (h'nl'a'rnf formy) Vv z,, a,, .., «, 6 determinantu rizném
od nully a kde F,, f, jsou kvadraticke tormy proménnych alyy m’
majici tytéz vlastnostl jako F, f (I7, m4 diskr. rizny od nully, fl pak
jest forma kladnd, stivajici se nullou jenom v bodé [o,,.., 2’ ]=
=0, 0,..,0]. ‘ : p)
Pouzijeme-li véty privé dokdzané na formy #,, /,, miZeme op&tné
psiti v '
Fo@y, .., 2" ) =M, X34 F, (1", .., 2"),
fi@y .., 2)= X+ fa (@, 2" 20 4)

kdez X,, z”';, . . , 2" _ jsou opét linedrné homogenni vyrazy v a1, 1
o determinantu rizném od nully a tudiz také .\X,, X,,-«",, z",,..,2",
linedrni homogenni vyrazy v . =,,.., r o determinantu rizném od
nully. O vlastnostech forem I, f, netfeba ptislusné vyroky znovu opa-
kovati. Z (3) a (4) pak ndsleduje

Fzyy ayy ooy x)=M N+ M, X+ Fy(2";,..,2"),

Fl@, Ty ooy T,)= X4 X+ Fa(@"y, .., z" ),
Takovymto zpisobem pokralujice, dosp8jeme po n —1 krocich ku témto
vyraziim pro dané formy:

o F(x, 2y .., )=M, X;+ M, X} 4- --+1”,, X%
F(@yy oy o y2)=  Xid  Xiiq. 4 X3, (5)
V téchto vyrazech jsou X,, X,..., X linedrné formy proménnych
Z,, T3y ..,%, o determinantu rizném od nully; moZno tudiz také naopak
z,..,x, vyjadriti jako lineirné forny proménnych X,,.., X, a psiti

o=, X +ep Xt o+, X, =12, (6)
Rovnice privé napsané lze pojimati jakoZto linedrnou substituci, jiZ
misto proménnych «; zavidi se proménné .Y, (nebof ¢, |54=0,71, k=12 2,00, 0).
Postup svrchu naznateny lze provad&ti stejné i tenkrdte, je-li dis-
kriminant formy F rovny nulle a to aZ potud, pokud nepfijdeme v fadé
forem F,, F,,... ku formé F/; identicky rovné nulle. V tomto pFipadé
zistane, jak snadno patrno *), vysledek (5) v platnosti toliko s tou
zménou, Ze isla MM, ne]sou rizna od nully, nybrz Ze M, =M=
=M, =0.
Pnpamatujeme-li si dédle, ze v ddsledku odst. 245. ndsleduje, Ze
ferma kladnd stévajicf se nullou toliko v bodé [0, O,.., O] mi diskri-

*) Postaéi si jenom u’vedomiti. Ze z vyvodi podanych jiz ndsleduje, Ze forma
kladnd o m proménnych, stivajici se nullou pouze v bodé [0, 0,..0], d4 se pséti
vidy jako soudet &tvercli m linearnych forem o determinantu rdzném od nully.
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minant rizny od nully a naopak, miZeme visledek docfleny shrnouti ve
v8t8: Dvé formy kvadratické F (x,, 3. . ., 2.), (%, 24, .., 2,), 2 nichi
druhd jest forma Fkladnd resp. zdpornd o determinantu rizném od
nully, lze soucasné — jednou a touZ linedrni substituci — tramsfor-
movati ve kvadratické formy, v niché se vyskytuji toliko Ctverce novijch
proménnych. P#i tom lze uw druhé z téchto forem pro koefficienty p#i
téch étvercich proménngjch dociliti hodnoty rovné resmés + 1 (resp. — 1).

Odvozeni podané — véta sama oviem také — predpoklddd, Ze
soudinitelé danych kvadratickjch forem jsou &isla redlnd.

Disledel: 1. Kazdou formu kvadratickou F(z,, z,, .., z,) 1ze psiti
ve tvaru

CM XM, X4+ M X2, (7
kde tisla M, M,,.., M jsou ¢&isla reilnd a to E&fsla od nully rdzn4,
je-li diskriminant formy # od nully rizny, a kde X,, X,,.., X jsou
linedrné formy prom. z,, .., z 8 determinantem riznym od nully. Tako-
vymto zpisobem lze transformovati formu F(z,, x,,.., z,) nekonetné
mnohym zpisobem, nebot &isla M, M,,.., , a formy X,,X,,..,X,
jsou zdvisly (jednak na koefficientech formy F, jednak) na koefficientech
formy f. pomoci jejiz transformaci formy F ve tvar (7) provddime.

Dasledel: 2. KaZdou formu kvadratickou # lze transformovatj ve
tvar (7) jednou orthogondini sibstituci (odst. 229.). Nebof formy

F(ry, gy .., 2), f(z), Zyy .., x)=xi+ 23+ ... 42}
lze soudasné linedrnf substituci pfevésti ve tvary pravych stran rovnoic (5).
Vypotteme-li diskriminant formy F—Af, ktery jest din determi-
nantem '
A,—2, A, ..., 4

1n
D)= |Ans A —heny 4

----- . - . - |’n ’ Aik:Aki
4 ) Ani"'."Ann_)'
a diskriminant formy transformované (M, X*+4+ M, X3+ ... + M, X2 —
—1( X34 X3+ ..+ X2), ktery jest

(M, — ) (M, —2)...(M,—?)
a uvdiime-li, Ze oba diskriminanty ty jsou si rovny (odst. 234., deter-
minant orthogondlni substituce - jest —+1), vidime, Ze rovmice v 4
D()=0 mé n kofenili redlnych: M,, M,, .., M, &imZ ziskime:

Disledel 3. Rovnice D(1)—0 m4d kofeny vesmés realné.
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