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Kapitola V.

POHYB, TRIGONOMETRIE, UVAHY
DIFERENCIALNI.

§ 1. KruZnice.

1. Definice kruznice. Velmi vdéénym oborem studia
v geometrii hyperbolické je kruZnice. Definujeme ji pro-
zatim talkto:

KruZinice je geometrické misto bodd, které
maji od pevného bodu s konstantni vzddlenost.

Definice tato jest tplné stejna jako v geometrii eukli-
dovské. Je tedy nasnadé zavésti i daldi pojmy, kruZnice
se tykajici, analogicky s geometrii euklidovskou. Tak bod s
budeme také nazyvati stfedem kruZnice. KruZnice, které
maji spoleény stred, jsou soustfedné (koncentricke).
Souhrn soustrednych kruZnic budeme nazyvati svazkem
kruZnic. Useélu, spojujici stfed kruZnice s libovolnym bodem
jejiho obvodu, budeme nazyvati polomér. S témito pojmy
v dalSich odstavcich tdplné vystaime. Nesmime v8ak ocCe-
kavati, Ze veli¢iny, stejné pojmenované v_obou geometriich,
budou miti vSechny vlastnosti stejné. Ze tomu tak neni,
ukdZeme v nasledujicich tadcich.

Odvodme si nejdfive rovnici ,kruznice“! K tomu po-
uzijeme vzorce (IV, 2, 9) pro vzdélenost dvou bodi. Tento
vzorec, upraveny pro nasi potfebu, zni

m (x38) = k arc Cos

z8
V/waB
Jeito body x ,kruZnice“ maji byti od stfedu vzdaleny
o stejnou délku, musi vyraz na levé strané této rovnice
byti konstantni. Nazveme-li jej tfeba r, obdrZiime FeSenim

fzs= szz’ss Cos _I,I.
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a odstranénim odmocniny

1) f3: = Fzafss Cos? %

Tato rovnice jest rovnici ,kruinice* o poloméru r.
Ménime-li r, obdrZime kruZnice o stejném stfedu, t. j. kruz-
nice soustfedné, ale ruznych poloméra r, tedy svazek
kruZnic. V euklidovské roviné sousttedné kruZnice protinaji
nevlastni pfimku v bodech isotropickych.!) V téchto bodech
se vSechny soustfedné kruZnice dotykaji a maji spoleéné
tecny Tyto spoleéné teény jsou isotropické primky, pro-
tinajici se ve spoleéném stfedu vSech soustfednych kruZznic.
Jak je tomu v roviné hyperbollcke? Zde nevlastni body
kruznice jsou jeji prﬁsemky s absolutni kuZeloseékou. Je-li
¢ jeden z nich, musi rovnice 1) vyhovovati ]eho soufad-
nicim, t. j. musi byti

1’) fgsz fEEfss COSZT-

Jeden z faktori na pravé strané této rovnice jest fi:.
Tento faktor je roven nule, fi::=0, nebot bod ¢ lezi podle
pfedpokladu na absolutni kuZeloseéce. Rovnice 1) se tedy
zjednodusi na Fo= fro frg=0

Ss—=Trktg~ I — Y

To je vSak rovnice .,polary ,bodu® s (dvojnasob
poditané). Na této ,pFimce“ a jen na ni leZi spolecne body
,KkruZnice* a ,absolutni kuzelosecky »KruZnice“ je vsak
kuzeloseckou ]ak je zfejmo z rovnice 1) " Mtze miti s ,,abso-
lutni kuzelosedkou® jen EtyFi ,body* spolecne Tyto ,body*
po dvou splyvaji v prusec:cnch ,,polary S kuzeloseckou
absolutni“. Z toho plyne, Ze ,kruznice“ a ,,absolutni kuZelo-
seCka“ se v téchto bodech dotjkaji. Celkem miZeme dosa-
vadni poznatky shrnouti ve véty (obr. 1a):
Obrazem kruinice je kuZelosecka K, ktera
se dvojndsob dotyka ,absolutni kuzZelosedky®“.
,Stfed® ,kruinice“ je ,pélem pFimky“ P,
ktera tyto dotycne »body“ spojuje. (Na obr. 1la
jsou dotycné ,body* 1maginérné.)

,Polara‘ je nezavisla na poloméru r, nebot se v jeji
rovnici viibec r nevyskytuje. Tato ,polara“ je tedy pevna

1) V euklidovské roviné viechny kruZnice maji tuto vlastnost
Omezujeme se na kruznice soustfedné jen z divodd didaktickych.
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pro vSechny koncetrické ,kruznice®. Tento poznatek vyslo-
vime takto:

Soustfedné ,kruinice® dotykaji se dvojnasob
absolutm kuzelosecky v praseénych ,bodech*
,,polary JstFfedu® s vzhledem k absolutm kuzelo-
sedce”.

Obr. 1a).

Z hotejSich vét snadno uréime pocet 1daji, nutnych
pro uréeni kruZnice. Bodem s jsou uréeny vSechny kruZnice
svazku. Je jich prave ool, Nebot kuZeloseéky je zobrazujici
musi prochazetl ctyrml (po dvou splyvajicimi) body (,,pril-
secCiky“ ,,polary .bodu“ s s ,absolutni kuZelosedkou®).
KuzZelosecka je véalk uréena petl body. Je tedy nutno
znati jesté jeden ,bod“ k urcem jedné z  kruZnic® svazku. —
Ale stedii kruZnic je v roviné celkem oo (nebof je oo? bodi
v roviné hyperbolické a kaZdy z nich miZe byti stfedem
kruZnice). Celkem je tedy v hyperbolické roviné oo® kruznic,
]myml slovy: kruzZnice v hyperbolické roviné jest
uréena obecné tfemi udaji.?)

?) Kdybychom chtéli byti zcela piesnymi, musili bychom Fici, Ze
kroZnice jest uréena pé&ti 1idaji, z nichZ d va jsou pro kazdou kruZnici
splnény. Tyto dva udaje daji se vyjadriti poiadavkem, Ze ,kruZnice“
se dvojndsob dotykad ,absolutni kuZelosecky“. Néco podobného jest
ostatné i v roviné euklidovské. Tam je kazdé kruZnice urdena také
péti ddaji, z nichZ dva jsou pro kazdou kruZnici splnény. (Kaida
kruZnice prochézi isotropickymi body své roviny.)
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2. Jina definice kruZnice. KruZnici miZeme jesté
jinak definovati:

Kruzinice jest orthogonalni trajektorie svazku
pfimek bodem s.3)

Shledame, Ze bod s je stted kruZnice, jak byl defi-
novan v odst, 1,

K dikazu této véty potiebujeme néasledujici poucky
z projektivni geometrie: ,Dotykaji-li se dvé kuZelosecky
dvojnasob, pak priseéik spoleénych tecen s, libovolny bod

jedné kuzeloseCky a pol teny v y k této kuZelosedce
vzbledem ke kuZeloseéce druhé leZi na jedné pfimce.“ Tuto
pomocnou vétu snadno dokdZeme :

BudiZ f:: = 0 néjaka (jednoducha) kuZelosedka, bod s
libovolny bod mimo ni. Druhé kuZelosecka se dotyka prvé
v priusecnych bodech polary f::— 0 s kuZelosecékou foz = 0.
Vsechny takové kuZelosecky jsou uréeny rovnici

2) [zt of7, =0.

Kazidé hodnoté parametru ¢ odpovidd jedna z téchto
(druhych) kuZeloseéek. Teéna k ni v bodé y ma rovnici

3) foyt 0fysfos=0.
Kaidy bod z na piimce ys vyhovuje rovnicim
Zi=ay, + a8, =y, + a8, 2Zy=ay,-} a;s;,
kde poméru 2 odpovida vidy jeden bod z. Poldra bodu z
vzhledem ke kuZeloseéce prvé ma rovnici

=1 wy+a,8 = alfzy +a:fp=0.

Zvolime-li tedy —Z—i tak, ze

a, 1

ay nys ’

je tato polara pravé teénou 3). Tim je véta dokizina
a z ni muZeme odvoditi vétu, uvedenou na pocatku tohoto
odstavce. Je-li totiz fo:=0 ,absolutni kuZelosecka“, pak
rovnice 2) je rovnici ,kruZnice® o ,stfedu“ s. Rovnice 3)
je rovnici ,teény“ v ,bodé“ y ke ,kruZnici“ 2). ,Kolmice“

3) To znamen4, Ze tedna kruZnice je kolm4 na pFisluiny‘ polomér,
dotyénym bodem prochizejici.
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na tuto ,tecnu“ ,bodem“ y musi prochazeti jejim ,pélem*
vzhledem k ,absolutni kuZeloseéce. Podle véty prave doka-
zané je na této kolmici i ,bod* s a tudiz tato ,kolmice*
jde ,stfedem® ,kruZnice“. — NaSe nova definice kruZnice
je tim zdavodnéna. Z rovnice ,kruZnice“ 2) plyne zaroven
dilezity poznatek. Pro ¢ = O obdrZzime totiz ,absolutni

kuZelosecku“ a pro %=O »poldru“ bodu s:

Vesvazku koncentrickychkruznic nalézé se
vidy absolutni kuZelosecka a spojnice nevlast-
nich bodd tohoto svazku.

3. Tri druhy kruZnic. Véty, které jsme odvodili
v pfedchézejicim odstaveci, plati pro kaZdou kruznici. Nesmime
z toho vSak usuzovali, Ze vSechny kruZnice v hyperbolické
roviné jsou si co do vlastnosti rovny. UkédZeme, jak velice
se kruznice od sebe li3i podle polohy ,stFfedu® MizZe
totiz

a) ,stted” s byti uvnit? ,absolutni kuZeloseCky“, nebo
muize

b) ,stted s byti na ,absolutni kuZeloseéce“, nebo
koneéné miuze

¢) ,stted“ s byti vné ,absolutni kuZelosecky“.

Definice kruznice, podana v odst. 2,zahrnuje viechny tyto
pripady. Nebot svazek ,pfimek“ ,bodem“ s existuje vidy,
necht je s kdekoliv poloZen. (Viz dédle.) Existuje vidy téz
svazek orthogonalnich trajektorii tohoto svazku. Naproti
tomu definice odst. 1 zahrnuje vlastné jen ptipad-sub a), nebot
v pripadé sub b) vzrostl polomér nade v§echny meze a tudiz
nemiZeme o vzdalenosti bodu kruZpice od jejiho stredu
mluviti a v pfipadé sub ¢} je dokonce stanoveni poloméru
z nasich dvah vylouéeno (IV, 2, odst. 1, konec).

V nasledujicich fddcich probereme dukladnéji tyto jed-
notlivé pripady. V pfipadé a) (obr.1a) je ,polara“ P obrazem
idealni pfimky, nebot neprotind ,absolutni kuZelosecku“
v redlnych ,bodech®.” Tyto kruZnice maji nevlastni body
imagindrni. Nemaji tedy realnych bodil nevlastnich.
Charakteristické pro né je, Ze bod v koneénu na jejich
obvodu se miuzZe vratiti po obéhnuti celé kruzZnice do piivodni
polohy. Podle definice v druhém odstavci tohoto paragrafu
muZeme Fici, Ze tyto kruZnice, jsou-li koncentrické, jsou ortho-
gondlni trajektorie svazku riznobézek. Budeme je vidy
oznacovati jménem cykly.
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Jiz z definice kruZnice v odst. prvém plyne duleZita
véta pro cykly:

Dva soustfedné cykly vytinaji na polomérech
stejné isedky konstantni délky.

Diikaz této véty pFenechavdm détenari.

V ptipadé b) (obraz 1b), kdy stFed s je nevlastni,
musi ,polara® P ,bodu“ s byti teénou ,absolutni kuZelo-
secky® pravé v ,bod&“ s. Takové kruZnice maji tedy dva

Obr. 1b).

splyvajici realné body nevlastni, prdvé v bodé s. Libo-
volny bod v konefnu nikdy po téZe kruZnici se nevrati
do polohy puvodni. Soustfedné kruznice tohoto druhu jsou
orth. trajektoriemi svazku rovnobézZek. Budeme jim Fikati
horocykly?)

Je duleZité stanoviti délku, vyfatou dvéma soustfed-
nymi horocykly na poloméru. K tomu cili pouZijeme rovnice
shorocyklu® ve tvaru 2). Pak dva soustfedné horocykly
maji rovnice

2 a) [t oefzs=0, b) futefla=0 (f;=0).

1) V odborné literatufe jsou zndmy pod jmény: Grenzlinie, Grenz-
kreis, Oricicli, Linea L.
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Na prvém horocyklu (¢,) zvolim bod y. Kazdy jiny bod
piimky ys vyhovuje rovnicim

4) zZy=ay, + a;8,, 2= a Y, + a,8,, By =ayy + a,8;.

Ma-li tento bod z byti na druhém horocyklu (o;), musi
jeho soufadnice spliovati rovnici 2'p), t. j.

alfys [alfyg (_ & + 92) + 2“2] =0.

Jedno TeSeni % = 0 odpovida bodu s, druhé

a3

4) 2 Tl' = fya (o1 —e.)
bodu z.

Vzdalenost bodi z a y stanovime pomoci (IV, 2, 7').
Jeito podle 4) jest

fxy+ lf:y_/xsz _ _alelfya+2a3 =1 a, 1

- b
fay— V= Fealyy — 0.y, ay 0ufy,
ziskdme dosazenim z rovnice 4°)

f%!l+ If:y_l”‘f!l!l —1— Qi —@Q &

fy— VP —TFnl e ¢

a tudiz
o
(4}
Je tedy vzdalenost bodi z a y na témZ poloméru za-
visla jen na horocyklech a nikoli na poloze poloméru:

Soustfedné horocykly vytinaji na polomérech
useéky konstantni délky.

- k
m(zy) = 0} log

Pozndimka: Horocykld je pravé oc®. KaZdy horocykl je totiz
uréen stfedem s a libovoloym bodem. Ale bod s musi byti na abso-
lutni kuZelosefce. Proto jen oo! bodld s miiZe byti zvoleno za stfed
horocyklu.

V pFipadé c¢) (obr. 1c) je ,stfed“ s vné ,kuZelosecky
absolutni“. Tyto kruZnice nemaji st¥edu. (Chceme:li,
mizZeme Fici, Ze maji stfed idealni.) ,Polara“ P ,bodu“s
protind realné ,absolutni kuZelosecku“. Tyto kruzZnice maji
tedy dva razné redlné body nevlastni. Bod v koneénu
se nikdy nedostane po nich do piavodni polohy. Takové
kruZnice, pokud maji spoleéné body nevlastni, jsou ortho-
gonalné trajektorie svazku mimobéZek (o idedlnim
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pruseciku). Jeito i pr:mka P jest orthogondlni trajektorii
tohoto svazku, je nutno ji podcitati mezi tyto koncentrické
kruZnice. Tim mame znovu potvrzenu posledni vétu druhého
odstavce, pokud tato mluvi o pitimce P.

Stanovme délku useéky, vytaté na jednom z polomerﬁ
dvéma koncentrlckyml kruznicemi (obr. 1¢). Dvojpomnér étyt
,boda“ & &, 1x, s
A =¢¥&xs)

Obr. 1¢).

je vidy zaporny, necht se bod lx naléza na kterékoli kruznici
zkoumaného svazku. Hlavni hodnota logaritmu tohoto dvoj-
poméru je vidy imaginarni (VIII, 2, 13), tvaru
log | 4]+ 74

Pro hyperbolického (dvojrozmérného) pozorovatele ne-
existuje pojem vzdédlenosti bodu !x a s, nebot pro néj ne-
existuje ani bod s (IV, 2, odst. 1). MiiZe viak definitoricky
zavésti vyraz

(8= 2 (log | 1 | + 7 1)

jako ,vzdalenost’ bodu 'x, s. PFi tom ovSem rozumi pod
timto slovem jen uréitou funkci polohy bodu lx, ktera je
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dana hofeni rovnici a kterd je stejna pro vSechny
body téZze kruznice, na niz se bod x naléza.**) (Srovnej
definici kruZnice v odstavei 1 této kapitoly.) Jiného geo-
metrického vyznamu toto slovo pro néj nemizZe miti.

Pro jiny bod %x na stejném poloméru, ale jiné kruZnici
je ,vzdalenost’ bodu 2xs podobné

m (x8) = & (log | 4 | + 7 )

Je tedy rozdil ,vzdalenosti’
[44]
[,
skuteénou vzdalenosti bodii x a 2x, ktera je vidy redlna
a nezdvisld na poloze poloméru, na kterém se body lx
a 2x nalézaji.

Specidlné pro kaidy bod °x piimky P je i,=—1
a tudiz

I3
Jnt (1x 8) — ,m* (°x 8) = ilo,g,r = %logl—l =m(%x?x)
2

2

k k
m (x x) =7 log| 4 | = 5 log (—4), (<0

Useky, které vymezuje na polomérech libovolna kruz-
nice tohoto druhu a primka P, jsou tedy realné a pro touz
kruznici konstantni.?)

Z toho divodu jmenujeme tyto kruznice aequidi-
stantami®) (pfi ¢emz si domyslime: k pfimce). Poloméry,
na nichZ jsme pravé uvedené iseéky meéFili, jsou kolmé
i k aequidistanté i k pfimgce P. Tyto tsedky méfi tedy
vzdalenost bodd aequidistanty a pfimky P. Proto miZeme
Fiei:

Geometrickym mistem bodu, které jsou od
primky stejné vzdaleny, jest aequidistanta. (Viz
1V, 5, Posidonius.)

‘a) Pfesnéji FeCeno: Absolutni hodnota redlné édsti vyrazu ,m‘ je
pro viechny body téZe zkoumané kruZnice stejnd. — UZitim posledni
rovnice v tomto paragrafu a pravé vyslovené véty miZe si snadno sam
Ctenat dokdzati, Ze pfimka P je zdroveih osou symetrie svazku zkou-
manych kruZnic.

%) V piipadé a) jsou useky podobnym zpisobem ziskané taktéZ
konstantni, ale imaginarni a pro hyperbolického pozorovatele bez pfimé
geometrické interpretace.

% V literatufe n&mecké a italské byvd uZito ndzvi: Abstandslinie,
Uberkreis, Iperciclo.
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§ 2. Pohyb v hyperbolické geometrii.

1. Definice pohybu. Pohybem néjakého ttvaru U
do ittvaru ‘U nazyvame takovy jejich vztah, ktery spliiuje
nasledujici podminky:

I. Kazdému bodu x ditvaru odpovida jeden
a jen jeden bod 'x itvaru 'l a obréacené.

II. Kazdé pfimce X iutvaru U odpovida jedna
a jen jedna primka 'X vitvaru 'l a obracene.
"~ III. Metrické vztahy elementd atvaru U a od-
povidajicich elementt ditvaru ' jsou stejné.

Tim je definovan pohyb dttvaru v roviné. Pohyb celé
roviny hyperbolické je definovan podminkou IV. Prvé tri
podminky plati pro kazdé dva sobé ptifazené
dtvary W a Ul vroviné.

(PFi tom v souhlasu s nazorem na geometrii, ktery jsme
dosud uplatiovali, mlcky pfedpokladame, Ze vztah popsany
témito podminkami je vyjadten transformacemi, tvoficimi
grupu a to néjakou specidlni grupu projektivni.)

Prvni dvé podminky spliiuje projektivni osmimocna
grupa transformaci. TTeti a ¢tvrtou podminku midZeme na-
hraditi poZzadavkem: pohybem se reprodukuje -absolutni
kuZelosecka. Nebot metrické vztahy ustanovujeme vzdy
pomoci téZze kuZelosecky (absolutni) a ta tudiz nesmi po-
hybem prejiti v jinou.

Tim jsme z projektivni grupy vybrali podgrupu, uve-
denou v kap. IV, § 1. Proto muzZeme Fici:

Obecny pohyb v hyperbolické roving je
vyjddfen trojmocnoun grupou projektivnich
transformaci (IV, 1, 1), které reprodukuji abso-
lutni kuZelosecku.

Ovsem také kazda podgrupa této grupy vede k pohybu,
takZe takova transformace nemusi nutné byti trojmocna.
Staéi néjakym dovolenym zpisobem omeziti podminky po-
hybu a dostaneme transformaci méné nez trojmocnou.
Proto jsme v hotejsi definici vuZili slova ,obecny“. Z uve-
dené definice plyne, Zic kazdy pohyb je vyjddien projek-
tivni transformaci. Tim vSak neni jesté Feleno, Ze kazda
projektivni transformace naznaceného druhu musi byti
wutné pohybem. (Takovy pfipad_jsme jiz méli pfi pohybu
v euklidovské roviné. Tam kaidy pohyb byl vyjddren
urditou projektivni transformaci, ale kazdd projektivni
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transformace grupy G, nevyjadfovala pohyb. V téchto
transformacich byly totiZ i transformace vedouci k po-
dobnosti. To bylo zpisobeno tim, Ze ptisluSna grupa
transformaci byla ¢tyrfmocnad, kdeZto grupa transformaci,
vedoucich k pohybu, byla jen trojmocnd.) Je snadné uka-
zati, Ze v hyperbolické roviné vskutku kazda z uvedenych
projektivnich transformaci vyjadfuje pohyb. Nebof kazda
projektivni transformace nechd dvojpomér invariantnim.
Metrické vztahy v hyperbolické geometrii méri se vSak
logaritmem dvojpoméru a tudiZz kazida projektivni transfor-
mace (kterd vidy vyhovuje prvym dvéma podminkdm)
nechd metrické vztahy nemeénéné. KdyZ nad to méfime
tyto vztahy pomoci pevné kuZelosecky, pak pfislusné
transformace vyhovuji i podmince o reprodukci absolutni
kuZelosecky a patfi tedy do grupy, ktera vyjadiuje pohyb.
Dulezité je vS8ak upozornéni, ze zadna z takovych transfor-
maci nevede k podobnosti. Nebot naSe linearni transformace
ponechava dvojpomér a tedy i metrické vztahy hyperbolické
roviny konstantni, kdeZto pri transformacich, vedoucich k po-
dobnosti, metrické veliiny jsou imérné (s koeficientem
imeérnosti rozdilnym od =+ 1). Souhrnem muaZeme Fici:

Kazdéa projektivni transformace, ktera re-
produkuje absolutni kuzZelosecku, predstavuje
pohyb v hyperbolické roviné. Transformace, ve-
douci k podobnosti, neexistuji.

Vroviné hyperbolické neni tedy mozno sestrojiti obrazce
podobné. V roviné euklidovské ovSem takové obrazce
existuji. Casto se stivalo, Ze pokusy o dikaz V. postulith
vychazely z predpokladu mozZnosti podobnych obrazei
(Wallis [1616—1703], ostatné viz i poznamku o Gaussovd do-
pise, § 5, pozn. !¥)). Dneska vime, Ze tento pfedpoklad, spo-
jeny s predpokladem nekonecéné primky, vede k euklidovské
geometrii.

2. Pohyb a kruznice. Uvazujme o dvou soumistnych
svazcich ,pfimek* se ,stfedem® s.") Tyto dva svazky miZeme
projektivné k sobé prifaditi. Je-li toto prifazeni takového
druhu, Ze reprodukuje absolutni kuZelosecku, je prisluSna
projektivai transformace jednou ze zminénych v predcha-
zejicim odstavci. Podle posledni véty onoho odstavce je tedy

7) Svazek pFimek je tvofen v3emi pfimkami, které prochdzeji jednim
bodem (VIII, 3). Dva soumistné svazky tvofeny jsou rovnéz primkami,
které prochazeji jednim bodem.
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toto prifazeni pohybem, a to pohybem takovym, ktery kromé
kuzZelosecky absolutni reprodukuje i bod s. Transformace,
vedouci k tomuto pohybu, je méné neZ trojmocni. Z po-
7adavku reprodukce bodu s ziskdme totiz dvé nezavislé
rovnice pro tfi nezavislé koeficienty. Je tedy tato transfor-
mace jednomocna.

Na ,kruZnici o sttedu s miZeme sestrojiti dvé kfivé
fady bodové, projektivné ptibuzné, kdyZ pfiradime k sobé
Spruseciky“ pribuznych ,pfimek“ svazku s touto ,kruznici“.5)
Tato projektivni pfibuznost reprodukuje absolutni kuZelo-
secku a je tedy pohybem. Podobnym zpisobem muZeme
sestrojiti projektivni fady na vSech ,kruznicich® o ,stfedu“ s.
Ziskame tak pohyb celé roviny po kruZnicich soustfednych.
Tento pohyb je podle predchazejiciho vyznaden projektivnimi
transformacemi o jednom nezavislém koeficientu. Podle kon-
strukce je zfejmo, Ze tyto transformace, tvotici jednomocnou
grupu, reprodukuji vSechny koncentrické ,kruznice” a tedy
i ,absolutni kuzelosecku®:

Jednomocnda projektivni grupa, ktera repro-
dukuje svazek koncentrickych kruzZnic (a tudiz
i absolutni kuzZelosecku),pfredstavuje pohyb hy-
perbolické roviny po téchto kruZnicich.

PFi tomto pohybu reprodukuje se téZ ,bod“ s. Z toho
plyne, Ze raznou volbou ,bodu“ s ziskdme ruizné pohyby.
Boda v roviné je vSak o? a tedy pfisluSnych pohybu o®

3. TFi druhy pohybu. Véty odvozené v predchaze-
jicim odstavei platily pro kaZdou kruZnici. Jsou vSak tri
druhy kruznic a je tedy nasnadé ocekdvati, Ze budou i t¥i
druhy pohybu. Je tomu skuteéné tak. V dalSich Fadcich si
viimneme kaZdého z téchto tri druhu pohybu zvlasté.

Jsou-li koncentrické kruinice cykly, pak pohyb po
nich je pohybem periodickym. To znamena, Ze kazdy
bod v konec¢nu po ub&hnuti uréité drahy po kruznici vrati
se do polohy pavodni. PFi tomn je stile stejné vzdilen od
pevného bodu s. Takovy pohyb jevil by se bytosti, nadané
schopnosti vnimati jen hyperbolickou metriku, jako otdceni.

Toto pojmenovani zachovdme i my.

Jsou-li prislusné koncentrické kruinice horocykly,
pohyb po nich neni periodicky. Nebot! bod v koneénu se

. ...°) Na horocyklech je moZno jen jednim zpiisobem.takto sobé& pfi-
Faditi body. Na aequidistantich je to mo%no &tverym zpdsobem, nebof
polomér protina kruinici ve dvou bodech, z nichZ #4dny neni bodem s.
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nikdy nemize vratiti do pivodai polohy (samozrejme pti za-
chovini téhoZz sméru pohybu). Podle toho, co jsme dokazali
o horocyklech, zastava vsak bod pri pohybu po jednom horo-
cyklu stale stejné vzdalen od horocykli ostatnich. Tento
drub pohybu budeme nazyvati pohybem horocyklickym.

Jsoa-li koncentrické kruznice aequidistantami, pak
pohyb po nich opét neni periodicky. Vyznacuje se vsSak
tim, Ze pohybovany bod je stdle stejné vzddlen od
dané primky. Zminéné bytosti se tento pohyb bude jeviti
jako posuv. Jeito kazda primka muzZe byti povazovana za
aequidistantu, je do pojmu posuvu zahrnut i pohyb po
pfimce, ale obracené pojem posuvu neni vyéerpan jen po-
jmem pohybu po- primce.

Pravé posledni véta byla pfi¢inou mnohych nedopatfeni
pfi dikazech V. postuldtu. Mnozi z téch, ktefi se o diukaz
pokouseli, pfedpokladali, Ze posuv je moZny jen po ptimce.
Toto své stanovisko Casto rizné formulovali. Zminili jsme
se jiZ o Posidoniovi, ktery definoval rovnobézky jako
primky stejné vzdalenosti. V této definici je skryta myslenka
posuvu. Zrejmé této mysSlenky uzil Borelli, ktery definoval
takto rovnobéZzky: ,Je-li tusecka po pfimce P tak posuno-
vdna v roviné, Ze ]edmm koncem je stile na P a béhem
celého pohybu na ni kolma, pak popiSe jeji druhy koncovy
bod pfimku.“ D’ Alembert (1717—1783), ktery se tak nelicho-
tivé vyjadtil o geometrii, navrhuje sam definici rovnobézek,
ktera podle nasich poznatki nemusi byti vidy ucelna:

»Rovnobéika s piimkou P spoj Je dva body na téZe strané
prlmky P od P stejné vzddlené.

Tato definice pfedpoklada, Ze geometrickym mistem
bodv stejné od P vzdalenych je pfimka, jak vysvitne z této
uivahy: Mysleme si na primce P fadu bodu a, b, ¢, d...
Vztyéme v nich kolmice 4, B, C, D ... na prlmku P. Sta.
novme na techto kolmicich — na teze strané piimky P —
body a', ¥, ¢/, d' ... tak, aby aa’ =bb' = cc'’ =dd' =

Podle definice d’Alembertovy jsou primky a’d’, a'c/, a’d’. e
rovnobézny s primkou P. VSechny tyto priimky splyvaji
v jedinou, je-li geometrické misto boda a’, o', ¢',d’ ..., od
pfimky P stejne vzdélenych, pfimka. V opaéném pi‘ipadé
bylo by lze vésti nekoneéné mnoho rovnobéiek a’'d’ || P,
a'c| P, ad | P ku ptimce P. To d'Alembert jisté ne-
myslel. V h perbohcke roviné je geometrickym mistem bodi
od P stejne vzdalenych aequidistanta a tudiz & Alembertova
definice pro tuto neni platnd. Je v8ak platna pro eukli-
dovskou rovinu, kde plati V. postulat. D’Alemberfovou
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defipici tedy nebylo geometrii pomoZeno v tom smyslu, jak
to asi minil jeji autor.

Otec jednoho z objeviteld hyperbolické geometrie, W.
Bolyai (1775—1856) dokonce dokazuje, Ze geometrickym
mistem bodd od primky stejné vzdalenych je pfimka. Pro-
ziravy (Gauss vSak poprel spravnost jeho dukazu.

V nasledujiciin paragrafu odvodime rovnice vSech druhii
pohybi.

§ 3. Rovnice pohybu.

1. VSeobecné poznamky. V tomto paragrafu od-
vodime rovnice pohybu v roviné po koncentrickych kruz-
nicich. Podle vysledkd predchazejiciho paragrafu je pohyb
vyjadien trojmocnou projektivni grupou transformaci (IV,
1, 1). Tyto transformace urceny jsou koeficienty aij, z nichz
jenom tfi jsou nezavislé. Uréiti rovnice pohybu znamena
tedy uréiti tyto tfi nezavislé koeficienty. Ucinime tak nej-
dfive zcela obecné a pak teprve budeme specialisovati
pohyb po kruZnici a pro uréité druhy kruZnic, po nichz se
ma pohyb vykonavati. V prvé fadé musime tedy stanoviti
podminky pro koeficienty rovnic (IV, 1, 1). Tyto transfor-
mace maji reprodukovati absolutni kuzeloseéku, jejiz rov-
nici pfedpokidddme danu ve tvaru kanonickém polarnim
(VII, 6, odst. 3) Erg— e

To znamend, Ze musi byti splnéna rovnice
) 3 2 3 2 3
e (X —x2— ) =(2] a,; xj) - (2] a,; xj) — (2] a,; xj)
1 J 1 1

Musi tedy koeficienty a:; spliiovati rovnice
a) a4+ a®— a3 =a,2* + an® — a® = ay® — ay® —ay?
b) a,a;,+ dydy— a3, =0
¢) @+ aydy—a3a;=0
d) duay+a,dy—apd;=0.

2
.

5)

Tento systém pfedstavuje pét nezavislych rovnic pro
osm nezavislych koeficienti. MuZeme tedy 5 z nich vyija-
dFiti ostatnimi 3 a ziskame tak nejobecnéjsi rovnice pohybu.
Jedné-li se viak jen o pohyb po koncentrickych kruznicich
0 ,stfedu“s, musi se i tento ,bod“ reprodukovati, ¢ili musi
byti splnény rovnice
6) 81818, = 0,8+ @S+ d35,: 0y, 8, + A8, + A8y 1y S+

A3 8; + @338, .
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To jsou dvé nezdvislé rovnice pro tfi koeficienty a mu-
Zeme z nich vyjadriti dva zbyvajicim jednim. Skuteéné pak
grupa vyjadfujici pohyb je jednomocné&. — Rovnice 5), 6)
budeme specialisovati pro vSechny tfi drubhy kruZnic.

2. Otacdeni. Je-li pohyb otaéenim, musi stfed otaceni
s byti skuteény. Zvolme teato stfed pravé v tom ,vrcholu“
souradného trojihelnika polarného, jehoZ soufadnice jsou

8,:8,:8=0:0:1.

Rovnice 6) se tedy zjednodusi na

0:0:1=d,3:ay:a,;.

Z nich plyne
6') a;=dy=0.

Determinant transformace D je vidy rozdilny od nuly.
Vhodnou volbou faktoru tdmérnosti miZeme vidy dosah-
nouti toho, Ze je pravé D=1.

Dosazenim hodnot 6') do této rovnice obdriime

a, a0
7) a;: d:z 0 |=dy g“ gu =1.
ay, ay; dy T
Z rovnice 5¢) plyne vzhledem k 6) a 7)
5/c) a;, =0
a obdobné z rovnice 5d)
5'd) a;, =0,
Zbyvajici rovnice 5b) se zjednodusi na
5') ), + dy @ =0.
Je tedy obecné
8) @y =0y, @y=——ay (o30koef. im3rnosti).
Dosazenim téchto hodnot do 5a) ziskame
, - 1 2
§a) (a,*+ a?) = ) (d,* + a,)%) = a3y?,
z ¢ehoz
1 1
9) e 1, - = +1=c¢.

Dosazenim této hodnoty a hodnot z 8) do 7) obdrZime
T2 (a:1 + a:z) =¢

nebo vzhledem k 9) a 5a)

dy,=¢.
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Je tedy
@, oz, =1
a proto miZeme poloZiti

a,, =é&dy,, =¢ cosy

Ay = —e2d;, = &"sin¢ & e’, #=+1).

Pripustime-li, aby tihel ¢ probihal hodnotami od 0 do
27, mizeme poloZiti ¢ =¢” = 41 a ziskame i tak vSechny
mozné kombinace znamének. — Dosazenim téchto hodnot
do rovnic transformacnich ziskdme rovnice otdéeni po
soustfednych cyklech o sttedu s (0,0,1)

¢'x, = cosy x, + sine x,
10) ¢'x, = ¢ (— sing'x, + cose x,)
0'x, = ex,

Je-li x3 =0 rovnice abézné primky znazoriujici roviny,
muZeme pri vhodné volbé jednotkového bodu dosahnouti,
v v X Xo . . . - . X3
Ze poméry —-, - sou cartézské souradnice x=-—",

X, 8, 8, < P <18
y= x—2 Smluvime-li se na tom, Ze ,absolutni kuZelosecka“

3 .
je kruznici, jsou tyto soufadnmice x, y pravouhlé. Hofejsi
rovnice v téchto soutradnicich se zjednodusi na tvar

11) = e (cosy x +- sing y)
y =—sing x 4 cos¢ y

Tyto rovnice predstavuji otadéeni a zrcadleni v eukli-
dovské znazorhujici roviné. (Pro ¢ = -} 1 otaceni, pro e = — 1
otaceni, spojené se zrcadlenim.)

3. Posuv. Je-li pohyb posuvem po soustfednych aequi-
distantdach, musi jejich ,stred“ byti vné ,absolutni kuzelo-
seCky“. Zvolime opét specidlni ptipad, kdy stfed s je vrcholem
zdkladniho trojihelniku soufadného o soutadnicich (1, 0, 0).
Za tohoto predpokladu rovnice 6) ndm skyta

1:0:0=a,,:a,:a,,
z ¢ehoZ plyne
i) a, =a,=0.

Dosazenim téchto hodnot do rovnice pro determinant

soustavy obdrzime

7) D=a,
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Z rovnic 5b), 5¢) obdriime

5"b)c) a4, =dp=0
a rovnice 5d) se zjednodusi na
5d) gy Oy — @3 3y =0.

Pravé tak, jako v odstavci minulém, dokdZeme i nyni
pouZitim rovnic 5a) a 5'd), Ze jest
. 3 = 8y, Q)3 = £ Ay,
a podobné
a,, =g,
takZe z rovnice 7’) obdrZime

az —a: =1,
22 28
Mizeme tedy (vzhledem k VIII, 1, 7) poloZiti

ay,=¢edy=2¢ Cosy
d,y=¢edy;=¢' Siny.

Pripustime-li, Ze v muZe probihati i hodnotami zépor-
nymi, miZeme poloziti ¢’ = + 1 a ziskdme i tak vSechny
mozné kombinace znamének. — Dosazenim vypoétenych
koeficienti do rovnic transformaénich ziskime rovnice
posuvu po koncentrickych aequidistantach
s ,pFfimkou* x;,=0

o'x,=ex,
12) ¢'x, = & Cosv x, + Sinv x,
@ 'xy = &(Siny x, + & Cosy x;)

. « . . < X, X

Zde muzZeme opét dosdhnouti toho, Ze x = x—z, y= x—3

1 1

jsou soufadnice cartézské. Je-li ,absolutni kuZelosecka®

rovnoosou hyperbolou, jsou tyto soufradnice pravonhlé.
Hotejsi rovnice se zjednodusi na tvar

'x =& (¢ Cosw x + Sinw y)
13) 'y = Sinw x 4 ¢ Cosy y

Posuv je tedy v roviné euklidovské znazornén pohybem
po hyperbolach rovnoosych, které maji s ,absolutni kuZelo-
seckou“ stejné asymptoty. Rovnice rovnoosé hyperboly je
totiZ v pravouhlych cartézskych souradnicich x? — y® = konst.
Ale pravé vyraz x*? — y? je invariantem vzhledem k 13)
a tudiz skuteéné ,body“ posouvaji se po hyperbolach, které
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maji stejné asymptoty s hyperbolou o rovnici x* — yi=1
(»abs. kuz.“). Z hotejsich rovnic vidime, Ze jsou celkem

moZné étyfi druhy posuvu, podle toho, jak zvolime ¢, &

Geometrické odivodnéni téchto EyF moZnosti posuvu
je velmi snadné. — Na obr. 2 je znazornén posuv bodu x
pro jednoduchost pouze po pfimce. Predpokladejme v3ak,

e e o
'| e

Obr. 2.

Ze soucasné s timto bodem pohybuje se celd rovina po
prislusnych aequidistantach. Tyto se reprodukuji a poné-
vadZ k nim patii i absolutni kuZelosecka, reproduku]e se
i tato. Pfi reprodukei absolutni kuzelosecky jsou si jeji
body tak projektivné navzédjem pfifazeny, Ze body §,&’ bud
jsou samodruzne, nebo vyméni_vzdjemné sva mista. Pro-
jektivni pfifazeni dvou k¥ivych fad bodovych je ddno, uréi-
me-li k libovolné trojici bodii jedné fady libovolnou tl‘O]lCl
bodd druhé Fady. (PFi tom ty trojice volime tak, aby v kazdé
z nich Zadné dva body nesplyvaly.) Toto pfifazeni je mozno
pravé étverym zpusobem, uréime-li totiz, Ze bodim

§¢ &
jedné Ffady na kuZelosecce odpovidaji body
. &, /0, &, nebo
&, &, nebo
&, ¢, £, nebo
&, £

V. Hlavaty: Uvod do neeuklidovské geometrie. 9 117



druhé Ffady na téie kuZelosecce. Kazdé takové prifazeni
znazoriuje pohyb po absolutni kuZeloseéce a s nim i spo-
jeny posuv po aequidistantich. Je tedy skutetné mozZno
vykonati posuv étverym zptisobem.

4. Pohyb horocyklicky. Postupem, kterym jsme
dosli k rovnicim posuvu a otaceni, mohli bychom odvoditi
i rovnice pohybu horocyklického. Takovy postup vSak neni
v tomto ptipadé nejkratsi. Zvolime zpisob, ktery nds kratsi
cestou povede k cili. Predpokladejme rovnici ,absolutni
kuzZeloseCky“ v tvaru kanonickém teénovém

612_5253:0.

(VIIL, 6, odst. 3). V tomto pFipadé jsou vrecholy (0, 1, 0), (0, 0, 1)
soufadného trojiuhelnika na kuZeloseéce a strany trojihel-
nika, které tyto body spojuji s tfetim bodem zakladnim
(1, 0, 0), jsou teénami kuzeloseCky pravé v onéch bodech.
V celé roving, v niZ znizoriiujeme hyperbolickou rovinu,
jsou obecné tfi ,body“, které pii pohybu (jakémkoliv ze
tti mozZnych) bud jsou samodruzné, nebo zameéni sva mista.
Jednim z nich (vidy pevnym) je ,bod“ s, druhé dva jsou
dotyéné ,body*“ ,tecen®, z bodu s k ,absolutni kuZeloseéce*
vedenych.®®) Pfi znazornéni pohybu horocyklického je ,bod“
s na ,absolutni kuZeloseéce®, ony tti samodruiné body
splyvaji v jediny a reprodukuje se tedy jeden a jen je-
den ,bod“, totiZ s, a jen jedna ,teéna“ totiz ,teéna“
v bodé s. Vrchol (0, 0, 1) soufadného trojihelnika zvolime
za ,bod“ s. Pak rovnice 6) se zjednodusdi na

0:0:1=a,y:a,,:dy
nebo
Ay =dy=0.

Dalsi koeficient ziskime z podminky, Ze se reprodukuje
oteéna® v -,bodé&“ s, t. j. pfimka o rovnici x,=0.
Musi tedy byti

a, =0.

Rovnice vedouci k samodruZnym bodam (VIIL, 4, 24) je
v tomto pfipadé jednoduchi

83) Kroms toho ve tfetim z uvedenych pfipadi posuva reprodukuje
se kaZdy bod uréité (skutedné) ptrimky, jejiZ obraz prochdzi ,bodem® s
a jeden bod idealni. (,P61“ pravé zminéné ,ptimky“.) Ve &tvrtém pri-
padé reprodukuje se jeden (skuteny) bod a kaidy bod jeho (idealnf)
poliry (vzhledem k absolutni kuZelose&ce), kterd prochazi idedlnim bo-
dem s. V obou pfipadech je o' dvojic bodovych na absolutni kuZelo-
secce, které se reprodukuji stejnym zpisobem jako dvojice & &'
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a,—¢ dyp a, a,—¢ a4, 0
ay dy— ¢ Ay = 0 an—eo O =
ay, a3, Ay — @ Qay, ay Ay —¢

= (@, —p) (ds:— ¢) (@3 — ¢) = 0.

Maji-li v3echny tfi body se ztotoznovati, musi kofeny
této rovnice byti stejné a tudiZ musi
a, = Ay = dy.

Pri tom determinant transformace D = a,, a,, ags jest opét
od nuly rizny. MiZeme tedy opét dosahnouti, Ze D je roven
+1.%) Z této podminky vzhledem k pfedchazejicim rovnicim
ziskame

d,=dy=4dy;=1.
Nyni teprve upotreblme podminky, Ze se reprodukuje
»absolutni kuZeloseCka“. Dosadime-li do rovnice

12 3
14) o(x}—xx)) = (2/ a;x ,) — Ei.k ay;ay; X; X, ﬂgél:'gggti)
1
hodnoty vypoétenych koeficienti, ziskime
dz, = @y, a,=2a,.

Rovnice pohybu horocyklického jsou tedy v na-
Sem ptipadé

_ 4 xl_xl+al2x2

15) ex,=+x, . |

Xy =2du X, + @'y X+ Xy i
- J

Je-li ,pFimka“ x, = 0 nevlastni pfimkou znazorhujici
roviny, pak pFi vhodné volbé jednotkového bodu miiZeme

%, —::i pokladati za soufadnice cartézské. V téchto sou-

3 X3 . .
Fadnicich x,y je pohyb po horocyklech znézornén rov-
nicemi

|
x—x—i—a, |
16) ~2a.~x‘+y+a.,z

»Absolutni kuZelosedka“ je parabolou a ,horocykly“
jsou rovnéz parabolami. Jsou-li soufadnice x, y pravothlé

°) P¥i horocyklickém pohybu miZeme jen jednim zpdsobem pFifa-
diti k sobd body kuZelosecky absolutni. Proto miZeme oéekzwatl, Ze
v rovnicich horocyklického pohybu nebudou se vyskytovati ¢, &',
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cartézské, pak tyto paraboly maji s ,absolutni kuZeloseékou*“
spolecnou osu a tyz parametr. Ani rovnice 15), ani rovnice
16) neobsahuji ¢, ¢/, jak jsme upozornili v poznamce®).

§ 4. Weierstrassovy soufadnice.

1. Soutadnice bodové. Necht jest ,absolutni ku-
Zelosecka“ déana rovnici

63,_532_51220-

0 (10.0)
L.

H X6
PoS

0°"101.0)

Obr. 3.

Pak ,bod“ zikladni o’” jest uvnité kuZelosecky (obr. 3).
Tak jako pro tento, tak i pro kaidy jiny ,bod“ uvnitr
»absolutni kuZelosecky“ jest

a) X3 —x?—x2>0,
kdeito pro ,body“ vné ,absolutni kuZeloseky“ je
A x?—x —x?<0.

MuiZeme tedy vidy vhodnou volbou koeficientu imér-
nosti dociliti, Ze pro soufadnice ,bodd“ uvnitf ,absolutni
kuZelosecky“ je .

x—x2—x2=1.
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.Soufadnicim, které spliiuji tuto podminku, Fikdme bo-
dové soufadnice Weierstrassovy. Pouziti téchto
soufadnic znacéné zjednoduSi nékteré vysledné vzorce a
mozZno jich téZ s vyhodou pouziti pfi problémech analy-
tické geometrie v roviné hyperbolické. Tak na piiklad
vzorec pro vzdalenost dvou bodu (IV, 2, 9)

m (xy) = k arc Cos fa

3 ve V e yy
se zjednoduSi na
m(xy) = k arc Cos (X3y; — X, 4, — X 4))

nebo

m
17) Costx.’lys_‘xz.’h“xlyl ’
jezto

fao=X—xP —xP=1=y — g2 —y’=f,.

V rovnici 17) je na levé strané pohybovy invariant
a tudiZz musi byti i vyraz na pravé strané pohybovym
invariantem. Toho pouZijeme, abychom stanovili geome-
tricky vyznam Weierstrassovijch soufadnic, nebof misto
obecného bodu x miZeme vziti bod ve zvlastni poloze,
ktery se pohybem po kruZnici o stfedu y da prevésti do
bodu x. Budiz bod b timto bodem ve.zvlastni poloze. Tento
bod je priisedikem kolmice z bodu y na ptimku (o' 0’”) za-
kladniho trojihelnika s touto pfimkou. Pfimka yb prochazi
,bodem*® o” a tudiZ ma rovnici

X, X, X

Yoh
01090

= x4, — X,y =0.

Soufadnice bodu b jsou podle toho
b,=0, bi=ey., by =¢ys,
kde ¢ uréime z rovnice
b — b2 — b=y —y )=+ 4N =1
Je tedy (omezime-li se na kladnou odmocninu)

. _ Y _ Ya
b=0 b= s BT s

a vzdalenost yb je ddna vzorcem

m(yb) _ yt—y? 1+y?
Cos =L = 2T T4y}
k M+ 11+

?
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ktery moZno psati (vzhledem k VIII, 1, 7)
Sin -T2 g’b) =Y.
Tim jsme ziskali geometricky vyznam souradnice y,
obecného bodu. Pravé tymz zpiisobem odvodime

Geometricky vyznam soufadnice y; je z rovnice 17),
pPro x; = x; =0, x3=1 dén vzorcem
m olll
Cos —%’——) =Y.
Jezto Ui, Yz, Yz jsou soufadnice Weierstrassovy, plati
pro né relace

Y — y* — Yy = Cos? m(yko ) — Sin? m(kyb)—SiD"" ﬂ([il_C)ZIa

kterouz také miZeme psati
e _m@o™) ., myb) in2 WO
Sin % = Sin i + Sin ek

Rozvineme-li Sin v fadu (podle VIII, 1, 6), obdrzime
m?(yo™) | m'(yo'”)* _ (m*(yb) m'(yb) \
(H o +...)_( )y -|-...)T

NE R

"
V pripads, Ze m(zo ) o, ’"%’Q -0, ”'_(ilﬂ_.o

miZeme v prvém pfibliZzeni psati
m? (yo™) = m* (yb) 4 m? (yc).
Tento vysledek miZeme vyjadriti takto:

Jsou-li vzdalenosti boda yb, yc, yo'' dosta-
tecne malé vzhledem ke konstanté & pak pro
né plati v prvnim pfibliZeni véta Pythagorova

Tim je znovu potvrzen vyrok, Ze ,geometrie euklidovska
je diferencidlni geometrii hyperbolické geometrie®.

2. Soufadnice pfimkové. Za soufadnice pFimkové
néjaké ,,prlmky budeme povaZovati bodové souradnice
jeiiho ,pdlu“ vzhledem k ,absolutni kuZeloseéce“. (Viz IV,
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1, konec.) Jsou-li pFimky tecnami absolutni kuzelosecky,
prislusné poly jsou body absolutni kuzelosecky, a tudiz
pfimkova rovnice ,absolutni kuZelosecky“ je taz jako jeji
bodova rovnice. Jeito v8ak pro ,body“ vné ,absolutni ku-
ZeloseCky“ plati relace g), je vyhodné primkovou rovnici
»absolutni kuZelosecky“ uvésti na tvar

Elz 322—53220_

Jsou-li totiz X;, X,, X, souFadnice ,pfimky“, pak pro
né plati podle pravé uvedeného jich vyznamu

A X3P+ XA —X32>0

a miZeme tudiZ vhodnou volbou koeficientu imérnosti vidy
dosahnouti toho, Ze je pro né splnéna rovnice

X2+ X2 —Xp2=1.

Tyto souradnice jsou pfimkové soufadnice Weier-
strassovy. DuleZité je, Ze vzorce, ziskané pro obydejné
soufadnice pFimkové, zachovaji svoji formu i pro tyto sou-
fadnice. Nebot oba druhy souradnic lisi se jen znaménkem
u soufadnice s indexem 3, ale ve vSech vzorcich se tyto
soufadnice vyskytuji vidy dvojmo, takze rozdil znamén-
kovy se neuplatni.

MtZeme tedy z rovnice (IV, 2, 10a) odvoditi vzorec pro
dhel dvou riznobéznych ptimek X, Y ve tvaru

M (XY) = arccos (X,Y, + X,¥, — X,Y;)-
lll)

nebo
18) cos M (XY)= XY, + X,Y,— X, ¥,

Geometricky vyznam soufadnic pfimkovych neni treba
zvlasté uvadéti vzhledem k tomu, ze jsou to vlasiné sou-
fadnice ,bodu*“.

3. Nékteré aplikace. Okolnost posléze uvedena po-
slouZi ndm jako pomicka ke stanoveni nékterych pohy-
bovych invariantd. Jezto

Xalfs — Xaljy — X4,

je pohybovym invariantem, musi podle uvedené definice
téchto soufadnic i
Yy, — Yoy, — Yy,

%) Doporuluji &tendfi, by si z této rovnice odvodil podminku kol-
mosti dvou pfimek a podminku rovnobéZnosti.
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byti pohybovym invariantem. Jeho geometricky vyznam
stanovime snadno, zvolime-li ,pfimku“ Y ve zvlastni poloze
(obr. 3). Je-li na piiklad ¥ = 0"’ o’, pak jeji pFimkové
souiadnice jsou bodovymi souradnicemi ,polu* o”, t. j.

Y,=0, Y,=1, Y,=0.
Je tedy v tomto pfipadé
. b
Yyys — Yty — Y.y.s—yzz—slnliﬁ

a proto obecné vzddlenost m bodu y od pfimky Y
je ddna vzorcem

. m
Sin —— = Yy, + Yy — Yay.

Pohybovy invariant X;Y; — X, ¥; — X, Y, ma také svoji
dulezitost pfi studiu pfimek mimobéZnych. Zvolme za takové
mimobézky pFimky co’” a yb. Soufadnice prvé jsou

X:i:o- -X2=O1 Xl=1v

druhd ma rovnici xzy; — x, 53 =0 a tudiZ jeji ptimkové
souradnice jsou

Yi=—oy,, Y, =0, Yo=—vey,
kde ¢ vypocitime z rovnice
Ve+ N —Yl=¢ @ —y)=¢1+pY)=1

Opét se omezime na odmocninu kladnou, takZe vzhledem
k vypoltim predchézejiciho odstavce obdrZime

bo
X:.Y,—xzv,—xlvl:—Y.=+1+"V+y7=+b,=+c%""—k")_
2

_Podle toho je délka m osy dvou mimobé&Ziek ¥,Z
urena vzorcem
m

Cos h

=Y;2,— Y,Z,— Y Z,.

VSechny tyto vzorce jevi, jak uvidime, ndpadnou po-
dobnost se vzorci geometrie na kouli. V dal§im odstavei
najdeme divody této podobnosti.

4. Diferencidlni aplikace. Necht jsou diny dva
body nekonecéné blizké x, y. Soufadnice bodu y muiZeme
vyjadriti soufadnicemi bodu x

. 1 ,
yj=xj+dxj+§d‘x)-+... (=1, 2, 3).
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Prirastky dx;, d%x;... nemohou byti libovolné, nebot sou-
fadnice bodu y musi spliovati podminku pro Weierstrassovy
soufadnice. Jejim diferencovdnim obdrZime

Xydxy — Xydx, — x,dx, =0
— dx,? — dx* = x\d’, + x,d%, — x,d'x;.

Vzdalenost m obou bodi je ddna vzorcem 17). Cos
na levé strané muzeme rozvinouti v fadu (VII, 1, 6). Tak

z18kame

(m lz)’ (m: k)

+

F o =Y — XY — XY, =

=x,2— x,2—x*+ (x,dx, — x,dx,— x,dx,) + % (xXydix, — x,d*x, — x d*x))+-...
neboli

. vl . 4
('"2'!") + (’"4‘:!”) +....:—;-(dxl’-kdx,"—dx;‘)—i-....

PiSeme-li opét dm misto m, obdrZime z pFedchozi rovnice
v prvém piiblizeni
dm® = k*(dx,? + dx,* — dx,?)
jako vzorec pro étverec vzddlenosti dvou nekonecné blizkych
bodi. Tento vzorec je moZno aplikovati zajimavym zpu-
sobem. Zavedme soufadnice x;, x;, x3 vztahy

x, =kx, —,_kx,, X, = ikx,.
Z podminky pro Weierstrassovy soufadnice ziskdme
19) —x Xt —xr=k

a rovnice pro dm® se zménj na
20) dm? = dx,? + dx,* + dx,2

Rovnice 19) je rovnici koule o poloméru ki a rovnice
20) ptedstavuje étverec euklidovské vzddlenosti dvou
nekoneéné blizkych bodd v _prostoru. Jsou-li obé rovnice
soucasné platné, jako v naSem ptipade, je 20) ctvercem
euklidovského diferencidlu oblouku na kouli o poloméru ki.
Vzdalenosti na této kouli miiZeme interpretovati jako vzdéle-
nosti v hyperbolické roviné, a rovnéZ tak uhly.

Geometrii v hyperbolické roviné mozno in-
terpretovati jako geometrii na imaginéarni kouli
o poloméru k& v euklidovském prostoru.

Tohoto poznatku uzijeme v nasledujicim paragrafu,
abychom snadnou cestou dospéli k nékterym pouckam z tri-
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gonometrie hyperbolické roviny. Nejdrive vSak zodpovime
otdzku, co odpovida v této interpretaci pfimkdm a kruznicim
hyperbolické roviny? To rozhodneme snadno: Primkové
soufadnice X;, X,, X; jsou vlastné soufadnicemi boda
a tudiZ prisludné soufadnice X, X,, X, jsou s nimi vazany
relacemi _ _ _
X, =kX,, X, =kX,, X, = ikX,.

Podle toho je rovnice primky v hyperbolické roviné

21) X+ 0,X, +x,X, =0,

V prostorové interpretaci predstavuje 21) rovinu procha-
zejici pocatkermn, t. j. stfedem koule. Rovnice 19) a 21) predsta-
vuji tedy prisek této roviny s kouli, t. j. hlavni kruZnici:

Primky hyperbolické roviny jevi se v této
interpretaci jako hlavni kruZnice koule.

Z kruZnic na prvém misté stoji absolutni kuzZelosecka,
ktera patti kaidému svazku kruZnic. Jeji rovnice jest

EE 5 =0,

V prostorové interpretaci je to vSak rovnice kulgvé
kruZnice v nevlastni roviné euklidovského prostoru. Rika
se ji také absolutni kruZnice a vznikne prisekem libo-
volné (redlné, éi imagindrné) koule s nevlastni rovinou
(viz téz [VI, 7)):

Absolutni kuZeloseika jevi se jako abso-
lutni kruzZnice, neboli kruZnice kulova.

Nyni snadno rozhodneme o tom, jak se jevi kruZnice
hyperbolické roviny. Tak na priklad rovnice cyklu o stredu s
je podle rovnice 17)

r
Cos T MaSs T XSy — X8,

V novych soufadnicich ji miZeme psati
— s+ ,5, -+ 5 5).

r _

=
To je rovnice roviny, neprochazejici pocdtkem. Tato

rovina protind kouli 19) v kruzZnici, ktera neni hlavni:

Cykly hyperbolické roviny jevi se na kouli
jako kruznice, které nejsou hlavni.

Cos

Podobné mozZno dokézati, Ze i aequidistanty resp. horo-
eykly jevi se na kouli jako kruznice, které nejsou hlavni.
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Tak na priklad, je-li bod s na absolutni kuZeloseéce v hy-
perbolické rovine, jest odpovidajici mu bod v prostorové
interpretaci na absolutni kruZnici. Horocykly jsou proto
znazornény kruZnicemi, kieré leZi v priiseénych rovinéch,
dotykajicich se absolutni kuZelosecky. Jejich rovnice jsou

k2 const = X, 8, 4 Xx,8, + X, 5,.
Rovnice aequidistanty ku pFimce Y je
k* Sin % = (;;l)_’J—l_;!Z—’_;lYl)’

kde m znaéi vzdalenost bodu aequidistanty od Y.

§ 5. Trigonometrie.

1. Pomocné vzorce. V nasledujicich odstaveich bu-
deme se zabyvati hyperbolickou rovinou se stanoviska po-
sledniho odstavce predchazejiciho paragrafu. Podafi se nam
odvoditi mnoho dulezitych vet a vzorcu, kdyZ do formuli sfé-
rické trigonometrie dosadime za polomér veli¢inu ryze ima-
ginarni. Nejdfive uvedeme pomocné vzorce sférické trigono-
metrie a pak je naznacenym zpisobem budeme interpretovati.
Uvazujme tedy na kouli o poloméru r sféricky trojihelnik
o stranach a, b, ¢ a protéjich thlech a, 5, . Jeho obsah
budiZ P a sféricky nadbytek » (t. j. rozdil v=a + g+ y—=).
Pak plati vzorce:

a) sini'sini'sin—c—-sina'sinﬂ-sin
) r’ r’ r- : Sy,
a b ¢ b c
b) cos — = — — in — sin —
22) ) ¢ 7 cos — cos ; —+ sin - sin —-cosa,
c) cosa————cosﬂcosr—i—sinﬂsinycoslr,
d) P=rarcy (v=a+p+y—n).

Pro pravothly trojihelnik sféricky (y = 90°) plati tak
zvané Neperovo pravidlo, které je vyjadieno vzorci:

c a b

a) cos — = €os -— €0s —,

. r r r

b) sin -Fb— =gin f sin % ,

23) b’) sin 2 _ sin a sin i,
r r

¢) cosp =sin acos %,

. a
¢’) cosa=gin fcos T
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KruZnice na kouli, jejiZz polomeér jest r, ma sféricky

lomér >
polomér

dJ
24) 7 =T

pii ¢emZ o je prisluSnym uhlem stfedovym.
Oblouk 8 kruznice, prisludny thlu w, je ddn vzorcem

25) $ = o r sin ?')F
Sféricka plocha kruzZnice (t. j. plocha vrchliku, kruZnici
na kouli vymezeného) je

dJ dJ
— = 2g8ipn? —
26) V(,—2nr’(1 cos 2‘_) 4nrisin®o—.

2. Vzorce geometrie hyperbolické. V minulém
paragrafu jsme dokdzali, Ze hyperbolickou geometrii midZeme
interpretovati jako geometrii na kouli o poloméru ki v pro-
storu euklidovském. Pri tom primkam hyperbolické roviny
odpovidaji hlavni kruznice. Sféricky trojihelnik na kouli
je pravé tvofen hlavnimi kruZnicemi. Odpovida tedy troj-
uhelniku v roviné hyperbolické sféricky trojahelnik na kouli
o poloméru ki. Dosazenim r = ki do vzorel 22), 23) minulého
odstavce ziskdme vzorce pro trojihelnik roviny hyperbo-
lické. Pri tom musime pouZivati zndmého vztahu mezi
funkcemi goniometrickymi a hyperbolickymi (VII, 1, 10).
Takovym zpisobem obdrZime ze vzorci 22) a) b) ¢):

o a b e
a) SmT.SmT.SmT—sma.smﬂ.smy
22/) b a b c .b . ¢
2 ) Cos—E:CosTCosT—SmTSmT cosa
¢) cos a=— cosf cosy -+ sia fsiny Cos %

a ze vzorci pro pravouhly sféricky t'rojl’lhelnik vzorce pro
pravoiihly trojihelnik v roviné hyperbolické

1) Sférickym polomérem kruZnice na kouli nazyvdme obloukovou
vzdilenost jejiho sférického stfedu (p6lu) od bodd obvodu. Jeito kraz-
nice m4 dva sférické stfedy (poly), m4a i dva sférické poloméry, které
dobromady davaji polovini obvod hlavni kruZnice na kouli.
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a) Cos% = Cos% Cos —2
b) Sin % sin B Sin ‘,’;
23') J o) Sin %— = sin « Sin —%
¢) cosf=sinaCos %
: ¢’) cosa=sing Cos (l:

Z rovnice 23'c¢’) ziskime pro a =0
1

23’ ¢”’) sinf=

Cos %

Tento vzorec neni nidm neznamy, nebot vyjadiuje t. zv.
thel rovnobeznostl (Iv, 7, 11). Touto rovnici jest kaZdé
délce a prifazen uhel I (a) p. V tomto oznaceni jest
hoteni vzorec ekvivalentni se vzorci

a) Tg 4 = cos I1(a), o) Sin & = cotg IT(a),
= b) Cos L= L d) Cotg & =1
8 % = Smli@)’ B ==l

Pouzitim jich ziskame z 22'b)
1 _ 1 . cosa
sin II(a) ~ sin J1(b) sin /1(c) tg I1(b) tg I1(c)

nebo

sin I71(b) sin I1(c) .

cosa cos [1(b) cos IT(c) + sin (@) ©

Toto jest zdkladni rovnice, kterou odvodil Lobacevskiy
ve své ,Géometrie imaginaire.

Rozvedme v rovnicich 23’ a) b’) Cos a Sin v Fadu.
Ziskame tak

c: k)? (c: ) ’ : k)? ’ (b: k)
14 O O 1 S )+ )=
ST T,
(a: k) (a: k)] _({c:h) (c: kY .
_T_+—3'—+...—(—1 +T+...)sma
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v a b c 5 . o,
Kdyz i 0, = o, B 0, obdriime v prvém pfi-
bliZeni p¥i zanedbani veli¢in nekoneéné malych vysSich Fada
c=a*+ b s
a=csina.

To jsou vsak zakladni vzorce rovinné trigonometrie
euklidovské. Podobné bychom odvodili dalS$i formule ze
vzorcl ostatnich. MiZeme tedy Fici:

V rozmérech dostateé¢né malych vzhledem
ke k plati v prvém ptibliZeni na roviné hyper-
bolické geometrie euklidovska.

(Srovnej 1L, 5; 1V, 6; V, 4)

Z rovnice 22d) odvodime dosazenim r= ki obsah troj-
uhelnika Pe— iy,

Snadno dokédZeme, Ze obsah trojihelnika jest kladny
timto postupem: 1. » je spojitou funkci soufadnic stran
trojihelnika a pro trikrate asymptoticky trojihelnik jest
» < 0. 2. V hyperbolické roviné nemizZe nikdy byti » =0,
nebot tato rovnice je (za predpokladi zde splnénych) rovno-
cennd s patym postalitem Euklidovyjm, ktery v hyperbo-
lické roviné nik dy splnén neni. (Srov. vyklad tohoto postu-
latu v (I, 1) a vétu o rovnobdZkach v (IV, 4).) 3. Z obou vét
plyne, Ze nemiZe » > 0 a tudiZ musi

27) I_y:n_a—ﬂ—y>oﬁ

Tedy skuteéné

28) ‘ P=k(r—a—f—7) !

je veliéinou kladnou.
Tim jsme ziskali ihned dvé véty:

Soucet dhlu v trojuhelniku jest men3i nez
dva pravé.

Obsah trojihelnika jest pfimo umérny sfé-
rickému defektu n—a—p—y a tudiZ maximélni
obsah trojuhelnika jest = k2
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(Takovy trojuhelnik musi byti trojndsob asymptoticky,
t. ja=g=y=0)"4"

JeZto podle vzorce 28) jest obsah trojuhelnika nezavisly
na strandch, nemiiZeme sestrojiti trojihelniky o stejnych
uhlech a rdznych obsazich. To znamen4, Ze neni moZno
sestrojiti k danému trojihelniku trojiuhelnik
podobny. Tento vysledek jsme jiZ odvodili obecné pro
libovolny ttvar z teorie kruZnice a pohybu (V, 2, odst. 1).
Wallis, chtéje dokazati V. postulat Eukliddv, pfedpoklidal
existenci podobnych trojihelnikii.

3. KruzZnice. Oblouk kruznice miZeme odvoditi ze
vzorce 25) dosazenim r= ki. Smime tak udiniti proto, jezto
jsme dokazali, Ze kruZnicim hyperbolické roviny odpovidaji
na kouli o poloméru r= ki opét kruZnice. Timto zptisobem
ziskame pro oblouk pFisluSny dhlu w i

J

Sy=okSin 5 | (D=24).

Z této rovnice muZeme odvoditi vzorec pro obvod
cyklu. U cyklu je totiZ po obéhnuti obvodu v = 2n
a proto obvod O; cyklu jest

O0,=2nkSin 2

29) D

Je-li kruZnice aequidistantou k pi'in})ce, k niZ patfi (ima-
ginarni, viz V, 1, odst. 3, sub c) ,polomér’?, miZeme vzorec

25’) snadno pretvofiti. Necht je S, délka na této p¥imce.
Pak podle 25') pro ni plati

S,5= o k Sin %

2y Gauss psal roku 1799 svému spoluZiku W. Bolyaiovi: ,Mann
kdnne sich eine Geometrie konstruiren, fiir die das Parallelenaxiom
nicht giiltig sei. Wenn man jedoch annehme, dass es fiir den Dreiecks-
inhalt eine obere Grenze nicht gebe, so ktnne man die euklidische
Geometrie beweisen. Anderenfalls kime man zu einer anderen Geo-
metrie.“ (,Bylo by moZno sestroiiti geometrii, pro n Z by neplatil axiom
o rovnobézkich. Ale za pfedpokladu, Ze neexistoje horni hranice pro
-obsah trojihelnika, bylo by lze dokdzali enklidovskou geometrii. Jinak
dospélo by se k jiné geometrii.“ V, 2, odst. 1.)
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0 0
Pro Sin —I% obdrZime vsak vzorce (IV,2,9b) Sin—g—zi
0
(Cos 5= 0),) z Geho

0S5 = whi.

1]
Oznaéme é: —22—% rozdil ,poloméra’ obecné aequi-
distanty a prislusné primky. Pak pro oblouk aequidistanty

plati podle 25°)

. 08— . % 1 . 1) S {
S§; = wkSin - D —wk[SmFCos-E—Cosﬁ&nﬁ]—TlCosi
a tudiz
! B ll
30) 8§, =8, Cos B

|

Pro S« — @ obdrZime oblouk, jehoZ délka roste nade
viechny meze, jak je ve shodé s dmve]s1m1 tidaji o aequi-
distante.

Abychom mohli vyjadriti oblouk horocyklu, ptretvorime
vzorec 25’) zavedenim délky tétivy 7, pFisluSné oblouku S.
T je treti stranou trojihelnika rovnoramenneho, jehoz druhé

dvé strany Tg sviraji dhel w. Obdriime tudiz podle 22'b)

T cost — sip* L - 2 q—
Cosr—Cos D Sin’ Dcosr)_l—f—Sm D-(l €os w).
PouZitim vzorcii

T : 1 T i, @
CosT—l—ZSm ok = 2 Sin? D 1 —cosw =2sin 5

ziskame
T W
Smﬁ—Sm D sm—z-
nebo vzhledem k 25),
w
2 . T
8, = ——— 2kSin .
sin -

v) ,Pél° této ,primky” je totiz prévé od jejiho libovolného ,bodu“ x
d
,vzddlen' —-, pfi demZ f,, = 0, nebot body § a x jsou polarné sdruZeny.
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Zvolime-li pevné T, pak se vzristajicim J klesa w. V li-
mitnim pripadé, jedna- li se o horocykl, pak d = o, o —0a

ﬂ @
Sp=lim Sy=Ilim 2k Sin I — 2Sin L lim —1—7_
>0 w0 sin '_ Do SHJ—
w—>0 2 2
Jezto vsak o
lim =1,
o—>0 sin o
2

je pro horocyklicky oblouk Sr pFislusny tétivé 7,

31) Sr= D Sin %

Z tohoto vzorce je ziejmo, Ze oblouk kaZidého
horocyklu, pfislusSny téze délce tétivy, je kon-
stantni, nezavisly na horocyklu.

Ze vzorce 29) odvodime tak zvanou vétu Bolyaiovu :

Obvody cykluy, ]1chz poloméry jsou rovny
strandm trojuhelnika, jsou v poméru sina pro-
téjsich dhlu.

Ditkaz této véty je snadny. Ze vzorce 22'a) plyne

2b 2¢ 2b 2¢
SmT Sln— SmT_nDSmT nDSlnT 7 D Sin 05 =

:Om'OZb' O%_sma.smﬂ.smy,

¢imZ je dikaz proveden.

Obsah kruznice obdrZime ze vzorce 26), kam opét do-
sadime r—= ki. Ziskime tak

d

4 2 2
26') V, = D*n Sin o)

coZ je vzorec pro obsah c)‘;klu. Zavedeme-li oznaceni 17 (%)
pro uhel, pfisluSny délce e pak miZeme psati vzhledem
k 28"c) vzorec v této forms:

V, = D*n cotg? II (%J,

!
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) =450

V = D3n = 4nk3,

a specielné pro 11 (

| o

Maji-li dva trojndsob asymptotické trojihelniky spo-
leénou jednu stranu, jest obsah ctyrnasob asymptotického
¢tykihelnika tak vzniklého pravé 2nk% Jeito dovedeme
k danému thlu rovnobéZnosti vidy sestrojiti prlslusnou
délku, umime tedy nalézti kruZnici, kterda ma obsah rovny
dvojndsobku obsahu étyFndsob asymptotického étyFihelnika.
Je tim v urcitém smyslu rozfeSena iloha kvadratury
kruhu. J. Bolyai na8el konstrukei, vedouci ke kvadratufe
kruhu o obecném poloméru v hyperbolické roviné. — Vice
se trigonometrif nebudeme zabyvati a obratime se k ivaham
diferencidlnim.

Poznimka. Neni bez zajimavosti vypoéitati hodnoty uvedené ve
vzorcich tohoto posledniho odstavee pro pripad, Ze rozméry méfenych

veliéin jsou dostateéné malé vzhledem ke k. ObdrZime tak op8t vzorce
euklidovské geometrie pro kruZnici v rovinég, coZ pfenechdvidm ¢tendfi.

§ 6. Uvahy diferencidlni.}#)

1. Pomocné vzorce. V tomto paragrafu budeme se
zabyvati dvahami vétSinou diferencidlnimi a uZijeme k tomu
teorie ploch, zndmé z diferencidlni geometrie. Proto nej-
dfive uvedeme nékteré potfebné vzorce z této teorie.

Ctverec diferencidlu vzdalenosti je v euklidovské ro-
viné vyjadren v pravoﬁhlich soufadnicich x, y vyrazem
ds? = dx? + dy®. "V kiivocarych soufadnmicich x;, x; jest
obecné
32) ds? = Edx; + 2 Fdx,dx, + Gdx,*, EG— F*¥*0,

kde E, F, G jsou funkcemi soufadnic X, X3 V pripadé, Ze
béZi o rovinu euklidovskou, mozno vidy jeden vzorec pfe-
vésti ve druhy, pfi éemZ dx, dy jsou exaktni diferencialy.

tverec diferencidlu vzdélenosti dvou bodt na ploge, jejiz
soufadnice (parametry) jsou x,, x;, je dén rovnéZ vyrazem
32). Pii tom vSak obecné neni mozZno tuto formu prevésti
na soucet étvercu (totdlnich) diferenciald. O funkcich E, F, G
predpokladdme, Ze spliuji podminky EG — F2 > 0, EZ 0,
G =0, kterym je ve v8ech pfipadech,o nichZ zde budeme

) Tento paragraf nen! nezbytny pro pochopeni celkové souvislosti.
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jednati, vyhovéno.4) Vyrazu Edx,?-+ 2 Fdx, dx, 4 Gdx,*
fikame nékdy také ,fundamentdlni“ nebo ,metricka“ forma.
Je-li tato forma dana, je déan i vyraz pro thel ¢ dvou sméri
dx, ox
dx,’ 6x;

na ploSe:

Edx,dx, + F (dx,dx, 4 dx, dx,) + Gdx,dx,
V(Edx? + 2 Fdx, dx; + Gdx,?) (Edx* + 2 Fox, dx, + Gox,?)

Cos ¢ =

Z tobo vidime, Ze dvé plochy, vztaZené k tymz sou-
Fadnicim a majici koeficienty fundamentélnich forem vazany
relacemi

8  E=Bo(,x), ‘F=Fo(x,x), ‘G=00(,x),

jsou takovym zpisobem na sebe zobrazitelné, Ze odpovi-
dajici sméry na obou plochach sviraji stejné ihly. Takovému
zobrazeni Fikdme konformni.

Jiny zpusob zobrazeni, pfi némZ nejen 1ihly odpovida-
jicich smérid, ale i vzdalenosti odpovidajicich bodu jsou
stejné, nazyva se rozvinuti jedné plochy na druhou. Dvé
plochy jsou na sebe rozvinutelné, kdyz jejich fundamentalni
formy, vyjadrené tymiz souradnicemi, jsou v odpovidajicich
bodech stejné. To je postaéujici a nutna podminka rozvi-
mutelnosti dvou ploch. Neni tim vSak Fefeno, Ze pii stejné
fundamentédlni formé miZeme rozvinutim jedné plochy na
druhou tuto dokonale pfikryti. (Na priklad valec a rovina
jsou na sebe rozvinutelné, ale pldstém valce nikdy nemn-
Zeme celou rovinu pfikryti.) Z ekvivalence fundamentalnich
forem nesmime usuzovati na stejné vlastnosti na obou plo-
chich v celém jejich oboru.

Podminku rozvinutelnosti dvou ploch miZeme vyjadriti
jeSté jinak. Na plo3e existuje totiZ funkce K, nazvana
Gaussovou mirou kiivosti (t6Z mirou kFivosti, nebo jen kfi-
vosti), kterd se rozvinutim jedné plochy na druhou neméni.
Tato funkce je ddna vzorcem

T S L0 [N S NS T
34) 2VEG—F* | ax, LEVEG—F3 3x, VEG—F* ax,

i_[_;__*’_'”_,,l_ °F _ F_S_E]l.

ox, LYEG—F" 2x, VYEG—F* ox, EVEG—F? 3x,]/

140) MI¢ky pfedpoklddime, Ze £, F, @G, jejich prvé a druhé parcidlni
derivace dle parametrd jsou pro zkoumany obor hodnot x,, x, kone&né
a spojité.
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Da se dokdazati véta: ,Jsou-li dvé plochy na sebe roz-
vinutelné, pak v odpov1dajlcich bodech maji stejnou Gaus-
sovu miru kFivosti.®

Zvlastni zminky zasluhuje ptfipad, kdy tato funkce K
je konstantni. Plochy, u nichz K = konst. neni funkci mista,
nazyvaji se plochy konstantni miry kfivosti. Dvé plochy
stejné konstantni miry kfivosti jsou vidy na sebe rozvi-
nutelné.

Geometrie na obou plochidch na sebe rozvinutelnych
je (alespon v uré¢itém oboru) stejnd.

2. Ruzné formy diferencidlu vzdéalenosti
v roviné hyperbolické. Nyni stanovime diferencial
vzdalenosti dvou nekoneéné blizkych bodd roviny hyper-
bolické. K tomu pouZijeme vzorce (IV, 2, 9). Ackoli tyto
vzorce jsou odvozeny uZitim soufadnic trimetrickych homo-
gennich, midZeme je vidy upotfebit i pro soufadnice ne-
homogenni %, % Budoucnéd budeme psiti v tomto para-

8 8

X
grafu vidy x misto 2L a X, misto Tx'_ kde x; a x, nam
Xg

budou znaciti soufadnice nehomogenni. Necht tedy absolutni
kuZelosecka v téchto souradnicich je ddna rovnici

35) ct—E2—§£2=0, ¢ = konst, 146)
a vzdalenost dvou bodd m (x,y) vzorcem (IV, 2, 9b)

. . (ca_xlz_xzz)(cz_ylz_ yt)— (E—x g, — X, 4,)°
m(xy)=kiarc smV : . 3 = ]
(xy) (¢ —x>—x?) (P —y’—y)

Jsou-li body x a y nekonecné blizké, miZeme psati
pro jejich soufadnice

1 . ,
yj=xj+dxj+7d‘x’-+... (j=1,2)-

Tyto soufadnice dosadime do predchazejiciho vzorce.
Pfi tom arcsin rozvineme v Fadu (VII, I, 5). Omezime-li
se na vellclny nekonecéné malé prvého radu, ziskdme po
delsim poctu

dm=k Vc"‘(dx,’ + dx,?) — (x, dx, — x,dx,)! )
(@ —x2— x)

14b) Tato konstanta neni v Zadné souvislosti se stejné oznacenou
konstantou v (IV, 2, 7).
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Je-li ¢ =k, vzorec se zjednodusi na

|

! @xpp e — g (de,— xdx) |
% ’ am = TR |

k?

a pro c=1

36') dm? — dx?(1 — x,%) + 2x, x,dx, dx, +dx,? (1 —x/?) .

Q—x2—x"

Posledni tvar fundamentalni formy je historicky za-
jimavy. Koncem sedesatych let minulého stoleti zabyval se
Beltrami (1835—1900) problémem zobraziti plochu na rovinu
tak, aby geodetickym c¢ardm na ploSe odpovidaly primky
v roviné. Dospél k vysledku, Ze plochy, které takovym
zptisobem je moZno na rovinu zobraziti, maji fundamentalni
formu ve tvaru 36’). Podle toho, co jsme uvedli o rozvi-
nutelnosti dvou ploch, znamena Belframiho vysledek, Ze
geometrie na onéch plochich je (alespon v omezeném
oboru) stejnd s geometrii hyperbolické roviny. Znazornéni
plochy na rovinu podafilo se mu tak, Ze interpretoval x,,
X, jako pravoiihlé soufadnice v roviné, a tak zkoumana
plocha zobrazila se uvnit¥ uréité kruZnice (x,2 -+ x,2 =1).
Body na obvodu této kruZnice zobrazovaly nevlastni body
zkoumané plochy a pfimky protinajici se na obvodu této
kruZnice zobrazovaly (ovSem jen jejich éast uvnitf kruznice)
»rovnobézné“ Cary geodetické na zkoumané plose. Touto in-
terpretaci dospél Beltrami k pojmu hyberbolické roviny. Je
dalezito upozorniti, Ze Beltrami neznal pojmu hyperbolické
roviny tak, jak jsme jej odvodili, ale dospél k nému FeSenim
uvedeného problému. Tim vSak byla dokdzdna logickd ne-
spornost hyperbolické geometrie v roviné (kterd v naSem
podédni je samozfejmd), nebotf bylo moZno ji nyni inter-
pretovati jako geometrii na plochach, které maji fundamen-
talni formu 36'). Zasluha Beltramiho spoCivd v tom, Ze na
tento fakt upozornil.

Interpretujme x;, x; jako pravoiihlé soufadnice v roviné
a poloime ¢ = k.

»Absolutni kuZeloseéka“ je tedy kruZnice o rovnici
37) k’_flz'— 1= 0.

MiZeme ji' povaZovati za rovnik koule, jejiZ rovnice
v nehomogennich, prostorovych pravothlych souradnicich

&1, 85,85 je R3=E3 4 £2 4 52,
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Orthogonélni projekci této koule na rovinu rovniku
ziskdme vztahy

& =x,, & =Xy, Es=iyk’—xl“—xa".
Fundamentalni forma koule je

38)  dsh= dE 4 dEP 4 dE = dx 4 dxp 4 B dR T Hdn)

kP —x?—x,?
dx? + dx,®— %z(x dx, — x,dx))*
xl +xz '

Porovnanim 38) a 36) obdrZzime

2
ds’:dm’(l—i‘ £50) = e S

UvaZujeme-li jen doleni polovinu koule, miiZeme psati

_ k
dm = 3 ds.

Proto muZeme Fici:

Promitneme-li polokouli orthogondlné na
rovinu rovniku, pak geometrie v hyperbolické
roviné tak vzniklé je konformni s geometrii
na oné polokouli.

Toto zobrazeni je z toho divodu pohodlné, ]ezto viechny
vety, tykajici se uhla, jsou snadno nézoru pfistupné. Na
piiklad trojnasob asymptotlcky trojihelnik roviny hyper-
bolické jevi se jako trojiuhelnik na kouli, omezeny tremi
kruZnicemi, jichZ roviny, kolmé na rovnik, protinaji se
v teénach koule. Tento trojihelnik na kouli md skutedng
vB8echny. t¥i dhly rovny 0.

3. O postuldtech Euklidovych. Promitneme-li
kouli z pélu na rovinu rovniku, pak zobrazeni toto jest opét
konformni. Da se snadno dokazati, Ze vsechny kruZnice na
kouli se touto projekci zobrazi v rovme zase jako kruZnice.
Uvazu]eme-h specidlné kouli, o niZ byla svrchu Yeé, vidime,
Ze miZeme primky hyperbolické roviny znazorniti jako
oblouky kruZnic orthogondlnich na obraz absolutni kruZnice
(rovniku). Nebot pfimkdm v prvém druhu projekce odpo-
vidaly na kouli kruZnice, které kolmo protinaly rovnik.
Druhou projekei koule na rovinu se tyto kruZnice promitaji
opét jako kruZnice kolmé na rovnik. Toto zobrazeni hyper-
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bolické roviny je éasto velice vyhodné. Tak je na prikiad
mozZno velmi snadno dokézati, Ze soucet dhlu v trojihelniku
je menSi nez 180°, Na obr. 4 zvolen takovy ,trojihelnik*,
Ze jeden jeho vrchol se zobrazuje do stfedu ,absolutni
kruznice®. Tento trojihelnik je zcela obecny, ale jeho
zobrazeni ma tu vyhodu, Ze ,strany“ ab, ac se jevi jako
pfimky. Treti ,strana“ jest ovSem obloukem kruZnice ortho-
gonalni k ,abs. kruznici“. Tato ,strana“ bc musi vidy byti
obracena konvexné k a a tedy soucet a + S+ y je jisté
menSi neZ 180°

Obr. 4.

Tento zpisob zobrazeni je i s jiné stranky velice zaji-
mavy. Jeho uZitim lze totiZ konstruktivné zbudovati
geometrii, kterd vyhovuje ¢tyfem prvym postulatim Eukli-
dovym.

Abychom alespon zhruba naznaéili tuto cestu, shodnéme
se na této terminologii:

,Nevlastni bod’ = redlny bod néjaké kruZnice L. ,Ne-
vlastni bod’ necht je nedostupny.

,Bod’ = redlny bod uvnité kruznice L.

,Primka’ = oblouk orthogonalni kruZniee k L, a to jen
oblouk uvnit¥ Z, resp. primér kruZnice L (uvnit¥ L).

,Uhel’ = iihel euklidovsky.

,KruZnice’ = orthogonélni trajektorie linearniho svazku
,pfimek’, a to jen jeji cast uvnitF L.
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Jezto jsou tf¥i druhy svazku ,piimek’, jsou i tfi druhy
JkruZnic’.

Za téchto predpokladi lze dokazati, Ze v této geometrii
plati prvé &tyri postulaty Euklidovy. Tak prvy postulét

»Dva ,body’ 1ze vidy spojiti (jedinou) ,pfimkou’® je ekvi-
valentni s pfedposledni vetou v (VII, 8). Druhy postulat

wPiimou ¢&éru lze vidy (v ,bodé’ vlastnim) prodlouZiti“
je postulatem konstruktivnim a jako takovy splnén i zde,
coZ plyne z elementarni konstrukce kruznice. Tfeti postulat

»Z libovolného stfedu a poloméru lze vidy sestrojiti
,kruznici’“ je ekvivalentni s posledni vétou v (VIIL, 8). (,Stre-
dem kruinice’ je zde jeden ze spoleénych bodi svazku L.
Je-li stred ,bodem’, ziskame svazek ,ridznobézek’, je-li ,podem
nevlastnim’, ziskdme svazek ,rovnobéZek’ — které ostatné
budeme ihned piesné definovati — a konec¢né jsou-li ony
pruseciky imaginarné, pak ziskame svazek ,mimobéZek’, které
nemaji spoleéného ,bodw’, ani ,bodu nevlastniho’. Podle toho
rozezndvame i t¥i druhy ,kruznic’.) Ctvrty postulat

» VSechny pravé ,ihly’ jsou ekvivalentni® je splnén vzdy,
je-li splnén origindlni postulat Euklidiv, nebot v obou geo-
metriich je 1hel stejné definovan. Paty postulat vSak splnén
neni. To je zfejmo jiZ z toho, Ze vidy mohu k ,pfimce’ ab
(obr. 4) sestrojiti takovou, ktera s ni svird ,dhel’ =0 a ne-
protina ji v ,bodé’, ale soucet ,iihli’ tvofenych touto ,pfimkou’,
,pFimkou’ ab a ,ptickou’ ac je mensi nez 180°.

Tento postulat miZeme nahraditi jinym. K tomu eili
zavedeme pojem ,rovnobéZek’ vétou: ,Dvé ,rovnobéiky’
jsou ,ptimky’ v roviné, kleré (prodlouZeny) protinaji se jen
v ,bodé nevlastnim’. (Definice 23 u Euklida!)

Podle této definice
lze bodem’ mimo ,pFfimkuw véstik nidveé
,;ovnobézky’,

Jejich konstrukce je zfejm4, a proto se o ni nezmifiujeme.
Pravé uvedenou vétu miZeme povaZovati za paty postulat
nadi geometrie, kterym jsme nahradili paty postulat Eukli-
div. Z nézoru je zfejmo, Ze ,rovnobézky’ sviraji ,ihel’ = 0.

Doporucuji ¢tenafi, aby si provedl nékteré zakladni
konstrukce v této geometrii, éimZ se mu naSe uvahy o hy-
perbolické geometrii znaéné ozfejmi.

Pozndmka: Téchto pét postuldtd oviem nestaéi kevybudovani hy-
perbolické geometrie. Neuvddél jsem ostatnich z toho divodu, Ze jsem

v tomto odstavci chtél pouze naznaditi, jak moZno Euklidovy postuldty
aplikovati a nesledoval jsem iidel vybudovati geometrii axiomaticky.
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4. Jiné tvary fundamentdlni formy.

Fundamentélni forma 36) je pfili§ sloZitd. Proto se po-
kusime vhodnou volbou jinych soufadnic z,, u, ji prevésti
na jednodu38i tvar. Jako soufadnici z, pohyblivého bodu na
plose zvolime hyperbolickou vzdalenost od bodu u (x; =0,
X3 = 0) a za soutadnici u; zvoiime hyperbolicky thel pFimky
uap s ptimkou x;, = 0. Tyto souradnice jsou tedy v uréitém
vztahu k cyklim hyperbolické roviny. Po del§im poétu,
ktery zde opomijim, obdrZime

30a) dm? = du, + k* Sin? (%) du,?.

Kdybychom pri zavedeni novych soufadnic brali misto
cykld v uvahu aequidistanty, resp. horocykly, obdrZeli
bychom podobné v prvém pfipadeé

39b) dm?® = du?, + Cos? (T') dud,

a v druhém pripadé
2 u,

39¢c) dm*=dup + e * du,

V prvém pripadé jest u; délkou na poloméru aequidi-
stanty, vytatou aequidistantou a pfisluSnou pfimkou x, =0
(jez patii do svazku aequidistant) a u, jest vzdilenosti pri-
se¢iku onoho poloméru s pfimkou od bodu z (x;, =0, x; = 0).
V drubém ptipadé jest u, = konst. rovnici prlmky kolmé
na horocykl u, = konst. Témto tfem formam se také nékdy
Fika elipticka, hyperbolicka a parabolickd forma.

Vypocnte]me miru kfivosti ]edneztechto forem! (VSechny
t¥i formy musi vésti k stejné hodnoté miry kFivosti ve stej-
nych bodech, nebof predstavuji touz hyperbolickou rovinu.)

Zvolme tieba formu 39¢). Tu jest

LL] iy
E=1, F=0,G=e" VEG-Fi=e"
a tudiZ podle 34)

i, u

- _W 2, - W
PR N L T | B T S
=% Y7g % =ST% ¢ T '

Jeito k je ¢éislo redlné, e —Kk* vidy zaporné. Podle
toho, co jsme uvedli v prvém odstavei tohoto paragratfu,
miiZeme Fici:
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Hyperbolicka rovina jest rozvinutelna na
plochy konstantni zdporné miry kfivosti.

Rikame téZ, e hyperbolickd rovina méa zapornou kon-
stantni miru ktivosti —-k—lz. 15

Jest tedy geometrie hyperbolické roviny v omezeném
oboru identicka s geometrii na plochach konstantni zdporné
miry kfivosti. Tento vysledek, na néjZ upozornil Belframi,
mohli jsme jiZ odvoditi ze vzorce 36).

5. Mébiusova kruhova afinita. Zavedme nové sou-
radnice x, y rovnicemi

%

10) a)x—u,, b y—ke *

a stanovme, jak se zméni forma 39¢)! Snadnym poétem
obdrZime

2
41) dmi = % (dx* + dy).

Nyni interpretujme x, y jako pravoihlé soutadnice
cartézské v roviné! Soufadné ose X, t. j. y =0, odpovida
cara, jejiz vSechny body jsou od uréitého horocyklu (u; = 0)
nekonecné vzdaleny. Osa X pfedstavuje tedy absolutni
kuZelosecku. V rovnici 40b) nemiZe byti pro Zadné u, sou-
radnice y zdporna. Rovina hyperbolickd se tedy zobrazuje
jen na jednu polovinu euklidovské roviny (nad osou X).
Jeito pro euklidovsky diferencidl vzdalenosti plati véta

Pythagorova ds* = dxd + dy?,

je toto zobrazeni hyperbolické roviny konformni s geo-
metrii na jejim euklidovském modelu.

O tomto zobrazeni moZno dokazati dalsi zajimavé vlast-
nosti. Tak na ptiklad hyperbolické primky zobrazuji se jako
pilkruZnice, jejichZz stfedy jsou na ose X (a tudiZz i jako
primky k ni kolmé).2®) Kruznice hyperbolické roviny jevi se

%) Hilbert dok4zal, Ze neexistuje reguldrni plocha zdporné konstantni
miry kFivosti, na niZ by v plném rozsahu (v celém jejim oboru) pla-
tila geometrie hyperbolicka.

%) Snadno se to dokdZe, uvaZujeme-li integral
Y 0N

Sdm:Si— dx? 4 dy?,
Yo Yo
ktery pro pfimku musi byti extremni hodnoty.
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na modelu zase jako kruZnice a to: cykly jako kruznice,
které osu X neprotinaji, aequidistanty jako kruZnice ji pro-
tinajici a horocykly jako kruZnice ji se dotykajici, pfipadné
jako pfimky s ni rovnobéZné.l")

Pohyb v tomto zobrazeni je dan rovnici

P alz+a3

a,z + a, "

kde z, 'z jsou komplexni proménné tvaru z—x - iy,
'z="'x -+ 1"y a koeficienty a realné. Tento pfipad je speci-
dlnim pripadem t. zv. kruhové afinity Mébiusovy, ktera
je vyjadfena touZ rovnici, jenom Ze koeficienty a jsou
komplexni. Je tedy kazdy pohyb Moébiusovou kruhovou
afinitou, ale kaida takova afinita neni jeSté pohybem.

Timto zpusobem zobrazeni se nebudeme zabyvati, jeZto
bychom neobdrZeli jiZ poznatkd podstatné novych. Mohli
jsme vSak toto zobrazeni voliti zcela dobfe jako vychodisko
tivah. Neucinili jsme tak jen proto, Ze cesta, kterou jsme
se brali, byl byla i delsi, nevyZadovala zvlastnich odbornych
znalosti.

Jako jediny pfiklad aplikace tohoto zobrazeni stijz zde
vypocet obsahu obecného trojohelnika abe. Zvolime jeho
obraz tak, Ze alesponn jedna jeho strana (ac) se zobrazuje
jako primka (obr. 5). Strany ab, bc zobrazuji se jako
oblouky kruZnic, které maji stfed na ose X. Vypocteme
nejdfive obsah trojiihelnika ab’c’, dvojnasob asymptotického.
Obsah néjaké plochy, omezené jistou krivkou C, je dan
integrdlem

ad,—a,d; =1,

P=\\VEG — F:dx,dx,.
c

Aplikaci tohoto vzorce na obsah trojihelnika abd’c’ ob-
drZime vzhledem ke 41) '

Py = k2

S
)’

’

QB

Zavedeme-li polarni soufadnice v, r rovnicemi
X=rcosvy, y=rsinw,
17) Posledni véta plyne pfimo 2z transformaéni rovnice 404). Pro
kruZnici viibec se to dd dok4izali tak, Ze hledime orthogonélni trajektorie

opFimek*, prochézejicich jednim ,bodem*“ (to jest kruZnic, jichZ stfedy
jsou na ose X a které prochézeji jednim bodem).
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miZzeme posledni integrédl prepsati

Pablcl =—K Sd'JJ: k3 zkl(ﬂ—a).
\'s
Podobné obdrZime pro trojihelnik dvojnisob asympto-

ticky bb'c’ obsah
Pbb'o’ = k? (" —ﬂl).

Obsah trojuhelnika jednou ésymptotického abc’ je roven
rozdilu obsahii obou trojuhelniki

Pabo’ = Pablcl -_ i,bblcl = k’(ﬂ'—a)-
- Stejnym zpusobem obdrZime obsah trojihelnika jednou
asymptotického cbc’ _
Py =R (" —7).

Obsah trojihelnika abc je roven rozdilu obsahit troj-
vhelnikd abc’, cbc’

Pabc_Pabc’ _Pcbc':ka(ﬂ,_ﬁ”“‘}"—a).

Jezto vsak
F—p=—5 Yy=n—ry
muzeme pro obsah trojuhelnika abc psati
Pbc:k’(ﬂ—a—ﬁ—y).

ObdrZeli jsme tak jiz zndmou formuli. (Viz rovnici 28.)
V tretim odstavci toboto paragrafu jsme dokazali, Ze sou-
cet uhla v trolﬁhelmku je mensi neZ dva pravé. Je tedy
n—a—pf—y>0atedy i Pw > 0, jak jsme téZ dokazali
pii odvozeni rovnice 28).

Podobnym zpiisobem stanovime obsah n-thelnika. Roz-
délime jej na n trojihelnikii o spoleéném vrcholu uvnite
n-ihelnika. Obsah takového trojihelnika budiz k> (n — a; —
— B —7) (j=1,...n). Obsah zkoumaného n-ihelnika je
roven soucétu obsahu téchto n trojihelniki. Oznacime-li jej
Py, ziskdme

Py =k 2’("—11-—13,—7,)—k’[nn—21(ﬂ]+y]+a ).

Jsou-li gjihly stfedové u spoleéného vrcholu, je Z;a =2n
a tudiz

Py =k [nn — 27 — 2‘:‘ B, + 1)) =K[r(n—2)— 2’! B;+ 7))
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Specidlné pro n-ihelnik n-ndsob asymptoticky jest
obsah P
Py =nk (n—2).

Z tohoto vzorce vdak nendsleduje, Ze vidy moZno dva
takové n-tithelniky pFevésti pohybem do sebe (jako je tomu
u trojuhelnikd trojnasob asymptotickych), nebof grupa trans-
formaci pohybovych je trojmocni. MizZeme tedy nejvyse
ptevésti tfi vrcholy jednoho do tfi vrcholit druhého n-thel-
nika. Tim svoje tivahy skonéime a obrédtime se ke studiu
geometrie eliptické.

- é c‘T of

iy X b

{00) r

Obr. 5.

Pozndmka. Poincaré uvafoval hyperbolickou rovinu, kterd je
vn & ,absolutni kuZelosedky®. Takové geometrie mohou byti rizné, podle
toho, jak zvolime konstanty 2 (pro vzddlenost bodil) a % (pro thel
pfimek). Zajimavé je, %e v nich obecnd neni volnost pohybu. Nebudeme
se jimi zabyvati, jeito jsou pfili§ specidlni, byt i nékteré skytaly prak-
ticky uZitek p¥i studiu specidlni teorie relativity.
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