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Kapitola VIL

ROVINY PARABOLICKE.
HISTORICKE POZNAMKY.

§ 1. V3eobecné rozdéleni.

Kdyz jsme uvaZovali o roviné hyperbolické a eliptické,
prepokladali jsme, Ze absolutni kuzelosecka neni sloZena.
Zbyva ndm tudiZ zminiti se téZ o této moznosti. Tu je vSak
nutno rozeznavati vdechny druhy sloZenych kuZeloseéek.
Tyto- druhy jsou — podle toho, bézi-li o kuzelosecku bodovou
nebo teénovou (VIII, 6, odst. 4):

1a) dvojice bodiu redlnych ruznych (na dvojné pfimce),

1) dvojice primek redlnych riznych (dvojnym bodem),

2a) dvojice bodii imaginarné sdruZenych (na dvojné
- redlné ptrimce),

2b) dvojice ptimek imagindrné sdruZenych (dvojnym
realnym bodem),

3a) dvojny bod reélny,

3b) dvojna primka redlna.

Celkem ziskame tak &8est drubu ruznych geometrii.
Pfi tom v8ak geometrie patfici kuZeloseékdm pod stejnym
éislem jsou dualni. Proto budeme se zabyvati jen geometriemi
sub 1a), 2a), 3a). Dudlni tivahy pfenechame étenéri.

NejdualeZitéj§i pro nés je geometrie Minkowskiho (sub
1a), kterou se budeme zabyvati v nésledujicim paragrafu.
Jako v euklidovské roviné, tak i zde je absolutni kuZelo-
seCka sloiend ze dvou raznych bodi. Proto muZeme vSech
pojmi, které v euklidovské geometrii jsou definovany
vzhledem k absolutni kuZelosedce (bez ohledu na jeji ima-
ginarnost), pouZivati téZ v roviné Minkowskiho. Na priklad
pojem pohybu, podobnosti (resp. zrcadleni), rovnobéznosti
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atd. Jak se tyto — formdlné stejné definované — pojmy
lisi vécné v obou geometriich, poznime z vyvodd ndsledu-
jiciho paragrafu.

§ 2. Rovina Minkowskiho (1a).

1. Pohyb a podobnost. BudiZ podkladem naSich
tiivah projektivni grupa transformaci, ktera reprodukuje
dvojici boda redlnych o soutadnicich

k... 1:1:0, & 1:—1:0.
Reprodukuje se tedy i primka o rovnici x; == 0. Proto
v pfislusnych transformacich (IV, 1, 1) musi byti
1) @, = a3, =0.
Jeito uvaiované transformace tvoti grupu, jest deter-
minant jejich rozdilny od nuly a miZeme tedy vzdy dosah-
nouti toho, aby byl roven e(==+1), t. j.

a,a,ad;,
a,a
2) a5 @y Ay | =y | " a;: =¢&.
ayy @y, A3y A

Reprodukce shora zminéné dvojice bodit ma za nasledek
rovnice

a,+a,=a, +ay pebo G T dn=ay —ay
a,—a,=—a,+a,’ a,+a,=—a, —ay’
jichZ FeSeni miizeme spojiti v jedno
a, = &dy
Ay = £dy .

Dosazenim téchto hodnot do rovnice 2) ziskdme
sy (ah —a),) =,
nebo po kraceni ¢
. Ay (‘112- _a‘z.) =1
Proto muZeme polozZiti (pfi ¢, ¢, ¢’ ==%1)

' e

& 2 .
a,, = &y = - Cosvy, a,,=¢a, = - Sinw, au=c* (a;=>0),
nebo

8” . E’
Ay = £y = - Sinw, a,=c¢a, = - Cosw, ap=—c* (a,;<<0).

_ Smluvime-li se na tom, Ze y muZe nabyti téZ hodnot
zapornych, miZeme polozZiti ¢'= 4+ 1 a i tak obdriime
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vSechny kombinace znamének. Transformace hledané grupy
maji pak tvar

’ 1 ’ s
e'x=— (¢'x, Cos v + x, Sin v) + a,;x,
a o ’
3) 2 p'xzz—z—(x, Sin v+ £'x, Cos v) + a,;x,
o'xy = c%x,,
e'x, = % (x, Sin w + £’x, Cos ) + a,,x,
nebo
e b) e'x, = % (¢'x, Cos v + x, Sin v) 4 ayx,
o'x, = — cx,.-

V této grupe jest obsazena i grupa transformaci, vedou-
cich k podobnosh (y=

o
(‘,x1=?xl+au|xa P’xl:?xz“‘amxa
, ge’ , g/
4) a) elx,= < % + ayx,, nebo b) eo'x,= - X, + ayx,
@'xy = cx, ¢'xy = — cx,.

Je-li ¢=1, obdriime grupu vedouci k pohybu
e’x, = ¢x, Cos w+ x,Sin v + a,,x,

5) a) o'x,=¢e(x,Sin v 4 ¢’x, Cos v) + a,,x,
o'x5=1x,,
e'x,=x,Sinw—+e'x, Cos v+ a,x,
nebo b) o'x,=¢(¢x, Cos v+ x, Sin v) + apux,
ol = —x,.

Vyznam obou druhid transformaci pozndme snadno,
kdyZz zdddme aby se reprodukoval téz ,bod“ s o sourad-
nicich 0, 0, 1. Pak jest an—azg—O a rovnice 3a) pnra-
zuji k sobé utvary v téze éasti roviny. To znamen4,
Ze ttvar pavodni a transformovany jsou v téze éasti roviny,
vymezené nulovymi primkami bodu s (to jest pfimkami
s&, s&’, viz paragraf 2). Rovnicemi 3b) je vSak ttvaru jedné
¢asti roviny prirazen titvar v druhé éasti roviny, vymezené
nulovymi pfimkami bodu s. Tyto ttvary jsou tedy v riznych
éastech roviny.!)

Shrneme-li dosavadni poznatky, mizZeme Fici:

V této roviné, t. zv. roviné Minkowskiho, je
mozno sestrojiti obrazce podobné. Proto neni

1) CtendF si tato tvrzeni sdm snadno dokéZe tivahou o hodnotich
X, — x,? resp. 'x,* — 'x,? pro bod pivodni x a transformovany ‘x.
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kazd4 projektivni transformace, ktera reprodu-
kuje dvojici bodu ¢ &, transformaci pohybovou.
Kazdy pohyb je viak vyjddien projektivni trans-
formaci, kterd tuto dvojici reprodukuje.

2. Vzdédlenost dvou bodu. Vzdilenost dvou bodua
X, y méfime uzitim dvojpoméru ¢tyF bodi, z nichz dva jsou
body x, y a druhé dva splyvaji v jednom bodé, ktery jest
prise¢ikem ptimky xy a &£&'. Tento pFipad jsme jiz pro-
jednavali v kapitole III, kdyZ jsme jednali o jednorozmérném
utvaru parabolickém. Jsou tedy i zde, v roviné Minkowskiho,
pfimky vesmés (s vyjimkou pfimky &) parabolické.
NemuzZeme ovSem vzorce, v kapitole treti pro vzdalenost
dvou bodi odvozené, beze zmény aplikovati zde, nebof
dFive Slo o jednorozmérny utvar, kdezto nyni jde o rovinu,
t. j. utvar dvojrozmérny. UZijeme vSak stejného myS3len-
kového postupu. Rovinu Minkowskiho mizZeme pokladati
za limitni pFipad roviny hyperbolické, v niz absolutni kuzelo-
secka se rozloZi ve dva body. Je-li tudiZz v hyperbolické
roviné rovnice ,absolutni kuZelosecky“ v tvaru primkovém

6) E3—E2 4 E20=0 (¢ = konst. realnd),
pak pro 0 — 0 obdrZime v prvém pfFibliZeni rovnici kuZelo-
secky sloZené ze dvou bodt, t. j.

Ep_Ep=0,

Bodova rovnice kuZelosecky 6) jest
6") (F2—63)d 4 £2=0.

Pro 6 — 0 prejde v prvém pfribliZeni v rovnici dvojné
primky, spojujici absolutni body, t. i.

£2=0.

Odvodime tedy nejprve vzorec pro vzdéilenost dvou
bodé v roviné hyperbolické, v niZ je ,absolutni kuZelo-
seCka“ dana rovnicemi 6) resp. 6’) a potom uZijeme limit-
niho prechodu. Vzdalenost dvou bodu x, y v roviné hyper-
bolické je dédna vzorcem (IV, 2, 9b)

| fon Ty — I
m(xy):ikarcsinl/ =
fazFyy

V naSem pripadé jest
fap= (" —x") 0 +x,° f,,y=(x1yl—xzyz)0+xays
Toy=Wl =40 +y*  fohyy— 1= {[x:0:] — [2 8] — [x1 9] 0}
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a tudiZ miZeme psati misto uvedeného vzorce

. e [x) ]! — D2 s — [x, g 9
:n (xy) = tkare sia 2 1/ [(x* —x,%) 0 + x] [(:* — .3 0 + gl -

Oznaéme pro stru¢nost odmocninu

— ([ Yol 6 4+ [x2 ys)® — [x; y3l?)
(e 2 — x5%) 0 + x| (Y12 — gD 6 + s

a rozvilme arc sin v fadu (VII, 1, 5).%) ObdrZime

mop < (B p LR B )

g pouze symbolem }~

nebo vytkneme-li V6 V
2
meep— V7Y (14 L UEE

13 (oY)t

te1 5 +)
Zvolme nyni libovolnou, od nuly riznou konstantu D

a volme ke kaZidému J prislusné & tak, aby

kYo =D.
Je tedy

m(xy)—lDV_( }——(Vd VL 18 V)t (V_V_)4 )
Va VL

od jedné a tudiz tlm méné llSl se

Cim je o men51, tim méné lisi se 1+
13 @0y
245 +...

m(xy)odiDV . Pro 8 — 0 (vyludujeme-li ze svych tivah
body, pro néz je x;=0, y; =0, t. . body, pro které pFi
—0 je d]_i_rllofu=0,dlilllofyy=0) obdrZime

. s - _ x4 —[x 4ol
A
Pro 6 — 0 ptechazi rovina hyperbolicka v prvém pfi-
blizeni v rovinu Minkowskiho, v niz absolutni kuZelosecka
je dvojici bodit & &. Pro tuto rovinu zavedeme defini-
toricky hofejsi vyraz jako vzdilenost m dvou bodd.

1b) Predpokldddme oviem body x, y tak voleny, Ze je to moiné. Toto
omezeni obecnosti je jen prechodné nebof pro ¢ — 0 tato moZnost
vidy nastaune.
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Pravou stranu rovnice mizZeme psati vyhodnéji, zavedeme-li
zkricené oznadeni (abc) pro determinant

la, b, ¢ a,a,a;
i@y by c;|=b,06,0,
la; b; ¢ €1 €3 Cy

Pak snadno nahlédneme, Ze je vzddlenost dvou bodu
v roviné Minkowskiho dana vyrazem

VExw) Fxp
EEX)(EEY

kde ¢ je néjaky koeficient umérnosti od nuly rizny. Zave-
deme-li je§té novou konstantu / rovnici
{=16 Dp®,

m(xy)=4Dg?

ziskdme konecéné pro Cétverec vzdalenosti

Exp) Exy)
E&xy EFyr

Ze takto definovana vzdalenost vyhovuje podminkam,
na vzdalenost kladenym, muze se étenaf presvédéiti z rov-
nice 7) (na konci tohoto odstavce), kterd jest jen jinym
tvarem rovnice 7).

Zlomek na pravé strané muZe miti tyto hodnoty:

(Exp) (Exy =
EEx I (EEyr <

7) m(xy)=1

Predpokladdame-li, Ze body x, y isou razné od &, &, musi
v téchto tfech piipadech byti resp.

PICEHEN

Je-li splnéna podminka prostredni, musi byti
Exyp)=0 nebo Exy)=0.

Pak jest m (xy) = 0. Ale hotejsi rovnice vyjadruji pod-
minku, aby body x, y, &, resp. x, y, &', lezely na jedné primece.

Z toho plyne dileZity poznatek:

Primky, spojujici libovolny bod ys bodem ¢,
nebo &, maji tu vlastnost,Ze vzddlenost libovol-
ného bodu x na kazdé z nich od bodu y je rovna
nule, Tyto pfimky,t.zv. pFfimky nulové, jsou pro
kazdy redlny bod y realné.
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_ Je-li bod y na pfimce {£’, miZeme pro jeho soufadnice
psati oy = A&+ utf G=1,23).

V tom ptipadé je o (£&'y) = A (E&'E) +ou(EE'E) =0
a proto vzdalenost kazidého bodu x, ktery neni
na prfimce £&, od libovolného bodu y (£4,¢') roste
nade vSechny meze, bliZi-li se bod y pfimce £&.

Ma-li vzdalenost m (xy) realnych bodn x, y byti redlna,
od nuly raznd, musi (xy) (¢'xy) >0, t. j. determmanty
(Exy) a (¥’xy) musi souCasné byti_ bud kladné, nebo za-
porné. Je-li tomu tak, znamend to, Ze kaidy bod x', ktery
lezi v téZe casti roviny (vymezené primkami yé. yé") jako
bod x, ma od bodu y vzdélenost redlnou. Pro kazdy jiny
bod x'/, ktery leZi v jednom z ahli vedlejsich (k dhlim vrcho-
lovym, v nichZ se nalézaji body x, x'), jest (¢x""y) (¢'x""y) <0
a tudiz vzdalenost m (x" y) jest imaginarni. Z toho plyne:

Vzdilenost dvou redlnych bodd neni vidy
realna.

Nejsme opravnéni omeziti se jen na tu ¢ast roviny, kde
je vzdalenost od bodu y reélné, nebot toto vymezeni zavisi
na bodé y, ktery ovSem miZeme voliti libovolné. Pies to
vSak neni nezajimavo podotknouti, Ze pro bytost, schopnou
takto méfiti jen vzdalenosti realné, by v této rovinée ne-
existovala volnost pohybu. To ostatnd neni nic divného.
V naSem ¢tyfrozmérném cas-prostoru muZeme se téz s ca-
sem pohybovati jen smérem do budoucna, nikoli do minula.

Definujme kruznici jako geometrické misto bodu, které
jsou od pevného bodu_(stfedu) stejné vzdaleny. Z rovnice
7) odvodime snadno, Ze obrazem kruZnice je kuZelosecCka.
Je-li s ,stfed kruinice“, pak jeji rovnice je vskutku kva-
dratickd v souFadnicich plynulého ,bodu® x

m(EE P (EE s = L(Exs) (¢ xs).
Je-li ,stfedem® ,kruzZnice“ ,bod“ s (0,0, 1), muZeme jeji
rovnici uvésti na tvar
mixy = D?(x,—x)) (x, 4 x.),
nebo
X —x2 4 (%)2 x2=0.

,KruZnice“ s touto koncentricka, jejiz polomér jest mi,
ma rovnici .
—x;? (——) x:i=0



Posledni dvé rovnice jsou skuteéné rovnice ,kFivek®,
které se pohybem 5a) (pfi a3 = @y =0) reprodukup

Limitnim pfipadem kruZnice je pravé dvojice pfimek
nulovych [pro m(xs) = 0]. Jako jiZ drive, mohli bychom
i nyni dokazati, Ze ]ednomocna grupa transformaci, ktera
reprodukuje body £,&’s a koncentrické kruznice, ]est vy-
jaddfenim pohybu po tomto svazku koncentrickych kruznic.
Jezto existuje jen jeden druh kruznic s realnym polomérem
existuje téZ jen jeden druh pohybu po kruZnicich. (Pi tom
ovSem o pohybu po nulovych primkach nemtizeme mluviti,
nebot ty se sice reprodukuji timto pohybem po koncentrickych
kruZnicich o stfedu s, ale pohyb na nich neni definovan.)
P¥es to v3ak muazZeme takovym pohybem ctverym zpisobem
k sobé prifaditi dtvary pobybované. Divod spoclva v tom, Ze
obecpé neleZi bod s na kruZnici, a tudiz primér ji protma
ve dvou bodech Jsou-li tyto prﬂsecne body se dvéma pri-
me(;'y 'x a 'x' resp. x a x', miZeme prifaditi bodam ¢, x, &’
body

& ‘x, &, nebo
£ ‘X', ¢, nebo
§,'x, & |, nebo
£, ¢

Jednomocna grupa transformaci, ktera reprodukuje body
8, §,& a kaZdou pfimku bodem s, ale nikoliv kaidou kruz-
nici, reprodukuje cely svazek koncentrickych kruznic (to
znamena, zZe néjaké kruznici v tomto svazku po transformaci
odpovida obecné jind kruZnice téhoz svazku) a vede tedy
k podobnosti, jejiz stfed je pravé s. Obdobnym zpisobem
bychom mohli dokézati, Ze tato podobnost v jedné casti
roviny, vymezené nulovymi pmmkaml je moZna jen dvojim
zpusobem, nebot ]ednomu prisecnému bodu x néjakého
poloméru s kruZnici miuzeme priraditi jeden ze dvou pri-
seCikit téhoz priiméru s jinou kruznici svazku. Tomu neod-
poruji rovnice 4), které vedou ke étyfem zpiisobiim pftifa-
zeni, nebot v nich jest obsaZeno i zrcadleni, spojené s po-
dobnosti.

Predpokladejme, Ze ,pfimka“ £é&' je nevlastni primkou
euklidovského modelu Minkowskiho roviny. V tom pripadé
vhodnou volbou jednotkového bodu mizeme dociliti, Ze
x; ‘

Xg ’
miZeme rovnici 7) pretvofiti na
m? (xy) = — D*[(x, — y.)* — (x: — 4.)],

Xy . . 1 v 1. - ..
x—2 jsou primo cartézské souradnice. PiSeme-li je x;, xz,
8
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Dva nekoneéné blizké body jsou tedy od sebe vzdaleny

v w

o délku dm, jejiZ ctverec je dan vyrazem
dm? = D? _(dx.z"’ —dx,?).

Forma tato liSi se v zasadé od euklidovské jen tim, Ze
u dx,? je jiné znameni. Proto se roviné, ktera ma takovou
formu, Fikd nékdy kvasieuklidovska rovina.

Pozndmka. Konstantu /, kterd vlastné uréuje jednotkovou délku,
nechali jsme dosud bez poviimnuti. MiZeme ji v38ak snadno uréiti, kdyz
dvéma boddm j a p, jichZ vzddlenost pfedpokliodme redlnou, ptedepi-
Seme vzddlenost rovnou jedné. Ziskdme tak ze vzorce 7)

1 _ip) € ip)
EepEepe
a tudiZ pro vzdédlenost dvou libovolnych bodid
&P EEPY Cxy) Exy)
EExPEEY) Eip)Eip) -
Pak pfisluind fundamentdlni forma jest

dx?—dx?
Gh—p)P—(—p) "

Ze vzddlenosti jo mohu dle hofenich pravidel usuzovati na redl-
nost, ¢i imagindrnost vzdilenosti jx resp. px, kde x je obecny bod ro-
viny Minkowskiho. Ze vzdilenosti jx resp. px mohu prive stejnym
zpisobem usuzovati na redlnost, éi imagindrnost vzdilenosti xy, kde y
je dal3i obecné poloZeny bod roviny Minkowskiho. Body j, p stanovi
tedy svo.i vzdédlenosti jednotku miry (jako v roviné euklidovské), ale

zdroveir dovoluji rozhodnouti o kazdé vzddlenosti redlnych bodd, zda
je redlnd, & imagindrna.

7) m (xy) =

dm* =

3. Uhel dvou pFimek. Méfeni uhli ma v roviné
Minkowskiho charakter hyperbolicky. Uvahy, které jsme
provadéli p¥i studiu svazku hyperbolického, nemiizeme
oviem jen tak zhola zde aplikovati, nebot nyni jde o ro-
vinu, kdeito dfive projednavali jsme jen jednorozmérny
svazek hyperbolicky. MiZeme vSak pouZiti obdobného po-
stupu, jako v predchazejicim odstavci: Stanovime ihel
dvou ,primek“ X, Y pomoci ,absolutni kuZelosedky®, jejiZ
rovnice je 6). V kapitole IV ziskali jsme pro tento pripad
rovnici 8), vyjadiujici ihel M (X Y)

Fey+ VEsy —Fyx F
M(XK:%log xy T VE%y — Fxx Fyy '
Fxy— VFyy— FxxFyy
Musime voliti C = K = konst redlné, abychom ziskali

pfi limitnim pfechodu thel realny. (Konstanta K neni v Zadné
souvislosti s kFivosti, ozna¢enou tymzZ pismenem v kapitole

173



V.) Za tohoto predpokladu jest tihel funkei mnohoznaénou.
Omezime se vSak opét jen na hlavni jeji hodnoty. Z hofej-
8iho vzorce odvodime pro C=K

VFoyy—Feog F
M(XY)= KarcSin l/ XY T XX VY
Fxx Fyy

(Pro odvozeni viz III, 3, 18’b.) PouzZitim rovnice 6)
ziskame
M(XY) . X, V) 4 0 (XY, P — [ XV
Ve = arc Sin V X X._.'j + 0 X2 (Yala_ Yg;_‘_.d Y?)

PiSme misto odmocniny

" (X Vo) + 0 (XX — [ X 1)) bol V—
{ w1 E2d 1 S NLLR24ARgl 313 7 o
1/ (X12—X22 - JX,,Z) (Ylg__ Y22 + S YBZ) pouze sym ol V
a rozvedme arc Sin v tadu (VIII, 1, 5'). Pro 6 — 0 ziskdme
podle citované rovnice (neni-li X; = X;, nebo Y; =1Y,, coZ
vzdy predpokladame)

lim M = lim l£~—% (V_)n—*-% 38 () —) =

s—oH s—o\ 1 3 4 5
- [X.T,] _ 1 [X,Y,1
(V(XIZ—X;‘)(Y."— Y,*) 23 Y&X - X )T =Y
L 1.8 [X.Y,) _ ):
2.4.5 V(Xlz_X:‘)(Yl‘_Yzz)a o
== are Sin [X,V,]

VX=X (Ve — V)

Vyraz dlim % zavddime definitoricky jako thel
—0
dvou primek roviny Minkowskiho a piSeme jej % Je tedy

dhel dvou pfimek definovédn rovnici

. M | X.\Y,]
8 Sin - = =
) K V(Xl‘ - X.")(Yl"_ }'22)

Abychom z tohoto vzorce odvodili nékteré disledky,
prepiSeme jej na jiny tvar. Piedpokladejme, Ze priseéik
primek X, Y je bod b. Pak plati (VIII, 3, 19)

by:b,: by =[X.Y): [X,Y)]): [X,T.]).
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Zvolme na primce X libovolny bod x, na pftimce Y
libovolny bod y. Pak primkové soufradnice pfimek X, Y
miZeme vyjadriti soufadnicemi bodu x, y (VIII, 3, 18)

X Xy Xy =[bx]: [b3x]): [byx:), Yi:Y.:Yy=[byy5):[byy): [D:14]-

Je tedy rovnice 8) identicka s rovnici

" o M by (bx1)
K V(b3 — [0y x,P) (b2 422 — [034,)°) °

nebo

8) sin M 1 (&&b)(bxy)

| E 2 Y(Zbx)(Zbx) by Fby)

Podle predpokladu nelezi body b, x, y na jedné primce
a tudiz je (bxy) +0.

Je-li (&'b)==0, leii bod b na spojnici bodu &¢. Pak
je Sin 720, t. j. M=0 a pFimky jsou rovnobéZné. Z toho
plyne, Ze

jednim bodem mimo primku mozZno k této
vésti jen jednu rovnobéiku.

Blizi-li se jeden z determinantii ve jmenovateli, tfeba
(¢bx), nule, roste M nade vsechny meze, Ale ((bx)=0
znadi, Ze primka bx je pfimkou nulovou. Rikame, Ze

ihel libovolné pFfimky a primky nulové je
nekoneéné veliky.

BlizZi-li se oba determinanty (£bx) a (¢’by) nule a je-li
soucasné (£&'b)+0, roste rovnéz M nade vSechny meze.
Ale ((bx)=0, (¢(’by)=0 jsou rovnice pfimek nulovych,
které pri (£¢'b)+ 0 protinaji se ve vlastnim bodé b:

Uhel nulovych pfimek je nekoneéné& veliky.

Aby byl tihel M realny, je tfeba, aby souciny

Ebx)(Fbx), a (Eby)(Tby)
byly téhoZ znameni. To nastane jen tenkrate, jsou-li body
X, y v jednom ze dvou uhli, tvofenych ptitnkami nulovymi
bodemn b. Pak piimky X, Y nejsou oddélovany nulovymi
primkami. V opa¢ném pripadé, kdy toliz tyto pFimky jsou
oddélovany nulovymi pfimkami, jsou horejsi souciny raz-
nych znamének a tudiz M imagindrni:
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Uhel dvou pFimek, které nejsou nulovymi
prfimkami oddélovany, je redlny. V opaC¢ném
pfipadé jest thel imaginarni.

Obralime se k dalSim ptipadim sloZené kuzelosecky
absolutni.

§ 3. Rovina euklidovska a rovina semimetricka.

1. Rovina euklidovska (2a). Problém studovati
invarianty projektivni grupy transformaci, které reprodukuji
dvojici boda imaginarné sdruZenych, jest vlastné problémem
euklidovské geometrie v roviné. Ten jsme projednavali jiz
na pocatku této knihy (II) a neni tedy potfebi znova se
k nému vraceti. Ostatné bychom mohli pokradovati téZ
metodou predchazejiciho odstavce, ktera by nazorné osvét-
lila vztah obecné roviny eliptické a mezného jejiho pfi-
padu, t.j. roviny euklidovské. To vSak pfenechavam étenafi.

2. Rovina semimetricka (3a). Je-li absolutni ku-
zeloseCka jedinym bodem, pocitanym dvakrate, pak nemii-
Zeme v této roviné stanovili vzdalenost dvou libovolnych
bodi zndmymi prostredky. Jenom takové body, jichZ spoj-
nice onim bodem pevnym prochdzi, maji vzdalenost defi-
novanou. Tato mé ovSem charakter parabolicky. Rovnéz
tihel dvou libovolnych primek ma charakter parabolicky,
nebot nulové piimky splyvaji v jedinou. — JeZto je defino-
vana vzdalenost jen pro zvlastni polohy bodd, Fikame této
roviné rovina semimetritka.

a primykaji se spiSe ivaham obecné projektivni geometrie,
kterd neoperuje vztahy metrickymi. Proto se touto rovinou
zabyvati nebudeme.

Takovym zpiisobem probrali jsme vSechny zakladni pri-
pady Kklasické geometrie neeuklidovské v roviné. Ctenar, ktery
se o tyto problémy bliZe zajim4, snadno naSe tivahy zobecni
pro neeuklidovsky prostor troj- nebo vicerozmérny.

Historické pozndmky.
§ 4. Vyvoj neeuklidovské geometrie.

Neeuklidovsk4d geometrie vdédi za sviij vznik skepsi
o V. postuliatu Euklidovu. Marna snaha dokazati jej vedla
konecné k pFesvédcleni, Ze je nedokazatelny. Logickym du-

176



sledkem toho byl pokus o systém geometrie, ktery by tohoto
postulatu neobsahoval. Trvalo velice dlouho, neZ se ma-
tematikové tohoto pokusu odvézili. Zminili jsme se jiZ na
prislusnych mistech o tom, jak mnozi z téch, ktefi chtéli do-
kazati V. postulat, dospéli az ke geometrii hyperbolické,
ale neodvazili se tvrditi, Ze je bezesporna.

Jednim z prvych zakladateli neeuklidovské geometrie
byl Gauss. Neuvefejnil vSak vysledky svyeh praci. Jsou
obsaZeny v dopisech, jez byly pozdéji publikovany. Gauss
definoval také rovnobéiky takovym zpusobem, Ze tato de-
finice byla platna i pro geometrii hyperbolickou (IV, 5).
Védél jiz také, Ze je mozno sestrojiti trojihelnik s libovolné
malymi ihly. Poznal, Ze v hyperbolické geometrii neexistuji
ttvary podobné. Chtéje prakticky rozhodnouti, kteréa ze dvou
geometrii, euklidovska, ¢i hyperbolicka, je platna, méFil uhly
trojiihelnika, jehoZz vrcholy byly Brocken, Inselsberg a Hoher-
Hagen. Odchylka souétu uhla od 180° byla vSak v mezich
pozorovacich chyb. — Z jeho soucasnikii zabyvali se ne-
euklidovskou geometrii Schweikart (1780—1855) a Taurinus
(1794—1887). Oba dva (jakoz i Gauss) poznali, Ze ve vzorcich
této geometrie vystupuje konstanta, blize neuréend. Taurinus
odvodil jiz v podstaté i vzorec pro tihel rovnobéznosti, ale
nevéril v moznost neeuklidovské geometrie.)

Prvni soustavné propracoval neeuklidovskou geometrii
(hyperbolickou) Lobacevsky (1793—1856); nazval ji pangeo-
metrii, nebo téZ imaginarni geometrii. On vybudoval iiplny
logicky systém této geometrie. V mnoha pojednénich pro-
pracoval celou stavbu neeuklidovské geometrie, zvlasté pak
formule trigonometrické. Vychodiskem jeho tivah byl pred-
poklad, Ze bodem lze vésti k pfimce dvé rovnobéiky, které
pravé oddéluji riznobézky od mimobéiek. Je s podivem,
jak krasnych vysledka se dopracoval, aniz mél tak snadnou
pomoc v nézoru, jehoZ jsme pouZivali my, opirajice se o rizna
zobrazeni neeuklidovské geometrie. — V inoru 1926 bylo
tomu praveé sto let, kdy predlozil svoji praci o neeuklidovské
geometrii matematickému oddéleni kazanské university ,Ex-
positionsuccinctedes principesde lagéométrie
avec une démonstration rigoureuse du théo-
réme des paralléles“. — Nezavisle od Lobacevskeho
objevil a propracoval geometrii neeuklidovskou madarsky
dustojnik J. Bolyai (1802—1860). Od ného pochazi rada

1¢) Ke svym vysledkim dospé&l cestou ryze analytickou, kdyZ dosadil
do vzorei sférické trigonometrie imagindrni polomér.
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konstrukei (konstrukce rovnobézek, tseCky prislusné hlu,
kvadratura kruhu, atd., nikoli vSak tim zpusobem, ktery
my jsme naznacili). Geowetrie hyperbolicka je ¢asto podle
téchto matematiku zvana geometrii Lobadevsky-Bolyaiovou.

V dobé pred Riemannem §lo vidy jen o geometrii hy-
perbolickou. To bylo zplisobeno predpokladem, ktery vet-
8inou byl mléky ¢inén, Ze primka je nekonec¢na. Riemann
(1826—1866), misto aby vychdzel z tivah o nekonedném
prostoru, jak to ¢inili jeho pFedchidci, postavil se ve své
habilatiéni prednasce na stanovisko diferencialni. To
znamend, Ze pocal studovati geometrii v nekoneéné malém
okoli bodu. Jako prvy disledek tohoto postupu objevila
se moZnost nahraditi pojem pfimky nekoneéné pojmem
primky neomezené. Analytickym vychodiskem jeho 1ivah
je kvadraticka fundamentélni forma. Dokazal, Ze za uréitych
predpokladuy, které jsou splnény i v euklidovském prostoru,
je mozZno fundamentalni formu n-rozmérného prostoru uvésti

na tvar
n
= dxf
1

. n -
1+a Zjxf
1

Pfi tom byla a redlnd konstanta. Nyni ovSem bylo
nutno rozeznavati pripady, kdy a je vétsi, mensi, nebo rovno

nule. Konstanta a je co do vyznamu ekvivalentni s kon-

stantami &%, k%, kterych jsme uZivali v geometrii hyper-
bolické a eliptické. Podle toho, zda je a << 0, > 0, nebo =0,
obdrzime geometrii hyperbolickou, eliptickou nebo euklidov-
skou.?) — Eliptickému prostoru fika se nékdy téz prostor
Riemannuv.

Vychodisko Riemannovo hledél zduvodniti Helmholtz
(1821—1894), kdyZ dokazoval, Ze metrickd forma prostoru
je za jistych predpokladi, které jsou splnény i v prostoru
euklidovském, nutné kvadratickd. V jeho pracich je obsa-
Zena jiz mySlenka, Ze pohyb je vyjadren grupou transfor-
maci. S tohoto stanoviska zabyval se timto problémem
Lie (1842—1899), ktery geometrii hyperbolickou, eliptickou

2) Mél Riemann ve svych uvahich na mysli geometrii el.iptic}{ou,
¢i sférickou? To Jdneska s jistotou nemiZeme Fici, nebot obé‘maji stejnou
diferencialni formu fundamenldlni, a Riemann vychazel z ivah diferen-
cidlnich!
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a euklidovskou definoval jako studium grup, které maiji
(tFeba i v omezeném prostoru) charakter pohybovy. — Tim
blizime se jiz Kleinové definici geomelrie jako studia inva-
riantd vzhledem ke grupé transformaci.

Na tomto misté slusi se zminiti o Cayleyové projektivni
metrice. Je to v zasadé studium vztahd polohy néjakého
utvaru vzhledem k absolutnimu iitvaru (kuZelosecce v roving,
kvadrice v prostoru). Cayley (1821—1895) studoval projektivni
metriku nezdvisle na geometrii neeuklidovské.

Hyperbolicka geometrie byla jiZ vybudovéna, ale nebyla
v té dobé jeSté nazorné prokazana jeji logickd nespornost.
Teprve Beltrami (1835—1900) pti studiu geodetického zobra-
zeni ploch na rovinu dospél k nazoru, ze tato geometrie
v roviné jest ekvivalentni s geometrii na plochach konstantni
zaporné miry ktivosli. PTi geodetickém zobrazeni takovych
ploch dospél nezavisle od Cayleye k projektivni metrice.
Ve svych dvahdch zabyval se léZi prostory eliptickymi
(vlastné sférickymi). (VI, 6, odst. 2.)

Odtud byl jiz jen krok k projektivnimu vyjadfeni hyper-
bolické, eliptické a euklidovské geometrie, kteryzito krok
uéinil Klein (1849—1925). On pouzil projektivni metriky
"Cayleyovy, ale zavedl do ni konstanty k, resp. &', kierych
isme pouzivali. Od ného pochazi téz pojmenovani hyper-
bolicka, eliptickd a parabolickd geometrie. On téZ prvy
upOZOPl)'lil na rozdil geometrie eliptické a sférické (VI, 6,
odst. 2).

Tim byla stavba neeuklidovské geometrie (hyperbolické
a eliptické) principielné ukonéena a otevielo se pole studiu
specialnich otazek. To vsak jiZ nepatti do historickych
poznamek o této discipliné, spise do jeji systematiky.
Odkazuji proto c¢tenafe na pojednéni originalni, resp. rizné
monografie (Clifford, Study, Coolidge, Hjelmsljev, Bonola,
Liebmann, Mc Leod atd.), uvedené v poznamkach bibliogra-
fickych.

V nasledujicim paragrafu ukdZeme, jak zakladni mys-
lenky Riemannovy, Kleinovy a Lieovy vedly v souéasné
dobé ke geometrickym systémam, které hyperbolickou
a eliptickou geometrii obsahuji jako velmi specialni pripad.

§ 5. Diferencidlni geometrie doby souasné.

Vychodiskem tvah doby soucasné je jednak diferen-
cidlni stanovisko Riemannovo, jednak Kleinova definice geo-
metrie. Tak podkiadem diferencidlni projektivni geometrie
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v n-rozmérném prostoru?®) je studium téch vlastnosti m-roz-
mérnych ploch (m < n), které se neméni p¥i projektivni grupé
transformaci
n+t1
o'x;= 2 ax; (a;; konst. redlné, 4, j=1... n+1).
1

Pfi tom ony m-rozmérné plochy jsou dény n -+ 1 rovni-

cemi typu
x]-=xj(u, e Uy,

Velmi krasnych vysledki docilili v této geometrii hlavné
Fubini a Cech.?)*) Ponékud méné obecna je t. zv. diferencialni
geometrie afinni, kterd studuje ty vlastnosti zprvu zmi-
nénych ploch, které jsou invariantni vzhledem k afinni
grupé transformaci

7
X, = a,, + 2]- a,x; (a5, ;= konst. redlné, j,k=1...n)
1

n-rozmérného prostoru. Tato grupa reprodukuje nevlastni
(n — 1)-rozmérnou rovinu prostoru. Celd fada némeckych
i jingych geometrii se zabyvala touto geometrii. Jsou to
zejména Pick, Blaschke, Berwald, Reidemeister, Winternitz,
Tzitzeica, Cech atd.

Geometrie shora jmenované obsaZeny jsou jako specidlni
pripady v té geometrii, kterd studuje invarianty vzhledem
k obecné grupe transformaci soufadnic n-rozmérného prostoru

Xi="o;(x,...x,) resp. x; =g¢;("x,... %)) (i=1,...n)
a ke grupé transformaci, znacicich pohyb
y=P; (0, ... x, y,... 4y,
[/] [

(y: znaéi hodnotu y; pravé v bodé zkoumaném).
[

2¢) Prvy, kdo pouZil poimu Prostoru o vice dimensich, byl asi
Lagrange (v ,Théorie des fonctions®). Existence t. zv. kiivek Peanovich
(a Hllbertovgch) vynutila si pfesnou definici pojmu dimense. Pocet
dimensi je invariantem vzhledem k jistym jednojednoznaénym a spo-
jitym transformacim. BliZ§i tidaje najde étenat téméf v kaZzdé uebnici
o teorii mnozstvi.

3) Pii té prileZitosti upozoriinji na prvni éeskou knihu o diferen-
cidlni geometrii projektivni: ,Projektivni diferencidlni geometrie“ (Jed-
nota ¢s. matem. a fys. 1926), jejimZ autorem je posledné jmenovany
prof. Cech.

9) Vedle téchto matematikd nutno jmenovati téx Wilczynskiho,
ktery &ini vychodiskem svych ivah teorii rovnic diferencidlnich.
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Tato geometrie musi se nutné omeziti na diferencialni
stanovisko Riemannovo. Pro zminéné transformace sou-
fadnic plati v okoli zkoumaného bodu

9) d'x;=
Z toho plyne, Ze tato geometrie musi uvaZovati takové

veli¢iny o; resp. V;, které pii transformaci soufadnic se
transformuji podle rovnic

< .
IVi=2I']

pak je totiz vyraz

g LI P
t ] J ’
dx; dx; = 21 =—>d'x;
) J A7 1°
ox; ] = o'x;

elq,iv ) .
;0 U= i T

N n

2
) L Mee gy )
IVl 45k L4 Ly — [

V= 250k S5, x Viv, =V

1 ] il 1 1

invariantni vzhledem k transformacim 9). Veliiny ty nazy-
vaji se slozZky vektord kontravariantnich (V;), resp.
kovariantnich (v;). Grupa pohybova musi byti pak ddna
rovnicemi

Vi=®,(x,...x,; V...V, vi=® (x,...x;0,...0),
0 0 (] o

nebo, vzhledem k tomu, Ze tato geometrie je diferencialni,
T n
av,= i & dx;,  do= ) ¥ dy;.
1 1

Dosud se tato geometrie zabyvala vétsinou jen takovymi
rovnicemi pohybovymi, v nichZ ®;;, resp. ®i; jest linearni
funkei slozek V;, resp. v, t. j.

n n
q’ij:Zlkrikin’ ’Iyij=2krki'j”k-

Riznou volbou téchto koeficientti obdrZime rizné geo-
metrie. Tato metoda jest velmi obecna a v tom spociva téZ
jedna jeji nevyhoda, nebot pro problémy specidlni neni
zrovna nejvhodnéjsi. Proto je nutno drive vytéené metody
geometrie projektivni a afinni povaZovati za rovnocenné
s touto metodou.?) Skuteénym zakladatelem jejim je Ricci-

%) Tak na pf. vhodoou volbou koeficientd I, resp. I ziskdme
geometrii afinni, po pFipad& projektivoi, jejichz vysledky se takto snadno
zobecni. Specidlni problémy té&chto geometrii je nutno v3ak FeSiti meto-
dami jim vlastnimi, nechceme-li zbytedné kalkul zté&Zovati.
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Curbastro. Ukéazalo se, Ze je vhodnou pomitckou k matema-
tickym tvaham teorie relativity. Jeji metody pod nazvem
absolutni poéet diferencidlni, nebo téZ pocet
Ricciho zdokonalili a propracovali zvlasté Levi-Civita, Weyl,
Schouten, Struik, Eddington, Cartan atd.

Kdybychom chtéli touto metodou studovati na p¥. rovinu
hyperbolickoun, bylo by nejvyhodnéjsi fundamentéini formu
predpokladati ve tvaru

ds = pr 2L X

X2

Za jistych pfedpokladud, které jsou splnény nejen v ro-
viné hyperbolické, ale i v euklidovském prostoru na kazdé
plose v obecném bodé, obdrzime

T+ T =0, 1

Flll=1‘212=r221=r122:0’ rzll:_rll‘::—rlﬂ=—r222=_T2'

Tyto rovnice mohly byti vychodiskem naSich tivah.
Zvolili jsme vSak jinou cestu z toho diivodu, Ze je pristupnéjsi.
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