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Kapitola VIIL

UVAHY POMOCNE.

§ 1. Funkce cyklometrické a hyperbolické.

Definujme ¢islo e rovnici

1) e:1++ 2+1;d:"

Pomoci e moZno vyjadrltl funkce trigonometrické bez
ohledu na jejich geometricky vyznam

xi

. 1::‘ ——u:__‘ s~
cosx = —(e )=1— 2‘—1-4'

~ DO

2) i=V—1)

sinx:-_z(e—” e”):.\— 37 + tb
Z téchto rovnic plyne
3) e®=cosx+isiny, e":—cosx—isinx, cos*x-+sinix=1.
Pri tom plati
4) fet2rm —gin g H2ai_ g (y Gislo celé = 0),

Z rovnice y==sinx, resp. y = cosx

muzeme vyjadriti x jako funkei y rovnici
Xx =arcsiny, resp. x = arccos y,
Pro arcsinx plati rozvoj
5) arc51nx—--—+—— +—1——2—'—g—+..~.
Podobné definujeme funkce hyperbolické Sin (sinus
hyperbolicus), Cos (cosinus hyperbolicus) vzorei:
x-i

Cosx— ! (e®+ e %=1 x|

osx——z(e +e )= +2'—|—T+---
6) 1 ;
. .. P S S i -
Sinx= (" —e )= {7+ 37+ 3

183

13*



Z téchto rovnic plynou vztahy
7 e =Cosx+Sinx, e *=Cosx—Sinx, Cog®x—Sin*x=1,

Pro zvlastni hodnoty 0, ~!) hyperbolické funkce vyho-
vuji rovnicim
8) Sin0=0 Cos0=1

Sin~v=oc Cos v =
Z rovnice .
y = Sin x, resp. y = Cos x
muZeme vyjadriti x jako funkci y rovnici
x —=are Siny, resp. x ==arc Cos y.
Diferenciaci rovnic 6) plyne
9) dSin x = Cos x dx, dCosx=Sinxdx.

Hyperbolické a goniometrické funkce jsou vdzany rov-
nicemi, jez obdrZime srovnanim rovnic 2), 6)

10) iSinx-=sinix, Cosx=cosix.
Z této rovnice a rovnice 5) obdrZime pro arc Sin rozvoj

' vSipx—=X_1x,13x
5%) arLSmx_1 23 +2 15

§ 2. Pﬂrozeny logaritmus.

UvaZujme komplexni proménnou z=x+ iy, ((=| —1).
MiZeme ji téZ vyjadfiti rovnici z = r(cos ¢ + isin¢), kde
r=|¥+y .9

Komplexni funkce w, ktera vyhovule rovnici

=z,
nazyva se prirozeny logaritmus proménné z.
Znacime ji w = log z;

1) Symbol oo zavddime definitoricky pro oznaceni potencidlniho
nekoneéna (t. j. nikoliv konstanty). Jeho vysvétleni je obsaZeno ve vété:
»BliZi-li se argument x funkce f(x) neomezené néjaké hodnoté x, a hod-
nota funkce f(x) pfi tom roste nade v3echny meze, zavddime symbol
oo rovnici f(x,) = . — Tento symbol pro potencidlni nekoneéno lisi
se zdsadné od symbolu oo™ (n = 1), uZivaného pro uréité aktudlni
nekoneéno (konstantu) k vyjddfeni pojmu, ktery za uréitych predpo-
kludd odpovidd ,naivni“ predstavé ,dimense“. Rikdme na pfiklad, Ze
viech funkei ax + by + 1, (a, b, const redlné) je oo? nebo téZ Ze viech
pfimek redlnych v roviné je oc* atp.

1a) | Vx* & 4* | &ti: absolutni hodnota odmocniny z x* 4 y.
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w je dano rovnici

11) w=1log(x+iy)=logr+ie+2xmi,

kde x je libovolné celé, redlné &islo a log znadi v tomto
pripadé logaritmus v obvyklém smyslu aritmetickém. Zna-
me-li jednu hodnotu funkce w, obdrZime ostatni pri¢tenim
celociselného nasobku éisla 2xi. Proto Tikdme, Ze funkce w
je mnohoznaéna. Pro x=0 obdriime t. zv. hlavni
hodnotu w,:

12) w,=logr-+ig.

Je-li y=0 a x _- 0 redlné, rovnice 11) nam skyta

13a) logx =logx +2xni, (y =0, x> 0 realné)
Pro y=0 a x 7 0 reilné obdriime z 11)
13b) logx=log|x|+ 2=+ 1) ni, (y = 0, x < 0 redlné).
Hlavni hodnoty téchto funkei jsou
13/ a) log x =log x
resp. o
13'b) log x =log|x| + 7i.

Mezi ~:! hodnotami pro pfirozeny logaritmus ¢isla klad-
ného je jen jedna redlna. Prirozeny logaritmus cnsla zapor-

ného je vidy imaginarny. Je-li z tvaru
a+bi

14) Z::a_bl:,

kde a, b jsou Cisla reéln4, je vidy r=1 a tudiZ
15) log z =i (¢ 4 22 n).

§ 3. Systémy soufadné.

1. Soutradnice bimetrické. Uvazujme dva body o’
a 0" na pfimce P. Pomér vzdalenosti (branych algebraicky)
libovolného bodu x na P od bodu o' a 0" uréuje tento bod
]ednoznacne Oznaéme tyto vzdalenosti b‘, resp. b“. Jsou-li
¢, resp. ¢ dvé libovolné, od nuly ruzné konstanty, pak

i pomér
p bl bll
i =X,k

C [

tento bod x jednoznaéné stanovi. Cisla x;, x> jmenujeme
homogennimi bimetrickymi soufadnicemi bodu x na
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ptimce. (Lépe v ,piimé Ffadé bodové“.) Je zFejmé, Ze Cisla
0X, 0X; & 60Xy, 6X; stanovi svym pomérem tyz bod, i kdyz
¢+ 0, 0,0+0. Body o, resp. o (tak zvané body zékladni)
maji soutradnice

Na ptimce existuje jediny bod (tak zvany jednot-
kovy), jehoi soufadnice jsou 1, 1. Bod o soufadnicich 0, 0
na pfimce neexistuje.

Zvolme bod mimo pfimku P a promitnéme z ného body
0, 0", x paprsky O, 0", X. Cisla x,, x, uréuji svym po-
mérem jednoznaéné paprsek X spojujici stfed promitani
s bodem x. Soufadnicim x; resp. x, Fikdme v tomto pii-
padé homogenni bimetrické souradnice paprsku ve
svazku paprsku. (Svazek paprskii, pfesnéji ,linearni svazek
paprsku“, je souhrn vSech paprsku, prochazejicich jednim
bodem.) Plati o nich véty odvozené pro bimetrické soufad-
nice na primce. (Tyto soufadnice miZeme ovSem odwoditi
téZ primo z vlastnosti svazku, aniz bychom si pomdhali
néjakou, ostatné zcela libovolnou pFimkou, ktera svazku
nepatfi.)

2. Soutfadnice trimetrické. UvaZujme trojihelnik
o vrcholech o/, 0", 0" a stranach O =o0'"0"", 0" =0"'0’,

O0'" = 0’0"”. Pomér vzdélenosti libovolného bodu roviny troj-
uhelnika od stran O’, 0”, O"" uréuje tento bod jednoznaéne.
Oznaéme tyto vzdalenosti &', 8”, b'". Jsou-li ¢, c”, ¢’ tri
libovolné, od nuly ruzné konstanty, pak i pomér
b b b
CArd

=X XX

tento bod jednoznadné stanovi. Cislim x;, Xx,, x3 Fikdme
homogenni trimetrické soufadnice bodové v roviné.
Je zfejmé, Ze Cisla o x; a ox; (i=1, 2, 3) stanovi tyZ bod
i pfi 040, o, 6+0. Vrcholy o', 0”, 0"’ (tak zvané body za-
kladni) maji soutadnice

o ......... 0, 0, 0 1, 0,0
o ..., 0, o, Onebo 0, 1, 0
o 0, 0, o 0, 0, 1

&
~

V rovind existuje jediny bod, jehoZ soufadnice jsou
vV poméru
Xpix,ixy=1:1:1.
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Rikame mu bod jednotkovy. Bod o soufadnicich 0,
0, 0 v roviné neexistuje: .

Rovinna kfivka m -tého stupné je v téchto soufad-
nicich uréena rovnici

fOr, X, %) =0

kde f je homogenni funkci stupné m -tého v proménnych.
Podle toho je rovnice pfimky linearni a homogenni. PiSme
ji ve tvarn
16) X x,+ X%+ X;x,=0.

Prochazi-li tato pfimka dvéma body z, £ (t. j. body,
]1chz soufadnice jsou z,, 2, 23 a 1,, f,, I3), musi rovnice 16)

soufadnicim téchto bodi vyhovovati. Je tedy rovnice 16)
ekvivalentni s rovnici

X, X, X,
17) fl 7-.' ‘;.1 =x(nmh—znt)+ 0 @E— 2 8)+x @ h—2,8)==0.
1 2 %
Porovnianim 16) a 17) ziskame
17) XXX, =zt —ntint—z izt — 2zt
Oznaéme obecné determinant t.' ;’ =zti—zt, (,j=1,2,3)

symbolem [z; ]
Rovnice 17°) jsou ekvivalentni s relacemi
18) eXi=l[nt], eX.=[xnt], eXi=[zt] (¢F0).

Cisla X, Xo, X, uréujf svym pomérem jednoznacné
primku, spojujici body z a £ Rikame jim pfimkové homo-
genni soufadnice trimetrické v roviné. — Rov-
nice bodu, ktery je priasecikem  piimek Z (Z,, Z,, Z;)
aT(T, T2, T,,) jest obdobné se 17),

X X, X
19) ‘z, Z, Z,
Tl T2 T:]

=X (2, Ts)+ X;[2, T\| + X [Z, T.]=0.

§ 4. Projektivni pfibuznost.

UvazZujme v prostoru dveé libovolné roviny. Trimetrické
souradmce bodu v jedné roviné oznaéme x,, Xoy Xg V druhe
"%, 'Xg, 'x3. Jsou-li body obou rovin si tak pritazeny, Ze
plati rovnice

y=dy X+ dp X, X
20) 5 Moy = aw X, i anx. i Zg x, (aj=realndkonst,i,j=1,23,
X3 =@y, X, + A3, Xy + Ay X5 ¢ % 0 koef. timé&rnosti),
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fikdme, Ze obé roviny jsou ve vztahu & prFibuznosti pro-
jektivni. Pri tom predpokladdme, Ze determinant soustavy
A, Q13 ayy

a3y A3 Ay
a3, Q32 Ay

21) D= +0

je od nuly rizny. Za tohoto predpokladu miiZeme TeSiti
rovnice podle x. Ziskame tak rovnice inversni

ox, = Ay 'x; + Ay x, + Aqy '3y
22)  ox,= Apn'x,+ 4, 'x, + Az, 'x, (03 0 koef. imérnosti).
ox;=A,'x,+ A, 'x,+ 4;,'x,

Zde jest A; algebraicky doplnék v determinantu D,
prislusny k a;, déleny D. Tedy na ptiklad
a,, ay; atd.

DA, =
1 a3 Ay

— | @y
DA, = l a,; ds

Rovnicim 20), 22) fikdme rovnice transformacni,
kratee transformace. Pomoci jich odvodime i transformace
primkovych soufadnic. Podle 20) jest aZ na konstantni faktor

3 3
— 1 ¢

Uz/t) =i a; aylzit) = 5 Sig
1 = 1

Transformuje se tedy X, podie
23) !X, = A, X, 4+ A,X,+ A,X, (¢ F0 koef. imérnosti).

a,,a,; |

| Oy Oy

[z;].

Podobné odvodime
Xy = A Xy + A0 X, + A X,
#' Xy = An Xy + A X, + AsX,;.

Soufadnice bodové transformuji se podle 20), primkové
podle 23).

Kdyz jednu rovinu premistime tak, aby splynula s ro-
vinou druhou, rovnice definuji projektivni pfibuznost dvou
rovin soumistnych. Misto toho rikame, Ze rovnice 20) defi-
nuji projektivni pfibuznost dvou soustav soumistnych.

V takovych soustavach je nasnadé otazka, zda exi-
stuji body, jeZ odpovidaji samy sobé? Existuje-li takovy
bod x='x, musi jeho soufadnice vyhovovati rovnicim 20),
jeZ muZeme psati ve tvaru

23')

(@, —e)x,+ apx; + d,,0; =0
)?‘) ayx, + (@, — ¢) x, + QX3 =0
. ay,x, + d3:%; + (dyy — @) X3 = 0.



Tento systém rovnic ma jen tenkrate TeSeni nenulové
(t. i. alespon jedna soutadnice jest od nuly riznd), kdyZ

a,—e s, a;,
24) Qyyy @y — @ ay|=0.
ayy, Ay, Qa3 — ¢

Rovnice 24) je tretiho stupné v ¢ a jejim FeSenim ob-
drzime tudiZ tfi koteny o', o”, ¢’ obecné razné. Kaidému
koFenu ¢ odpovida obecnd”jeden bod x=’x. Témto tFem
bodim fikdme samodruziné body soumistnych soustav pro-
jektivnich. Dvé soustavy soumistné projektivni
maji obecnétfibody samodruzZné. Tyto body mohou
ve zvlastnim pfipadé ruzné splyvati. (Také jich muze byti
nekoneéné mnoho.) Piimka, spojujici dva body samodruzné,
ma tu vlastnost, Ze kterykoli jeji bod transformuje se do
bodu téze primky. Rikame, Ze se tato primka pFi transfor-
maci 20) reprodukuje.

Aby projektivni pribuznost 20) byla stanovena, potte-
bujeme znati koeficienty a;j, to je zddnlivé devét udaju.
Jezto vSak bod je uréen pomérem svych soutadnic, staci
znati pomér téchto deviti koeficients, ¢ili osm iidaji. Ri-
kame, Ze je v roviné celkem ~& projektivnich pfibuznosti.
Potfebnych osm udaji ziskdme, kdyz ¢tyfem libovol-
nym bodim jedné soustavy prifadime étyFi libovolné
body soustavy druhé. Ziskame tak ¢étyfi dvojice rovnic typu

X1 byX bk +Buxy  xy byy o baaXy 4 by ( asj )

7 - "
Xy by, 1+ byXy + byexy 7 'xy byx, + by, %, + by’

§= Q33
Z nich vypocéteme hodnoty b;, jichZ je jen osm neznamych,
nebof b33 =1,

Poznidmka. Co jsme dokdzali o soumistnych soustavich rovin-
nych, plati s malymi obménami i pro soumistné projektivni soustavy
bodd na pFimce, resp. pro dva projektivni linedrni svazky paprskoveé.
Projektivni vztah je v tomto pFipadé stanoven rovnicemi

o'x, =d, X, + d\yx, (d, dy, — d,dy, :F 0,
¢'x, = dyx, + d,x, dy= redlna konst. i,/ =1, 2).

Je tedy ~ téchto projektivnosti. Obecné dvé takové projektivnosti maji
dva body (resp. dva paprsky) samodruZné,

§ 5. Grupa transformaci.

Rovnice 20) oznafujeme téZ symbolicky takto
20") =T,x.
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Tuto rovnici ¢éteme: Bodu x je pfifazen projektivni
transformaci o koeficientech a; bod ‘x. Je zfejmé, v éem
spocivd vyhoda tohoto oznaeni. MuZeme totiZ kratce vy-
znaéiti rizné projektivni transformace. Tak na pfiklad rov-
nice =T, x

znamend, Ze jsme bodu x prifadili bod 'x néjakou projek-
tivni transformaci o koeficientech c¢; (které mohou byti
rizné, ale pripadné i stejné s koeficienty prve zminéné
transformace). — Rovnici 22) znaéime symbolicky

22%) x=T, Try.

Takovym zptsobem oznaceni jest ihned vystiZena sou-
vislost transformace pivodni 20’) a ji inversni 22'). Mezi
viemi transformacemi je jedna t. zv. transformace iden-
ticka. ObdrZeli bychom ji tfeba z transformace 20) za
piredpokladu, Ze a;; = ay; = ags F 0 a ostatni koeficienty = 0.
Takova transformace identickd pFifazuje bodu x opét tyz
bod x. Symbolicky znadime tuto transformaci rovnici

x=Tx.

Pritadme bodu x bod ’‘x transformaeci 20’) a bodu ’x
bod "'x transformaci ""x = 7;’x. Obdriime tak bod "x po
dvou transformacich, coZ znaéime symbolicky

”x:TfTax.

Mize se stati, Ze k bodu "x bychom dospéli téZ jen
jedinou transformaci, tieba "x = T, x. MiZeme v takovém
pripadé psati =T x =T, T, x.

Symbol x je v poslednich dvou ¢élenech zbyteény a proto
jej pristé jiz psati nebudeme.

V minulém paragrafu jsme dokazali, Ze je celkem oo®
projektivnich transformaci. Splhuji-li tyto transformace pod-
minky, jichz symbolicky tvar je

aT,T,=T, b T(T;T)=(T,T)T,, ¢ T,T,=T,T,~=T,
dT,T, '=71"17,=1,

Fikdme, Ze tvofi osmimocnou grupu projektivnich
transformaci, kratce osmimocnou projektivnigrupu.
Podminky a), b), ¢), d) vyjadtime slovy takto:
a) Dvé transformace muZeme vidy nahraditi jedinou. (Tu-
diz i libovolny konecny pocet transformaci miZeme nahra-
diti jedinou.)
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b) Vysledek tfi transformaci je nezdvisly na tom, které
dvé, transformace po sobé jdouci nahradime jedinou. (Tak
zv. zakon asociativni.)

¢) UvaZované transformace obsahuji téZ transformaci iden-
tickou.

d) Ke kaidé z uvaZovanych transformaci miZeme udati
transformaci inversni.

Kazda grupa, obsaZena v grupé Gj, nazyva se jeji
podgrupou. Takova podgrupa grupy G; muze, ale ne-
musi byti méné neZ osmimocna. Obdrzime ji, kdyz trans-
formacim 20) grupy Gs predepiSeme néjaké podminky tak,
Ze a), b), c¢),d) jsou i potom v platnosti. Na pf. miZeme
Zadati, aby grupa G; reprodukovala néjakou kuZelosecku,
t. j. aby body této kuZelosecky se transformovaly trans.
formacemi 20) opét do bodi na téZe kuZelosecce. (Tato pod-
grupa projektivni grupy jest trojmocna Gj.)

Uvazujme o libovolném utvaru v roviné. Jest mozno,
Ze nékteré vlastnosti tohoto utvaru se transformacemi 20)
neméni. Takovym vlastnostem fikdme invariantni vlast-
nosti ttvaru vzhledem k transformaci 20). Matematickému
vyjadreni invariantni vlastnosti rikdme invariant trans-
formace.?) Projektivnim invariantem nazyvame inva-
riant transformaci 20), tvoricich projektivni grupu. Projektivni
invariant jest zdroven invariantem kazdé podgrupy z grupy
projektivni. Obréacené to vSak platiti nemusi. Projektivni
invariant podgrupy nemusi byti invariantem grupy. Tak jest

na priklad vyraz . .
E)= )

invariantem podgrupy G,
e'x,=x,acos e+ x,asin«
¢'x,=x,dsina —x,acosa
¢'x=ax,,

nikoliv vSak projektivnim invariantem.?)

Pro nés je dilezity projektivni invariant, nazvany dvoj-
pomer ¢ty bodd (resp. étyP pfimek). Jsou-li na pFimce

?) Tato véta neni definici invariantu, vystihuje vSak dostatecné
pro nas icel, co rozumime slovem invariant. ;

%) Invariant midZe obsahovati soufadnice bodové, pfimkové, pfi-
padné i n&jaké konstanty. V teorii invariantd se rozeznévajl jmény
invarianty, které obsahuji uréité z pravé vytienych velidin.

191



CtyFi body a, b, ¢, d, nazyvame dvojpomérem téchto ¢tyr
bodd podil poméra vzdalenosti
ac ad
be T bd ”
Dvojpomér ten zna¢ime (abcd). Cheeme-li jej vyjadriti
souradmceml, staéi predpokladati, Ze body a, b,¢,d lezi
tfeba na pfimce x; =0:

a(a,,a,,0), b(b,,b,,0), c(c,,¢,,0), dd,d,,0).
Snadnym vypoctem ziskdme
[a, ;] [b, d,]
[6, c.la, d)]
Podobné je dvojpomér étyf paprska 4, B, C, D
sin(AC) . sin(A D)
sin(BC) °~ sin (B D)
Jsou-li soutadnice téchto paprsku, jdoucich bodem o rov-
nici X; =0,
A(A,,A,,0), B(B,,B,,0), C(C,C.0), D(D;,D,,0),
snadno vypocteme

.~

25) (@abecd)= =(cdabd).

26) (ABCD)= = (CD A B).

, _ [4,C)][B, D)]
Je-li (abcd) = —1, Fikime, Ze tyto Ctyfi body jsou

harmonické, nebo téz, Ze body c,d oddéluji harmonicky
body a, b. Totéz Fikime o prlmkach, je-li prisluSny dvoj-
pomér roven — 1.

Dvojpomeér c¢tyF paprski nam poslouZi ke stanoveni
trimetrickych soutadnic bodovych. Oznaéme paprsky, spo-
jujici jednotkovy bod j a obecny bod x s vrcholem o' za-
kladniho trojihelnika, P’, resp. I’ (obr. 1a).

Z definice dvojpomeéru ¢tyF paprsku rovnici 26) plyne, Ze
(0" 0"P 1y = R

‘.xm JJIII

Ale pro soufadnice bodi x a j plati podle odst. 2, § 3

e

xx’ xx" Td

J , ..
Xy = —5— ¢’ y 9 Xy = cl[[ ’ s.’- c}""l_ eJa :T’ Ja=1s
a tudiz
@ onpry=2 S X b X 1%
xy ¢y -‘fa J:J x, "1 x; °
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Podobné bychom dokazali
(0PI =t

i)
Pomér soufadnic trimetrickych
X ix X, = (00" P'I): (0" 0" PI):1
se tedy neméni projektivni transformaci. Proto témto sou-
fadnicim také fikdme projektivni soufadnice homo-
genni.

Y o”

Obr. 1a). Obr. 1b).

Ctenat snadno nahlédne, Ze pomery —2 jsou podle
predchézejicich vysledka téz Xg X3

_x_l_ pr 31 -u _x;z_ 77PN IR
X, “(0 op )1 X, _(0 Opl)-

Je-li 0" ibéznou primkou zkoumané roviny, miliZeme
vhodnou volbou jednotkového bodu (t. j. volbou konstant

, . . Xy X . i _
¢':¢”:¢") dosdhnouti, Ze =1, -2 jsou tak zvané cartézské
? X3’ X,

8 3
soufadnice (kosouhlé). Jsou-li osy O L O, ziskame pravo-
iihlé soufadnice cartézské, které é&tenarl jiz zna v oznaceni

X1 X9
X=-—, y=-—",
X3 X3
Pozndmka. Podobnym zpﬁsobem miiZeme dokdzati, Ze i bime-
trické soufadnice x,, x, bodu na pfimece jsou projektivni (obr. 15). Pro
tyto soufadnice plati
xo ;En . j_l . .’ 0/,

ex,zT’ (‘xz':T:(’Jx: PG rer= ¢’ o=
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a tudiz
(0' "xj) — fx;—OI- M _‘!.i”_. = Cle M c,jl = —xl
xor o 0% LT m

¢imZ dikaz proveden. Uplnou analogii pro soufadnice pfimky ve svazkn
prenechidvdm ctendri.

§ 6. Formy kvadratické.

1. Polarni proces. Vyraz druhého stupné v pro-
ménnych x,, xp, x5
27) F=gux + guXs -+ guxs® + 2(gpX, Xy + g X, X3 + g2 X2 X3)

nazyvd se termarni forma kvadraticka. Pri tom
predpokladame, Ze alespoil jeden z konstantnich koeficienti
gi—gii(i,j =1,2,3) jest od nuly ruzny. V dal$im budeme
se zabyvati jen takovymi formami, u nichZ vSechny koefi-
cienty jsou redlné a determinant

Iu Ji2 93
g2 G2 92
Ga1 Y22 Gas

od nuly riazny.
PoloZme 2f= 0. Rovnice
28)  guxX Pt gadl T Xl T 29X+ 20,00 + 20, X,x, =0

predstavuje kuZelosecku, tieba v souradnicich projektivnich.
Body v roviné kuZelosecky, z nichZz lze vésti dvé reélné
teény, nazveme body vné kuZelosecky. Z bodu uvnit¥
kuzelosecky lze vésti jen dvé teény imaginarné. Body, které
jsou bud vné, nebo uvnitt kuZelosedky, nazveme spoleéné
body mimo kuZelosecku. Zvolme libovolny bod mimo
kuZelosec¢ku o soufadnicich y,, y,, ys. Operace

t'j:lf '3'!"

R

. + ji.[ 'Il)

‘)
nazyva se polarni proces. Forma, ktera timto polarnim
procesem vznikne

fi=@ud + gV + Y X+ (Gu Ui + G2 Yo+ G la) Xo + (G Yy -+
‘ + ga:¥> + Gaals) X3y
nazyva se prvni polarni formou formy 2f. PoloZime-li ’f; =0,
rovnice a

Gu¥i+ ¥+ 93 Y2) X0+ (Gu Y+ g ¥ + gnya) X2 + (gnyy +
+ g32Y2+ gl X3 =0
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predstavuje polaru bodu y vzhledem ke kuZeloseéce 28).
(Polarou bodu y vzhledem ke kuZelosecce nazyvame spojnici
dotyénych bodu tecen z bodu y ke kuZeloseéce vedenych.)

Rovnice 28) predstavuje kuzZelosecku v soufadnicich
bodovych. T4z kuZelosecka v soufadnicich pfimkovych ma
rovnici
gu 92 9 X,
a1 G Gn Xo
In gx: Jaz Xa
X 0

1 A2 Ay

28')  WF=

Této rovnici fikame téZ neékdy tecnova rovnice kuielo-
seCky. Bodova rovnice kuZelosedky predstavuje tuto jako
geometrické misto bodi. Tecénova rovnice kuZeloseéky ji
predstavuje jako obalku primek (tecen). Je-li determinant
d bodové rovnice rozdilny od nuly, pak je i determinant
G, G Gm
G, G, Gy
Gﬁl GS.. GZ]S

D= +0.

Zvolme libovolnou piimku Y, ktera neni tenou nasi
kuzelosecky. Poldrni forma

1 (3°F A 39F
F, __-~(\X Yo+ g iy %)= (G ¥+ GuYat G Y X, +

T(G-:l Yl ‘1‘ G;z Y-: + Gz:s Y:l) X: 4 (GJI Yx + G:\z Y-.' + G:]Z! Y:l) X:!

skyta nam rovnici bodu 3F, == 0, ktery jest pélem polary Y
vzhledem ke kuzelosecce.

Je-li v 3f x, =0, ziskdme formu binarni kvadratickou
F=guxP+ 200X X T g X2,

Polozime-li 2f = 0, ziskdme rovnici dvou bodu na primce
Xx;=0:
23) InX® +2guX, X, 1 gnXf =

Polarni proces provedeny na tuto formu nam skyta
rovnici bodu, ktery s bodem y (y;, ¥, 0) je harmonicky od-
délovin body 29). Interpretaci dualni (t. j. pro dva paprsky
ve svazku) pfenechavdm étenari.

2. Kanonicky tvar formy binarni. Kanonickym
tvarem rovnice 29) nazyvdme ten jeji obecny tvar, pri
kterém je nejmensi pocet koeficienti. Obdrzime jej z rov-
nice 29), kdyZz vhodné volime systém soufadny. Levou
stranu takové rovnice nazyvame kanonicky tvar formy
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bindrni. DokaZeme, Ze kanonicky tvar bindrni formy jest
mozZno psati (aZ na faktor imérnosti)

30) bud x;?—x.?, nebo X2 4 x,2.

K dikazu zvolme za body zikladni na pfimce takové
body o’ a 0”, které jsou harmonicky oddéloviny body danymi
(rovnici 29). Polarni forma k 29) jest

Fi=Guxi+ guX) Yy +(GuX, + guX) Y.

Rovnici 2f; = 0 maji vyhovovati soutadnice bodii o’ a 0”,
t.j. (1,0) a (0, 1).

@1l +9.00+(9,.1+¢,.001=0.

Musi tedy byti g, = 0. Podle toho mozZno rovnici 29)
vidy psati
29°) A X'+ x'=0,

Pfi obecné poloze jednotkového bodu maji zkoumané
body soufadnice

Xy =+ G2 .
X3 gn

Vhodnou volbou jednotkového bodu mtZeme vidy

dosdhnouti, 7e je 72 = — 1, nebo Gz _ | g3y,
gu gu

Tim je naSe tvrzeni dokéazano.

3. Kanonické tvary formy ternarni. Kanonic-
kym tvarem rovnice 28) nazyvame ten jeji tvar, pti kterém
vystupuje nejmenSi pocet koeficientd. Levou stranu tak
upravené rovnice nazyvame kanonicky tvar formy ternarni.
Rozezndvime dva kanonické tvary formy ternarni. Prvy je
kanonicky tvar polarni, ktery moZno psati

31) x4+ x*—x*, nebo x*-+x,°+ x;%,

3a) Jsou-li body zkoumané redlné, staéi voliti konstantu ¢’: ¢”” uréujici
/2 'ht
jednotkovy bod tak, aby (f—,,) =— b%,',—g:;,, pfi demi b/,b,” resp. b,/
b, jsou vzddlenosti bodd 29) od bodi o/, 0”.
Jeou-li v3ak zkoumané body imagindrné& sdruZené, volime pfisluSnou

konstantu podle rovnice
Y b’by) 0
e
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druhy, kanonicky tvar te¢novy moZno psati
32) X2 — X, 2.

Ukéaieme nejprve, jak je moZno ziskati vhodnou volbou
souradného systému kanonicky tvar poldarni. Zvolime sou-
fadny trojuhelnik tak, aby byl polarnim trojihelnikem
dané kuZeloseCky (rovnici 28).4) ‘

Aplikujeme-li dvahu piedeSlého odstavce, ziskime rov-
nici kuzZelosecky ve tvaru

33) ° IuXP+ gnX + gix2=0.

Necht tato kuZelosecka je redlna (pti gy; - 0, g2 > O,
gss < 0), nebo imaginarni (gy;, goz, gss > 0), vidy jedna ze
stran soutadného poldrniho trojuhelnika ji protina v bodech
imaginarné sdruZenych. Necht je to tfeba strana O'”. Podle
pozndmky 3) predchazejiciho odstavce muZeme vhodnou
volbou konstanty ¢': ¢” dosdhnouti, Ze tyto priseéné body
maji soutadnice

i:1:0, i:—1:0,
t. i. g1 : 922 =1. Podle toho je vidy moZno rovnici kuzelo-
secky psati
33) bud x?-+x —gux?=0, nebo x?+x2-4gux?=0.

Jednotkovy bod uréen je vSak pomérem tfi konstant
¢, ¢”, ¢'". MiZieme proto jesté vhodné voliti pomér ¢': ¢'.
Ten zvolime tak (opét podle poznamky citované), aby prise-
¢iky primky O” mély soutadnice

1:0:1, 1:0:—1

v ptipadé kuZelosecky reélné, nebo
i:0:1, i:0:—1

v piipadé kuZeloseCky imaginarni. Je tudiZ pfi této volbé
v obou pripadech gz; = 1. Rovnice kuZelose¢ky v kanonic-
kém tvaru polirném je pak skuteéné
33") bud x2+4x,—x,2=0, mnebo x?+ x4 x2=

V prvém pripadé je kuZelosecka realna, v druhém
imaginarni. Rovnici 33”) je prva ¢ast naSeho tvrzeni do-
kézana.

Mame-li dokazati druhou ¢ast naseho tvrzeni (o kano-
nickém tvaru teénovém), volime bod o' sice opét pélem

*) Poldrni trojihelnik dané kuZeloselky je takovy, jehoZz vrcholy:
jsou pély protéjgich stran vzhledem ke kuZeloseéce a obracené.
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ptimky O, ale za body 0", 0"’ volime prasediky pfimky O’
s kuZeloseckou. Jezto body zakladni jsou realné, je zfejmo,
Ze vylucujeme pripad kuZeloseéky imaginarné a bod o’ vo-
lime vné kuzZelosedky, aby jeho poldra O’ protinala kuZelo-
secku v bodech redlnych. Rovnice 28) ma vyhovovati sou-
Fadnicim 0:1:0 a 0:0:1 bodi o0”,0"”. Musi tedy byti
gu=gn=0.
Koeficienty g,2, g3 ziskdme z dvahy, Ze pfimka x, =0
(t. j. O) je podle predpokladu polérou bodun o’ (1,0, 0).
Uvahami ndm jiZ znamymi odvodime
gn=yg,n=0.
Zvolime-li nyni jednotkovy bod na kuZeloseéce, musi byti
gu+2g,=0.
Rovnice kuZelosecky v tomto systému soufadném je tedy
34) x?—x,x,=0.
Tim jsme dokazali i druhou ¢ast naseho tvrzeni. Z rov-
nice 34) plyne téz

PolozZime-li

35) H Xk
X, X, Ly

muZeme pro body kuZelosecky psati
35%) X Xyt xy =/ Ay 10002

Vyjadreni takovému fikdme parametrické. Para-

v e Y . 4

metrem urcujicim bod na kuZelosedce je 1=-=1.Tohoto

vyjadteni pouZijeme s vyhodou v paragrafu nasledujicim.

4. KuZelosedky sloZiené. Drive viak nez k tomuto
paragrafu pfistoupime, musime jesté promluviti o pFipadé,
ktery jsme s pocatku ze svych uvah vyluéovali, kde deter-
minant z koeficienti bodové rovnice kuZelosecky je roven
nule. Pfedpoklddejme, Ze bodova rovnice kuzelosedky je

I X2+ Gor X2* -+ Gy X2 =

Determinant z jejich koeficienti ma byti nyni podle
predpokladu roven nule, t j. -
' 19,0 0 !

20 =g Fngn=20.
Fas | .
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To neni jinak moZno, nezZ kdyZ jest alespon jeden
z koeficientl, tfeba gy3, roven 0.
Tu miiZeme rovnici 33) psati

36) guXx?®+ gnx=0.
Tato rovnice predstavuje dvé pfrimky o rovnicich
leE.+i-¢=V—E=0. x.Vg_ll—l'sz.tlT-;=0-

Obé pFimky. jsou redlné, je-li gﬂi 0.
11

Tecénova rovnice kuZelosecky 33) jest
X gngn+ Xl2gugn+ X gugn=0
atudiz v pripadé, Ze gy =0, tato rovnice se zjednodusi na
36") X =0.

Posledni rovnice predstavuje prisec¢ik svrchu zminé-
nych piimek. — Ctenaf se snadno presvédéi, Ze determinant
z koeficientii rovnice 36') je rovny nule. Je-li jesté g;; =0
a gq ¥ 0, rovnice kuzelosecky jest x;2= 0, coZ predstavuje
rovnici primky, dvakrite poéitané. — UvaZujme nyni kuzelo-
secku jako obalku tecen. Jeji rovnice necht je
37 GuX32+ G X+ G Xi* =0

V ptipadé, Ze determinant z koeficienti této rovnice je

roven nule. musi jeden z téchto koeficientn, tteba Gy = 0.
Pak rovnice

38) GuXP+G,X2=0
predstavuje dvojici bodli o rovnicich
XVG,+iX,{G,=0, X VG, —iX.VG,=0.

Bodova rovnice kuZelosecky 37) jest
22Gp Gy + 22 Gy Gy + %2 G G, =0
a tudiz pfi Gg =0

39) X2 =
Tato rovnice pfedstavuje rovnici pfimky (dvakrate po-
¢itané), na niZ se svrchu zminéné body nalézaji. — Je-li

jesté G;; =0 a Gy, F 0, ziskame X,2 =0, t.j. rovnici bodu,
dvakrate pocitaného.

KuZelosecky, jichZ prisluSny determinant je roven nule,
nazveme kuZeloseckami sloZenymi, na rozdil od kuZelo-
secek dfive projednavanych, které se nazyvaji kuZelosecky
jednoduché.
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§ 7. Podgrupa G;,.

V patém paragrafu jsme dokazali, Ze projektivni grupa
G5 obsahuje x® transformaci typu 20). Zminili jsme se téz,
Ze z této grupy miZeme vybrati podgrupy, predepiSeme-li
transformacim néjaké podminky. Studujme bliZze podgrupu,
ktera reprodukuje néjakou kuZeloseéku (jednoduchou). Necht
tato kuzeloseCka je ddna rovnicemi 35') (nebo 34).

Ma-li se tato kuZelosecka reprodukovati transformacemi
20), musi byti identicky (t. j. pro kaZzdé x;: x;: x;) splnéna
rovnice

3 2 3 3
X — X, X = ¢ [(2‘ ay -‘i) - (2’ a5 xi) (2" G x,,)]
. 1 1 1
(e ¥ 0 koef. imd&rnosti).

Z toho mizZeme odvoditi podminky pro koeficienty a; .
Tak na piiklad koeficient pii o2 x3? v pravém clenu této
rovnice musi byti roven nule, t. j.

40) a,* — Ay dy; =0,

nebot na levé strané se xg? vilbec nevyskytuje. Ze v8ech
obdobnych podminek mohli bychom vyjadfiti osm neza-
vislych koeficientt tfemi. Hledana podgrupa je tedy troj-
mocnda, Gs. Rovnice 40) pouZijeme ke stanoveni vztahu

mezi parametrem 1= - bodu x,:x,:x; na kuZelosedce
Il .
a parametrem 1 =,—1‘~ bodu ’x; : 'x, : 'x3 na kuzeloseéce mu
§ 2
odpovidajiciho. Pro bod transformovany je téz
= I_IL — ’x_:,
7 Tl
X, X,

Jsou-li m, n dvé libovolna ¢éisla (z nichZz alesponi jedno
jest od nuly rizné), miZeme téZ psati
o %+ 0,
T m'x,4+n'x,’
Dosadime-li do této rovnice z transformacénich rovnic
20), obdrZime po snadné upravé

41) X (ma,, + na,) 4 x,(ma;, + na,;) 4 x, (may, + na,y)
X, (may, + nda,) + x,(md,, + nay) + x, (ma, + ndy)
Pomér Cisel m: n muZeme voliti tak, aby byly splnény

Fovnice mdy +na,-—=0, ma,, + na,, =0,
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nebot determinant této soustavy dvou rovnic je roven nule
(rovnice 40). V tom pfFipadé v rovnici 41) se anuluji koefi-
cienty pii x; a tudiZ z ni obdrZime podle 35)
1 o= A(may, + na,) + (ma,, 4 nay,) — Loyt ci
i(ma, + nay) +(ma,+ ndy) dey + e

(c”, €i2y €1y Cay komst, reélné)
€1 €22 — Cra €y

Tato rovnice jest ekvivalentni s rovnicemi
el =cy? + ety o'y = ey +cnhs,

které jsou transformacénimi rovnicemi pro body kuZelosecky.
Dvé fady bodi na kuZelosecce gsou témito rovnicemi uve-
deny v projektivni pfibuznost. Ctendr se snadno presvédéi
(postupem obdobnym jako v § 4), Ze ony dvé Fady maji
obecné dva body samodruiné. Jezto vSak v projektivni
ptibuznosti dvou soustav rovinnych jsou obecné tfi body
samodruZné, musi tfeti samodruiny bod, patfici grupé Gy,
leZeti mimo kuZeloseCku. Musi to byti prisecik tecen
kuZelose¢ky v samodruZnych bodech, nebot jen tyto teény
se na kuZelosedce reprodukuji. Shrneme-li tyto. vysledky,
muZeme Fici:

Podgrupa, kterda reprodukuje danou kuzelo-
seé¢ku,je trojmocna. Dva ze samodruznych bodu
pFfisludnych transformaci jsou na kuzZelosecce,
tfeti je v pruseéiku tecen v téchto bodech ke
kuzZelosecce.

§ 8. Orthogondini kruZnice.

Zvolme v roviné pravouhly systém cartézsky za systém
soufadny. KruZnice o polomeru r, majici stfed v poéatku
systému, je ddna rovnici
42) x4+ yr=r.

Budeme ji nazyvati kruznici L. Zvolme dva jeji libovolné
poloméry a povazZujme je za teény jiné kruZnice, dotykajici
se zvolenych poloméru v jejich koncovych bodech. Najdéme
roynici této kruznice! Rovnice kruZnice o stFedu (g, b) a polo-
meru w ]e (x_a)-g_+_ (Il — b)z = w?.

Ma-li tato rovnice predstavovati onu kruZnici, musi
G40 =wr k.
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Predposledni rovnici miiZeme tedy v nasem ptipadé
piepsati na
43) x4+ y*—2ax—2by+r*=0,.

Této kruinici budeme Fikati kruZnice L'. Kruznice L’
a L protinaji se pod pravym uhlem. Rikdme té%, 7e L a L’
jsou orthogonélni kruZnice. KruZnice L’ uréena je dvéma
tidaji, nebot v jeji rovnici jsou dvé libovolné velic¢iny a, b.
Proto Fikdme, Ze v8echny kruZnice L’ tvoii dvojmocny svazek,
nebo téZ, Ze je jich ~2 Do tohoto dvojmocného svazku jsou
zahrnuty i prameéry kruznice L jako mezny piipad kruZnic,
jichZ poloméry rostou nade vSechny meze.5) Tyto ,zvlastni“
druhy kruZnic oznaéime symbolem L,.

Kruznice L’ je uréena dvéma obecné poloZenymi body
p ', y"), q(x", y"), nebot dosazenim soufadnic téchto bodu
do 43) ziskame rovnice

ax’ + bl], o= é_ (xll _'_ylz + r2), ﬂx” + byll.:_ A;__ (xﬂ'.! + y"2 + r'!),

které za ptredpokladu, Ze x'y”’ — x"y’ £0 (L. j., Ze spojnice
pg neprochazi stfedem kruznice L) skytaji jediné, jedno-
znaéné teSeni pro a a b.

Prochazi-li vSak spojnice p ¢ stredem kruZnice L, mi-
Zzeme vZdy predpokladati, Ze ony body leZi pravé na ose X
(nebot souradny systém muZeme vidy kol pocitku tak
otoditi, Ze libovolna pfimka timto bodem prochéazejici je praveé
novou osou X). Z rovnice 43) jest ithned zfejmo, Ze takové
body p, ¢ nemohou byti libovolné. Musi miti soufadnice -

Y=a+}a>—r2, x'=a—VYa*—r?,

které obdrzime feSenim 43) a rovnice y =0. Tyto body jsou
imagindrné sdruZené nebo reélné, je-li @ -~ r nebo a > r.
V tomto ptipadé vSak musi jeden byti uvnitF, druhy vné
kruZnice L, jak ihned plyne z rovnice x'x” = r> DokazZeme,
Ze kazidd KkruZnice, témito (imaginarné sdruZenymi nebo
redlnymi) body prochazejici, jest orthogonalni ke kruznici L
a ke vSem kruZnicim (jez také oznacime jako kruZnice L),
které prochazeji pruiseénymi body kruznice L a symetraly S

%) V tom pfipadé roste totiZ a i b nade vSechny meze, ale pomér

% miZe byti koneény. ObdrZime tudiz z rovnice 43) skutednd rovnici
PFimky a
— Y= 0

prochézejici poéatkem, t. j. stfedem kruZnice L.
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usefky pq. Symetralu S miZeme totiZ povaZovati za chordalu
dvou kruzZnic L.%) Z elementarni geometrie je znama definice
chordaly dvou kruinic jako geometrického mista stfedi
kruZnic, které dané dvé orthogonalné protinaji. Tim je také
naSe tvrzeni dokazino, nebof vSechny kruZnice L maji touz
chordalu. — KruZnice L’ tvofi zde svazek jednomocny.
Uréeny jsou dvéma body p, g, jichZi spojnice prochazi
podatkem. Rikame téZ, Ze je jich moZno vésti o' (dvéma
body p, g).

Jsou-li oba tyto body p, ¢ uvnilf nebo oba vné, nebo
koneéné oba na kruZnici L, pak vidy uréuji jedinou kruz-
nici L.

K jednomocnému svazku kruznic L' muZeme vidy se-
strojiti kruZnici L, zname-li alesponn jeden jeji bod b, nebot
tetna v b ke kruZnici L', timto bodem vedené, protne pq
ve stfedu hledané kruZnice L.

Shrneme-li tyto poznatky, mizeme Fici:

Dvéma body uvnitf kruZnice L je vidy
uréena jedind kruZnice orthogonalni (L' nebo L,).

K jednomocnému svazku kruznic L’ miZeme
vZdy sestrojiti kruZnici orthogonalni, zndme-1i
alespon jeden jeji bod. ‘

: % Chordala dvou kruZnic, které se redlné protinaji, je spojnice
jejich redlnych prdseéikd. Neprotinaji-li se obé kruZnice redlné, sestro-
jime naznacenym zpilisobem chorddly v kaZdé z téchto kruZnic a libo-
volné tfeti, kterd je ob& redlné protina. Priseéik t&chto chordil je bod
hledané chordidly danych kruZmic. TutéZ konstrukei opakujeme jesté
s jinou pomocnou kruZnici a ziskdme druby bod hledané chordaly.
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