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Karpitorna I.

]
ZAKLADNI POJMY THEORIE FUNKCI
KOMPLEXNI PROMENNE e

§ 5. Zobrazeni roviny komplexnich &isel na kouli. Soudasné s geo-
metrickou interpretaci komplexnich éisel jako vektori nebo bodu
v roviné se v mnohych piipadech aplikuje i jiny zpusob jejich geo-
metrické interpretace. Sestrojme si kouli K dotykajici se roviny
komplexnich ¢isel v bodé O svim jiZnim pélem - Severni pél S koule
K spojime piimkami se v8emi body roviny (z). Takovym zptisobem
bude kazdému bodu roviny (z) prifazen jediny bod na kouli X, a to

(z/

Obr. 7.

prisedik spojnice bodu z se severnim pélem S koule K. A naopak,
kaZdému bodu na kouli K (kromé& severntho pélu S) odpovids jediny
bod v roviné (2), a to priseéik spojnice bodu Z na kouli K se severnim
pélem S s rovinou (z) (obr. 7). Privé popsané pfifazeni bodi roviny
(z) a bodu koule K se nazyvi stereografickd projekce.

Budeme nazyvat bod Z na kouli K odpovidajici ve stereogra.ﬁcke
projekei bodu z v roving (z) novym zobrazenim komplexniho éisla z.
Pfi operacich nad komplexnimi ¢isly representovanymi body na kouli
K promitneme nejprve tyto body stereograficky do roviny (z), zde
provedeme operace nad priméty podle pravidel §§ 2—4 a vysledek
operaci promitneme opét stereograficky zpét na kouli K. 7

Severnimu pélu S koule K neodpovidé dosud #idné komplexni
éislo roviny (z). Zavedeme nové komplexni ,,éislo“ co ((teme neko-
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neéno), které je ptifazeno tomuto bodu. Cislo z = oo s hlediska geo-
metrické interpretace ma tutéz funkeci jako é&isla z = 2 4 5i, z = 3,
z =i, t. j. uréuje polohu odpovidajictho bodu Z na kouli K. Oviem
pro toto mové é&islo neplati aritmetickd pravidla diive odvozens, ktera
plati pouze pro koﬁ)ﬁfpi tisla (body koule) odpovidajici bodém roviny.
Na rozdil od bodu 8, ktery bude-
me nazyvat nekonedné vzddlenym bo-
dem (bodem v nekoneénu) nazyvame
vSechny ostatni body koule K (ostat-
nf komplexni ¢isla) koneéngmsi. Kdy-
koliv v dalich dvahidch nebudeme
chtit vyloudit z ivah bod S, budeme
si vidy vypomahat kouli K, ktérou
budeme nazyvat kouli komplexnich
Cisel. JestliZe bod S (¢islo z = o)
bude vylou¢en z nasich tavah, bu- ' Obr. 8.
demie pouZivat pouze roviny (2). '

V prvém piipadé je nutné nazirat na rovinné obrazce doprovizejici
vyklad jako na geografické ,,mapy‘‘ odpovidajicich sférickych utvard.
Pro mnozinu v3ech koneénych komplexnich &isel (bodi) si zavedeme
nazev koneénd &ili ofevend rovina a pro mnozinu vSech komplexnich
¢isel nazev wiplnd Cili uzaviend rovina. Termin ..oteviend rovina* je'
ekvivalentni terminu ,,rovina komplexnich &isel* (viz § 1) a termin
,uzaviena rovina‘‘ terminu ,koule komplexnich é&isel®. .

Stereograficka projekce zobrazuje geometricka mista bodd v roviné
na geometrickd mista bodd na kouli. Na pitklad libovolné kruinici ¢
v roviné z odpovida na kouli op&t kruznice C neprochézejici bodem S;
libovolné pi¥mce ! v roviné z odpovida kruznice L na kouli K procha-
zejici bodem S (obr. 8). Vidime, Ze sféricky obraz pfimek a kruZnic
je tentyZ. V souhlase s tim je moZno fici, Ze v 4ipiné roviné komplexnich
Cisel je pFimka specidinim pfipadem kruZnice (je to kruZnice prochize-
jici bodem v nekoneénu). Zavedeme-li si tuto interpretaci, vidime, Ze
dvé riznobézky se protinaji ve dvou bodech; jeden z nich je koneény,
druhy je bod z = co. Dvé rovnobéiky je pak nutno povaZovat za
dvojici kruZnic prochizejicich bodem z = co a navzijem se v tomto
bodé dotykajicich.



Kruznice déli kouli K na dvé &isti. KaZdou z nich budeme nazyjvat
kruhem. -, Kruhy* jsou v této interpretaci i poloroviny, na p¥. polo-
rovina Im z > 0, ktera se stereograficky zobrazi na zadni polokouli K.
Kdyz kruZnice C na kouli X neprochidzi bodem 8 (t. j. je stereogra-
fickym obrazem kruZnice ¢ v roviné z), pak jeden z obou kruht,
které ohraniéuje, obsahuje bod §. Tento kruh budeme nazyvat
vnéjskem krugnice C.

§ 6. Oblasti a jejich hranice. Oblasti v komplexni roviné nebo na
kouli komplexnich éisel budeme rozumét bodovou mnozinu M techto
vlastnosti:

a) s kazdym bodem z patfi do M asponi jedno jeho kruhové okoli;

b) libovolné dva body z, a z, z M je moZno spojit spojitou darou,
kters se sklada 14 jen z bodi mnozmy M

Na piiklad kruhy |z| <1, [z — 1| <
<_ 2 jsou oblastmi, ale uzavfeny kruh
|2] £ 1 nenf oblasti, nebot pro body kruz-
nice |z| = 1 neni splnéna podminka a).

Hmmcz C oblasti D budeme rozu-

mét mnoZinu viech bodu na kouli kom-

plexnich disel (v roviné komplexmch
¢isel) téchto vlastnosti:'

a) body mnoziny C nepatfi do D;

bbr. 9.

b) ka?dé okoli bodu z mnoZiny C
obsahuje aspoii jeden bod z mnoZiny D. -

Na pfiklad hranici kruhu |2| < 1 tvofi kruznice lz] = 1.

Pfidame-li k oblasti D vSechny body jeji hranice, dostaneme bo-
dovou mnozinu, kterou budeme nazyvat uzaviend oblast a budeme
ji znaéit D.

Na obr. 9 tvofi hranici oblasti D dvé uzaviené kiivky C, a C,,
které oddéluji mnoZinu.D od vnéjsich bodi,*) bod a a dya ,,vyfezy*

*) Vn&jsim bodern ]1sté oblasti D na kouli komplexnich é&isel, resp. v roving
komplexmch disel, nazyvame bod z, nelefici v oblasti D, pro ndjZ existuje
okoli U, které neobsahu]e body z D.

4
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podél kfivek y, a y,. V dalSich dvahich budeme vidy pfedpoklidat,
Ze hranice vSech uvaZovanych oblasti budou mit tuto strukturu,
t. j. budou tvofeny koneénym podétem uzavrenych kfivek (oddsluji-
cmh vnéjsi body) vyfezi a jednotlivych bodi,

Pocet souvislych ¢dsti, na které se rozpadi hra,mce oblasti, nazy-
vame stuper soum.sjlostz této obla,stl Tak na pf..oblast na obr. 9 mé
souv1slost_ stupné ¢éty¥i, t. j. hranice je tvofena &tyimi souvislymi
éastmi 1. Cj a y,, 2. C,, 3. y, a 4. bod a. Speciilng, jestlize je hranice
C oblasti D tvofena jedinou souvislou éarou; nazyva se D jednodude
souvisld oblast.*)

Casto budeme pracovat s oblastmi, na jejichZ hranicich bude defi-
novan smysl obéhu. Na piiklad na obr. 9 je naznaden smysl ob&hu,
pii kterém ztstava vidy celd oblast vlevo. :

Nakonec se budeme zabyvat pojmem okoli. Okolim bbdu 2 budeme
rozumsét libovolnou oblast, kterd obsahuje bod z,. Casto bude V-

hodné uvazovat jisté ,standardni* okoli. Jako standardni zavedeme
(pro koneéné body) kruhové okoli takto defmovane '

|z—z,,| <s

a pro bod z, = w0 je definujeme jako kruh
2| > e.

Tento kruh zfejmé obsahuje bod z = oo . Takové okoli budeme nazy-
vat g-okoli.

§ 7. Limita posloupnosti. Budiz dina posloupnost komplexnich
&fgel
‘zn =Z, +lyn (n =012, -'-)7
kde z, 2 y, jsou libovolné reilné funkce celodiselného argumentu n.

Definice. Bod z ]e lzmztou posloupnostz {za}

lim z, = z (1)

n—o>wm

*) Nebudeme zde zavaddt pojém ktivky, obldu.ku, vytezu (fezh) a souvislé
&4sti, nebot jejich pfesné definice by nés zavedly mimo ramec knihy. TrebaZe
se zdajf t.yt.o pojmy velmi prosté, vyZaduji velmi jemnych topologlckych uvah.

N
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jestlize pro libovolné & > 0 je moZno najit &islo N takové, Ze pro
viechna n > N le#i viechny body z, v &-okoli bodu z, jinymi slovy,
jestliZze pro z + o«
[z— 2z, <é&pron>N (2)
a pro z = '
|24| > & pro. = > N. (3)

Budeme téZ fikat, Ze posloupnost {z,}- konverguje k bodu z.

Jestlize bude existovat takové kladné &islo M %+ o0, Ze pro viechna
n bude

|2a| < M,

‘budeme nazyvat posloupnost {z,} okrani¢enou. Geometricky to zna-
mend, Ze viechny body posloupnosti {z,} leZi y kruhu o konetném
poloméru.

Ka#dd bodovd posloupnost koneénjch boda {z,)}, kterd konverguje ke

koneénému bodu z, je ohranifend. Dikaz: Podle (2) viechna z, podinaje
Zy+q leZi v jistém koneéném kruhu K’ (o poloméru &). Vné K’ leZf tedy
jen konefny pocet bodi =z, 2, ..., Zy. Koneény pocet koneénych
bodi z, + oo lze vSak vidy pokryt jistym koneénym kruhem K”.
Staéi pak sestrojit kruh K obsahujici oba kruhy K’ a K" a véta je
dokazana.

Necht je limita z = z -+ iy konednd (z + o0 ), pak lze nerovnost (2)
psét ve tvaru

. lp — 24| = (@ — =, + (y —ya)? <& pro o> N. (4)

Ze (4) plyne, Ze redlné posloupnosti {x,} a {y,} konverguji k limitam
Tay: '
limz, = z; limy, = y. (5)
n—>o n>o
Pfenechdvdme étenafi, aby se pfesvéd¢il, Ze nagpak, jestlize existuje
limz, =za lim y, = y, ma i posloupnost {z;}, z, = =z, + iy, limitu
n—>® - [y -
2=z +1y
Podobné avaha plati i pro polirni soufadnice. Budiz lim z, =z a bod

z nechf neleZi na zé.pérné reilné poloose, z + 0, z + co. Pak je-li
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z, = 1,0 z = re'®, kde ¢, a ¢ jsou hlavni hodnoty argumentu, plati

limr, = r, lim ¢, = ¢. (6)

n—w n—-w
Dtkaz. Je 7, =z Vx‘;‘, + y2 a v disledku vztahu (5) a spojitosti druhé

odmocniny lim]/x?, + y2 = |/a® + 2. ProtoZe i argument je funkce
n—w

spojitd (spojitost je zahrnuta v pfedpokladech o bodu z, viz § 12) je
spravnd i druhd rovnice (6). Kdyby bod z leZel na zjporné reilné
poloose, polozime z = re'®, z, = r,e'"; pro ¢, a @ budeme viak
uvazovat jinou libovolnou jednoznaénou ‘vétev funkce Arg z, na p¥.
vétev 0 < @ < 27, kterd mé nespojitost na redlné kladné poloose.
Rovnice (6) budou zfejmé i v tomto piipadé spravné.

Plati tedy:

Véta [1]. JestliZe posloupnost {z, = =, + iy, = r,e'*"} konverguje
ke kone¢né limité z = = 4 iy + oo, pak
limz, = z, im Yn =19, (5)
n—-w n—rwm ) ,
je-li z = re'® + 0, + oo, pak plati pro hodnoty ¢, a ¢ vybrané vyse
uvedenym zpiisobem

- ]jmr,-, =r; limg, = ¢. p - (8)

n—+o n—-ro
Véta plati i naopak bez jakychkoliv omezen.

Poznimka. Nemé smyslu zavadét symboly z +ico a oo + iy,
kde z a y jsou koneéné, nebot na kouli komplexnich &isel lezi pouze
jediny nekoneénd vzdaleny bod. K nému konverguji vSechny po-
sloupnosti {z, = z, +1iy,}, v nichz bud jedna z posloupnosti {z,},
resp. {¥,}, nebo ob& dvé vzristaji nade vSechny meze.*) Uvedenych
symboli mo#no pouzit jen k udani sméru v komplexni roviné nebo na
komplexni kouli. Tak na p¥. ¥ikdme: redlnd &sla probihaji reilnou osu
,,0d —oo do 4 o0, ¢isla probihaji pfimku x = 3 ,,0od 3-—ico do
3 +-ico . Tim chceme (pfi b&Zném oznadeni os) ¥ici, Ze kladny smysl
na reilné ose je odleva doprava, na pfimce z = 3 odzdola nahoru.

3 .
*) Budeme nazyvat veliinu z, nekoneén& velkou, bude-li lim z, = w, t. j.

. fi—>om .
pro libovolné ¢ > 0, existovat &islo N tak, Ze pro viechna’n > N bude |z,] > e.
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- Ctené¥ se snadno presvéddi, Ze viechna pravidla pro poditéni s li-
mitami zndmé z analysy redlné proménné zistivaji v platnosti
i v naSem roziifeni této analysy.

§ 8. Komplexni funkce reilného argumentu. Definice. Budeme
nazyvat z = 2(t) komplexni funkci rediného argumentu v intervalu
t, <t <t,, jestlize bude kazdé hodnote ¢ z tohoto mtervalu pfifazeno
komplexni ¢éislo z = z(t) \ J

Komplexni funkce realného argumentu je ekvivalentni dvéma
realnym funkeim realné proménné: z = z(t) a y = y(t), takovym, Ze
plati

z = 2(t) = x(t) +iy(?). (M

Definice. Budeme iikat, Ze bod z, je limi(ou funkece z = 2(t) pro
t—t, ‘.

v zo = lim 2(t), (8)

Ck

kdy% pro libovolné & > 0 Ize najit takové c1slo 4 > 0, ze pro viechna ¢
vyhovujici nerovnosti*) .0 < |t —t| <6 body =z(f) leZi v e-okoli
bodu z,. KdyZ pro z; + oo poloiime z, = x, + iy, ¢tenaf si snadno
dokéZe ekvivalenctrovnice (8) se dvéma rovnicemi pro reilné funkce

gy = lim z(t); y, = lim yl{t). h )

! t-t, t—>te,

Def inice. JestliZe limita lim z(¢ 4- A¢) je koneénd a shodna s hodno-
44—0

tmuglscgz.f 2(t) v bodé ¢:

lim 2(t + At) = 2(¢) (10)

at—~0—" -

fikame, Ze funkce z = 2(t) je spojitd v bodé t.

Omezime se na vySetfovani funkei spojitych ve vech bodech ob-
lasti,” v niZ jsou definovany. Probiha-li argument ¢ definiéni oblast

*) Hodnotu ¢ = ¢, vyludujeme, nebot nemé na limitu vliv. Jako pro realnou
proménnou, funkce z = z(t) nerqusi byt v bods t'=t, definovéna. Na pt.

lim sinz = 1 nehledd na to, ie

nx
neni definovana v bodé z = 0.
z—0 ) xr P
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funkece z = 2(¢), opisuje bod z(¢) v komplexni roviné kiivku, ktera se
ve vektorovém poétu nazyva hodograf vektoru z(t).

Definice. Konedénd limita ’

oAb+ A —a(t)

S S
o —_— t A t . .. .
=,]j_1,1l1,{ x(t o AAtt z(¢) +iZ ¢+ A;t ?( )} = &)+ igr) (11)

se nazyva derivaci funkce z = z(t) I
v bodé ¢. PouZitim obr. 10 si &tenaf
sam snadno dokdZe, %e vektor deri- -
vace 2(f) lezi ve sméru tecny ke
kfivee z = z(t) v bodé ¢, pii ¢emz
z existence kone¢né derivace z(f) & 0
plyne existence teény. Body kiivky,
pro néz :(t) = 0, t. j. Z(t) = 0,
yt) = 0, jsou t. zv. singuldrni body

krlvky (body. zvratu, dvojné body -‘%;_M
atd.). ) Obr.10. X
Priklad. Funkce
Z=Zo‘+7‘ew,—n__<_t<n, (12)

kde z, je komplexni a r reilné ¢islo, definuje kruZnici o poloméru r
se -stfedem v bodé z, = z, +iyo Diikaz. Z (12) plyne, Ze vektor
spojnice bodil z, a 2,, 2 — zy = re'* m4 konstantni modul a argument
probihéd od — x do 7 (uvaZzujeme hlavni hodnoty argumentu). Kom-
plexni funkee (12) je ekvivalentni dvéma rea’phlym funkeim

xr =, +1rcost,

P « (13)

Y=o +rsint
Rovnice (13) jsou zfejmé obylejnymi parametrickymi rovnicemi nadi
kruZnice. Derivace funkde (12)

2=4& +1ij =-—rsint +ircost = ir(cost —isin¢) = ire" = i(z — z,)
i

je representovina vektorem teény k na$i kruZznici.
\
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Pro dalsi Gvahy si musime zavést jestd nékolik pojmi. Rovinnou
kiivku budeme nazyvat hladkou, bude-li definovéna funkei z = z(¢),
t, £t <ty a bude-li mit ve viech bodech intervalu (¢, t,> spojitou
derivaci 2(t) + 0.%) ' )

Pojem ‘hladkosti k4, Ze smér (smérnice) teény ke kiivee se méni
spojité s bodem dotyku. Ktivka se nazyva po wsecich hladkd, jestliZe
se skladd z konecného poétu hladkych kfivek navzajem souvisejicich.
V bodech styku nemusi te¢na k takové kiivce existovat. Je jasné, ze
kazda po tsecich hladkd (a téZz hladkd) kiivka ma koneénou délku.
V dal$ich dvahdch budeme vidy pfedpoklidat kFivky po vsecich hladké.

§ 9. VyjadFeni kmittd v komplexnim tvaru. PouZiti komplexnich
funkei realného argumentu je duleZité v theorii kmiti. M&jme jedno-
duchy harmonicky pohyb, ktery je popsan rovnicemi

Ay cos(wt +¢) a Agsin(wt + @). (14)
Misto dvou funkef (14) budeme psat jedinou komplexni funkei realného
argumentu
L A(t) = Agfcos(wt +g) +isin(wt +g)} = A=t = e, (15)

kde 4 = Ae'® . 4y = |4]| je amplituda,
¢ = arg A fazovy posun, w kruhovs frek-

& vence harmonickych kmitid, které dostane-
me po oddéleni redlné a imagindrni Gasti

L rovnice (15). Budeme nazyvat (15) komplex-

Obr. 11. nim tvarem harmonického kmitu nebo téZ

struénéji komplexnim kmitem.

Komplexni kmit A(t) = Ae'* = 4"+ 1ze geometricky interpre-
tovat jako vektor konstantniho modulu 4, otdcejici se thlovou rych-
losti w. V elektrotechnice je ¢asto vyhodné jej pii konstantm frekven-
ci w zobrazit jako vektor s konstantnim modulem 4, a a,rgumentem @,
t..j. podle nadi amluvy jako komplexni éislo 4 = A4e'® (viz obr. 12).

Poutijme komplexniho tvaru kmitu k nékterym zjednoduSenim.
Ukéazeme si to na jednoduchém fysikdlnim piikladé. Budiz dan obvod

*) Derivaci na levém, resp. pravém konci intervalu <¢,, t,> budeme rozumst
limitu zprava, resp. zleva vyrazu (1I). Bude-li kiivka uzaviend, t. j. z(t,) =
= 2(¢,), budeme jestd Zadat, aby Z(¢;) = 2(¢,).
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sestaveny z ohmického odporu E a samoindukce L v gerii, na néjz
aphku]eme elektromotorickou silu € (e.m.s.). Viz obr. 11. Z fysiky
je zndm4 tato diferenciilni rovnice pro elektricky proud J:

d.7 '

Necht je'néjii e.m.s. kosinusovd nebo sinusovd, t. j. rovna bud
E, cos(wt + @) nebo E, sm(d_)t + ). Podle dfive fefeného budeme
predpoklddat komplexni e.m.s. €= Ee'’, kde E =.Ee'®. Ustilené
(staciondrni) feSeni diferencidlni rovnice (16) dostaneme téZ vy komplex-
nim tvaru®), tedy J = I, kde I = I,e®. Je (viz pF. § 8) ‘fi_7 —

= Jiwe'* = iwJ arovnice (16) m4 tvar

€ iwL] = RJ
¢ili € €
Sy = Al & Lo
kde Z =R +ioL. (18)

Veliéina Z se nazyva tmpedance neboli komplexni odpor okruhu.
Vztah (17) je moZno povaZovat za véeobecnéni!Ohmova, zakona.

.

Polozme Z = Z,e¥ kde Z, = |Z| = ]/32 + sz 6 = arg Z = arctg RL,

a dostaneme z (17)

7 = Lo garros (19)

[}

Z (19) je ihned vidét, Ze amplituda proudu se dostane z amplitudy
pro e.m.s. délenfm velidinou Z, a proud je proti e.m.s. fizov& po-
sunut o 8. Vehcma Z, =R ¥ o?L* — modul komplexnfho odporu,—
se nazyva dplngm (ddnlivym) odporem Oddélime-li ve vyrazu (19)
redlnou a imaginarni ¢dst, dostaneme proudy odpovidajicf kosinusové,
resp. sinusové e.m.s. '

Zkoumejme proménné vektory € a J zobrazujici komplexni e.m.s.

*) To plyne z theorie linedrnich diferencidlnich rovmc ] konsta.ntniml koef1
cienty. Rovnice (16) je rovnice tohoto typu.
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a proud. Z vySe uvedeného plyne, Ze oba vektory se otdceji kolem
pocatku s touZe frekvenci w, a to tak, Ze proud J bude konstantné
posunut o8 vzhledem k €. Z toho plyne, Ze oba vektory J i € se budou
pohybovat jako jeden pevny celek.
V elektrotechnice se zobrazuji J a €
jako dva pevné vektory (viz obr. 12).
V obecnéjsim -pripadé, kdyz pro
komplexni ems. E = Egt**? ge
amplituda proudu i fazovy posun € a
J méni s Sasem, nepohybuje se dvojice
vektori €a J jako pevny celek. V tom-
to ptipadé se zobrazi € jako konstantni
vektor £ = Ee'® a sestroji se kiivka,
kterou opisuje konec vektoru J (prou-
dovy diagram). Zavedme si veliéiny

Zp =R, Z, = ioL.

Obr. 12.

Budeme je nazyvat impedanci ohmického odporu, resp. samoindukee.
Vztah (18) ukazuje, Ze pii zapojeni B a L v serii se jejich impedance
séitaji. Snadno se dokdze, Ze rovnice (17) je platnd i pro zapojeni R a L
paralelné, jestliZe si vyjadfime impedanci Z podle pravidla pro para-
lelni zapojeni: '
- -1
Z=7 1

y ™

Analogicky je moZno odvodit i impedanci kapacity Z¢ = ﬁ,—.V elek-
trotechnice se dokazuje, Ze zobecnény zdkon Ohmuv (17) plati pro
libovolny okruh vytvoieny libovolnou kombinaci R, L a C, pfi ¢emz
pii vypodtu impedance pouZivime béinych pravidel pro zapojeni.
Popsans methoda vypodtu okruht je formalnd znaéng prostsi nes
methoda diferencidlnich rovnic. '

§ 10. Funkce komplexni proménné. Méjme libovolnou mnozZi-
nu M bodi koule komplexnich ¢&isel, pfi ¢emZz muze k M patfit
ibodz = 0.
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Definice. Budeme iikat, Ze na mnoZiné M je definovina funkce
komplexni proménné, ;

w = f(2), (20)

kdyZz kazZdému z z mnoZiny M bude pfifazena jedna nebo nékolik
hodnot w (mezi nimi miZe byt i hodnota w = o0).

Proménnd z se nazyva nezdvisle proménnd neboli argument.funkce
a w — zdvisle proménnd neboli funkce. Jestlize kazdému z je pfitazeno
jen jedno jediné w, funkce (20) se nazyvéd jednozralnd, v ophéném
piipadé mnohoznaind.

Mnosinu viech bodd’ w, odpovidajicich podle vztahu (20) viem
bod,um zz M, oznatime N a budeme fikat, Ze funkce (20) j je zobrazeni
mnoziny M na mnozmu N. Jestlize ani M ani N nebudou obsahovat
bod oo, miZeme je interpretovat jako mnoziny leZici v komplexmch
rovinich z, resp. w.

Je-lispecidlné mnoZzina M mneZinou viech kladnych celych éisel, funkce
(20) piejde v posloupnodst, o niZ byla fe¢ v § 7. Je-li funkee M mnoZina
v8ech redlnych éisel, je (20) komplex.m funkei redlné promenné (viz
§ 8).

- Podle (20) bodu w z mnoziny N odpovida jeden nebo vice (miZe se
stat, Ze i nekonetné mnoho) bodd z z mnoziny M (druhy piipad na-
stane, kdy? funkce w = f(z) nabyvé stejnych hodnot v riznych
bodech mnoZiny M). To znamend, Ze je na mnoziné N definovina
funkce

2= g(w), (21).

zobrazujlcl mnozinu N na\ mnozinu .M funkece (21) se nazyva inversni

k (20).

Zvlakts dulezity je piipad, kdy funkce w = f(z) je jednoznaéné na
M a funkce z = p(w) je jednoznaéni na N; v tomto pfipadé nazyvime
zobrazeni w = f(z) vzdjemné jednoznalné hebo téz jedno-jednoznacné.
Pr1 Jedno-]ednoznacnem zobrazeni ka?dym dvéma rtznym bodim
2;, 2, z M odpovidaji dva rtzné body w,, w, z N a naopak. .

V daldim budeme mit dasto co délat se zobrazenimi definovanymi.
sloZzenymi funkcemi. Nechf funkce w = fl(z) zobrazi mnoZinu M na
mnoZinu N a necht funkce w = faw) zobraz1 mnoZinu N na mnoZinu ¢

/(
3e 35



(M, N, @ lexf na koulich z, o, w). Zobra,zeni mnoZiny M na mnoimu Q
zprostredkovane funkei :

W = f(2) = fz[fl(z)] . (22)

se na,zyva sloZenim neboli superposwz zobrazeni f, a f,.

V dal¥im budeme &asto studovat zobrazeni vzniklé superposici t¥
l i vice zobrazeni.

Podotknéme jestd na-
konec, %Zé jedna funk-
ce komplexni proménné

= f(z) definovanid na
mnoziné M je ekvivalent-
ni se dvéma redlnymi
funkcemi dvou rea,lnych
proménnych

U = u(z, y)v v = v(z, ?/)
(23)

(kde jsme polozili z =z iy, w = u +iv).

-/V-dalSich ivahach budeme nejéastéji studovat piipad, kdy mnoZiny

M -a. N budou oblasti*) na koulich komplexnich ¢&isel z: Tesp. w.

Budeme je znadit D a 4.

§ 1. Priklady. Uvedme na piikladech pojmy definované v § -10.

Ptiklad 1. Budiz |
’ w = kz, (24)

kde k je redlnd kladn4 konstanta. V pblérnich soutadnicich z = re'®,
w = pe'”, prejde (24) na dvd rovnice

o = kryyp=p**, (25)

které nim umoziiuji ge_ometfickou interpretaci zobrazeni (24). Druhd
z rovhic (25) ndm ¥ké, Ze kaZdy bod. z zistane pfi zobrazeni (24) na

.+ *)..Viz princip zachovéni oblasti § 23.

*"‘} Mgli bychom vlastn® psit ¢y = @ + 2kn, ale to nemé smysl, nebot pfi-
poctem 2k nem3ni nic na zkoumaném zobrazeni. Podobnd budeme postupovat
i.v ostatnich pfikladech § 11.
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svém polopaprsku Oz. Podle prvé z rovnic (25) modul z se p¥i zobra-
zeni (24) k-krat zvétst (pro k& > 1), resp. zmensi (pro & < 1). Mluvime
o dzla,tacz roviny (v ¥ir¥im slova smyslu) s modulem dilatace % (na
obr. 13 k= 4). Jestlize na piiklad oblast D je jednotkovy kruh
|2| <1, pak jeho obraz 4 je kruh |w| < k, je-li D horni polorovma
Imz> 0, ]e]1 obra,z 4 je tataz polorovina Im w > 0. o

Piiklad 2. Bud1z
w = el%, (26)

kde « je reilné é&fslo. Polozi-
me z = re'®, w = ge'¥ a dosta-
neme ‘

e=rv=9¢ +a

.'Z toho plyne, Ze p¥i zobra-
zeni (26) kaidy bod z zustane na své kruZnici 2| = r, kde r ]e no-
dul bodu z, ale pootoéi se o fihel «: zobrazeni (26) je pootoceni roviny
z o thel o (viz obr. 14). Jestlie je gpecidlné « = }n, mé (26) tvar
w = iz a je to tedy pootodeni roviny o pravy-thel v kladném st.yslu;
pro o = @ dostane (26) tvar w = —z2, t. . pootodeni o & v kladném

smyslu.
/ Ptriklad 3. Budiz

w=z-+b  (27)

kde b = f, + if, je kom-
plexni &slo. Poloime z =
=z +iy,w=u —|—wa(27)
pre]de na tvar ;

‘u—:c +ﬂ1:""—y +ﬂz

Z toho ihned: vidime, - Ze
zobrazeni (27 ) je rovnobé’zne posunuti roviny z o vektor b. Na priklad

kruh |z| <.r ptejde v kruh [w — b| < # (obr. 15).
Priklad 4. BudiZ obecné -
w,=az + b, - ;(*28)

Obr, 15.
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kde a = ke'*. a b= B, +if, jsou komplexni &isla, linedrni funkce
Icomglexm proménné z. Zobrazeni (28) muZeme povaZovat za super-
posici tfi zobrazeni:

e

o =kz, o, =06, w=w, +b.

Redukuje se tedy zobrazeni (28) geometricky na,otog‘:’en{, dilataci v §ir-
&im _slova, smyslu (zdleZi na velikosti k, k 2 1) a rovnobéény posun. Zob-
razeni zprosttedkované funkei typu (28) budeme nazyvat linedrni

zobrazent.
Piiklad 5. Budiz

w = 2% (29)

polozime z = re'®, w =
= pe'¥ a dostaneme

e=1r% p =.2tp.

YIS ,&

Z toho plyne, Ze pfi
zobrazeni (29) se zdvoj-

Obr. 16. nésobi argument kazdého
bodu; body leZici na
krugnici |z| = r, pfejdou na kruZnici |{w| = r;. Hornf poloroviné

Im z > 0 odpovidd celd rovina w s vyloufenim paprsku u» = 0.
Zobrazeni (29) je jedno-jednoznaéné uvnitf horni pulroviny Im z > 0;
jestliZe budeme u vyfezu podél reilné kladné poloosy y = 0 v rovi-
né w uvaZovat dva ,;bfehy‘’, horni a dolni, bude funkce w = 2*
jedno-jednoznaéna v uzaviené oblasti Im z > 0. Pfitom bodim ¢ = 0
odpovidé horni ,,bfeh* polopfimky # = 0 a bodum p=n odpovida
dolni ,,b¥eh* polopfimky vy = 0 (obr. 16).

Bude-li D nekonecna. vysed 0 < ¢ < 7 + «, kde & > 0, vypliiuji
body w = 2* celou rovinu w. Zo¥azeni nebude jedno-jednoznaéné,
nebot body 2, a z, = — 2,,z nich# prvy lezi v I. kvadrant$ a druhy
ve III. kvadranté, maji tenty% obraz w, = 2z} = 2% (obr. 16). .

Pfiklad 6. BudiZ w = f(z) definovina v uzavieném kruhu |z| < 1
rovnici*)

*) Druhou z rovnic (30) nusime vypsat, nebot d8lenf nulou neni definovéno.
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-pro |z| < 1,
[P . (30)

fz) = o pro |z|] = 1.

Funkce (30) zobrazi kruh |2| < 1 na uzavfeny interval 1 < u < oo,
v = 0 redlné kladné poloosy roviny w ¢ili na uzavieny mensi oblouk
poledniku koule komplexnich ¢isel w prochazejictho bodem w =1 a
rozdéleného body w =1 a w = oo.

Priklad 7. Zkoumejme je$té funkei
w=|z| 2. ) (31)
Polozime z = re'?, w = ge'¥ a dostaneme

=12 p=g. .
Zobrazeni (31) pfipomind zobrazeni (29), ale neni s nim totoZné.
Zobrazeni (31) je na piiklad jedno-jednoznaéné uvnitt kruhu |z| < 1.
V dalsim odkryjeme hluboké rozdﬂy mezi piiklady 1—5 a dvéma
poslednimi ptiklady.

§ 12. Limita funkce. Necht je funkce komplexni proménné w =
= f(2) definovina v3ude v okoli bodu z,, prlpadne 8 vyloucemm tohoto
bodu samého (viz pozn. na str. 30). -

‘Definice. Jednoznaénd funkce w = f(z) md limitu w, pro z — z,,
coz piSeme takto .
w, = lim f(2), (32)
kdy% k libovolnému & > 0 lze najit 6 > 0 takové, Ze funkce w = f(é)
zobrazi d- okoh bodu z; na &- okoh bodu w,, s pfipadnou Vy]lmkou bodu
z, samého,

sznamenéjme jesté, Ze nife definice plati jak pro konecné, tak
pro nekonedné hodnoty &isla z, i w,. V piipads, Ze z, i w, jsou konedné
body, limita (32) existuje, kdyz z nerovnosti '

0 < |g—z) <6 (33)
plyne nerovnost . ‘
If(2) — wi < e. ] (34)
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Pro pfipad na pf. z, + 00, wy = 0o limita (32) existuje, kdyZ z ne-
rovniny
0<|z—z| <o
plyne
|f(z)| > & (35)
Pfenechdvime &tend¥i pfesnou formulaci piipada

' lim f(z2) = wp + 0 alim f(z) = 0

jako cviGent , |

Z definice plyI;e okamzité: budiz {z,} libovolni nekoneéni po-
sloupnost komplexnich ¢isel konvergujicich k bodu z,, pak nekoneéna
posloupnost bodd {w, = f(z,)} konverguje k bodu w, ve smyslu
*§ 7. Je-li z = 2(t) libovolna spojitd kiivka prochazejici bodem z, =
= z(l,), pak komplexni funkce reilné proménné f[z(f)] konverguje
k w, pro t — t, ve smyslu § 8. Tedy: limita v kgmpl@q;mfm oboru je
nezdvisld na zpisobu, kterym se z bliZi k z,.

PoznameneJme jests, zZe Icazda funkce w = [(z), kterd md konecnou
limitu pro z — 2, je v okoli bodu z, ohranidend. Dikaz je zcela analogicky
odpoylda,]wlmu dikazu pro posloupnosti v § 7, a proto jej ponecha-
vime &tendfi jako evieni. .

Koneéné stejné jako véta [1] § 7 se dokédZe:

Véta [2]. Je-li 2o = 2, + iy = 7€', wy = u, +ivy = gee'¥, pak
z_konvergence funkce w = f(z) = u(z,y) +iv(z, y) = o(r, p) ¥ "
o Limité wy pro z — zo plyne pro wy + o_

lim u(z, y) = %y, im v(z, y) = v, (36)

z—2, z-+2,

a pro wy + 0, $ o0 pFi vhedné volbé obou argumenti

Lim 9(7" ‘77) = Qo lim 1/’(7‘, ‘P),= Yo- (37)

zZ—>2Zq Z2-rZ,
Véia [2] plati i naopak, bez vyjimek.
Poznamenejme jesté zavérem, Ze vSechna pravidla pro poditani
g limitami, zndma &tenéfi z theorie funkei re4lné proménné, plati bez

vyjimky i pro funkce komplexm promeénné. Nebudeme se zde tedy
zdrZovat ani ]e]1ch formulaci ani jejicke dikazy.
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§ 13. Spojitost. Definice. Funkce w = f(2) je spojitd v bodé z = z,,
kdyz existuje koned¢na limita v tomto bodé a jeji hodnota je rovna
hodnoté funkce v tomto bods, t. .

lim f(z) = f(z0)- (38)
Tuto definici moZno formulovat i pomoci nerovnosti. Tak na p¥. pro
konedny bod z, mi tvar: funkce w = f(z) jo spojitd v bodé z = z,
kdyz pro libovolngé malé &> 0 Ize nalézt takové & > 0, %e pro
v3echna*) 2, jeZ vyhovuji nerovnosti

|z — 2o <6, (39)

plati nerovnost y
1f(2) — f(z0)] <e. (40)

Tak jako v theorii funkei redlné proménné polozime z — 2z, = Az
a_budeme Az nazyvat pfiristkem argumentu a f(z) — f(z,) = Aw
prirastkem funkce. Podminku (38) spojitosti funkce v bodé z, lze pak
formulovat pomoci pfiristkd téZ takto:

' lim Aw = 0. ' {41)

Az—0 :

Podle b&#né terminologie nazveme nekoneéné malow velifinou funkei
konvergujici k 0. Pak je mo#no vztah (41) &st té% takto: funkce
w = f(z) je spojitd v bodé z, jestlize nekoneéné malému pfirtstku
argumentu Azodpowda, nekoneéné maly piirtstek funkce AAII—

Definice. FunTzce spojitd v kaZdém bodé oblasti D se nazyva
spojitd v oblasti D. i

Nyni si budeme ilustrovat naSe definice na nékolika pnkladech
Funkce pt. 1—7 § 11 jsou kromé pt¥. 6 spojité v celé oteviené roviné z.
Funkce z pt. 6 je spojitd v jednotkovém otevieném kruhu. Uvedme
si jeSté dva dalsi piiklady. .

Ptiklad 1. Hlavni hodnota arg z je spojitd pro vdechna z + 0, £ oo
nele#ici na zdporné redlné poloose. Ditkaz: BudiZ z, libovolny bod a ¢

*) Zde nemusime vylougit hodnotu z = z,, nebot pro z = z,, f(z) — j(zo) =0,
a nerovnost (40) je splnéna. Kdybychom ale nevylouclh hodnotu z = z, pfi
definici limity, nebylo by rozdflu mezi funkcemi majicimi limitu a funkcemi
spojitymi. Nebot pak by pro kazdé &> 0 bylo |f(z) —w,| < & a protoZe
1(2o) & ‘wy jsou konstanty & & libovoln® malé kladné &islo, muselo by byt f(z,,) =
= wo .
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libovolné reilné ¢islo. Oznacéme si 6 polomér nejvétsi kruZnice se stie-
dem v bodé z,, uvniti které nelezi Zidny bod zaporné reialné poloosy
tak, Ze celd kruZnice leZi ve vyseti o stfedovém thlu 2¢. Pak pro
v8echna |z —z,| < & zfejmé plati |arg z — arg z,| < e.

V bodech z = 0 a 2 = o0 neni funkce definovédna, proto nelze ani
mluvit o jeji spojitosti v téchto bodech. V bodech ziporné reilné
poloosy ma hlavni hodnota -arg z nespojitost: argz — = pro body
z— 2z, z horni poloroviny (z, lezi na zdporné reilné poloose), ale
arg 2 — — x pro body z — z, z dolni poloroviny.

Priklad 2. Budiz »

1l [z z
w—f(z) =71(’5——;), (42)
poloZime z = re'® a pouZijeme Eulerova vzorce (14) § 3 a dostaneme
1
— —— (a2l __ a—2i9y — g
W =a (e e %?) = sin2g.

Z toho je ihned vidét, Ze v libovolné malém okoli bodu z, = 0 nabyva
funkce vSech hodnot intervalu (— 1, 1). Tedy nerovnost (34) nemiize
byt splnéna pro viechna z z e-okoli bodu z,, volime-li ¢ dostatec¢né
malé (¢ < %), af pfi tom volime w, jakkoliv., Vidime t.edy, Ze nale
funkce nem4 limitu pro z — 0. Poznamenejme jeité, Ze limita f(z) =
= flz(¢)] pro z — 0 podél libovolné kiivky z = z(f) existuje -(pokud
mi z = 2(t) tetnu v bodé z = 0). Tyto limity jsou vSak pro rizné
kfivky obecné rizné. - .

Zikladni véty o spojitych funkecich redlné proménné zustdvaji
v platnosti i pro funkce komplexni proménné, nebudeme se tedy
zdrZovat ani jejich formulaci ani jejich dikazy. Z vét o funkcich
spojitych v jisté oblasti D uvedeme bez dikazu.dvé:

1. Ka#dd funkce w = f(z) spojitd v uzaviené oblasti D, je v této
oblastz ohra,mcena t. j. existuje takové pevné rediné Cislo M + co, Ze
|f(z)| <M pro vdechna z z D.

2. Funkce w = f(2) spojitd v uzaviené oblasti D nabyvd v této oblasti
své _ma;_mmlm a minimdlni hodnoty (vzhledem k modulu).

Ob& vty plati v témZe znéni i-pro funkce spojité na uzaviené
kfivce nebo na oblouku, k nému% poditdme oba jeho'koncové body.
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§ 14. Cauchy-Riemannovy diferenciilni rovnice. Budiz w = f(z)
jednoznaénd furikce definovana v jistém okoli bodu'z + co. Vybereme
z okoli tohoto bodu body Z = z + Az a oznatime Aw pfiristek funkce
pii pfechodu od bodu Z do bodu z:

Aw = f(z + 42) — {(2).

Definice. Funkce w = f(2) je diferencovatelnd v bode z, kdyz

existuje koneénd limita lim A_w Tato limita se nazyva derivace
Az—0

fupkce w = f(z) v bodé z a oznatujeme ji symbolem

\ f(@) = lim 22 (43)

Stejnym zpiisobem jako v analyse funkei realné proménné se dokéze,

ze z diferencovatelnosti funkce (je-li f'(2) + c0) v bodé z plyne ihned

spojitost funkce v bodé z. Opalni: véta neplati.

Budiz w = f(z) = u(x, y) +iv(z,y) a hledejme poduiinky, které
musi spliovat funkee u(z, y) a v(z, y), aby funkece w = f(2) byla di-
ferencovatelnd v bodé z. Predpoklidejme, %e derivace f'(z) existuje.
Pak podle definice (43) § 12 k libovolnému & > 0-lze nalézt 6 > 0
takové, Ze pro vSechna Az, pro kterd |4z| < J plati

Aw

— 1@ (44)

PoloZme nejprve 4z = te'*, kde « — je libovolna redlni konstanta
a t = |4z|. Pak pro ¢ < & bude nerovnost (44) spinéna nezavisle na
volbé konstanty « (viz § 12). To znamena, Ze lim AZ)— je nezdvisla
4z—>0
na volbé konstanty « a rovnd se f(z). PouZijeme toho a zvolime
x = 0. Pak je piristek Az = ¢ redlny. Oznadme ho Ax. Podle (43)
dostaneme

n (lz 4 42,y) —ule, )} + io(e + A, y) —vlz, )} _|,

r (Z) = dz_’o ] e |
ou P ,
- ‘oz az (45)



PoloZme nyni « = -;E.potom priristek 4z = it je ryze imagindrni,
oznadme ho idy a ’podle (43) dostaneme
{u(z, y + dy) — ul=, y)} + i{v(z, y + Ay) — v(z, W _

"z) — i
r'e \ml:»no o idy
. ou. w
=—dp t 2 46
. o (46)
Porovninim pravych stran rovnic (45) a (46) dostaneme
u | o v |
' o 3y | a_y B | (47)

Rovnice (47) se nazyvaji Cauchy—Rzemannovy diferencidlni rovnice.
Doka.za,h jsme tedy, Ze pro diferencovatelnost funkee w = f(z) v bodé

Z]e nutna: 1. existence parcidlnich derlvaci ou zu 2: Z_; a 2.

splneni Cauchy- -Riemannovych d1ferenc1é,lnich rovnie.

Hledejme nyni postadujici podminky. Pfedpoklidejme, Ze funkee
u(z, y) a v(z, y) maji ‘v bodé z totalni diferencil*) a dokazeme, Ze pak
z platnosti Cauchy-Riemannovych rovnic plyne existence derivace
f'(z). Z diferencovatelnosti funkce dvou proménnych plyne, Ze lze
jejich prirtstky psat ve tvaru

du =2 g 1 2 % dy +nil e,

 (48)
o= 22 do 4 2 " dy + mlda), |
kv’de |dz| = VAxZ + Ay2 a5, —0, n,—> 0 pro 4z — 0. Podle (48) je
Aw  Au + 1A:c
A4z — Ax + 1Ay
B (E Az +- P Ay) +i ( Az + = Ay) + (1, + ins) |42
B Az ;Ay '

*) Jak zndmo, neplyne z existence prvnich parcidlnich derivaci jesté
existence totalniho diferenciilu. K tomu vSak stadi, aby uvedené parcialnf
derivace byly spojité v bod$ z. [Viz V. Jarnik: Uvod do pottu diferenciélniho,
II. vyd., str. 389, Piirodovédecké nakladatelstvi, Praha 1951. Pozn. pfekl.]
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Pouh]eme Cauchy- Rlemannovych rovnic a piSeme —% misto

ou o — mifsto — o Po malé uprave dostaneme

@ ‘0z En
u ov
Zw_(%Jr )Ax+( =t 3x)Ay+( N )| |
Az ' Az + idy i
sili ’ !
Aw fou - .o} RV E1
v —(35 + 15) + A+ dma) Z0
Z '‘toho
Aw ou v
W—(a—x—k az) ln1+1112|—>0 pro Az—0 \
a konedné ‘ _
Aw ou )
Im o =@ =g tig

existuje. Tim jsme dokazali tuto vétu:

Véta. Aby funkce w = }(2) = u(z, y) + iv(z, y) byla. dzferem:ovatelna
vbodé z = x 4 iy je nutné, aby v tomio bodé existovaly parcidini derivace
ou du v o

oz’ oy’ oz’ By a byly splnény Cauchy-Riemannovy dzferencwln{ rovnice

ou v ou w
oy *7)

Splnéni Cauchy-Rienwnnovy’ch diferencidlnich rovnic staéi pro dife-
rencovatelnost’ funkce w = f(z), kdyZ pFipojime dopliujici predpoklad
o existenci totdlnich diferencidlt, funket u(z, y)a 'v(z, y) ve zkoumaném
bodd.

Dodejme jests, ze v&‘echna pravidla a vzorce pro derivovdni finkci
redIné proménné zistdvaji v platnosti i pro funkce komplexni proménné.
To plyne okamzité z toho, Ze.definice derivace, véty o limitdch a
algebraické operace, na kterych spoéivaji dikazy, jsou stejné platné
jak v redlném, tak v komplexnim oboru.

Funkce v pf. 1—5 § 11 jsou diferencovatelné v celé. oteviené ro-
viné z. To si snadno ddkdZeme ovéfenim platnosti Cauchy-Riemanno-
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‘vyeh diferencislnich rovnic pro tyto funkee a ‘ovéfenim spojitosti
prvnich parcidlnich derivaci pfisluinych funkei u(z, y) a v(z, ). Tak
na pf¥. pro-funkei w = 22 (pr 5):

u =2 —y: v = 2xy \
a o ov dou - ov
E=@_2$,5=—E=—2y
Funkee
w=z|z| - (31)

(pf. 7) je diferencovatelnd v bodé z = 0. Dikaz: Je 4z =z, dw =
= lim |z| = 0 existuje. Pro Ziddné
Az 0 Az 2->0
z + 0 nenf viak djferencovatelna, jak se snadno pfesvédéime pifmym
vypottem parcidlnich derivaci funkei v = :r:l/:z:2 +ytav= ny2 + 42
a dosazenim do Cauchy-Riemannovych rovnic. Také pro funkei
z pf. 6 si snadno ovéfime, Ze rovnice Cauchy-Riemannovy nejsou
splnény pro Zadny bod uvnité definiéni kruznice. .

Nakonec uvedeme je#té dvé definice fundamentilniho vyznamu:

Definice 1. Funkce w = f(z) jednoznaéni a diferencovatelnd ve
viech bodech oblasti D se nazyva reguldrni v oblasti D.

Definice 2. Funkce w = f(z) se nazyva reguldrnt v bodé z,, lze-li
najit takové okoli bodu z,, Ze w = f(2) je v ném regularni.

Podtrhnéme je§té tu okolnost, Ze nafe definice se vztahuji na
jednoznaéné funkce. Kromé toho jsme se nezabyvali diferencova-
telnosti a regularitou funkce w = f(z) v nekoneéné vzdileném bode
(viz § 6).

Podminky regularity a deerencova.telnostl funkce v celé oblasti
jsou stejné. Naproti tomu jsou podminky regularity.v bodé& silnéjsi
nez podminky diferencovatelnosti. Tak na pf. funkce (31) je v bodé
z = 0 diferencovatelns, ale neni regulérni, protoze neni diferencova-
telnd v Zddném okoli bodu z = 0.

=w=2z[z] a f(0

ULOHY.

1. Na.p-iéte v kartézskkych soufadnicich rovnice stereogfafické projekce. Co
odpovidé v stereografické projekei: a) dvojici bodu za —2; b) dvojiei bodu
zaz?
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.2.) Tvoii oblasti geometrickd mista bodu:
8) |2 —1] S I; -
b) cosp <r < 2cos¢p; — n < ¢ < n (r a ¢ polarni soufadnice)?

3. Stanovte limitu posloupnosti: -
- n
z,, = (_1 +E-) (poloZte z = z + iy & z, = 7,67 astanolte limr, a
= n : ' noo
lim ¢,),
n->o

n
ik - .
@ z, = z % (zndzorn&te graficky).
k=0

24) Jakymi kiivkami jsou tvofeny hodografy komplexnich funkef reélné pro-
ménné
(@)= = aslt £ fo—it (a, f redlne),
(D z = e** (a komplexni)?
@ BudiZ z = z(t) dréha, po niZ se pohybuje hmotny bod v roviné. Stanovte
sloZky rychlosti a zrychlenf do sméru Oz a sméru k nému kolmého.
6. Necht bod z obfhé po kruZnici o polomé&ru R s konstantni uhlovou rychlosti
@ = 1. Stanovte vektor rychlosti bodu w pohybujiciho se spoleéns s bodem’
z podle vztahu w = f(z).
*Stanovte ustdleny proud v obvod$ sloZeném z ohmického odporu R a ka-
pacity C zapojenych v serii, je-li na svorky pfiloZena -sinusoiddlni e.m.s.
MBE Na je)(ou mnoZinu zobrazuje rovinu z (s vyloudenim bodi z = 0 a z = o)
funkce (42)?
9. Zobrazeni, definované &vojicl redlnych funkei dvou promé&nnych
u=o0z+ By + v, ‘
v = 0% + By + Vs
(%18, — ayfy = 0) se nazyvé afinni. DokaZte:
a) afinni zobrazeni zobrazuje libovolny &tverec roviny z na rovnob&Znik
v roviné w, .
b) jestlie obrazem alespoil jednoho &tverce je op&t &tverec, pak funkce
B w = u + iv je linedrni funkei komplexni proménné z = z + iy.
iQf ‘Co odpovidé.'vpi'i zobrazeni w = 22 soustav® pfimek y = a (x > 0) a soustavs
<. “polopfimek z = B, y > 01
zl) V jaké k¥ivky roviny w se zobrazi

T 1
@pi‘imkyra:=aay=ﬂfm1kciw=—;
z
FPSSN 1 3
v o b)) polopfimky argz = « funkef w = +.z§
: —z
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¢) kruZnice |z] =7 (0 <7 < 1) & vysele argz = o, 0 < |z| . £'1 funkef

+1
w=-|z+-—1;
2 .z

d) kruZnice |z| = 1 funkef w = Vz + 1.

7N . . 2n g
1\2)N & jakou oblast se zobrazi vysed 0 < argz < 5 funkef w= 231 Co odpovidé

v tomto piipad$ soustavém Rew = «, Imw = §?

13*. Uvedte piiklad takové funkee w = f(z), pro kterou limity podél libovolné

14.
15.

16.

17.

piimky existujf a jsou si rovny, ale lim f(z) pfesto neexistuje.

z2—0
Prozkoumejte spojitost funkce w = tg (arg z).
DokaZte: jestliZe je funkce w = f(z) v n&které oblasti fegulérni a reilns,
pak je konstantni. P
Dokaizte: je-li funkce w = f(z) regulérnf v oblasti D a je tam vSude f’(z) = 0,

pak je f(z) konstantni v oblasti D.

‘ 3
, L - .
Prozkoumejte regularitu funkef: a) w = 23, b) w = i e)w= Vz; d) w=
} z

=z Rez.’
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