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KariTorna II.

KONFORMNI ZOBRAZENT.

§ 15. Konformni zobrazeni. Budi# w = f(z) funkce diferencova-
telnd v bodé z a budiz f'(z) + 0. Polozime

Az = Ar . €%, Aw = Ag e‘;:rf’(z) = Aei‘;,
a podle definice derivace a podle véty [2] § 12 bude*)

L J
F@ =4 =1m%2 ergfle) =a=limy—p). (1
dr—0 AT dz~0 R
Necht se nyni blizi bod ¢ = z 4 Az bodu z po jisté k¥ivee C. Jemu od-
povidajici bod w = f({) se bude blizit bodu w = f(z) po jiné k¥ivce y,
ktera odpovid4 kiivee C v zobrazeni w = f(2) (VlZ obr. 17). Kfivka C
je definovina pomoci komplexni funkce redlné proménné i

£ =1L (k) = z) ‘
a OdeVlda]lm knvka. y ma rovnici:
o = olt) = flL@)] (0(t)) =w). __
Predpoklidejme, Ze l'd'ivka, C ma teénu v bodé z. Pak mﬁiemé pred-
pokladat, Ze existuje £(f,) + 0. Z pravidla o deriva.ci sloZené funkce
a z predpokladu f'(z) + 0 plyne, @(t,) = f(2) L(t,) *+ 0, t. j. ¥ ma téi

teénu v bod& w. Oznadme si @,, resp. y,, Ghly, které tyto teény sviraji
8 osami z, resp. u. Pak ¢, = lim¢ a y, =limy a druhy vyraz v (1)

4z2—0 . 4z—0
piejde na tvar**)

arg ['(2) = vo — o (2)

*) JestliZe o = 7 + 2kn, pak vybereme takové hodnoty ¢ a y, aby jejich
rozdfl ¢y — @ leZel v intervalu (— =, n) a (1) pak ddva hlavni vétev argumentu.
Je:li « = @ + 2ka, vybereme ¢ a y tak, aby rozdil ¢ —y leiel v intervalu
<0, 2z}, a pak z rovnice (1} dostaneme & = =.

**) Jako dopliujicf pfedpoklad pro vybér hodnot zp a'y potrebujeme jefits,
aby existovaly jejich limity pro 4z — 0. Pak je arg v rovnici’(2) hlavni v&tev
argumentu.
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Vzorec (2) dokazuje, Ze

a) dhel, o ktery se pootoli teCna kfivky C v bodéz pfi zobrazeni w = f(z),
je mezdvislyj na smé’ru a tvary lcrwlcy _

Budeme zde, i dé,le,
vzdy predpokladat, zZe
sméry os. x a u, Tesp. ¥
-a v, spolu souhlasi, a dh-
lem pootoéeni pak bude-
me rozumét ihel, ktery
svira pivodni te¢na s od-

Obr. 17. povidajicim smérem v ro-
viné viech obrazli. Pak
miiZeme vlastnost rovnice (2) vyslovit geometricky takto:

ihel o = arg f'(2) je roven Wuhlu poototeni v bod€ z pfi zobrazeni w =

= f(2)- .

Oznaéme si 4s, resp. do, délku oblouku kﬁvky C mezi body z a £,
resp. kiivky y mezi body w a w. Jak je zndmo z analysy, jsou obé
nekonec¢né malé veli¢iny 4s a Ao ekvivalentni vzhledem k Ar a Ap
a miZeme tedy prvou rovnici v (1) pfepsat na tvar*)

ds,

Fel=Aa=lma (®)

\
_Tuto limitu nazyvame modul zobrazeni. Ze vzorce (3) plyne

b) pfi_zobrazeni w = f(z) nezdvisi modul zobrazeni v bod¢ z am na
tvaru ani na smé'ru Icrwky C' ' v

To miZeme geometricky vyslovit té% takto:
Modul derivace A = | f (z)] v bod€ z je roven moduly zobrazeni v tomto
bodé w = f(z).

Vlastnostem a) a b) naSeho zobrazeni w = f(z) je moZno dat je§ts
jiny geometricky tvar (obr. 18).

Budeme se nyni zajimat nejen o velikost, nybrz i o orientaci uhlu «,
t. j. bhdeme hledat smysl otodeni, kterym pfejde prvé rameno uhlu do

*) Viz Vojtéch: Zaklady vyssi matematiky, dil I, str. 240, vyd. VII, JCMF,
Praha 1946. [Pozn. pFekl.]
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polohy shodné s druhym ramenem. Pro orientaci si zavedeme Gmluvu
bé%nou v analytické geomdtrii. Uhel, jehoZ prvé rameno splyne
s druhym ramenem pohybem proti pohybu rucmek hodmovych
budeme nazyvat kladnym.
Viechny uhly, které nebu-
dou kladné (a budou rizné
od nuly), budeme mnazyvat
zaporné.

PHi zobrazeni w = f(z) se
podle vlastnosti a) teény ke
viem kiivkim v bodé z po-
otodi o stejny thel (i co do Obr. 18.
smyslu). MiZeme tedy vy-
slovit tuto vlastnost jistého , konservatismu tahla« jako vlastnost
charakteristickou pro na%e zobrazeni:

a’) Uhel dvou libovolngjch kiivek C, a C, protinajicich se v bod¢ z je
roven co do velikosti 1 smyslu dhlu mezt kfivkams y, a y,, které odpom-
daji krwkam C, a C, v zobrazeni w = f(2).

Pfi zobrazeni w = f(z) se body z vzdilené od bodu z, o 4r, kde Ar je
velidina nekoneéné wmala, zobrazi na body w, vzdilené od bodu w,
(aZ na veliéiny vysSich fada) o AAr. MuZzeme tedy vlastnost b) geo-
metricky vyslovit téZ jako invarianci nekoneéné malych
kruznic takto: C

b") Kruznici o nekoneéné malém,poloméru Ar a stiedu v bodé z odpo-
vidd v z_¢_7bmzem W= ]‘(z kfivka » Liici se od kruzmce se stredemf v bodé
w a polomérem AAr o veliliny nekoneiné malé vy§$’zho mdu vzhledem
% A r. ,

Definice. Zobrazeni w — f(z) majici v nékterém bodé z_vlastnosti
a’), b’) se nazyva konformni v tomto bod&. Vysledky shrnuje ‘

Véta [1]. Budif w = {(z) funkce diferencovatelnd v bodé z a budiZ
f(z) % 0, pak zobrazeni zprostFedkované funkci w = f(z) je konformni
v bodd z a arg [ (2) uddvd velikost pootodeni v bodé z; @) je modul
zobrazeni v bod¢ z.

Poznamka. arg f'(z) nazyvame téz nekdy argument zobrazeni
v bodé z.



Jak jsme ukézali jiz vySe, konformni zobrazeni zachovivé Ghly
mezi kfivkami nejen co do velikosti, nybrz i co do orientace. Tuto
posledni vlastnost nem4 na p¥. zobrazeni w = z, které geometricky
znadi zreadleni roviny z podle redlné osy. Zobrazeni w = z zachovava
sice velikost ahld, ale obraci jejich smysl. '

Zkoumejme superposici zobrazeni w = f({) a ¢ = z (kde ¢ je nova
komplexni proménnd, f({) reguldrni funkce), t. j. w = f(z). Ob& zob-
razeni w = f({) i { = z zachovavaji velikost Ghli a tedy i zobrazent
w = f(z) bude zachovavat velikost tihlti. Zobrazeni w = f() zachovivi
i smysl 4hld, ale zobrazeni { = z jej méni na opaény. Z goho plyne, Ze
zobrazeni w = f(z) bude ménit orientace whli.

Nikdy se nazyvé zobrazeni w = f(z) konformnim II. typu (na rozdil
od vyse zkoumaného konformniho zobrazeni, které pak nazyvime
konformnim I. typu). Zé,}?]érem jestd nékolik pozniamek o vlastno-
stech konformnich zobrazeni.

Poznimka 1. Podminka f'(2) & 0 ve vété [1] je podstatni. Jako
priklad vezméme funkei w = 2* z pf. 5 § 11. Funkce w = 2* je regu-
lérni v bodé z = 0, ale jeji derivace v tomto bodé¢

dw
'd—z = 22

z=0

= 0.
z=0

V § 11 jsme si dokdzali, Ze zobrazeni w = 2% zdvojnasobuje Ghly
v podéatku soufadnic, t. j. neni konformni v bodé z = 0.

Poznamka 2. Z vlastnosti b) plyne, Ze plocha ohraniéend kiivkou
« je a3 na nekonedn& malé veli¢iny vy$sich ¥a4dd rovna A2z Ar2. Z toho
vidime, Ze koefic_ieht A? s uvedenou presnosti je pomér ploch ohrani-
genych kiivkami C a x. Nazyvidme jej koeficientem plosné dilatace
konformniho zobrazeni v bodé z. Je tedy koeficient ploSné dilatace
konformniho zobrazeni v bodé z roven |f'(2)]%. K témui vysledku
dojdeme i jinak: UvaZujme Jakobian zobrazeni w = f(z), t. j. Jakobidn
funkei v = u(z, y), v = v(z, y)
Hu,v) |0z oy| _ (ow\* | [ow\* . .
R ( ax)‘ + (ay) — F P, @
oz oy
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kde jsme pouzili Cauchy-Riemannovych rovnic. Jak je zna,mo z ana-
lysy,*) modul Jakobiédnu je roven koeficientu plosné dilatace.
Odvodime si jesté jednu ggomet.nckou interpretaci |f'(2)|.

Poznimka 3. Jestlize je v nékterém bodé f'(z) + 0 pak podle
o(u, v)
(=, y)
nosti Jakobidnu a spojitosti prvnich parcidlnich derivacf funkef
u(z, y) a v(z, y) plyne, Ze lze nalézt takové okoll bodu z, Ze v ném je
zobrazeni w = f(2) jednofjednd_zria,éné. Je moZno dokazat i opak:
Je-li w = f(z) reguldrn{ 'v bods z a je-li f'z) =0, pak nelze najit
#4dné okoli bodu z tak, aby v ném bylo zobrazeni w = f(z) jedno-
jednoznaéné.

(4) v tomto bodé %+ 0. V analyse se dokazuje, e z této vlast-

§ 16. Konformni zobrazeni oblasti. Definice. Zobrazeni w = {(2)

se nazjvd konformnim v oblasti D, je-li konformni v ]qqgiémfbgdé’ oblasts.

Z véty [1] plyne, Ze k tomu, aby zobrazeni w = f(z) bylo konformni
v oblasti D stadi, aby w = f(z) byla v této oblasti reguldrni a f'(z) + 0
viude v této oblasti. Zobrazeni p¥. 1—4 § 11 jsou zfejmé kqnformni
v celé oteviené roviné. V daldim najde &tendf da,lél piiklady konform-
niho zobrazen.

Piedpoklédejme, %e zobrazeni w = f(z) je konformni a pro jedno-
duchost i jedno-jednoznaéné v oblasti D. Budiz A oblast, kterd od-
povida oblasti D v tomto zobrazeni. V oblasti 4 vezmeme dvé sou-
stavy piimek u = ¢,, résp. v = ¢,, které jsou rovnobéZné s osami.v,
resp. u, v roviné w. V zobrazeni 3 = f(z) odpovidajf témto piim-
kam dvé soustavy kiivek v roviné€’z, jejichZ rovnice jsou

1 Uz, y) = ¢;, vz, y) = Cy (5)

Diikaz. Jestlize se' bod z pohybuje podél nékteré z ktivek, na pf.
prvni soustavy, potom — jak ukazuje prva z rovnic (5) — funkce
u(z, y) je konstantni. To vSak znamend, Ze bod w se pohybuje po
pfimce » = const rovnobézné s osou v. '

Budeme predpokladat, Ze hodnoty konstant ¢; a ¢, v rovnici (5)
rostou ve stejnych intervalech. To znamend, Ze oblast 4 je rozdélena

*} Viz Bermant: Kurs matematideskogo analysa II., str. 181 a dalsf, Gostech -
izdat, Moskva 1950.
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na &tveretky o strané Ac. Budeme pak fikat, %e v oblasti 4 je sestro-
jena kartézskd soufadmicovd sit. Této 'siti odpovidd v oblasti D sif
kiivek (5); Sit (5) nazyvime s$if konformné ekvivalentni ke ka.rtézské
soufadnicové siti.

Jesthze Ac >0 (t. ] 4dc je velidina nekone¢né mald), pak podle

- vlastnosti a’) a b’) kon-
formntho zobrazeni sit
v oblasti D se skladd
z kfivoc¢arych nekonecéné
malych &tvereska*) (obr.
19). .

KNS ' . "P¥iklad. Funkee

: — 6
' Obr. 19, . E";-—z:] (6)
poskytuje zobrazeni hor-

ni. polorovmy Im z >0 na rovinu w s vylouéenim kladné reilné po-
l_oosy u (§11). Toto zobrazen{ bude v celé horni poeloroviné kon-

formni nebot je tam viude %z— 2z % 0.

A% bode z2=0 zobrazeni dvojnasobuje Ghly (viz § 11). Je
u=xt— 1y, v = 2xy; (7)
P e S )

je ihned vidét, Ze konformné ekvivalentni sif je tvofena vétvemi
hyperbol .
2t — g = ¢y, 2wy = ¢y (8)

leZicimi v horni poloviné (obr. 20). Kromé pravé zkoumané sité
muZeme je$té vySetfovat sif konformné ekvivalenini siti poldrnich
soufadnic. V\na,éem ptipad8 je tvofena siti kiivek v Im z.> 0, které
se zobrazi na kruZnice |w| = ¢, (s vylouéenim bodu w = ¢, na kladné
redlné poloose) a na polopaprsky arg w = c,. Je ihned vidét, Ze to jsou
pilkruznice |z = |/c,, Im z > 0 a polopaprsky argz = }¢,, 0 < ¢, <27
(viz obr. 16). ‘ ’

. '*) 8 pfesnosti do nekoneéné malych velidin vys§ich Fada; étyruhelnik Ehr-
kovany na obr. 19 je podle a’) pravothelnik a podle b’) jsou si jeho strany rovny.

\ .,
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§ 17. Diferenciil a jeho geometricka interpretace.
Z deﬁmce derivace plyne

Aw ,
W‘—f(z)—% n— 0 pro 4z — 0,
z toho

dw = f(2) dz + n4z.

Velid¢ina f'(2) Az se lit od piiristku Aw o Veliéill.ll ndz, nekonedné
malou vy3siho fadu*) vzhledem k f'(z) 4z (pro f'®) + 0, # ). Na-

Obr. 20.

zyvame ji podobné jako v analyse funkei redlné proménné — hlavnd
édsti Aw. Kromé toho pii pevném z z#visi tato veliGina linedrné na
Az. Je tedy zcela pfirozend

Definice. Velitina, -
’ dw = f'(z) 4z,

kterd je hlavni dasti pfirustku dw, se nazyvé diferencidl funkce f(2)
v bods$ z.

Budeme-li aphkova,t nasi formuli na fun.kcl f(z) = z, proni% f'(z) = 1,
dostaneme dz = Az a vzorec pro diferencidl pak nabude koneéného
tvaru -

dw = f’(z; dz. . (10)

*) To zna.rnena podobnsd jako v a.na.lyse reilné prom&nné, ¥e
" Adw — f'(z) 4z
im

Az—o0 f ( )~AZ =0
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Abychom nadli geometricky smysl diferencidlu, budeme fixovat body
z a'w a'budethe studovat vztah mezibody Z =2 + Aza W = w 4 Aw:

W — f(2).

Vztah mezi body Z a W se pii pevném z a w ziejmé redukuje na
vztah mezi A2 = Z —z a Aw = W — w, pro které plati pro diferen-
covatelné funkce

Aw = f'(2) Az + ndz. _ (9)

 Budeme studovat vztah mezi 4z a Aw v dostatednd malém okoli
bodu z a ptedpoklidejme jesté, Ze f'(z) + 0. Zanedbime-li na pravé
strané rovnice (9) &len 74z jako velidinu nekoneénd malou vyssiho
fadu, miZeme pfiblizné psit

w = f'(z) 4z = dw. (11)

Rovnice (11) ndm udavs jednoduchou linearni zavislost mezi 4z
a dw. :

Pouzivajice geometrické termmologle muZeme tedy Fieci: je-li funkce
w = f(z) diferencovatelnd v bodé z a je-li f'(z) + 0, pak se zobrazeni
v _okoli tohoto bodu (a% na velidéiny nekoneéné malé vysSich Fadd)
redukuje na linedrni zobrazeni

W —w = f'(2}(Z —2). (10,)

Toto zobrazeni se nazyvd hlavni linedrni Edst zobmzem w = f(2).
Takze, v bodech, kde f'(2) *+ 0, definuje dzferencml dw hlavni linedrni
édst zobrazeni w = [(2).

MiZeme opét provést analogii s analysou funkce reilné proménné,
kde ziména funkee f(z) jejim diferencidlem v okoli bodu z geometricky.
znamend zaménu &asti oblouku kiivky y = f(z) usekem teény v bodé =
8 rovnici

; ¥ —y) =f) (X —a).

Z (11) plyne .
W —w~ f(2) (Z—2)
¢ili

Waf()Z +w—2zf(2) =aZ + b,

kde a = f'(z), b = w— 2f'(2) jsou konsta,\nty Ppii pevném z.
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Je to-linedrni zobrazeni vyZetfované v pf. 4 § 11. Pougijeme-li
vysledku tam odvozeného, dostaneme

Véta [2]. Budiz w = f _diferencovatelnd v bodé z a_necht f'(z) + O,
pak se zobrazeni zprostredkovane funket w= f(z) v dostatecné’ 'm,além
oIcolz bodu 2 redukuje na linedrni zobrazeni (az na veliéiny nekcmecné
'malé vy.é'é'wh Fdda), t. j. na : -

1. rovnobéZné posunutz z bodu 2 do bodu w,

2. dilataci s modulem I)‘ (2)],

3. pootocem o dhel arg f'(z).

Jinak feeno, konformmt zobrazeni se jevi jako lokdlni (t. j. v okoli
bodu 2) podobnost. Odtud je téZ jeho nizev — konformni — t. j.
zachovivajici tvar (formu).

§ 18. Linedrni lomené zobrazeni je definovano na ﬁp]né ‘kouli
komplexni prom&nné z lirtedrni lomenou funkci

az+ b

, Y= wrd (12)

dl’ d , _ : a

proz*—z,#oo%?proz=—?w—ao a8 pro z =, w=-.
Predpoklidejme jests, Ze &

ad — bY =+ 0, (13)

nebot jinak by bylo% = %a, funkce (12) by degenerovala na kon-

stantu.

. Linedrni lomend funkee zprostifedkuje jedno-jednoznadné zobrazeni
uplné koule z na dplnou kouli w. Inversni zobrazeni k zobrazeni (12)
je definovéno a je jednoznaéné na taplné kouli w a ma tvar:

_ —dw+b
T cw—a 7 .
a a i d
prow#;:l:ooaprow:;,z: &prow—oo 2= ——

c

~ Pro ¢ = 0 (12) prejde na linearn{ (celistvé) zobrazeni w= }% z -I—%,
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které jsme podrobnéji vysetiovali jiZ v § 11 pf. 4. Pro ¢ + 0 miZeme

psét
a
w ==+

bc — ad
clez + d) :
n

a miZeme poklidat zobrazeni w = f(z) za superpos101 téchto prostswh
zobrazeni

!

{=cz+d,
w =L
ool (14)

~

w = a_,+ (bc — ad) w,

\' [ [
pFi GemZ pro druhé zobrazeni ze(14) w = 0 pro { = o0 a w = © Pro
{ = 0; prvni a posledni zobrazeni z (14) zobrazi nekoneéné vzdaleny
bod na nekoneéné vzdileny bod. :

\

Prvni a posledni zobrazeni (14) jsou linedrni a redukuji se na dilataci
v §ir$im slova smysla, otodeni a rovnob&iny posun, jak jsme vidéli jiz
vyse. Zbyvi vySettit geometricky smysl druhého zobrazeni (14). Po-
zménime oznaceni a pifeme

w = —:— (156)

Pro ujasnéni si pfedstavme obé roviny soumistné, t. j. poloZeny na
sebe tak, Ze se jejich soufadnicové osy kryji. Zobrazenf (15) pak znadf

piechod od é&fsla z k éislu%. Piisluinou konstrukei jsme vyloZili
v § 3 (obr. 5). Je to superposice dvou zobrazeni: 1. inverse vzhledem
k jednotkové kri#nici (pfechod od bodu z k bodu { = %, pii ]:{terém‘
se neméni argument a modul pfechdzi ve svou reciprokon hodnotu)
a 2. zrpadleni podle redlné osy (pfechod od bodu ¢ k bedu w = t = 1

pii némz se nemén{ modul a argument méni znaménko).

Je ihned vidét, Ze pfi takovém zobrazeni se kruh |2| < 1 zobrazi na
kruh|w| > 1ge stiedem v bodd w = oo a kruh |2 > 1 na kruh |uw| < 1.

58 v



KruZnice |2| = 1 v kruZnici |w| = 1, polopaprsek argz = ¢ v polo-
paprsek arg w = — ¢ (obr. 21). - \

Derivace funkce w =% existuje ve viech bodech krom& bodu

!
argz- z2=08a2z=0wo aje
dw 1

Podle véty [1] je tedy zob-
razen{ (15) kqnformni v celé
roving kromé uvedenych
dvou bodt. ’
Abychom si mohli ujasnit
vlastnosti zobrazeni v téchto
bodech, musime si nejprve

lObr. 21. zavést pojem twhlu mezi
, dvéma kfivkami v. bod&
z =00. Tentd tthel se m&¥i jak zndmo tvihlem, ktery sviraji pisluiné

tetny (pokud existuji) a staéi se tedy zabyvat uhlem dvou piimek
protinajicich se v bodé z = co.

Pod tthlem mezi dvéma pfimkami ¥ bod® z = co budeme rozumét
tihel mezi témito pfimkami v jejich druhém (kone¥ném) prisediku,
vzaty se znaménkem minus:

Po tomto doplnéni bude zobrazeni
(15) zachovavat thly i v dfive vy-
louéenych bodech. Necht se dvé /
piimky I a II protinaji v bod&
z=0 pod tdhlem a. V zobrazeni - ¥
(15) jim odpovidaji piimky I' a II'
protinajici se v bodé w'= 0 pod
vhlem — o¥). Tim je dokdzipo, Ze Obr. 22.
zobrazeni (15) zachovava ihly v bodé
z = oo . Podobné se dokdZe, Ze zobrazeni (15) zachovivé thly i v bodé
z=0,

*) Nebot pfi zobrazeni (18) odpovidé. polopa.prsku arg z=g9 polopaprsek
arg w = — ¢ (viz obr. 22).
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.Zobrazeni (15) mi tedy obé vlastnosti konformniho zobrazeni
ivbodechz=0az=o0 (viz § 15).

Ostatni dvd zobrazeni (14) jsou konformni v celé roving z, A jelikoz
superposice konformnich zobrazeni.je opét konformni zobrazeni, je
i (12) konformni v plné roviné z.

Zakladni vysledky shrneme do

. Véta [3]. Libovolnd lomend linedrni funkce

az + b
w_—cz+d,ad.—bc=|=0, (12)
(pro 2= ——, w= oo, pro z = o, W= 24) zprostfedkuje jedno-
c R4 c

jednoznaéné konformni zobrazeni wplné komplexni roviny z na dplnou
komplexni rovinu w.

§ 19. Zobrazeni kruZnic. Rovnici libovolné kruznice v roving z
A@* +y*) +Bx +-Cy +D =0 (16)

jve mozno pomoci substituce .

r = }(z + 2), y=%(z—;)

psét ve tvaru
A2z +az Loz +D =0, . (17)

kde & = }(B — Ci). Pro 4 = 0 pfejde rovnice (16) v rovnici primky.
Budeme-li pfi svych dvahich pouZivat koule komplexnich éisel, ne-
budeme tuto vlastnost zvldsté vyluovat (viz § 5).

Zobrazenim (15) pfejde rovnice (17) na tvar
A +ow 4w+ Dww =0, - (18)

ktery je ziejmé opst rovnici kruZnice na kouli w. Zobrazeni (15)
zobrazi tedy libovolnou kruZnici koule z na kruZnici koule w. KruZnice
prochéazejici bodem z = 0 (t, j. pro které v rovnici (17) je D = 0) se
zobrazi v pfimky (nebot pak D = 0 v rovnici (18)) a pfimky roviny 2
se zobrazi na kruZnice v roving w prochazejici bodem w = 0 (nebot
A = 0 v rovnici (18)). Ptimky roviny z prochédzejici bodem\z = 0 (pro
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néZ A = D = 0 v rovnici (17)) se zobrazi opét na piimky roviny w
prochézejici bodem w = 0 (4 =D = 0 v rovnici (18)).

ProtoZe druha dvé zobrazeni (14) zobrazi téz kruZnice na kruZnice
(to plyne okam?Zité z jejich geometrického smyslu), je jasné, Ze tuto
vlastnost bude mit i superposice (12). Dokazali jsme tim -

Véta [4]. Libovolné linedrni lomené zobrazeni

_az4+b .
w—m,.ad—'bc—o

(proz = — %, W= 00,Pro z = 00, W =% pfevddi kruZnice koule
komplexni proménné z opét v kruznice koule komplexni proménné w.

Poznamka. Libovolné
konformni zobrazeni zacho-
vava (aZ nanekonetné malé
veli¢iny vysSich ¥ada) neko-
nectné malé kruznice. Linear-
ni lomené zobrazeni zacho-
vava viechny kruZnice.

§ 20. Invariancz sdruZe-
nych bodd. Definice. Bo-
dy z a {, jei leZi na témize
(prodlouZeném)  primeéru
kruznice C a pro néz plati

02.0; =R, (19)-

kde O je stfed a R polomér Obr. 23.

krutnicer G, se nazyvaji i
sdrufené (nebo té% symetrické) vzhledem ke kruinici C. Stied O je
sdruzen s pekoneéné vzdalenym bodem.

. Se specialnim p¥ipadem, kdy C byla jednotkova kruznice se stfedem
v potatku, jsme se jiZ setkali v §§ 3 a 18. Konstrukce sdruZenych
bodi, tak jak byla zndzornéna na obr. 5, zistava v platnostii pro obec-
ny piipad. .

Sestzgjime svazek kruznic (I') prochizejicich body z a { sdruZenymi
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podle C (obr. 23). Ka#d4 kruznice ze svazku @) protind kru#nici C
pod pravym thlem. Podle znimé véty z elementirni geometrie se
étverec délky teény rovnd soudinu z délky sedny a jeji vnéj&i &asti.
Podle (19) je viak tento souéin roven R? a tedy tetna ke F je polomé-
rem v C a kruZnice jsou ortogondlni.

Naopak, jsou-li body z a ¢ zikladnimi body svazku (I") kruZnic
ortogonalnich ke kruZnici C, pak jsou sdruZeny vzhledem ke kruZnici
C. Nebot pfimka z{ patiici do svazku (I') je kolma k C a prochazi zfejmé
stredem O kruznice C. Kromé toho, protoZe je I" ortogonalni k C, je
0z = O = Ow? a podle vyse uvedené véty Ow? = R?. Tim je doka-
zéna

Véta [5}. Nuind a postadujici podminka k tomu, aby body z a ¢ byly
sdruzené vzhledem ke kruinici C, je, aby kruinice svazku (I") s body
z a { jako zdkladnimi byly ortogondini ke kruznici C.

Z véty [5] plyne nova '

Definice. Body z a ¢ se nazyvaji sdrufené podle piimky p, jsou-li
zédkladnimi body svazku kruZnic (I') ortogondlnich k p¥imce p.

V tomto pipadd sdruZeni prechdzi zfejm& v obyCejnou symetrii.

Véta [6]. Zobrazeni w = f(z) zprostiedkované libovolnou linedrni
lomenou funkci zobrazuje dvojici bod@ z a ¢ sdrufengjch podle kruznice C
ve dwojict bodt w a o sdrufengch podle krusnice C', kterd je obrazem
krusnice C,

. Dukaz Sestrojime svazek kruZnic (I) procha,zejlcmh body z a (.
Ty ]sou podle véty [5] ortogonilni ke kruznici C. Podle véty [4] se.
zobrazi C' na kruZnici (pfipadné piimku) C’, svazek (I') na svazek
(I, kruznic kolmych ke kruZnici " a podle véty [5] jsou tedy body
w a w sdruZeny podle C'.

Piiklad. Hledejme sif konformn& ekvivalentni siti polirnich sou-
fadnic pfi zobrazeni '
_z—2z _
w=_——" 2’ (20).
kde 2z, a z, jsou libovolné hody roviny. V zobrazeni (20) odpovida
bodu z,, resp. z,, bod w = 0, resp. w = co. Odpovidaji tedy podle
véty. [4] polopfimkam argw = ¢ (t. j. ,,polokruznicim prochézejicim

\
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body w = 0 a w = o0 ‘) oblouky kruZnic prochizejicich body z, a z,
(8arkované na obr. 24). .

Dale: body w = 0 a w = oo jsou sdruZeny podle viech kruZnic
|w| = ¢,, tedy podle vét [4] a [6] bdpovidaji témto kruZnicim kruz-
nice, podle nichZ musi byt sdruZeny body z, a z, (vytaZené plné na
obr. 24). Oba svazky jsou navzijem ortogonalni. -

Poznimka. Dokdzali jsme jako specidlni piipad, %e geometricksé
misto bodd, jejich? pomér vzdilenosti od dvou danych pevnych
bodi z, a z, je stily .

z2—z

lw| = = const

z2—2

je kruznice. Toto tvrzeni je obsahem wvéty Apolloniovy, a proto se

. z—z S, . v .
kruznice * L| — const nazyvaji Apolloniovy kruZnice.

z—2,

§ 21. Urceni zobrazeni zprostFfedkovaného linedrni lomenou funkéi.
Obecny tvar zobrazeni (12) linedrni lomené funkee zavisi na tiech
nehomogennich (4 homogennich) parametrech, nebot muZeme libo-
volnym nenulovym koeficientem z koeficientt a, b, ¢, d délit Citatele
a jmenovatele zlomku napravo v (12), t. j. miZeme tento koeficient
polozZit roven 1.

Jednoduchy pripad konstrukce linedrniho lomeného zobrazeni je
tento:-Budtez dany na kouli z tfi rizné body z,, z,, z; a na kouli w
tfi rtzné body w,, w,, w,. Jest t¥eba najit zobrazeni tvaru (12), které
prevadi z, v w, (k= 1, 2, 3). Pro koneéné z;, w, ma toto zobrazeni
tvar

W— W Wy — W, z—2, 23—2,

= . (21)
W— Wy, Wy — W, 2—2y, 23— 2 »

* Dikaz. Pro pevna z,, w, je (21) zfejmé lineirni lomena funkce
a ptevadi z, v w, (k = 1, 2, 3). Jestlize nékteré z &isel z, nebo w, je
nekoneéné, pak v Citateli a jmenovateli ve vyraze (21), kde se ono ¢islo
vyskytuje, nahradime pfisludny rozdil éislem 1. Tak na p¥. pro z; = ©
w, = oo vzorec (21) bude mit tvar

1 Wy — Wy z—z2, 1
CwW — w, 1 Toz—z, 1
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¢éili ' z—z,

w = w, + (wy — w,) (22)

z2—2

Ztejmé bodu z = 2, odpovidd bod w = o a bodu z = z, bod w, = O«,‘;
a bodu z =0 bod w = w,.

DokéZeme nyni, ze feSeni dané vzorcem (21), resp. vzorci analogic--
kymi (22), v pfipad8, Ze nejsou viechna z,, w, koneéna, je jedno-
znaéné. Nechf tedy existuji dvé zobrazeni zprostfedkovani linedr-
nimi lomenymi funkecemi w = I,(z) a w = ly(z), kterd prevddsji z,
ve w,. Sestrojime jeité zobrazeni w = l{w) ptevadéjici w, v body
0, 1, 00 a budeme zkoumat superposice ‘

o' = l[l}(2)] = Ly(z), 0" = Il[l5(2)] = Ly(2).
To jsou lineérni lomené funkce prevadsjici body z, v body 0, 1, 0.

Sestrojime zobrazeni
0" = Ly[L{* ()],

kde Lj?! je inversni zobrazeni k L,. Pak " je linedrnf lomend funkce
" aw' + b

=+ d a pfevadi body 0,1, © v sebe sama. Pak je to ale

identita. Dikaz: pro o' = o, " = % =w a tedy ¢c =0, a ¥ 0;
podobné pro o' =0, " = % =0atedy b =0, d + 0; takie 0" =
=%w'. Ale pro o =1, o =% =1, t.j. 0" = o'. A dale: je tedy

Lyt inversni k L,, odtud L, = L, a koneéné I, = [,.
Vysledky vyslovime ve vété.

Véta [7]. Existuje jedno a jen jedno zobrazeni zprostfedkované linedrni
lomenou funkci, které prevddi t#t rizné libovolné dané body z, koule z ve
tFi rizné libovolné dané vody w; koule w (k =1, 2, 3).

Podle véty [7] lze najit linearni lomenou funkei prevadéjici danou
kruznici C koule z v danou kruZnici €’ koule w. K tomu staéi podle
véty [4] najit zobrazeni pfevadsjici tfi libovolné body prvé kruznice
ve tii libovolné body druhé kruznice.
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Poznamenejme je§té, Ze toto zobrazeni zobrazi kruh ohraniéeny
kruznici C' bud cely dovnitf kruZnice ¢’ nebo cely vné kruznice C'.
Dikaz: Nechf obrazy w’ a w” bodt 2’ a 2" z vnittku kruZnice C leZf na
ruznych stranich kruznice C’. Pak tsecka z'2” neprotind kruznici C,

l "

ale oblouk w'w” ji odpovidajici protind kruznici C’, coZ neni moZné.

Abychom zjistili, ktery pii-
pad nastane, stadi najiti obraz
jediného bodu z vnitfku kruz-
nice C; lezi-li tento -obraz
uvnit¥ C’, nastane prvy piipad,
lezi-li vné, nastane druhy pfi-
pad. MuZeme téZz postupovat
jinak. Zvolime na kruZnici ¢
t¥i razné body: z,, z,, 25; jejich
pofiddek definuje jisty smysl

b) w22, oblouku na C (viz Sipka na

Obr. 25. obr. 25). Kdyz odpovidajici

body w,, w,, w, definuji tentyz

smysl na C’, pak se vnit¥ek kruznice C.zobrazi na vnitfek kruZnice
¢’ (obr. 25a). v opaéném piipadé vné kruznice ¢’ (obr. 25b). Diikaz:
vezmeme bod z na poloméru proch]é.zejicim bodem z,; usetce 2z, od-

povidéd oblouk ww, kolmy k C". Uhel mezi obloukem ;172 a polomérem
22, (rovny + in) musi v disledku konformnosti zobrazeni odpovidat
i co do smyslu Ghlu mezi oblouky @2 a w7v;: Odtud ihned plyne,
jak je vidét z obr. 25, naSe tvrzeni:

Pro dany smysl ob&hu na kruznici C lezi vnitiek C nalevo od C. P
zobrazeni zistdva v obou pfipadech obraz tohoto vnitiku nalevo od
C’. Mtzeme tedy Fici, Ze zobrazeni (12) zachovivd smysl ob&hu na
hranici kruht.

§ 22. Specidlni pFipady. Hledejme zobrazeni horni poloroviny na
jednotkovy kruh previdsjici dany bod z, poloroviny do stfedu
jednotkové kruznice w = 0. Podle véty [6] je bod z, sdruZeny s bodem
zo podle realné osy a z, tedy prechazi v bod w = co (sdruZeny s w =0
podle jw| = 1).
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Bude tedy mit hledané zobrazeni tvar

z2—z,

w==k —.
z2—2,

Zbyva uréit k. Body redlné osy maji ptejit v body jednotkové kruznice
|w| = 1. Pro z = x (z redlné &islo) je viak z = 2 a ¢&itatel a jmenovatel
zlomku jsou komplexné sdruZeny a jejich modul je roven 1. Mime
tedy konedn8 |k| = 1, t. j. k = e'? a nafe zobrazeni m4 tvar
z—z,

—— (23)

w = el

Funkce (23) pro libovolné ¢ fesi nali tlohu, protoZe podle své
konstrukce zobrazi ,kruZnici“ y = 0 na kruZnici [w| =1 a bod

Obr. 26.

2z, horni poloroviny dovnitf kruhu |w| < 1. Zména ¢ v rovnici (23)
znaéi pootoeni kruhu |[w| < 1 okolo pocatku, coZ neni v rozporu
s nadi tlohou. Na obr. 26 je nakreslena pfisludnd sit sdruZzenych funkei
konformné ekvivalentnich siti polarnich soufadnic kruhu |w| < 1. Je
ziejmé Gasti sité z obr. 24.

Hledejme jesté zobrazeni jednotkového kruhu |z2| <1 na jednotkovy
kruh |w| < 1 zobrazici bod zo z vnitiku kruhu |z[ < 1 na stfed kruhu

lwl <1, w =0. Bod = sdruien)’r s bodem z, podle |2| =1 musi

0
pii tom piejit v bod w = o, takze hledane zobrazenf mé4 tvar

— z2—z

w=k = 1 8 =k -

z ——= 1 —2z,
Zy




kde k = — k,2, je jistd konstanta. Ke stanoveni k& pouZijeme toho, Ze
body z = e'? kruZnice |z| = 1 pfejdou v body kruZnice |w| = 1:

= k] |e*?]

1 —zpele
1

— zgel?

Je |e'?| = 1 a ¢itatel zlom-
ku je komplexné sdruZen
'8 jmenovatelem; modul
1 ]"p zlomku je tedy roven L.
o0 G A tedy k=1, k=e"
S e a naSe zobrazeni ma tvar
i NP

Obr. 27. w=e ]_ _Zzo. ( )

Vzorec (24) dava FeSeni nadi tlohy pro libovolné y aZ na pfipadné
otoleni kruhu |w| < 1 kolem podatku.
Derivace funkce (24) v bodé z = z, je rovna
1 — 2z, 1

r_ ol —— 070 — al
w, = e'¥ E— = elv
° (1 —2¢2)? 2=z, 1 —r%

kde 7, = |2,| < 1. Z toho je zfejmé, Ze y = arg w, geometricky znadf
uhel pootoleni zobrazeni (24) v bodé z,. MiZeme tedy vhodnou
volbou z, a y dosdhnout toho, aby bod z, a smér — y piesly v bod w =0
a smér osy u¥*).

. Na obr. 27 je nakreslena sit sdruZenych funkei, konformné ekvi-
valentnich siti polarnich soufadnic kruhu |w| < 1 (je 84sti sit& obr. 24).
Zobrazeni (24) tedy deformuje vnitfek a hranici kruhu |z| < 1, po-
nechdvaje ho celkové beze zmény. ‘

Odvodime je3td zobrazeni kruku |z| < R na kruh |w| <1, které
prevadi bod z, v podatek w = 0. Toto zobrazeni ma tvar

. Bz — zy) o5
w=e @ ——— :
} .R2 _ ZOZ 3 ’( )
jak sisnadno odvodime, nahradime-li ve (24) z, resp. z, %, resp. %.
*) To znamen4, %e kiivky dotykajici se v bod& z, polopaprsku argz = — ¢

se zobrazi na kfivky, dotykajici se v bod®¥ w = 0 osy u.
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§ 23. Obecné principy theorie konformniho zobrazeni. Linearni
lomena funkce zobrazuje jedno-jednoznac¢né a konformné tplnou
rovinu komplexni proménné z na uplnou rovinu komplexni proménné
w. Je moZno dokdzat, Ze je to jedind takovi funkce. Funkce jiného
typu neZ je linearni lomend funkce mohou jedno-jednoznaéné zob-
razit pouze ¢ast roviny z na &ast roviny w.

V predeslych paragrafech jsme vidéli, Ze jedno-jednoznaéné konformni
zobrazeni libovolného kruhu roviny z na libovolny kruh roviny w (ve
zvla§tnim piipadé jeden nebo oba z téchto kruhd se mohou ,,rozsiFit*
v celou rovinu) lze vidy provést prostfednictvim linedrni lomené
funkce. Vznikd otdzka, je-li moZno séstrojit’ jedno-jednoznaéné zob-
razeni libovolné oblasti D na libovolnou oblast 4.

V takovéto obecné formulaci je odpovéd ziporni. Tak neni na pf.
mozné zobrazit vicendsobné souvislou oblast na jednoduse souvislou
oblast. Neprovedeme uplny dilkaz a poukiZeme jen na hlavni prin-
cipy nemo#nosti konstrukce takového zobrazeni.

Piedpokladejme, Ze takové zobrazeni vicendsobné souvislé oblasti
D na jednoduse souvislou oblast A existuje. Vezmeme v oblasti D
uzavienou k¥ivku C, skladajici se z bodt oblasti D, a to takovou,
Ze v ni lezi body nepatfici do D (takova kifivka podle predpokladu
vidy zfejmé existuje). Pfi naSem zobrazeni pfejde kfivka C v kiivku
C’, ktera se skldda z bodid oblasti A. Protoze je 4 jednoduse souvisld,
je mozno ji spojitou deformaci stahnout v jediny bod aniZ pfitom ¢’
vystoupi z A. Ze spojitosti zobrazeni plyne, Ze se odpovidajict kiivka
C v D musi také stihnout v jeden bod, aniz vystoupi z D, coZ je ziejmé
nemozné, ‘

Pro jednoduse souvislé oblasti plati

Véta o existenci a unicité. Nechf D a A jsou dvé libovolné, jednoduse
souvislé oblasti riizné od iplné koule, resp. koule s vyriatym bodem,*)
a necht 2z, a w, jsou libovolné dva vnitini body oblasti D a A a necht g,
je libovolné redlné &islo. Pak existuje jediné jedno-jednoznaéné kon-
formni zobrazeni w = f(z) oblasti D a A vyhovujici podminkdm

f(zo) = wy, arg f'(2) = @o. (26)
Dikaz této.véty se vymyka ramei této knihy, a proto jej neuvidime.

*) Nutnost vylougeni t&chto oblasti se ukéZe v dalsim (§ 53).
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Poznamka 1. MoZnost zobrazeni libovolné jednoduSe souvislé
oblasti na jistou libovolnou jednoduse souvislou oblast bude dokazana,
dokiZeme-li moZnost zobrazeni kaZdé z nich na horni polorovinu
nebo na jednotkovy kruh. Necht funkce ¢ = f(z) a ¢ = g(w) zobrazi
oblasti D a 4 jedno-jednoznaéné a konformné, na pf. na jednotkovy
kruh |{] < 1,a budiz w = (p(C) inversni zobrazeni k zobrazeni £ = g(w).
Pak superposice

w = g[f(2)] = F(2)

zprostiedlkuje ]edno-]ednozna.cne a konformni zobrazeni oblasti D
na 4.

Znime-li jedno zobrazem { = f(z) oblasti D na jednotkovy kruh,
muZeme jich sestrojit nekoneénd mnoho pomoci pomocného zobrazeni
jednotkového kruhu |{| < 1 na jednotkovy kruh |w| < 1. Toto po-
mocné zobrazeni je dano vztahem (24), kde misto z piSeme £ a libo-
volny bod {, se zobrazi na pocitek w = 0 a argument teény v bodé
£, ma danou pfedem zvolenou hodnotu.

Poznidmka 2. Jak ukazuji rovnice (26), zdvisi konformni zobra-
zeni dané oblasti na druhou na tfech redlnych parametrech (prva
z rovnie (26), jako rovnice mezi komplexnimi ¢isly, je ekvivalentni
dvéma rovnicim mezi redlnymi é&isly). Misto (26) se dasto pouZziva pro
stanoveni jedno-jednoznaéného konformniho zobrazeni jinych pod-
minek, obsahujicich rovnéz tfi redlné parametry. Na pf. jsou dany
obrazy jednoho vnitfniho bodu a jednoho bodu hraniéniho:

[(z0) = wy, f(z,) = wy

(29, wy Vnitini, z;, w, hraniéni body oblasti D, resp. 4) nebo jsou dany
obrazy t¥i hrani¢nich bodu oblasti D:*)

Y f(a) =we (k=1,2,3)

(21, w, hraniéni body oblasti D resp. 4).
O podobnych poédminkich fikime, Ze normuji hledané konformni
zobrazeni. N&kdy jim té% fikdme okrajové podminky.

*) Poloha hraniéniho bodu je urena jedinym realnym parametrem, na pf.
.délkkou oblouku méfeného od zvoleného pevného bodu na oblouku.
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Podtrhnéme jeité to, Ze v existendni vété se mluvi jen o zobrazeni
vnitifku oblasti D na vnitfek oblasti 4. Jak se pii tom zachova
hranice? Na tuto otdzku ndm divd odpovéd

Prva véta o pfirazeni hranic. P#i jedno-jednoznaéném konformnim
zobrazeni oblasti D na oblast A

a) existuje jedno-jednoznaéné a spojité
zobrazeni hranic téchio oblasti, jestlize hra-
nice oblasti A se sklddd z komeénych bodé
a pocitdme-li kaZdy hraniéni bod tolikrdt,
kolikrdt jej projdeme pfi dplném ob&hnuti
hranice.*)

b) funkce zprostfedkujici zobrazeni md
na hranici oblasti D spojitouw derivaci,**)
jestlize hranice oblasti D, resp.- A, obsahuji
pouze koneéné body a maji ve vdech bodech
spojitou kitvost. V téch bodech, kde neexis-
tuje teCna k hranici, derivace neexistuje nebo md hodnotu 0, resp. co.

Poznamenejme jests, Ze vlastnost odvozend v § 21 pro zobrazeni
(12) ma obecny charakter:

P# jedno-jednoznacném a konformnim zobrazeni oblasti D a A se za-
chovdvd smysl obéhu jejich hramic.***)

Jinak Feleno, jestlize pfi ob&hu hranice oblasti D oblast zlstane
vlevo, pak pii odpovidajicim obéhu hranice oblasti 4 zistane i oblast
4 vlevo.

Vétsi vyznam pro praxi konformniho zobrazeni ma

Druh3 véta o pFiFazeni hranic. Necht D, resp. A, jsou jednodude souvislé
oblasti ohranilené kitvkami C, resp. C', necht funkce w = f(z) je regu-

*} Na pf. na obr. 28: bod z, projdeme jednou, l:;ody z, & 2z, dvakrat a koneéné
bod z; étyfikrat. Jestlize hranice oblasti D i hranice oblasti 4 neobsahuje né-
sobné body, pak je zobrazeni jednoznadné a spojité v b&iném slova smyslu.
(fz)—1(=)

**) Derivac{ funkce f(z) v hraniénim bod& z rozumime limitu lim 7 —z

kde {z’} je posloupnost hraniénich bodi. Tz

***) V kursech analysy se dokazuje. ¥e tuto vlastnost ma libovolné spojité
jedno-jednoznadné zobrazeni s kladnym Jakobidnem. Podle (4) § 15 maji kon-
formni zobrazeni vidy tuto vlastnost.
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ldrni v D a spojitd v D a necht w = [(z) zprostredkuje vzdjemné zobrazeni
kfivek C a C'. Pak funkce w = [(z) zprostfedkuje jedno-jednoznaéné
a konformni zobrazeni oblasti D a A.

V zavéru uvedme jesté dulezity

Princip zachovéni oblasti. Je-li funkce w = f(z) reguldrni v oblasti D
a riznd od konstanty, pak bodovd mnoina A, na kterou funkce w = f(z)
zobrazi oblast D, je téZ oblasti.

Poznamenejme jesté, Ze tento princip ma obecny charakter. Jak
jiz bylo feéeno v poznamce 3 k vété [1] této kapitoly, je-li f'(z,) + O,
pak funkce w = f(z) zobrazi okoli bodu z, oblasti ¥ na okoli bodu
wy = f(z,) roviny w. V celku nebude obecné zobrazeni oblasti D na
oblast 4 jedno-jednoznaéné, v obecném piipadé bude 4 oblasti na
Riemannové plose funkece w = f(z). Takové plochy budeme bliZe
zkoumat v piiSti kapitole. Bodiim, pro nez f'(z) = 0, odpovidaji
body rozvétveni Riemannovy plochy (o nich bude fe¢ téz v pridti
kapitole), v jejich okoli se naruluje jedno-jednoznalnost zobrazeni.
Princip zachovani oblasti se ovSem nenarusuje a obrazy takovych bodii
jsou vnitinimi body oblasti 4.

ULOHY

1. Budi w = f(z) = u(z, y) + iv(z, y). DokaZte: Nutné a postedujici podmin-
ka proto, aby f(z) byla v bod8 z diferencovatelnd, je, aby du + idv (kde
du & dv jsou diferencialy redlnych funkei u a ») bylo tmérné dx + i dy (kde
koeficient iim&rnosti zavisi jen od z).

:ZDIa.k se najde délke obrazu ktivky C a plocha obrazu oblasti D pti jedno-
jednoznaéném konformnim zobrazeni?

- z —1i
@Stanovte modul & argument zobrazeni w = o v bodech z; = — 1,
- z 1 ‘
Zy = 1.

q\ﬁtanovte plochu obrazu ¥tverce 0 <z <1, 0 <y < 1 pfi zobrazeni
w = 22 g délku jeho obvodu‘.

5. Stanovte délku obrazu kruznlce |z] ‘= 1 pki zobrazeni w = Vz——-i-—_l (viz pf.
11 d, kap. I).

6. DokaZte, Ze podminky konformni ekvivalence sitd sdruZenych funkef
u(z, ¥), v(z, y) se siti kartézskych soufadnic lze psdt také takto:

lgrad u| = |grad v|.
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" 7. Najddte hlavni linedrni &ist zobrazeni w = 2z* v bod¥ z = i. Odhadnéte
chybu pro hlavni &ist tohoto zobrazeni v kruhu |z — i| < 0,1.

" . 1
@Na jakou oblast se zobrazi funkef w = — oblast, uzaviend mezi t¥i kruZnice
: 2z

navzédjem se dotykajici (vn8), je-li jeden z t&chto bodu dotyku v podétku?

. 1
9.)Na jakou oblast zobraz{ funkce w = — oblast polopdsu 0 < = < 1,y > 0?
_ z . X

10. Stanovte jedno-jednozna¥né konformni zobrazeni prstence omezeného
kru¥nicemi-|z| = 1 & |z — 1| = § na mezikruf 1 < |w| < R. Stanovte hod-
notu R.

11. Najdate vdechna zobrazeni zprosttedkované linedrnimi lomenymi funkcemi,
kterd ponechévaji body + 1 na svém mists.

a
12¥tanovte konformnf zobrazeni kruhu |z] < 1 na hornt polorovinu, pievédé-
_/]icibody —1,+1,ivbody o, 0, 1.

\jtanovt’e zobrazeni horni poloroviny na sebe samu tak, Ze boddm o, 0, 1
-odpovidajf 0, 1, co.

14. Stanovte zobrazeni w = f(z) horni poloroviny Im z > 0 na kruh |w| < R
tak, Ze f(i) = 0, f'(i) = 1. Jak velké je R?

15 s Jaky je geometricky smysl uhlu @ v rovnici (23)? V jakou soustavu prevadi
—" zobrazen{ (23) kartézskou soufadnicovou sit v roving z?

l-é‘ Stanovte konformni zobrazeni horni poloroviny na sebe samu tak, aby tti
” dané (razné) body a,, @y, a3 (a3, < @ < ay) na reélné ose preily na body
0, 1, co.
. . az + b . :
17. Jaké jsou podminky pro to, aby funkce w = prary zobrazila hornf polo-
cz

rovinu na sebe samu (roviny z & w piedpoklédédme soumistné)?
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Karrrora III.

ELEMENTARN{ FUNKCE

§24. Funkcew = z" a jeji Riemannova plocha, Funkece
w =2t (1)

byla jiz diskutovana v §§ 11 a 16.
V polarnich soutfadnicich z = rel?, w = ge'? Ize psa.t (1) pomocti
dvou rovnic mezi realnymi veli¢inami

e=r% yp=2p, (2)
z kterych ihned plyne geometricky smysl naSeho zobrazeni.
Z rovnice 2} = 2} plyne
2, = 1+ 2,. ' (3)

Ziejmé jsou tedy pfi zobrazeni stejné obrazy jen téch bodd, pro néz
plati (3), t. j. splyvaji pouze obrazy bodi soumérnych podle podatku
soufadnic. Aby bylo zobrazeni (1) jedno-jednoznainé, zejmé stadi a je
nutné, aby oblast D neobsahovala #4dné takové body.

Témto podminkdm vyhovuje horni polorovina 0 < r < o0, 0 <
<@ <=, jak ostatné ukazuje rovnice (2). Funkce w = 2* zobrazi
horni polorovinu na celou rovinu (w) s vyfezem podél kladné reilné
pglgo_y Odpowda]1c1 si soustavy kiivek pii tomto zobrazeni jsou
zakresleny na obr. 16 a 20; zobrazeni je konformni viude kromé bodu
z=0az=o0c0%) (viz § 16).

. Dolni polorovina 0 < r << 00, n < ¢ < 2xn se zobrazi téZ na celou
rovinu (w) vyjma kladné redlné poloosy. Je tedy zobrazeni (1) jedno-
znatné, ale nikoli uz jedno-jednoznaéné! kazdému bodu w kromé bodi
w = 0 a w = oo odpovidaji dva rizné body z. Z této vlastnosti plynou
nékteré disledky, které nebyly mozné pro jedno-jednoznaéné zobra-
zeni. Tak na p¥. neuzaviena kfivka |2| = 1, 0 < ¢ < # (pilkruZnice)
se zobrazi pii zobrazeni (1) na uzavienou kifivku jw| = 1.

*) Pfesné feéeno, funkee w = 2? neni v bod$ z = oo definovdna. Budeme

definovat jeji hodnotu v tomto bods jako lim 22 = co.
Z—>m
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Je viak mo#no udat nékolik zptsobi geometrického zobrazeni
bodi w, které vyhovuji nafemu zobrazeni (1) tak, aby bylo mo#no
interpretovat zobrazeni (1) opét jako jedno-jednoznaéné.

Vezmeme dvé roviny (w) (dva , listy”) s vyliatymi redlnymi k_lad-
nymi poloosami a budeme iikat, Ze prvy
list (I) nese obrazy véech bodi hornf polo-
roviny. a list (II) obrazy vSech bodd dolni
poloroviny. Predstavime si oba listy uloZeny
nad sebou tak, Ze body se stejnymi soufad-
nicemi budou lezet privé nad sebou. Aby
byla zachovana spojitost funkce w = 22 po-
dél realné zaporné poloosy, ,,sklizime® mezi
sebou dolni okraj vynaté poloosy v roviné (I) (t.j. obraz této poloosy p¥i
zobrazeni horni poloroviny) a horni okraj této poloosy v roving (II)
(t. j. obraz této poloosy pfi zobrazeni dolni poloroviny) tim, Ze p¥iddme
(jeden) polopaprsek leZici nad kladnou poloosou % (obr. 29).

Zbyvé zajistit spojitost zobrazeni v bodech kladné poloosy x. K tomu
stadi ,,skliZit* navzdjem oba zbyvajici volné okraje vytatych kladnych
realnych poloos rovin (I) a (II) pomoci polopaprsku leZiciho nad osou
u. Abychom zachovali jednoznaénost naeho zohrazeni obéma sméry,
musime oviem tento polopaprsek odlidit od polopaprsku jiz dfive
pouzitého ke sklizeni okraji obou vyhatych poloos, tfebaZe geo-
metricky v dusledku své polohy v prostoru oba paprsky nutné spolu
souhlasi (viz obr. 29). Pro nafe Gvahy budeme .pfedpoklidat, Ze jen
oba konce obou paprsku lezici nad body w = 0 a w = 0 se spolu
ztotoznuji.

Takto sestrojens dvouhsta plocha se nazyva Riemannovou plochou
funkce' w = 2% Je rozprostrena. nad -celou rovinou (w) tak, Ze nad
kazdym bodem w kromé bodu w = 0, resp. w = o0, le?i dva rozliéné
body Riemannovy plochy R patfici dvéma riznym listim plochy.*)
Jen nad body w = 0, resp. w = o0, leZi jen po jednom bodé plochy R.
Jestlize néjaky bod obéhne kolem bodu z'= 0 jedenkrdt po kruZnici
|2| = r, pak zfejmé podle rovnice (2) jemu odpovidajici bod w ob&hne
bod w = 0 po kruZnici |w| = ¢ privé dvakrit. TotéZz plati pro bod

*) Body osy u netvoii vyjimliu, nebot jsme se umluvili, Ze body plochy R,
které vznilmou pfi priniku plochy samé se sebou, budeme poditat jako ruzné.
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w =00. To nds opraviiuje k tomu, abychom body plochy R leZicimi
nad témito dvéma body nazyvali body rozvétvent druhého fddu. V téchto
bodech, jak jsme jiz uvedli, jsou ,,seSity‘‘ oba listy Riemannovy
plochy, t. j. oba tyto body patii soudasné obéma listim.

Podle nasi konstrukce tedy funkce w = 22 zobrazuje spojité a jedno-
jednoznacné dplnou rovinu na pfistusnou Riemannovu plochu. Abychom
vyjasnili na§i konstrukei, budeme. jesté studovat pfifazeni bodit
jednotkové kruznice K a ji odpovidajici kiivky K’ na Riemannové
ploSe pfi naSem zobrazeni. Horni ptilkruznice K (pro 0 < ¢ < 7) se
zobrazi na kruZnici |w| = 1 s vynétim bodu w = 1 leZiciho na listé
(7). Dolni pilkruznice K (pro z << ¢ < 2x) se zobrazi na podobnou
kruZnici na listé (II). Pak sklizime kiiZem viechny ¢tyfi volné konce
na8ich kruZnic, pii ¢emz budeme opét poklddat oba body, kterymi
jsme doplnili nage kruznice, za rizné, tfebaze spolu zfejmé geometricky
souhlasi. Vysledna kfivka bez dvojnych bodii K’ -bude lezet na obou
listech Riemannovy plochy nad kruZnici |w| = 1 a bude spojitym
a jedno-jednoznaénym obrazem kruZnice K (viz obr. 29).

Pro lepsi porozuméni pojmu Rieman-
novy plochy uvedme si jesté nékteré ana-
logie. Realny analogon funkce (1) je funkce
y = 22, ktera zobrazuje osu x na kladnou
poloosu y. Toto zobrazeni je jednoznaéné,
ale ne jedno-jednoznacné, nebot kazda
dvojice bodt 4 a B, jejichz z-ové sou-
fadnice se li§f pouze znaménkem, se zob-
razi na jeden a tentyz bod, totiZ bod
A" = B" (obr. -30).

MiZeme tedy vzit dvé kladné poloosy ¥, slepit je navzijem v bodech,
y = 0ay = o0 a povazovat bod 4" za leZici na jedné z nich a bod 4"
na druhé z nich. Tim jsme sestrojili analogon Riemannovy plochy
funkce w = 2* a nafe funkce y = 2? nim ted zobrazuje vzdjemné&
jedno-jednoznaéné osu = na kladnou (dvakrit poditanou) poloosu y.

Geometricky vyznam zobrazeni y = 22 se stane ihned nizorngjsi,
sestrojime-li v roviné (z, y) parabolu y = #* a budeme-li konstruovat
bod 4" jako postupnou dvojndsobnou projekei nejprve 4 v 4’, pak
A’ v A" (obr. 30). Dvojnisobnou poloosu y miZeme nyni povaZovat

i
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za projekei nasi paraboly nebo, chceme-li, za jeji jednorozmérny mo-
del. Analogickou tivahu miZeme provést i pro funkei komplexni pro-
ménné w = z%. Rovnice w=-2* je ekvivalentni dvéma redlnym rov-
nicim

u =z —y: v =2y, (4)
které ve ¢tyfrozmérném prostoru*) (z, y, u, v) definuji*jistou dvou-
rozmérnou plochu. Tato dvourozmérna plocha nemiize byt vnofena
(pfenesena) do trojrozmérného prostoru, podobné jako parabola
y = a* nemohla byt vnofena (pfenesena) na osu y. Proto se pfi jejim
studiu omezime na jeji projekei na rovinu (u, v) étyrrozmérného pro-
storu, ktera je shodna s rovinou w = u + iv. Vysledkem této projekce
je pak Riemannova plocha funkce w = 22, kterd se sklddd z rovin
(podobné jako projekce paraboly z pfimek, t. j. os y).

Nag3e analogie objasiiuje i to, pro¢ nebereme v ivahu nisobné body
Riemannovy plochy, t. j. body, v nichZ se protinid sama se sebou.
Takové body se mohou vyskytnout pfi studiu promitanych geometric-
kych obrazt. Poklidime-li na p¥. k¥ivku majici podobu osmitky
v roviné (na pf. lemniskatu) za '
primsét prostorové smycky, tak
jak je to znazornéno v obr. 31,
nebudeme jisté brat v tivahu jeji

nisobné body (t. j. oné rovinné i
kfivky). w

Uplné obdobnymi vlastnostmi
se vyznaduje i funkce

Obr. 31.
w=2z" (5)

pro libovolné celistvé a kladné n (pro z = oo definujeme w = ).
Vztah (5) prechdzi v polarnich soufadnicich ve dvé rovnice mezi
reilnymi proménnymi r, g, resp. @, ¥
e=r1"y=np. (6)
Jejich geometricky V)’rznam je zfejmy.
*) V tomto prostoru jsou &tyki osy =z, y, u, v. Kaidy pa.r téchto os uréuJe

jednu soufadnou rovinu. Existuje tedy Sest soufadnych rovin. Jsou to roviny:
= y)» (2, u), (x,0), (y,u), (y,0), (u,v).
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Aby zobrazeni (5) bylo jedno-jednozna®né v oblasti D, je nutné a
staci, aby oblast D neobsahovala body, které maji tentyZz modul

byl , 2 . . ey
a argumenty liSici se o ndsobek _n , nebot jen takové body maji pii

zobrazen{ (5) tenty% obraz. Spemalne ]e (5) jedno-jednoznadné v kai-
dém z n sektord

2 2
£k<¢p<£(k—|—1),k=0,1,2,...,-n—1,

které se zobrazenim (5) zobrazi na celou rovinu w s vyiiatou kladnou
realnou poloosou. Vezmeme tedy n takovych rovin, navrstvime je na
sebe a skliZime pomoci polopaprsku leZicich nad kladnou reilnou
osou u jako na obr. 32 pro'n = 5. Tyto paprsky budeme poklidat za
rizné a spojené pouze ve svych koncich leZicich nad body w = 0
a w=oc0. Takto sestrojend n-listd plocha se nazyvid Riemannova
plocka funkee w — 2.
Jak je vidét z rovnic (6), obéhnedi bod z po kruZnici |z| = bod
z = 0 jedenkrat, obéh-
ne jemu odpovidajici
bod w bod w = 0 po
kruznidi|w| = p n-krat.
Totéz plati i o bodu
w=oc0. Proto nazve-
me body lezici nad bo-
dem w =0 a w= o
body rozvétveni n-tého
Fddu,
Obr. 32. Funkce w =z" pak
zprostfedkuje jedno-
jednoznaéné spojité zobrazeni Gplné roviny (z) na Riemannovu plo-
chu R. Jako zobrazeni (1) je i zobrazeni (5) konformni v8ude kromé
bodii z = 0 a z = 0, kde nasobi Ghly pravé n-krat.

§ 25. Pojem reguldrni vétve funkce. Funkce w = ]/2. Definice.
Regularni funkce f(z) se nazyva v oblasti r reguldrni vétvt mnohoznadné

funkce F(z) v této oblaétl jestlize v kazdem bodé z této oblasti jsou
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hodnoty funkee f(z) shodny s nékterou z hodnot funkee F(z) v tomto
bodé. Vezméme si na piiklad funkei

w =z, (7)

kterd je inversni k funkei z.= w? Zprosttedkuje jednoznaéné zobra-
zeni dvoulisté Riemannovy plochy R nad rovinou (z) s body rozvét-
veni nad body z = 0 a z= oo na tplnou rovinu (w). To si snadno
ovéfime takto: ze dvou hodnot ]/z jednu z nich (na p¥. pro y + 0
tu z nich, kterd lezf v horni poloroviné (w)) budeme povaZovat za
odpovidajici bodu z listu (/) Riemannovy plochy R a druhou z nich
(t. j. tu, kterd le#i v dolni poloroviné (w)) budeme povaZovat za od-
povidajici bodu z listu (1) Riemannovy plochy R. Pfi tom samoziejmé
oba tyto body z listu (I) i (II) lez{ nad bodem z roviny (z). Bodim
z2=0 a z = o0, nad kterymi lezi jen po jednom bodé Riemannovy
plochy, bude podle (7) odpovidat téZ jen po jednom bodu w. K témto
hodnotém se bliZi obé hodnoty funkce |/z, kdyz se z bliZi k 0 resp. oo,
Bod z = 0 resp. z = 0 se nazyva bodem rozvétvend.

Jakym podminkim musi vyhovovat oblast D roviny z, aby v ni
existovala regulémi vétev na,éi funkce VE? Dokéieme si, Ze geometricky
kychkoliv vytezi (t. j. bez vyloqcem kterehokohv bodu) na R;eman-
novu plochu B tak, aniz by se dotykala bodi rozvetvem plochy R,
Oblast se mize prltom rozprostirat celd na ]ednom ¢i druhém hste
Riemannovy plochy nebo mize prechazet z jednoho hstu na druhy
(asi tak jako koberec po schodech). Tak ku piikladu mezikruzi
1 < [#] < 2 zfejmé neni moZno rozprost¥it bez vyfezi na nadi plochu,
ale lze jiz tak uéiniti s timtéz mezikruzim s vyfezem podél poloméru.

Ztejmé, je-li oblast D rozprostfena uvedenym zpisobem po nadi
plose, pak Ize definovat )z pro hodnoty z oblasti D jako spoptou
a ]ednoznacnou funkei. Hodnota této funkce v libovolném bods
oblasti je pak jednoznains definovdna poukazem na to, v kterém
list¢ Riemannovy plochy R tento bod lezi. Podle véty o derivaci
inversni funkce existuje pak v ka#dém bodé z plné definovani denvaoe
nadi funkce

dw 1 1
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kde }/z je ta hodnota z rovnice (7), kters je pfifazena bodu z. Je tedy
takto sestrojend funkce reguldrni v oblasti D a je zfejmé regulirni
vétvi funkee |/z. '
Ku p¥. v mezikrui 1 < |z| < 2 s vyTfezem podél poloméru je moZné
sestrojit regulirni vétev |/z. Na riznych krajich vyfezu bude tato
vétev nabyvat riznych hodnot (lii-
cich se co do znaménka). V tGplném
mezikruzi 1 < |2| < 2 nem4 funkce
|/z regularnich vétvi. V oblasti na-
‘rysované na obr. 33a nebude mit |/z
té% regularni vétve, nebot tato oblast
obsahuje bod rozvétveni nasi funkece.
V oblastech b) a c) téhoz obr. budou
rgguldrni vétve existovat, nebot bo-
y rozvétveni lezi na hranici a nikoli
uvnit? uvaZované oblasti.-
Obr. 33. Jestlize oblast dovoluje spojité
: rozprostfeni po Riemannové ploSe
R, je ‘toto rozprostieni mozné dvéma zpisoby. Tak na pf. kruh
z obr. 33b je moZno rozprostiit bud tak, Ze nejprve umistime vrchni
pllkruh na list () a dolni ha list (/I) anebo naopak: horni pilkruh
umistime na. list (/I) a dolni na list (I). Témto dvéma zplisobim roz-
prostieni odpovidaji dvé rizné reguldrni vstve funkce ]z v této
oblasti, lifici se navzdjem pouze znaménkem.

. Poznamenejme k tomu, Ze zafazeni bodu z do toho ¢i onoho listu
je uréeno tim, jakd hodnota argumentu mu patii, nebof hodnota
argumentu z defiiﬁujﬁq hodnotu V% Je tedy moznost sestrojeni regu-
larni vétve funkce }/z v oblasti nerozluénd spojena s regularitou a
jednoznaénosti funkce Arg z v této oblasti.

Objasn&me si tuto tlohu na p¥Fikladé oblasti z obr. 33c. Nejprve bu-
deme v daném bodé, na piiklad z, = 1, fixovati libovolnou hodnotu
argumentu, budiZ @, = 0. Pak hodnota kofene (|/z), = + |/1 = L.
Budeme nyni spojité ménit z po cesté (I) zobrazené v obr. 33c. Pak
bude hodnota arg z vzristat od 0 do hodnot vétiich nez = a potom
opét klesat k nule. Zfejm& i hodnoty |/z se budou spojité ménit, pki
tem? v kaZdém bodé budeme mit plné definovanou hodnotu kofene.
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ProtoZe pak v bodé z; bude hodnota arg z rovna nule, bude hodnota
kofene |/z, opét kladnd. Naproti tomu pijdeme-li cestou un, hodnoty
arg z*) budou ubyvat od hodnoty 0 do —2x, a proto z vychoziho bodu,
kde bylo ]/z, = 1, pfijdeme do bodu, kde bude hodnota odmocmny

zaporna
Jae= < e—i|/a = —Ja.

UvaZujme jedté rovinu z s vyiezem podél kladné redlné poloosy.
Tuto oblast je mozno dvojim zpisobem rozprostfit na Riemannovu
plochu w =}z a kaZdému z téchto rozprostfeni .odpovidd jedna
regulérni vétev funkce. Vezm&me vtev |/z regularni v této oblasti
a zobrazujici ji na horni polorovinu (k tomu sta¢i poéitat argumenty =z
od 0 do 2x). Jak vypadd obraz tohoto zobrazeni? Ze z = w? mame

— 2 _ 2 —
T =ut—v% y = 2up. Y

Polozime v téchto rovnicich # = « a vyloudime v; potom poloZime
v=f a vylouéime u a dostaneme sif konformné ekvivalentni, sfti

kartézskych soufadnic v roviné w:
: 2

2
z:az'—%“z,'z Ez-—‘ 2 ”‘)"/),‘;/;
Sklida se z parabol, jejichZz osy jsou totozné s osou z (viz obr. 76).

Pro cel4 kladnd n m4 funkce |/z vlastnosti zcela obdobné vlastno-
stem funkce VE. Je jednoznaénd na odpovidajici n-listé Riemannové
plose nad rovinou (z) a zobrazi ji na- plnou rovinu (w). Predstavuje

piiklad t. zv. mnohoznaéné analytické funkce (viz dale § 63). Dovoluje

konstrukcl Jednozna.cnych regulirnich vétvi v libovolné oblasti D,
v ni% je mozno konstruovat jednoznalné vétev funkce Argz.

Jako dalsi pfiklad mnohoznaéné funkce uvedme funkei

A

w = |z —a) (z—b). ' (8)
Polotimé z — a — re®, z—b = r,e'™ a dostaneme )

w = V;;‘eil(wﬁm)_

\ *) Zde se uchylime od dohody § 2 — arg z oznaduje hodnotu vétve argumentu
odliéné od_hlavni hodnoty.

~\
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Vezmeme dvé roviny (z) s vyfezy podél tsecky {a, b). V kazdé z t&chto
rovin je moZnad konstrukce regulirni vétve funkce (8). Dikaz. Pii
probéhnuti cesty (I), k )
uvnitf které neldii Zad-
ny z bodi a, b, vraci se
argumenty ¢, a @, k pi-
vodni hodnoté. Pii pro-
béhnuti cesty (II), uvnité
které lezi oba body a, b,
se kaidy z argumentid
zvétsi o 2w atedyi (g, +
+ @,) se zvétsi 0 2z a w
nabude opét ptivodni hod- _
noty. Cesta typu (I/II), kterd by jedind umoziiovala zménu hodnoty
w, neni mo¥n4 pro existenci vytezu (a, b>.

Slepime nyni obé roviny pomoci dvou usedek <{a, b), které budeme
kromé okrajovych bodt povaZovat za rizné, tfebae jsou ziejms
geometricky totozné. Takto vzniklou plochu nazveme op#t Rieman-
novou plochou funkece w = l/(z — a) (z — b). Je zfejmé dvoulista s.dvé-
ma body rozvétveni druhého fadu nad body z = a a.z = b.*) Funkce
(8) je jednoznaténi a spojitd na této ploSe a zobrazi ji na uplnou
rovinu (w). Toto zobrazeni neni jedno-jednoznaéné, protoze funkce

. S 2
z = jla+b) + l/(a, 3 b) + wt kterd je inversni k (8), je dvou-

znadna na roving w.
§ 26. Funkce w = ;—(z + jz—) a jeji Riemannova plécha. Stanovme

podminky jedno-jednoznaénosti zobrazeni

t 1 .
w=1% (z + ;). 7 (9)
. ‘ .

*) Nad bodem z = o0 nejsou listy Riemannovy plochy spojeny, tiebaZe
obd hodnoty funkce (8) jsou v tomto bod8 sob& rovny a rovnaji se . To si
objasnime snadno sledovanim chovéni funkee (8) v okoli bodu z = . Jednomu
ob&hu kol dokola bodu z = oo -po kontufe (II) odpovidé jeding. obSh bodu
w = o0 a naopak. Doporudujeme &tenédfi, aby se sdém o tom piesvédéil.

AN
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Rownici |
& 1 1
(3 —_ = -—
Bl 21+zl Zz+zz
piepiime do tvaru

(2, — 24) (1 — 1 ) =.0.

242,

Z toho plyne, Ze pro z; =+ z,, zléz = 1, t. j. zobrazeni (9), zobrazi do
jediného bodu ty a jen ty body z,, z,, pro které plati’

224 = 1 (10)

Pro jedno- ]ednoznacnost naseho zobrazem (9) tedy stadi a je nutné,
aby oblast D neobsahovala __zadné boély Vyhovupm rovnici (10).

Takové oblasti jsou na pf. “vnitfek nebo vne]sek ]edng_pl_;_gvg kruZnice.
Pro objasnéni geometrického obrazu nadeho zobrazeni polozime
z=re®, w=u 4 iv a (9) prejde ve dvojici rovnic mezi redlnymi

proménn}'rmi

=1 (1' + %) cosp, v =} (T ——:) sing. (11

Z (11) plyne, Ze kruinice |z| =r < 1 piejdou pfi zobrazeni (9)
v elipsy s poloosami o

1
R A

jejichZ ohniska jsou v bodech (4 1, 0). ProtoZe pro r <1 je r —%

zaporné, plyne z (11), Ze se zobrazenim n:;ém' smysl obéhu. Pro r - 0
poloosy @, - «, b, - oo, pfi ¢em% a, — b, = r — 0; vidime, Ze nase
elipsy se zvétSuji a postupné se zaokrouhluji. Pro r — 1 — poloosy
a,—~ 1, b, > 1 a naSe elipsy se tedy postupné smrituji v Gsetku
(—1,1 osy u. Zobrazeni (9) zobrazuje vzdjemné ]ednoznacne kerub

|z| < 1 na vnéjdek usecky {(—1, 1) rediné osy u.

KruZnici [z| = I odpovidé dvojndsob poditani usetka (—1, 1),
pii ¢emZ body —1 a 41 jsou samodruzné (to,plyne z (9)), a to tak, Ze
vrchni pllkruZznice se zobrazi na dolni ¢ast Gseéky (plyne z (11} pro
r—1— a ¢ — }n) a dolni pilkruZnice se zobrazi na svrchni &dst

°
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Gsedky (plyne stejnym zptsobem z (11)). Vzijemné pfifazeni bodd
kruZnice a roviny je zakresleno v obr. 35.-

Svazek piimek arg z = @ brtogonilnich ke kruZnicim |z| = r pfejde,
jak je vidét z rovnic (11) vyloudime-li r:

ut v?
cos?p sinfp

>

ve_svazek hyperbol orthogonilnich k na$im elipsam a ma.]icich ta.té,é
ohniska (41, 0) (éirkované na obr. 35).

.
~0SeL {"1/‘)

Obr. 35.

Z rovnic (11) plyne jesté, Ze kruzmce |z] == r > 1 se zobrazi zobraze-
nim (9) na elipsy s poloosami —

a’r=’1' (7+_) br = %‘(T_—l');
R s

@E‘E_ Pror—1+jea,— 0 b —~0a ehp»y se tedy smrsﬁu]i v tisetku

. ' wow 1
{—1,1y. Pro r > © je a,—> o b, — oo, pti demZ a, — b, === 0

a elipsy se postupné zvétsuji a zaoki‘ouhluji. Zobrazi se tedy zobrazenim
(9)ondjsek kruhu jedno-jednoznatné na vnéjsek tsefky (— 1, 1.
nice |z] = 1 se zobrazi opét na tsetku (— 1, 1> dvakrat poéitanou,
ale horni ptlkruZnice se nyni zobrazi na horni okraj useéky a dolnf
pilkruZnice na dolni okraj.

Z vyse uvedeného plyne, %e obrazem uplné roviny (z) jsou dva listy
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roviny (w) s vyfezem podél Gsecky <— 1, 1), slepené podél této tisedky
kifZem. Takto sestrojena plocha s body rozvétveni nad body w = 4- 1

je Riemannovou plochou funkce w .=} (z ———i—) Géometricky se

ni¢im nelidf od Riemannovy plochy z obr. 34.

Inversni funkce k funkeci (9)

\z_w+Vw2+1 (12)
je jednoznaéna na zkonstruované Riemannové ploSe; riizné hodnoty,
jich% nabyvé v bodé w, vztahujeme k dvéma rozlitnym bodim Rie-
mannovy plochy, lezicim nad bodem w roviny (w). Zptisob konstrukce
reguldrni funkce je zcela obdobny konstrukeim v predeslych piipa-
dech. i

Funkce (12) ma dvé regulirni vétve (navzajem rdzné) vné tsetky
{(— 1, 1) realné osy u. Jedna z nich zobrazi vngjsek této usetky na
vnéjSek, druhd tutéz oblast na vnitfek jednotkového kruhu roviny (z).

Poznamenejme jén, Ze tyto v&tve nelze tentokrit charakterisovat
znaménkem kotene. Tak na pf. ona regularni vétev, kterd zobrazi
vnéjsek usetky na vnéjSek kruhu, mé pro w = 2 hodnotu 2 + V3
aprow=—2 hodnotu — (2 + V3)

Obg zobrazeni jsou jedno-jednoznaénid a konformni v¥ude wvmé
tsetky {(— 1, 1>. Sité konformné ekvivalentnich sdruZenych funkeci
jsou nakresleny v obr. 35, kde vidime, Ze sif konformné ekvivalentni
siti poldrnich soufadnic je tvofena svazkem konfokdlnich elips a
hyperbol. .

§ 27. PF¥iklady. Vlastnosti elementdrnich funkei odvozenych vyse
muZeme pouZit k feleni #lok o konformnim zobrazeni. Cilem takovych
uloh je konstrukce jedno-jednoznaéného zobrazeni zobrazujiciho danou
jednoduse souvislou oblast na kanonickou oblast (t. j. jednotkovy
kruh nebo piirovinu). Jak uvidime v dal3i kapitole, maji tilohy tohoto
druhu velky prakticky vyznam.

Podle zakladni véty v § 23 ma kaZd4 takova tdloha v piipadé jedno-
dule souvislé oblasti nekonedn& mnoho FeSeni (zdvisicich na tfech
redlnych parametrech). Jeji obecné fefeni oviem nelze vyjadfit ele-
mentirnimi funkcemi. UkdZeme si nyni fadu pfiklada oblasti, kde je
hledané konformni zobrazeni fe¥itelné pomoci elementirnich funkei.
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Pi"ikla,dj‘ 1.V Hledejme jednozna¢né konformni- zobrazeni horni
poloroviny+s vyfezem. velikosti ~ podél imag’mami osy od podétku
smérem do horni poloroviny (obr. 36a). Uloha spocwa, v tom, a.bychom
tak Fkajic ,,ubrali vyiez a narovnali jej v &ist reilné isy_lAbychom
likvidovali Ghly v bodech B a D hranice, je p‘i"lrozené pouzit zobrazeni

:w—zz:('ﬂ 7”' !

T JpH tom maji pravé
thly ADG), resp. |ABC,
prejit v dhly velikosti
n, t. j. vyrovnat se.

Cog—----- L-‘ MgﬁTﬁ: )

Zobrazeni w = 2?2 je

i | DI0) @ YA nadi oblasti jedno-
() - A R P jednoznaéné a tato
' o 610/ Afoc) operace ]eétedy moZné.
Orh? @ . Awo) - P —zobrizent prejde

? o Bth? Aoy  Paprsek AD (pro jehoZ

body je argument rov-

T I rmeAle) | 1Y nule) sém v sebe:
Aloo)  Bth) cro) D(h} asedka DC (pro jejiz
Sl . body ‘je argument ro-
‘Obr. 36., (. 3 ven }7) piejde v tseé-

CJ?;J " ku na ziporné redlné
poloose od O do — A2 (pro z = ih, w'= — h?); Gsetka CB pfejde ve

spodni okraj Gsetky na zdporné poloose)gﬁaprsek BA (pro jehoz body je
argz = x) ve spodni okraj reilné kladné poloosy. Oblast roviny z
lezela pfi obdhu kontury 4BCDA stéle vlevo a bude tedy lezet vlevo
i odpovidajici oblast v roviné {w) pti obshu kontury odpovidajici
kontute ABCDA. Vidime tedy, Ze odpovidajici oblasti je révina

s vytezem podél redlné osy: Imw = 0, Re w = —A? (obr j@bj/i(’?
suneme si nyni podatek vyfezu do poditku soutadnic transformaci

(wl_—_w—h;lz;' (1
Body B a D pfejdou v body B a D realné kladné poloosy roviny (w,)
s usetkami - A% (obr. 36c¢). V nasi oblasti je moZno konstruovat
_]ednozna.énou vétev funkce »
cw = Jor. (2
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Pii konstrukci budeme poditat yrgumenty bodd oblasti v intervalu
od 0 do 27. Funkece w = le zmensuje uhly dvakrat a oblasti roviny
(w,) odpovida zfejmé horn{ polorovina (obr. 63d) a -bodim 4, B, C, D
body ©, + h, 0, — k v témZe pofadku. ¢

’lAJ'
Funkce zprostredku]ici konformni ‘zobrazeni dane oblasti na polo-

rovinu ma tedy tvar ~
( £)

" (5)—)w = V‘I 1= Vo + 72 i Vz?- + Rt (13)

Piiklad 2. Hledejme konformni zobrazeni roviny (z) s dvéma
vyfezy —o0 <z < —1a 1< z< 00 podél redlné osy na vrchni
polorovinu. (Na kouli komplexnich' é&isel se. oba vyfezy zfejmé
stykaji v bodé oo a oblast je tedy ]ed.noduée souvisld). Linearni
lomenou funkei zobrazime bod B |do bodu O a bod C do bodu oo:

z+1 N
= T 6 A K \ A
z— A 14 @ A .
frrrerrrrissetssrrre]ad Q2270 — =
A ~1 1 A X

Nasim dvdma vyfezim odpovida
nyni jediny polopaprsek spojujici O 3 Bo) Al1) @c
s o0 (viz obr. 37a,b). Protoze (14)

All c
n}g& P'ouz.ebreél'né lfoeiicienty, 'od})o- c O am B A W) c
vidaji dosazeni realnych z realna w ; ? ”

a vySe zminény polopaprsek miiZe y Obr. 37
byt bud kladnd nebo zaporni real- ’

néd poloosa. Bod z = co prechdzi \

v bod w = 1, musi tedy leZet bod @ = 1 na vytezu a vytez je tedy
tvofen kladnou poloosou. Nyni staéi jen odmocnit dvéma a méme
hledané zobrazeni ' :

‘ w='l/5=']/z+1. ‘ (15)

z—1

Vya—czau\e.no
Piiklad 3. Hledejme konformni zobra,zem pilkrubu |z] <1,
Im z > 0 na horni polorovinu (obr. 38). Pomoci lineérni lomené funkce
muZeme zobrazit piilkruZnici na polopiimku tak, Ze.pramér zistava
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leZet na jisté piimce. K tomu staci zobrazit jeden z koncd priméru
na bod co *). To zprostiedkuje na pi. funkce

z+1

z—1

Priimér AC se pfi tom zobrazi na tu redlnou
poloosu, kterd obsahuje obraz bodu z = 0,
t. j. bod w = — 1, tedy na zépornou polo-
osu (viz predchazejici pf.). Pilkruznice se
zObrazi téZ na poloosu O, ato na tu, ktera
je kolmi na obraz priméru (zobrazeni je
konformnil) a obsahuje obraz bodu z =1i, t.j.
11

‘ bod @ =- = —1i,. tedy na zdpornou
v 1
© . DA AL Bl) 1 .
C rormmmmrrrmrr e C imaginarn{ poloosu. Oblast v roviné v mus{
Obr. 38. lezet vievo od kontury ABC a je to tedy

zfejmé cely ttetf kvadrant 7z < argw < $=.
Zbyva jen aplikovat jedt& zobrazeni w = w? pfinémZ se argument mén{
v intervalu od 2z do 3a; obrazem naSeho kvadrantu bude ziejmé
horni polorovina. Midme tedy vysledek

w7w2=(:i})z. (16)
Mohli bychom té% zjistit pfimo a najednou, Ze zobrazeni
w=1 (z 4+ %)
zobrazuje na§ pilkruh na dolni polorovinu a zobrazeni
‘ w= —%(Z-i*%‘) ‘ (17)

je tedy také feSenim nasi dlohy. Odpovidajici dvojice bodd budou
oviem pro oba pfipady rizné. Tak pro zobrazeni (17) mdme: 4 «— 1,
B < ©0,(0 <—> —1, D <— 0a pro piipad (16): 4 «—> 0,B<«—1,

*) JestliZe zobrazime na nekoneénd vzdaleny bod néktery z bodid pulkrui-
nice, ktery neleZi na redlné ose, nebude obraz redlné osy obsahovat nekoneéné
vzdéleny bod, t. j. bude kruZnicf a nikoli pfimkou.
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C<«—0, D« —1 _(Konstruu]me jesSté doplitujici zobrazenf polo-
roviny Imw > Ona polorovmu Im W > 0 pfevadéjici body w =0, 1, o0
v body W =1, 0, —1 v tomtéZz pofddku. (Vzorec odvodime podle
(21) kap. II):

. \

g
1—w
Dosadime (16) & mame
2
1+(zii)
W = ;=
=
1 —
z—1

Vidime, Ze ve shodé

Z 4
8 vétou § 23 zobraze- b - cl) 7 @ A
RN, Fl-3 Dr
of (16) a (17) se daji 4 T T A
navzijem pievést po- c)  cio Bt
moci linedrni lomené =, : Lo D& @
funkece. a
_ BI%)
Prik.lad 4. Z horni A Flo) AM
poloroviny vyjmeme C 7 , 7€
vnittek  jednotkové Btz o)
kruZnice a vytez podél Obr. 39

imagindrni osy y > 2,
z = 0. Hledejme zobrazeni této oblasti na horni pilrovinu. Pouil-

jeme-l zobrazenf
1
'w =4 (z + ?) . "o

(které je jedno-jednoznaéné v nadi oblasti), zobrazime pulkruZnici
na Usetku do redlné osy, aniz tim principidlné zménime ostatni &isti
hranice oblasti (viz obr. 39a,b). Funkce

0, = o
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zobrazi tuto oblast na rovinu s dvéma vyiezy (obr. 39¢). Zobrazenim

1 9 9
v‘*’z':w—l(“’l*“ﬁ)— '+ Too,

prevedeme nasi oblast v rovinu s vyTezem podél kladné reilné poloosy.
Zbyva jen provést zobrazeni

w = |,

Hledané zobrazeni je pak superposici viech diléich zobrazeni a mé
tvar

R CEY
o 2(z2 + 1)

, (18)
¢mZ je nage tloha vyFeSena.

§ 28. Profil Zukovského. Pifklad, ktery zdé uvadime, méa velkou
dileZitost v theorii kiidla letadla. Hledejme konformni zobrazenf
vnéjsku oblouku'A_’J_?? jisté kruznice na Ynéjéek oblouku kruZnice C
(obr. 40). Pomoci linedrni lomené funkce

‘79 :

C.=2—|—2

(19)

zobrazime vngjiek oblouku AB roviny (z) na vnéjSek polopfimky
AB v roviné ({). Je

[5)z0 ‘
a sklon polopfimky, méfeno od zé,porné poloosy, je
/ ‘ « = 2 arctgh.
Z obr. 40a plyne: sinzx ='§; cosq = — 2h = 1 — h'sinx, kde r je
polomer oblouku AB a tedy A = ufzm = tgix. Déle misto to-

ho, a.bychom hledali zobrazeni nasi nové oblasti na vnéjsek oblouku
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kruhu C, budeme se snaZit najft inversnf zobrazeni vnéjsku kruhu na
nadi oblast. K -tomu tdelu opdt pouzijeme linedrnf lomené funkce

)

[

w —

w+

A

o _‘\\\v,g

(=

\
Pritom C prejde v pHimku, kterd — p‘rotoie (-d—w)= > 0 — bude
\ .

] duw, w=1
s kladnou poloosou svirat thel g = }n — arctgh (obr. 40b, odtud
cotgf = h) a vnéjSek kruhu pfejde v polorovinu ohraniéenou touto
primkou. Zobrazen{ ' ’

i
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w—1\

zobrazi tuto polorovinu na vnéjek polopfimky svirajici s kladnou
poloosou thel 28 = x — 2 arctgh = » — «. Timto zpdsobem dossh-
neme toho, %e obé polopfimky jsou shodné (obr. 40c). Vylouéenim £
z rovnic (19) a (20) dostavame hledané zobrazeni

.(w—l _z—2
‘ w+l._z+2
a z posledni rovnice '

z=w —l—.%, w=3}z+ Vz2 — 4).' (21)

Sestrojime nejprve v roving (w) kruZnici C* dotykajici se kruZnice C
v bod& w = 1, Zobrazeni (21) ji pfevede v jistou uzavienou kiivku *C
roviny (z), v jejim% vnit¥ku bude leZet oblouk AB. Ktivka se dotyka
oblouku v bodé z = 2 a mé tam tedy bod zvratu (obr. 40a). K¥ivka

*C pfipomind svym tvarem profil ki{dla.
Privé popsani methoda zkoumani profilu kfidel pochdzi od zna-
menitého ruského védce N. J. Zukovského. Profil ziskany timto
zplsobem se nazyva profil Zukovského a jeho

vypodet je velmi prosty.

Nikolaj Jegorovi¢ Zukovskij (1847—1921)
prvni pouZil v Sirokém méfitku methody kon-
formniho zobrazeni v hydro- a aeromechanice.
Jeho prace byly zakladem theorie vzducho-

Obr. 41. plavby.
Tvar uvedenych profili Zukovského zavisi
na dvou parametrech: A — ktery charakterisuje proknuti kiidla a
d — ktery je vzddlenosti stredu kruznice ¢ a C* a charakterisuje
tloudtku kiidla.
V specidlnim pfipadé pro A = 0 je profil symetricky podle osy
{obr. 41).

§ 29. Exponenciilni funkce a jeji Riemannova plocha. Exponencial-
pi funkei komplexni proménné budeme definovat vztahem

w = e = e® cosy + ie® siny = e® (cosy +isiny). (22)
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Ve specidlnim piipadé dostaneme pro z = 0 znimy Eulertiv vzorec
&' = cosy +isiny,

ktery muZeme povaZovat za definici ryze.imagindrni mocniny
Ysla e (viz § 2). Pro redlns z — x funkce (22) je totoZnd s obyéejnou
exponencidlni funkef redlné proménné. Pro komplexni hodnoty z m4

v3echny vlastnosti této redlné exponencidlni funkce. Tak na pf.
!
e”e”™ = e™(cosy, + isiny,)e™(cosy, + isiny,) =

. . (23)
— e+ oos(y, + ) +isin(y, +y.)] = e |
nebo : )
lim (1 + i) = e (24)
n—w n

(viz pt. 3a ke kap. I.). To ovéfuje nasi definici (22).

Zbyva ukazat, Ze funkce e* ma jedté nékteré nové vlastnosti. Tak
na pf. Ze je periodickd s imagindrni periodou 2ni, mebof zFejmé pro
libovolné % celé plyne ze vzorce (23)
z4-2knf

e z 2knl __ e’,

e".e

Funkece e* je té% reguldrni v celé otevfené roviné, nebot z (22) méme
ihned
ou ov ou ov
E=a—y=e“cosy, —Fy—=6_z
t. j. podminky Cauchy-Riemannovy jsou splnény pro. viechna kom-
plexni z. Diferencovatelnost obou funkei  a v je zfejma (viz § 14).
Podobné jako v analyse redlné proménné plati o derivaci

de? u .oV
i i

Abychom si objasnili vlastnosti zobrazeni w = e?, polozme z = z + iy,
w = pe'® a z rovnice (22) dostaneme

g=¢e%5 9=y
Zkoumejme podminky pro jedno-jednoznadnost zobrazeni. Z rovnice
wy = w, Cili 0 = 0y 91 = @ + 27 VYPIYVE 2, = 2, Y1 = Y, + Zkne

eili 2, —2, = 2kni, . ) (28)

= % cosy + ie® siny = e*. (26)
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kde & je libovolné celé éislo. Aby zobrazeni w = e* bylo jedno-jedno-
znaéné v oblasti D, je nutné a’'stad, 'ﬁby oblast D neobsahovala Zidné
dva body vyhovujici fovnicim (28). _
Témto podminkim vyhovuji pisy rovnobézné s osou z o ifce 27,
na pf. pasy ' :
—o<r<d
2k <y <2k +1)=z

} k=0, +1, +2,,..

AN
p

Id ¥ ol A o h 4
LI T T T T LT T T TT

i B
I T T T T T 3T T 1T T 1T O T T T T T T I TITTTT

A
Z Z X

-1

2w - O

Obr. 42.

Kadému takovému pasu odpovida oblast, bodi w, pro které plati
0<p< oo, 2kn<<p<2(k 4+ 1) =,

t. j. rovina (w) s vjrfézem podél kladné reilné poloosy. Pfi tom pfimky
y.= const piechizeji v polopaprsky ¢ — const a tsecky na pfim-
kich z = const (pokud leii v pdsu) v kruZnice. Funkce w = e* zob-
razi konformné a jedno-jednoznaéné pis — oo <z <0, 0 <y <=
§itky n na horni. polorovinu, zdpornou Edst tohoto pdsu na jednotkovy
kruh atd. (viz obr. 42). '

~ Hranicim ka?dého pasu odpovilaji okraje vyjezu, a to spodnim
hranicim horm'}‘)Q_ okraje a hornim:spodni okraje. Abychom zkon-
struovali jedno-jednoznadny a spojity obraz roviny (z), nutno vzit
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nekoneén& mnoho rovin (w) s vyfezy podél reilné poloosy u; kazdému
¢islu k pifadit jeden list (k) a slepit je v tom pofadku, jak jsou na
sebe pfilepeny odpovidajici pasy v roving (z). Za¢neme s rovinou (0)
a ke spodnimu okraji jejiho vyfezu ptilepime horni okraj vytezu
roviny' (1). K volnému (spodnimu) okraji vyfezu roviny (1) pfipojime
horni okraj vyfezu roviny (2) atd., ani% tuto operaci ukonéime.
V roviné (0) ziistal jeSté volnym horni okraj vyfezu a ten nyni spo-
jime s dolnfm okrajem vyiezu roviny (—1). Volny horni okraj vyfezu
roviny (—1) spojime s dolnim okrajem. vyfezu roviny (—2) a tak opét
bez ustini pokra¢ujeme do nekoneéna. Viz obr. 43.

Obr. 43. Obr. 44.

’

Konstruovana plocha o nekoneéné mnoha listech tvofi Riemannovu
plochu_funkce ef. Funkce e* zobrazi jedno-jednoznadné a konformné

plochu na otevienou rovinu z.*)

Pro ujasnéni uvaZujeme zobrazeni vertikilniho pésu 0<z<a.
Tento pds se ziejmé zobrazi na nekoneény zavit nad mezikruzim
1 < |w| < e°, podobny Sroubové plose (konoidu). Viz obr. 44.

Dodejme jeits, %e nale funkce nilsdde nenabyva hodnot w=0 a
w = oo aZese tedy nad témito body nerozprostira plocha R. Budeme-li
obchézet bod w = 0 nebo bod w = co po plofe R po kfivce lezici-nad
kruznici |w| = r v jednom sméru, obejdeme tyto body, jak ukazuje

*) NemiiZeme spojité pokradovat naSe zobrazeni do bodu z = co, nebot
lim e* neexistuje (pro z—> oo po kladné redlné poloose e — 0, jestliZe z — o
Z—> 0 ) .
po zaporné reilné poloose e — 0).

>
)
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obr. 44, nekoneéné mnohokrit. Z tohoto divodu nazyvime body
w = 0 a w = o0 body rozvétveni nekoneéné velkého fadu. Tyto body
nepatii plose R.

§ 30. Logaritmicka funkce. Logaritmickou funkei budeme defi-
novat jako funkei inversni k funkei exponenciilni, t. j.

w= Lilz, (29)
jestliZe plati
e’ = z. (30)

Polozime z = re @+ u — 4 1 iy a z (30) dostaneme
et =z, v=¢ 4 2kxn.
Z toho u = Inr = Injz|,’ v = ¢ + 2kn = Argz a
‘ w= Lnz = ]n]z] +i Argz, (31)

Logaritmickd funkce je nekenetné mmnohoznacéni a zobrazi Rieman-
novu plochu funkce z = e® na rovinu (w). Je definovina pro viechna
konedéna z + 0, nebof funkce e” nenabyvi hodnoty nula pro zadné w

(to je patrno z (31) nebo z toho, %e Argz neni definovan pro z = 0).

Nad body z = 0 a z = o0, jak jsme ji% vidéli v piedeSlém paragrafu
(t. j. nad body w = 0 a w = oo v oznabeni pifedeslého §), lezi body
rozvétveni nadi funkce. Nazyvaji se logaritmické body rozvétweni
a jsou ziejmé nekoneéné velkého fadu.

Ze vztahu (31) plyne jesté

el®?* = z; Lne®* = z + 2kni. (32)

Funkce w = Lnz je dalsi piklad mnohoznadné analytické funkce
(viz § 63). Podle své definice dovoluje funkce w = Lnz konstrukeci
regularnich vétvi v téch a jen v téch oblastech, kde je moZno kon-
struovat jednoznadné vétve funkce Argz. BudiZ na pt. oblasti D rovina
(z) s vyfezem podél ziporné reilné poloosy. Tuto oblast mozno zfejmé
nekoneénd mnoha zpisoby rozprostfit na Riemannovu plochu funkce
e?. Udinime to tak, Ze vrchni polorovinzi, lezi na listu (0) a dolni
polorovina na listu (— 1). Pak v = Argz se méni v intervalu od = =
do 7z a je totozna s hlavni hodnotou argumentu, kterou jsme v § 2

9
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oznadili symbolem argz. Ziskanou jednoznaénou vétev funkce Lnz
budeme analogicky nazyvat hlavni{ hodnotou logaritmu a-oznadime ji
symbolem

w = Inz = In|z|] +iargz. (33)

Tato funkee je regularm v uvaovand oblasti, protoze podle véty
o derivaci inversni funkce existuje ['

dinz 1 1
dw

Obr. 45.

Funkce (33) zobrazi jedno-jednozna&né a konformné (protoZe podle
(34) dl—: * 0) rovinu s vyjfezem podél zdporné redlné poloosy*) na

pds — 7 < v < m. Na riznych' okrajich vyfezu nabyvi ruznych
hodnot. '

Hornf polorovina se pfitom zobrazi na pis 0 < v < 7, polomezi-
kruzi y >0, a < |z| < b na &tyrihelnik atd. (obr. 45). o\

Pro reilné hodnoty z argz = 0 a Inz = Injz| piechdzi v obydejny
logaritmus reilné proménné. MiZeme tedy povazovat funkei (33) za
,,prodlouzeni‘‘ logaritmu do komplexni roviny.. Ctenaf si snadno do-

kéze, Ze funkce (33) mé i vlastnost, obyéejného logaritmu

In(2,2,) = Iz, + Inz,, - (36)
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oviem jen pro takova z,, z,, jejichZ argumenty i soudet jejich argu-
menttd lezi. v intervalu (— =, #). Hodnoty funkce Lnz dostaneme
z hodnot funkce Inz pfipoétenim p¥islu§ného celistvého nisobku 2ni.

§ 31. Goniometrické a hyperbolické funkce. Budeme si definovat
goniometrické funkce komplexm promenne vzta,hy

o - oy
- sinz = Ei(e" —e™%), cosz = }(e* 4 e7¥),
! : (36)
| tgz = 2 cotgz = L
’ g cosz’ & tgz'

Pomocf Eulerova vzorce i ¢tenaf snadno dokizZe, Ze pro rea,lné. z jsou
tyto funkce totoZné s obyéejnymi goniometrickymi funkcemi reilné
proménné. Zachovavaji mnohé jejich vlastnosti. Tak na pf. z perio-
dicity funkce e* plyne i periodicita funkei (36); funkece sinz a cosz majf
periodu 27z a funkce tgz a cotgz maji periodu . Ovéfme si jesté

phatnost adlcmho teoremu pro sinz:

. . | .
sinz, cosz, + cosz, sinz, = 5 (el — e—i21) L(elss 4 e—im)

(elz. + e—iz.) (eiz. . e—iz,) — % [ei(z.+z,) _ —i(z.-Fz.)] —

~

= sm(z1 + z,). (37)
Stejné bychom si ovéfili i platnost ostatnich vztaht mezi gonio-
metrickymi funkecemi.

Ze vztahi (36) a vzorce pro derivaci, exponencidlni funkce plynou

rovnice , .
dsinz cosz d cosz sinz d tgz 1
dz - > dz T > dz  cos%’
L J
d cotgz 1
= = — . 38
dz ' sin?z . (38)

Z nich bezprostiedné plyne regularita goniometrickych funkei sinz
a cosz v celé oteviené roving (z) a funkei tgz pro body z + (2k + 1) %n
a funkee cotgz pro body z + kn. Ne ovSem viechny vlastnosti gonio-
metrickych funkei redlné- proménné zistanou zachovany pi jejich

98



prodlouZeni do komplexni roviny. Tak na, pf. nemiiZeme tvrdit, Ze by

funkce sinz, resp. cosz, mély vzdy modul menél nez 1. Je na pf.

-6

cosi= (e + e1) i'l,54, sini = (e —e—l) = —1, 171

Prozkoumejme blize .ja,ko piiklad zobra,zeni zprostfedkované funkci
w = cosz. (39)

Jak plyneé z rovnice (36), miZeme je pokladat za superposici tif
zobrazeni

() § =iz (II) 0 =et, (III) w =.=’z(w + %), (40)

z nichZ kaZzdé jsme uz vyS3etfili diive. Nejprve pokud se tyka jedno-
jednoznaénosti zobrazeni (39). Necht oblast D se zobrazi zobrazenim
(I) na D,, pti (II) prejde D, v 4, a pHi (III)'pfejd_e 4, v A. Zobrazeni
(I) je jedno-jednozpa¢né vsude, k jedno-jednoznaénosti (II) je nutné
a stadi, aby D, neobsahovala body, pro néz ¢, — ¢, = 2km (viz (28)),
t. j. aby D neobsahovala body, pro néz

2, —zy = 2km. (41)

Pro jedno-jednoznaénost (I17) je nutné a staéi, aby 4, neobsahovala
body, pro néz w,w, = 1 [viz (10)], t. j. aby v D neleZely body, pro néz
el | elsn — el z'\) = 1, to jest body, pro které pla.tl

“2y 2y = 2ken. (42)

Pro jedno-jednoznaénost zobrazeni (39) tedy je nutné a stadi, aby
oblast D neobsahovala.body vyhovujici nkteré z rovnic (41), (42).
Této podmince vyhovujf na pi. polopisy

0<x<<2m, y>0.

Na obr. 46 jsou vyznaleny postupné etapy nadeho zobrazeni.
Vyse zminény polopas se zobrazi na rovinu (w) s vytezem — 1 < u <
< 0, v = 0 podél realné osy.*) Riemannova plocha funkece w = cosz
bude mit. sloZitéj¥ strukturu neZ predellé. Bude zfejm& nekonedné

*) Pro vyjasnéni etapy (III) si vzpomeiime (§ 26), Ze jednotkovy kruh se zob-
razil vn8 usedky <(—,1, 1> a vyfezu podél poloméru pfitom odpovidé uselka
(1, ) realné osy. 7

7*
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mrnobolistd a podrobngjdi zkouméni ukazuje, %Ze bude mit nekonedns
mnoho bodd rozvétveni druhého fidu leZicich nad body w = 4 1
a logaritmicky bod rozvétveni nad bodem w = oo. Lelice si ovéiime,
%e na pf. obrazem reilné osy roﬁ:iny (z) na této ploSe je nekoneénd
klikaté Séra sloZend z nekonedn® mnoha Gsedek (7—1’ 1).

Funkece . i .
) sinz = cos(z — }7x) .

]
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Obr. 46.

a s nf i zobrazeni ji zprostiedkované se li3i od ptedeslé jen posunutim
roviny (z). Zobrazeni prosttedkovang funkcemi tgz a cotgz se zkoumayji
zcela obdobnym zptsobem. *

Funkce inversni k funkcim (36) se nazyvaji cyklometrické funkce
komplexni proménné. ProtoZe jsou vSechny Riemannovy plochy
funkef (36) nekoneéné mnoholisté, jsou cyklometrické funkce neko-
nelné mnohoznalné. Jsou to opét daldi mnohoznaéné analytické
funkce (viz § 63). Funkce (36) jsme vyjadfili pomoci exponencidlni
funkce a je teidy nasnadé se domnivat, Ze funkce cyklometrické
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budou mit vyjadfeni pomoci funkce logaritmické. Najdéme si takové
vyjad¥eni aspofi pro jednu z nich, na pf. pro w= Arccosz Z- deﬂmce
w = Arccos z mime e e o
Z2 = cosw = «}(e + eT‘-"‘),
z toho ' »
et —2zelv | 1 =0, e =z4 [Z—1 -

w = Arccosz = —iLn(z + |2 — 1).
V dusledku vztahu

)

L [

z—'l/z’—l

znamend zména znaménka pfed odmocninou zménu znaménka pied
logaritmem a protoze v poslednim vzorei jak logaritmus tak odmoc-
nina jsou vicezna¢né funkce, miZeme znaménko potlaclt

w o= Arccosz =iLn(z + sz —1). : (43)

Pravé odvozeny vztah zfejms zna.m, Ze je moZno pro Arqcosz kon-
struovat jednoznaénou regulirni vétev na pf. v roviné (z) s vytezem
— 1< z> o, y= 0 podél reslné osy. Tuto vétev budeme znadit
arccos z a nazyvat hlavni hodnota arkuskosinu.

Podobné vzorce miizeme odvodit i pro ostatni cyklometncké
funlkee:

Arcsinz = lmw — Arccosz = in—iLn(z + |22 —1);
3 7 _

Arctgz =-7}n'—Arccotgz = l Ln 12 (49
1 + z
-Hyperbolické funkée komplexm promsnné
sinhz = l(e‘ —e—%), coshz = 1(e* + e2), ,
sinh z 1 : (45)

tghz cotghz =

si
cash 2’ tghz

se daji vyjadfit velmi jednoduSe pomoci goniometrickych funkei:
sinh z = — isiniz, coshz = cosiz, tghz = —itgiz,

. (46)
cotghz = i cotg iz o
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a nijak podstatné se od nich nelisi. Hygerbolomemcké funkce komplexn{
proménné jsou definovany jako inversni funkce k funkeim (45).
Daji se ]ednoduse vyjadriti pggnoci logar1tmu '

Argsin 2 = Lin(z + Vz2 + 1), Argcosz = Ln(z ]/z2 — 1),

(47)
Argtgz =} Ln l—i—:, Argeotgz = Ln 2t 1

§ 32. Obecnd expgnenciilni funkce. w = 2%, kde a "= x +1if je
libovolné komplexni éislo, je definovana rovnici

2 = ™, (48)
Poloz{me-li z = re'®, dostaneme Lnz = Inr 4 i(p + 2kn) a tedy
20 — e(a+lﬂ)an — eulnr—ﬁ(w-'-an) . el[a(np+2kn)+ﬂlnr] . (49)
Z (49) je vidét, Ze iu._x_i_kce 2% je pro f + 0 nekoneéné mnohoznaénd
& jeji hodnoty pro pevni z a a leZi na soustavé kruznic
o] = estorfe+2n g 0, L1, £ 2.,
jejichZz poloméry
o = ealnr—ﬂw . e—2krlﬁ — goe—zbnﬁ (50)

tvo¥ dvé geometrické posloupnosti s kvocientem e~* pro kladni k
a kvocientem e®" pro zdporns k. Pritom argumenty hodnot funkce z2
tvoli aritmetické posloupnosti g

¢ = o(p + 2kn) + fInr = @y + 2kna (61)

s dlferenceml 4 27x. Pro § = 0, t. j. pro redlna a, lezi véechny hod-
noty, jak je ihned vidét z (50), na. kI‘llZIllCl

[w| = eV = 7o, (52)

N

VA (51’)_ Plyne, Ze a.rgument'y téchto hodnot jeou
| 9e = ap + 2kna. (53)
BudiZ a raciondlni &islo, pak je muZeme psit ve tvaru a = r

kde p, q jsou dvé nesoudélna celd é&isla, a mezi hodnotami (53) je jen
g riznych hodnot argumentu g, definujicich rizné hodnoty funkee 2°.
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Dtkaz: polofime-li ¥ (53) k =0,1,2, ..., q'—/‘/l‘, pak mezi hodno-
tami @

(p0=a'(p) ?71:‘1"77‘?‘27'5%, ¢2=(L(P+'§'47[,-...,
(54)

\ o
Pe—1 = AP +% (@—1)2=

s

se Z4dné dvé nebudou lifit o celistvy nisobek' 2, nebot jestlize pro
nékteré celé k < q k = . P bude rovno celému &slu n, pak P Z pied-

stavuje zlomek s ]menovatelem mensim nez g, coZ je proti pfedpokladu
o nesoudélnosti ¢isel p a g. Naopak viSechna ostatni k& da]i pouze
hodnoty @, lidfcf se od (54) o nasobek 27,

Vidime tedy, Ze pro raciondini a = % se funkce 2° shoduje s funkei

'_

Vz’:
? —
FANES Vz’,

(viz §§ 4 a 25) a je tedy konelné viceznaénd.

Pro irractondini (reilna) @ mezi hodnotami (53) se 74dné dvé nelisf
navzijem o nasobek 2z, nebot kdyby pro dvé cela &sla ky, k,, k; + k,
bylo 2k,ma - - 2k,na = 27n, kde n je celé, bylo by a = kLk‘
: . 1
raciondlni, coZz neni mozné. Je tedy v tomto piipadé funkce

28 — ef Lnz

nekoneéné mnokoznaénd a divd nidm tak -pfiklad dalsi mnohoznaéné
analytické funkce.

Piiklad 1. Funkece '
’ w = 2 — e—(®+3km gilar

je definovéna pro z # 0, + co a je nekoneéné mnohoznaéni. Pro
pevné. 2z se jeji hodnoty rozprostiraji na polopaprsku argw = Inr tak,
ze jejich moduly tvofi dvé geometrické posloupnosti s kvocienty
e*?" Hodnoty odpovidajici kladnym % konverguji k bodu w = 0
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a body’ odpovidajici zdpornym %k k bodu w = oo. V piipads r =1
jsou viechny tyto hodnoty reilné.

Priklad 2. Funkce

4
w =2 = el _el(iw+i3kﬂ) = V,Taeu(wzkn)\

je Gtyfznadnd. Abychom ziskali véechny jejt hodnoty, nutno postupné
dosazovat za k ¢&isla 0,1, 2,3 (k =4 neda,va. nie nového, dostaneme
tyté#% hodnoty jako pro k = 0).

Piiklad 3. Funkce
Li(wp - 2knt)

w=2"=1r"¢

je nekoneéné mnohoznaéna. Jeji hodnoty lezi pro pevné z na kruZnici
|w] = ¢", pfi éemZ je moZno dokizat, Ze jsou po ni r&prosti"eny
viude stejné hustd.

N W
— )

—
:!77———;(-
L p—— ’ g v

/ -~

Obr. 47.

Regulé,mi'vétve obecné exponencidlni funkece, jak je vidét ihned
z jeji definice, moZno konstruovat véude tam, kde je mozno konstruovat
jednoznadnou vétev funkce Argz. Tak na pf. je tato konstrukce
mozna v roviné s vyfezem podél zaporné reilné poloosy (klavni hod-
nota). Tato vétev je regulirni, nebot podle véty o derivaci sloZené
funkce a vztahu (34) existuje derivace :

dze dealnz oins @ - -
E = dz —- € ; = az* . (55)
Omezme se na pfipad kladnych redlnych a. Proag > 1 zprostf‘edkuje

hlavni hodnota 2° jedno-jednoznaéné a konformnf zobrazeni vysete

-~

¥ 4 R - . [
—= <argz < — ha rovinu (w) s vyfezem podél zdporné- poloosy
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(viz obr. 47 pro a = 4). Vysel 0 < argz < gse pii tom zobraz{ na

horni polorovinu.

Pro @ <1 nenf moZné jedno-jednoznaéné zobrazen{ na rovinu

8 vyfezem. Pro hodno-
ty + <a <1 je viak
mozné  jedno-jedno-
znadné zobrazeni sek-

toru 0 < argz < % na

horni polorovinu (viz
obr. 48 pro a = 2).

§ 33. PFiklady. Uve-
deme je$té fadu . pfi-
kladi feSeni tdlohy o
konformnim zobrazeni
pomoci elementirnich
funkef.

Priklad 1. Hledej-

me zobrazeni srpku
z obr. 49a na pas 0 <
< Imw < h. Nejprve
linedrni lomenou funk-
ci zobrazime srpek na
sektor
z+a
© =

T z—a

(obr. 49b) a tuto vysed
pomoci vétve logarit-
mu

w; = Ino =

= Inju| +ismgw,

0Largw < 2n

/B7r+

Obr. 49.
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na pas §ffky f: # 4+ o < Imw, < % 4o« 4 f. Pi prvém zobrazeni.
bod B = i cotg}s prejde v bod — (cosx +-isinx) a pfi druhém kroku
vbod (z + «)i. Body A4 a C se pfi tom zobrazi na konce pisu. A zbyva
jen pfevést ziskany pas vhodnym linedrnim zobrazenim v dany a vy-
sledné zobrazeni ma tvar:

by mtak Mz
Piiklad 2. Hledejme zobrazeni w = f(z) polopdsu — 37 < z < 3,
' y > 0 na polotovinu tak,
aby bylo: f(4 $7) = £ 1,
f(0) = 0.

Poototime polopéas o pra-
vy thel proti sméru hodi-
novych ruéiéek a zobraze-
nim (22) jej znazornime na
jednotkovy pulkruh:

— (7 + «) i.] (56)

w = 6"

Pravy jednotkovy polokruh,
ktery jsme takto ziskali
(obr. 50b), poototime o pra-
vy thel ve sméru hodino-
vych rucicek a zobrazime
pomoci funkce (9). Po tpra-
vé dostivame hledané zob-
razeni

w=,f —lw.—f— =

—iw

1 1
= - W — — =
2i w
Obr. 50. \ elz _ elz

R = =sinz. (57)

Je ihned vid&t, Ze vysledna oblast je horni polorovina a %e zobrazenf
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mé predepsanou vlastnost, pokud se tykd zobrazeni bodd + 3=,
resp. 0. Je§té jedrfodudeji bychom dostali vysledek pomoci § 31.

Piiklad 3. Pis s vyrezem (obr. 51) zobrazime pomoci funkce
w = e* na horni polorovinu s vyrezem 0 < Imw < 1 podél imagindrni
osy. Jeji zobrazeni na polo-

rovinu bylo diskutovino
v § 27, vzorec (13). Mame A\"323222225522322322222%245323332%2?3225%%%2? .
tedy koneéné zobrazeni \ -

‘ ' O,
w = sz I 1= Vezz F 1. Crhi) .
(68) A B!D [N
7 7
al

cre™) @

E A B! D) E

Z % Z
0
C/ug
B!D @
Obr. 51. Obr. 52.

Priklad 4. TentyZ pas s vertikdlnim vyrezem (obr. 52a)se zobrazi
pomoci funkce w = e* na polorovinu s vyfezem podél oblouku jednot-
kové kruznice (ob1;. 52b). Zobrazeni w, = g—_'__—i zobrazi tento oblouk na
—1
GRS
V zavéru pouZijeme znovu zmin&né formule (13) § 27 a vyslednd
superposice zobrazenf mé tvar:

, s ey .. . . el
usedku, ]ejig koncovy bod bude lezet v bodé ———— pra 1 tgl h)(obr 520)

w = ol + tg¥h = V(e T 1) + tgth, = Vight iz + tg'3h.  (59)

Piiklad 5. Hledejme konformni zobrazeni roviny (z) s dvéma
vytezy — o <z < -—a aa< < o podél redlné poloosy na pis
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0 < Imw < 2F,. Kromé toho budem klist podminku, aby levy vyfez
piedel v dolni okraj pisu a pravy vyfez v horni okrdj pasu. To uréuje
pouze.dva parametry zobrazeni a tieti tedy zistane libovolny. Nej-

prve pievedeme ndas vyfez ve vyfez (0, co) zobrazenim

A @ ;
77772 5 F 7%

C -a

a) '

'C, D177 ‘©
AF

,/,,,' 1 oy 2(V
F E o
A A © c
’/WW/W/O”W/W/W/W/W
Obr. 53.
w1=k1+ ]/z——a+]/z—|—a _
l—ow ’Vz—a—]/z—|—a

z4+a

) z—a

(obr. 53b) a pak v redl-
nou esu zobrazenim

w = JE= l/z+'“..

z2—a -

Cor =

UvaZovana oblast se pfi
tom zobrazi na horni po-
lorovinu (obr. 53c). Po-
sléze ji pomoci logarit-
mické funkce zobrazime
na pas. Abychom viak

8plnili podminky kladené

na zobrazeni vyfezi, mu-
sime pfedem zobrazit po-
lorovinu nasebe samu tak,
aby body 4, F, resp.C, D
ptesly v 0, resp.co. Toto
zobrazeni zprostfedkuje
linedrni lomena funkce

2+ V7 —a),

kde k je libovolna kladnd konstanta. Nyni u% zbyvé jen provést zob-
razeni pomoci logaritmické funkce a mdme hledany vysledek

2V,

=—1

’ ) \
kde C =
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(50)

In - je libovolnd reilna konstanta.



ULOHY.

l 'Najd&te redlnou a imagindrnf Shst funkef w = sinz, w = cosz, w = tgz.

2\ Odvodte vzorce (46) a (47). i

3 Dokaite platnost vztahi: cosh’z — sinh?z = 1, cosh 2z = coéhﬁz + sinh?z,
ginh 2z = 2 sinh z cosh z. 3
- ‘{;,‘Dokaite, Ze je mo#no konstruovat reguldrni vétev funkce V(l 4 2z) 2? vné
usetky 0 < z <1 osy z. Stanovte hodnotu v bod& z = i té v&tve, kterd mé
v bod$ z = 2 zdpornou hodnotu. Jak veliké jsou ostatni hodnoty v tomto bodd?

15 DokaZte, Ze je moZno konstruovat reguldrni vétve funkece Ln(l — 2z2)
v rovmé 8 vyfezem podél usedek (— 1, i), (1, i} a polopfimky = = 0, . > 1 na
ose y Jaksd je v.bod® z = 2 hodnota té vEtve, kterd mé v bodéz = 0 hodnbtu 0?

8. DokaZte, %e je moZno konstruova.t regulé.rni vétev funkce w = Ln(z 4
Vz’ — 1) vrovind s vyfezy — w <z < — 1,1 < z < oo pbdél redlné osy.
7 Pod funkef z* = e’lnz budeme rozumét fl.lIIkCI, kde In je hlavni hodnota

logarltmu ‘Jaké je hodnota této funkee v bod¥ z = — e na hornim i dolni.m
okraji vytezu?

7 8. Najd&te rovnice kiivek ]ednotkového modulu a jednotkového.argumentu
zobrazeni pro zobrazeni w = 2%,

7. 9, DokaZte, %e funkee w = 23 -+ 2z + 3 zprostfedkuje jedno-jednozna&né
zobrazeni vnitfku jednotkového kruhu na sebe sama.

10. DokaZte, Ze zobrazeni } (z + —1) je jedno-jednoznaéné v horni poloroving
a stanovte ollast, v kterou zobrazi horni polorovmu' P
11." V jakou oblast zobrazf: ’
a) w =cosz pas 0 <z < im;
b) w=1tgz ps — {n < T < inm;
Jak vypadé sif konformné ekvivalentni s kartézskou soufadnicovousfti roviny (z) ?
c)w—z+e‘pés—n<y<n, |
d) regulérni vétev funkce w = Vz, kterd ma v bodech kladné re4lnd poloosy
kladné hodnoty, oblast ohranienou kardioidou
' z = 2(1 — cosp) cosp, ¥ = 2(1 — cosp) sing;
\e") funkce w =2z — "3z3 oblast ohranidenou levou polovinou Bernouilliho

lemniskaty (23 + ¥?) [(z — 4)* + %] = 16; co v tomtbo zobrazeni odpovida
sfti polarnich soufadnic v roving (w)? ?

12. Dokaite., %e je moZno vihorni polorovind konstruovat reguldrni vitve
funkef a) w=Ln cosz; b)w = Arccos cosh (k cos z); (k relnd konstanta.) V jakou
oblast je zobrazena horni polorovma.
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a) libovolnou vétvi funkee w = Ln cosz;

b) tou vétvi fun.kce Arccos cosh (k cosz), kterd mé v bods = hocinotu }n?

13. Najd&te konformn{ zobrazeni:

a) vysede jednotkového kruhu 0 < argz < «, |2| < 1 na kruh |w| < 1;

b) jednotkového kruhu [zl < 1 napds 0 <v <1ls podminkamx H(—1) =
= — o, f(1) = o, f(l) =i

.
c) vnéjsku elipsy 2— + iyé = 1 na vné&jfek jednotkové %kruznice;
v

x-VZV eyl

E 4/**/} X=yt=7
Obr. 54.

d) vn&jiku paraboly (t. j. oblasti, v ni# neleZf ohnisko) y? = 2pz na horni
polorovinu;
2 2
e) vné&jsku hyperboly (t. j. oblasti, v niZ neleii  ohnisko) = — .yn = 1ns
horni polorovinu; COS"x SN

f) oblasti omezené dvéma podobnymi logaritmickymi spirdlami r = xek?,
r = Pe*? (x < B a k redlné konstanty) na pés 0 < v < 1.

14. Najd&te' konformnf zobrazeni oblasti vyznadenych v obr. 54 na hornf
polorovinu, resp. na jednotkovy kruh.

rd
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