Funkce komplexni proménné

Aplikace na theorii rovinného pole

In: B. A. Fuks (author); B. V. Sabat (author); Old¥ich Koni¢ek (translator): Funkce
komplexni proménné. (Czech). Praha: Pfirodovédecké nakladatelstvi, 1953.
pp. 111-157.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/402741

Terms of use:

© Jednota ¢eskoslovenskych mathematika a fysika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/402741
http://dml.cz

Karrtora IV, !

APLIKACE NA THEORII ROVINNEHO POLE.

§ 34. Rovinné vektorové pole. Vektorovym polem rozumfime éast
prostoru, v jehoz kaZzdém bodé je definovin jisty vektor. Budeme se
zv1as§té zajimat o tyto tii pfipady vektorovych poli:

a) Rychlostni pole proudéni kapaliny. V kaZdém bodé jisté oblasti D,
kterou proudi néjakd kapalina, je v kaZdém okamZiku definovén
vektor rychlosti pohybujici se kapaliny. Souhrn vSech téchto bodd
oblasti D spolu se viemi vektory V v nich definovanymi zobrazuje
naSe pole.

b) Elektrostatické pole. V prostoru obklopujicim ndboj existuji
jisté elektrické sily, o jejichZ existenci se presvédéime vnesenim t. zv.
,,zkufebnich* ndboji do tohoto pole. Sila pisobici na jednotkovy
naboj pfeneseny do jistého bodu pole se nazyva ¢ntensita pole v tomto
bod8é. Souhrn viech bodd prostoru obklopujicich dany naboj spolu
8 vektory intensity E tvoii naSe pole.

c) Pole tepelného proudéni. V prostoru obklopujicim zahraté téleso
8 body o riizné temperatute »(M) proudi teplo z mist o vy33i tempera-
tufe na mista s nizd temperaturou.” Vektorem tepelndho toku mazy-
vame vektor ' '

Q= —_]c grad v(M), (1)

kde k& je koeficient vnitini tepelné vodivosti. Vektor ma smér normaly
k ekvithermalnim plocham a mifi na mista s mensim tepelnym obsa-
hem (t. j. v tu stranu, kam se &ifi teplo). Souhrn vektori Q zobrazi
nase pole. . ‘ o

Nage dalsi avahy se budou tykat vektorovych poli vektori libovolné
fysikdlni povahy, nicméné pro konkretnost naSich ivah budeme mit
vidycky predevsim pfed oéima uvedena t¥i pole.*)

. (4

*) Mnoho &iselnych prikladi z theorie pruZnosti nalezne &tendiv knihdch:
G. V. Kolosov: Priménénije kompleksnoj perem&nndj k tdorii uprugosti, ONTI
1935 & N. I. Muschelidvili: N8kotoryje zadadi t8orii uprugosti, izd. AN SSSR,
1935. ° .
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V obecném piipadé budeme zkoumat vektorovd pole ménici se
s dasem. Analyticky jsou takovd pole déna tfemi skaldrnimi funkcemi
(komponenty vektort pole) étyi proménnych (tfi soufadnice z, y, z
bodi pole a Gas t).

Omezime se zde jen na zkoumani staciondrnich poli, t. j. poli & Sasovd
neproménnych, jejichz vektory se s pribéhem &asu neméni a zivisi
jen na poloze bodu daného pole. Vzhledem k tomuto omezeni je pole
uréeno tfemi skalirnimi funkcemi ¥ proménnych.

'Obr. 55. Obr. 56.

Omezime se dile pouze na pole pseudorovinﬁ,d, t. j. takova pole,
jejichz vSechny vektory jsou rovnobéiné s jistou rovinou a vektory
viech bodu lezicich na nékteré kolmici k této roviné jsou stejné co do
velikosti i co do sméru, Takové pole je tiplné uréeno rovinnym vek-
torovym polem leficim v nékteré z rovin s, rovnobéinych s na8i
rovinou 7. :

Pseudorovinné pole jsou tedy uréena dvema, skalérnimi funkeemi
(komponenty vektorti rovinného pole) dvou proménnych (soui‘admce
bodi roviny rovinného pole). Komponenty vektoru A vzhledem k osam
= a y budeme znaéit 4,, resp. 4,, takZe plati

A=A4, +id,.
§ 35. Priklady rovinnych poli.

Ptiklad 1. Zkoumejme elek_tfické pole homogenné nabité primky.
Je ziejmé pseudorovinné a za rovinu z, muZeme volit kteroukoliv
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z rovin kolmych k pifimce I. BudiZ ¢ linedrni hustota ndboje nal (t.].
mnoZstvi niboje na jednotku délky) a hledejme vektor intensity E
naseho pole v libovolném bodé P roviny 7, Pro vypodet si zvolime
kartézskou soufadnou soustavu (z, y, k), jak ukazuje obr. 56. Podle
principu superposice znamého z fysiky miiZzeme vektor E povaZovat
za vektorovy soucet intensit elementdrnich niboji dE soustfedénych
na elementu d? piimky 'l. Podle Coulombova zikona jeé element
intensity dE pole bodového néboje ¢ dk umisténého ve vzdalenosti A
na pfimce [ roven )

dgj = 192 _ -qdh
MP: 24 A2
kde r2 = OP = l/ar:2 + % = |z| je vzdalenost bodu P od poéatku sou-

fadnic. Protoze vektor E le#f.v roving m,, je jeho modul roven soudtu
projekef vektord elementdrnich intensit dE na rovinu sz,

@

q-cosp
|E| =fcos<pldE| =f oy da,

—w

kde y je uhel, ktery svird vektor dE a rovina =, Z pravotuhlého troj-
tihelnika MOP méme h = r tgp a

1 __ cos’p
e SR
tedz' ‘ ?
i
L q cosg . E]
lh—f—T—w—,- (@)

—ix

Vektor E ma smér vektoru OP =z a jednotkovy vektor v tomto

sméru bude zfejmé — | K , & tedy”
29 z- 2qz  2qx 2qy .
T ETR Ete i Ere ®

Zkoumané pole je uplné urfeno rozprostfenim vektort E v roviné
7,. Budeme tedy dile pod rovinngm polem bodového ndboje vidy
rozumét pole homogenné nabité piimky !. Velitina ¢ uddv4d linedrni

[}
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hustotu naboje, t. j. velikost niboje usetky délky 1. Silové éary tako-
vého pole (t. j. éary, které maji v kazdém svém bodé za teénu vektor
pole) jsou tvofeny svazkem piimek s vrcholem v poéitku (obr. 57).
Pro kladny nidboj sméfuji vektory E od podatku, pro zdporny naboj —
k pocatku. :

Vzgree (2) ukazu]e Ze modul mten51ty rovinného pole bodového
ndboje je nepifimo Umérny vzdilenosti bodu od niboje a ne
étverci vzdalenosti, jak je tomu
v prostoru. Vlastnosti rovinného
pole odlisné od prostorového pole
pozniame dale jesté hloubéji.

Obr. 57. Obr. 58.

Ptiklad 2. Pro pole soustavy bodovijch ndbojs T G o Imr ¥ bodech
24y 29 oiny Zpy. ]e vektor intensity E roven

E — En: 2q,(z — 2z;) _ < " 2q(x— x)
=1 e —2f? =1 (@ —x)* 4+ (y —yi)? e

2¢(y — Yr)
+ Z L (@ — o) + (¥ — ) )

Nebot ziejms bude-ll bodovy naboj ¢, v bodé z = 2, ane v poéa;.tku,
pfejde (3).na tvar

T 2qu(z —z)
E, = ———F—.
k |z — 2[?
Podle principu superposice je intensifa pole systému néboji rovna
souétu intensit E; jednotlivych naboji. Seétenim dostdvime vzoree (4).

-Piiklad 3. Vektor rychlosti V postupné proudwz kapaliny je kon-
stantni co do velikosti i sméru. Vybereme si za rovinu =z, libovolnou
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rovinu rovnobéZnou s rovinou vektori V. Pak je pohyb popsén rovin-
nym polem konstantniho vektoru

A V="V, + iv, (5)
(V; = const, ¥V, = const). Proudové ¢iry — proudnice — (silové

éz’u‘y vektoru pole V) tvoii svazek rovnob&inych pfimek (obr. 58).

Piiklad 4. Zkoumejme proudéni kapalmy charakterisované vek-

torem rychlosti ,
/ H

Q - ! e
= %2 o (6) - - \

kde @ je reilna konstanta, jejiZz fysi / I ’-‘ \
kilni vyznam se teprve ukéze. Proud- | / "T\\ x \
nice tvoif svazek piimek s vrcholein C / ) / N
v poditku (obr. 57). Pro @ > 0 maji k \ \ s / ',"
vektory V smér od pocéatku, pro T\ N . ‘
@ < 0 — k potétku. V obou dvou pH- N\ NomeeF 4
padech ubyvd modul rychlosti s reci- \ /,/ .
prokou hodnotou vzdalenosti od po- = Tv- -
¢atku. Pole se nazyva rovinné pole bo- Obr. 59.

dového zdroje (zfidla). V piipadé @ < 0

rovinné pole bodového noru. Rovinné pole bodového ziidla muZeme
pokladat za pseudorovinné pole ptmky, z ni% vytéké kapalina do
okolniho prostoru.

Piiklad 5. Zkoumejme proudéni kapaliny cha,ra,ktensova,ne vek-
torem rychlosti

I'n =z Iy . Iz

V e o 7~ Znw ) T Im@ it )

kde I' je realni konstanta, jejiz fysikalni smysl se objevi teprve
pozdéji. V kazdém bodé z je vektor rychlosti vzhledem k vektoru
z otoCen o pravy thel, a to proti pohybu rudié¢ek hodinovych pro I" << 0
a souhlasné s rucickami hodinovymi pro I"' < 0. Z toho: proudnice
tvoii kruZnice se stfedem v poéatku. Modulu rychlosti ubyva s reci-
prokou hodnotou |z| (obr. 59). Takové pole se nazyva rovinngm' vifi-

(7)

n
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v

vym polem. Pro I' > 0 kapalina viii proti pohybu hodinovych ruéiéek,
pro I' << 0 souhlasné s jejich pohybem. '

Piiklad 6. Tepelny tok bodového zdroje

-1 _= .
Q - 27'5 Izlz ’ (8)
kde ¢ je realna konstanta. Pole (8) je Gplné shodné s rovinnym polem
bodového zdroje kapaliny (6).

§ 36. Vlastnosti rovinnych vektgrovych poli. Zkoumejme nejprve
rovinné elektrostatické pole tvof';!hé libovolnym systémem naboji
(bodovych, pfimkovych i plosnych). Podle Gaussovy véty, jeji
znalost predpokliddme, tok*) N vektoru intensity pole libovolnou
uzavienou kiivkou C je roven 4n-nisobku celkového nidboje uzavie-
ného kiivkou: ' .

N = _cﬁ(E, n%) ds = 4xq \ (9)

o

(kde n® je jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke kfivce C). Gaussova
véta objasiiuje fysikilni smysl toku vektoru intensity elektrostatic-
kého pole. Povrchovou hustotu naboje v libovolném bodé pole charak-
terisuje divergence vektoru intensity pole, ktera je, jak znamo, defino-
véna takto: '

. 1 ol oE
. e 0 ok, v
divE = jlamo e (E, n°) ds = p —l—’ 3y’

Aa—> p

(10)

kde Ao je ploska ohranidend libovolnou uzavenou kfivkou C, ktera
ve svém vnitfku vzavird zkoumany bod. Limitni po~hod provadime
pak zfejmé tak, aby kiivka C pfe§la v limité v na8 zkoumany bod.
Podle vzorce (9) tok % (E, n° ds kfivkou C je roven 4z-nisobku celko-

¢
vého naboje Ag uvnitt kiivky C a tedy

g . dqg
divE = 4n EUTOE = 47!@, (11)

*) D. Ilkovié: Vektorovy podet, II. vyd., Pfirodovédecké naklada.tels&ri,
Praha 1950 nebo M. Lagally: Vorlesungen iiber Vektorrechnung, Akademische
Verlagsgesellschaft Leipzig 1928. [Pozn. prekl.)

I 4
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kde g je ploind hustota naboje v bodé 2. Z toho ihned plyne, Ze v bodé,
'v ném# neni Zidny naboj, je
divE = 0. (12)
Pole, jehoZ divergence je rovna nule identicky ve viech jeho bodech,
se nazyvé solenoiddini. Z (10) a (12) plyne, Ze podminku solenoidal-
nosti pole lze vyjadfit analyticky takto:

. oE, OE,
divE = P P = 0. (13)
Cirkulace vekioru intensity E podél uzaviené kfivky C je
A= _cﬁ(E, s%) ds, (14)
¢

kde s° je jednotkovy vektor teény ke kiivee C. Jeho fysikdlni vyznam:
je to price potiebhd pro pfeneseni jednotkového niboje po kiivce
C.*) V dusledku konservativnosti elektrického pole ‘je tato price
rovna nule. V opaéném piipadé bychom po probéhnuti uréité uzaviend
drihy kolem dokola urditym.smérem ziskali prdci koneénou a' + 0.
Opakoyénim tohoto procesu bychom dostali perpetuum mobile, coz
nenf moZné. '
Je tedy v kazdém bodé pole

oF ,
(rotE), Allfémﬂg‘f = 1

kde (rotE), znad projekei rota.ce na normilu k plosce 4o ohranidené
kiivkou C (jedind nenulovd komponenta rotace rovinného pole), kde
pfi limitnim pochodu se kfivka C, obklopujici zkoumany bod, v tento
bod stahuje. Pole, ]ehoz rotace je v celém poli identicky rovna nule,
se nazyvd potencidlni (nerotaéni, irrotaciondlni, nevirové). Vzorec
(15) pak ukazuje, Ze elektrostatické pole je v¥ude potencidlni.
Zkoumejme jiné druhy poli. Pro rovinné proudéni kapaliny je tok

vektoru rychlosti V¥ uzavienou kfivkou C roven
L ]

Q =§ (V. ) ds (16)
N c

*) Skalérni soudin (E, s°) df = E, ds vyjadiuje element prace. Integrovinim
podél C dostaneme uhrnnou préaci podél k¥ivky C.
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Fysikdlng znadf mnoZstvi kapaliny protékajici za jednotku &asovou
uzavienou k¥ivkou C ven.*) Na p¥. pro rovinné pole bodového-zdroje

(§ 34 pi. 4) a kruznici 2] = r méame (V, n%) = £ V| = 2_2; a

Q - Q
0 — = = i
§ (V,n% ds = Y- ds Sy 2nr = Q. |
c
Tim je vyjasnén i fysikdlni smysl konstanty @ ve vzorci (6). JestliZe
je pro néjakou uzavienou k¥ivku tok kapaliny nenulovy a kladny, pak
v dusledku nestladitelnosti kapaliny, kterou predpokldddme, must
leZet uvnitt kiivky néjaka ziidla. V piipadé zaporného toku leZi
uvniti kfivky néjaké nory.
Divergence ryclﬁlosti
v, v,

aw T oy (17)

de = lim 2 §(V, n®) ds =

Ad-—'O AO'

charakterisuje intensitu (vydat-
nost) zdroje: (noru). Fakt, Ze
v jJisté oblasti neexistuje ani zFidlo
ant nor -pfi proudéni nestladitelnd
(incompressibilng) kapaliny vyjdd-
Fime analyticky tedy takto .~

v, o,
T T oy

=0. (18)

Cirkulace rychlosti podél uzavfe-
né kiivky C je

Obr. 60. = 3€(v, s9ds  (19)
' ) ¢
a rovna se tedy integrilu z projekce vektoru ¥ na tednu ke kfivee C.
Jestlize je pro néjakou k¥ivku cirkulace rtzni od nuly, prevladaji
v integralu (19) projekce jednoho znaménka nad projekcemi druhého

*)} D. llkovié: Vektorovy poéet, IL. vyd., Pfirodovédecké nakladatelstvi,
Praha 1950. [Pozn. prekl.]
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znaménka (viz obr. 60, kde pfevlidaji projekce kladného znaménka,).
Na pf. pro rovinné vifivé pole (§ 35 pf. 5) a pro kiivku lz| = r

. : I
3 0) — = —
mame (V, s%) = 4 |V|: ooy ¥
. r
0 = 4_1 = = =
§ (V,s% ds § pyo ds = oy 2nr = I
c .

‘Tim je objasnén i fysikélni smysl konstanty I' ve vzorci (7).

Rotace rychlésti v jistém bodé pole je dana vztahem

v 14
- 50 v -z
(rot¥), = ,111:—130 A § s2) ds = ox — oy

a charakterisuje vii‘ivost pole v okoli tohoto bodu. Body s nenulovou
rotaci se nazyvaji viry. '
Analytické vyjddreni staciondintho nevifivého rovinného proudéni
md tvar g
‘ v, v, '
(I'OtV)" = %— — 3y = 0, (20)
Zkoumejme jesté stacionarni rovinné tepelné proudéni. V -theorii
tepelné vodivosti se dokazuje, %e mnoistvi tepla protékajiciho za
jednotku &asu elementem délky je imérné elementu délky a,-deriyaci

. . oo O .
temperatury ve sméru normaly T t. j.

—k % ds = (— k grad v, n°) ds = (Q, n%) ds
kde % je koeficient vnitini tepelné vodivosti. Znaménko minus bereme
proto, Ze teplo tede s mist o vysokém tepelném obsahu na- mista
s niz3im tepelnym obsahem (t. j. proti sméru gradv).
Tok vektoru uzavfenou kfivkou C tedy uddvé mnoZstvi tepla pro-
tékajiciho za jednotku &asu z kontury ven a divergence'Q v jistém

bodé

divQ = lim L (ﬁ (Q, n°) ds = pa 2y

Ado->0 Ac J
charakterisuje vydatnost tepelného zdroje umisténého v tomto bod&.
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Fakt, Ze neexistuji zdroje tepla pFi stactondrnim rovinném tepelném
proudéni je analyticky vyjddfen takto: )

: Q. 99,
divQ = _(,fi + éQy =o0. (21)

Pokldddme-li k za konstantu, je

\ rotQ = — krot gradv = 0
a pole je potencialni )
Ry Qs _
% oy = (22)

§ 37. Potenciil a silova funkce. Protoie kazdé elektrostatické pole
je potencidlni, plati v ném viude

(rotE), = ai" _ af;

=0 (15)

a existuje funkce V = V(z, y), jejiz totdlni diferencidl ma tvar

) dV =—E_dz—E, dy
nebo, coZ jest totéz,
oV oV

Bo=—ors Bu=— 5% (23)
Dikaz je snadny. Jak znidmo, je V).'r/raz Pdz 4+ @ dy tehdy a jen
oP  aQ
a—y = 5; ) Pro
vyraz — B, dy — E, dy je tato podminka splnéna podle rovnice (15)
331;}’; = a;i". Funkce V(z, y) je pak definovana svym diferenciilem
a integracf{ dostaneme

tehdy totdlnfm diferencidlem jisté funkce, je-li

2r
V(x,y)=—fLE,dx+E,,dy+0, . (24)

zl
*) Viz Vojtéch: Ziklady vy&Si matematiky II, str. 252, vyd. VI., 1946,

JCMF Praha nebo K. Petr: Podet integralni str. 458, vyd. I1., 1931 JCMF Praha
[Pozn. prekl.] '
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kde integrujeme podél libovolné cesty spojujici dany bod z, naSeho
pole s libovolnym bodem z = z + iy. C je libovoln4 konstanta.
Rovnice (23) je moZno psit kratleji ve vektorovém tvaru

v v
, E = — a—y —grad V. (26)

Funkee V(z, y) se nazyva potencidlni funkce (potencidl) pole, kfivky
V(z,y) = const se nazyvaji ekvipotencidlnt kffivky. Z rovnice (25) je
ihned vidét, Ze v kazdém bodé pole vektor intensity E ma smér nor-
maly k ekvipotencidlni kiivce.

Snadno se vyjddii pomeci potencidlu price, kterou musime vy-
konat pfi preneseni nidboje ¢ = + 1 z bodu z; = z, + iy, do bodu
z, = z, + iy, (podle rovnice (15) je nezivisla na zvolené cesté). Je
E= v —1ﬂ a s°ds = dzr + idy = dz je vektor délky ds ve

ox oy
sméru tecny k C, dile (E,s%) ds = —i dz —ﬂ d =d Ve, )

a kone¢né hledana prace

4=— () ds = f’ AV (2, y) = V(Ze y2) — V(xy, 31)  (26)
c C

je rovna rozdilu potenciald v koncovych bodech.

Ptiklad 1. Pro rovinné pole bodového nithoje q slozky vektoru in-
tensity jsou
2qx 2qy
e

a podle (24) je potencial tohoto Ipole

V='—2quw qln(z2+y2)+0—2qln

= T + G

|2l
kde L je libovolnd cesta s koncovymi body 2, a z neprochdzejici bodem
z = 0, a C libovolna konstanta. Pro z = co potencidl zfejmé vzrista
nade vSechny meze. Ekvipotencidlni &4ry jsou soustfedné kruznice
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se stfedem v poddtku (obr. 57). Je-li ndboj q v bodé ¢, pak potencisl
pole, jak je ihned vidét, '

V—2q1n

¢

it O (@7)

‘Piklad 2. Potencidl pole homogenné nabité kfivky jo*)

4
kde { je proménny bod &ry L, realna funkee () je linedrni hustota
naboje v bodé { a ds element oblouku. Abychom dokézali vzorec (28)
rozdélime kfivku L na n dilkd délky 4s, (k= 1, 2; ..., m) a zamépime
piiblizné néboj na L systémem bodovych ndboji vehkostl n(Ck Aas,
v bodech ¢, (&, leZi na obloudku 4s,). Pro hledany potencidl pak do-
staneme piibliznou hodnotu :

2 C In ——-o——

Z 77 k I ckl

a ‘piejdeme li k limitd pro #» — co a 4s, — 0, dostaneme piesné vy--
jadieni pomom mtegralu (28).

Ptiklad 3. Potencidl pole homogenm nabzte obla,stz*) se vypotte
podle vzorée

; _: 1
. |4 =];f2e(C) In E— do, (29)

kde £ je proménny bod oblasti D, ¢({) plodna hustota naboje v bodé ¢
a do element plochy. Odvozeni vzorce (29) je zcela obdobné odvogent
vzorce (28). '

Zkoumejme velikost potencidlu rovinného pole v nekoneéné vzddle-
ném bodé. Vezméme konkretni piipad pole kiivky L, kterd se celd
rozprostird v koneénu a je nabita s délkovou hustotou n(q. Necht

*) V prostoru tomu odpovida,'pole cylindrické plochy s vytvéfejicimi pfim-
kami kolmymi k roving z a kfivkou L jako Fidfef. Plocha je nablta. homogennd
8 ploSnou hustotou 7({)).

*) V prostoru tomu odpovidé pole cylindrického télesa homogennd nabitého
8 prostorovou hustotdu o(£).
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mimo ni leZ{ bodovy naboj v bod& ¢, velikosti ¢ = [27(f) ds. Bod &,
L

lezi v koneénu. Provedeme superposici obou poli a mdme pre rozdil
potencidla

1 , 1 _
Vo fn gty aram 2 a0 -

[%mm g°s=a

L
Protoze oba bodyt a ¢, lezi v konednu, bude pro z - —-CCO 1
stejnomérné (podle £), a podobné i In CCO -0 ste]nomerné,

z Gehoz konecne plyne « — 0. Tedy
4+ o=
V=V,+« 2q ln oz ¢o — l ,
kde ¢ je uhrnny naboj knvky L, 4‘0 hbovo]ny bod .mimo ni a & —> 0
proz — .

Stejné tak bychom se presvedmh o spravnosti vztahu (30) i pro
rovinné pole nabité oblasti a nebo obecn& pro ]akykollv systém bodo-
vych, kfivkovych &i ploSnych naboju lezicich v koneénu. Pfi tom bude

¢ patrné vidy znacit dhrnny ndboj.

Z (30) bezprostfednd plyne, Ze pro ¢ + 0 potencidl pole” neomezend
varastd pro z - o0 a potencidl takového rovinného pole nelze defino-
vat jako prici vykonanou prenesenim jednotkového positivniho na-
boje do bodu z = co [srov. s (26)). Je-li dhrnnyg ndboj ¢ = 0, pak zfejmé
pro z — 0. potencidl konverguje k nule.

Piejdéme k urdeni silové funkce. Budi% ddna oblast D takova, Ze
v ni nglezi Zadné zdroje ani nory (pole‘jé uvnitf této oblasti solenoidal-
ni). Pak v této oblasti plati rovnice

. oE, , oE,
divE = -—a?' + 3y

Z toho ihned plyne, %e vyraz — E,dz + E, dy je totalnim diferenci4-
lem jisté funkee U v oblasti D, a v D plati
oU U

B.=%0 Bo=—% . (31)

= 0. (13)
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Funkce U(z, %) je pak v oblasti D uréena integrilem

z

Utwy) = [ = B,z +B.dy +C, (32)

2o

kde integrujeme po libovolné k¥ivee L, ktera leZi celd uvnitt D a jejiz
' koncové body jsou dany bod z, a pro-
ménny bod z; C je libovolnd konstanta.

Z (31) je vidét, Ze ve vSech bodech

d.
’ kiivky U(z, y) = const je smérnice teény
nas ﬂ
dy o= _ By
Obr. 61. dz au E,
%y

shodné se smérmici vektoru 'pole E. Tedy kiivky 1:(2:, y) = const jsou
silové kiivky pole a budeme ve shod® s tim nazyvat funkei U(z, y)
silovou funkci pole. ' '
Pomocf silové funkce pole mizeme snadno vyjé,di'it uhrnny néboj
: ou

pole lezici uvniti jisté uzaviené kiivky C. Z (31) plyne E = Y

—i % a. jednotkovy vektor vnéjsi normaly n® ke k¥ivce C dosta-

neme z vektoru teény otofenim o pravy thel (viz obr. 61) ve sméru
hodinovych rudiéek a mame postupné n®ds = —idz = dy —idz,
t.j. (E,n% ds = —3;—; dy + % dz = dU (z, y). Pak aplikujeme vétu

Gaussovu a dhrany ndboj pole uvnitF uzavrené kifivky L je roven
_1 35(5 n% ds = — § dU(z, y) (33)
N q - 47t ' b § = 4n ’ y .
c c

Priklad. Pro ‘rovinné pole bodového niboje jsou komponenty
vektoru intensity pole

__ 2qx A _ 2qy
Ez - :'vz_*_yz: Ev _'$2+ yp
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z toho podle (32)
z
» d d
Uz, y) = 2qf?2+_':l_yx_—y = 2qArctg + C =2qArgz4-C,
al - (34)
kde L je libovoln4 cesta majici koneéné body z, a z, neprochazejici
bodem z = 0. Ve vzorci (34) poloZime z, = 1 a za Argz vezmeme tu
hodnotu argumentu, kterou dostaneme z hlavni vétve argz,= 0 pf
spojitém pokracovani podél kiivky L. Tato hodnota se zfejmé ne-
zméni, zaménime-li cestu L libovolnou jinou cestou L', majici koncové
body z, a z, takovou, Ze mezi L a L’ nelezi bod z = 0. Cestu L miZeme

Obr.62. Obr.63.-

ziejmé nahradit cesteu I, spojujici zp =1 s z a leZici cele bud
v horni nebo doln{’ poloroving a kruZnici C, kters prochéazi ]1st.ym
bodem n-krat (obr. 62, n = 2).

Integral podél I ndm dd hlavni hodnotu argz a podél C' hodnotu
4 2n7, kde znaménko zavisi na sméru eb&hu*) a tedy -
Uz, y) = 2q argz 4 2nnq + C.
Vidime, Ze v nalem piipadé je funkce U(z, y) mnohoznaéné.
Pozndmka. Dodejme, Ze funkce ‘definova,né.\svym totélnim dife-
rencidlem v jednoduse souvislé oblasti je jednoznaéna. Mnohoznacériost

* Znaménko + odpovidd kladnému a znaménko — zdpornému smyslu
ob&hu. ‘

.«
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funkce (34) v pfedchazejicim piipadé je zpiisobena vicendsobnou
souvislost{ zkoumané oblasti (oteviens rovina s vyiiatym bodem z = Q).
Pii konstrukei silovych a potencidlnich funkei elektrostatickych
poli méme velmi asto co &init s mnohonsobnd souvislymi oblastmi.
To je zpiisobeno tim, Ze funkce £ a E, jsou nespojité v jistych bodech
(na jistych kiivkach, v jistych oblastech), v nichz jsou rozloZeny néa-
boje pole, a takové body, kiivky nebo oblasti pak musime vyloudit
z uvaZované oblasti D, kterd je pak jistym zptisobem ,,prodéravéna‘‘.
Tak jako prdvé v uvaZovaném piipadé zlstane obecné hodnota
funkece U(z, y) definované svym totdlnim diferenciilem beze zmény
pti libovolné deformaci- cesty L wuvnitt oblasti tak, aby oblast mezi
kiivkou L a jeji deformaci ziistala jednoduse souvisla! Ale p¥i'ob&hu
oblasti ,,diry*“ se hodnota funkce U(z, y) zméni podle toho, je-li

integral
6 = 550k e+ S ay (35)

’

podél uzaviené kiivky, obsahujici ve svém vnittku oblast ,,diry*’,
roven nule nebo od nuly rtzny. Jako v nafem specidlnifn piipadé je
mo#no dokazat, Ze hodnoty (obecné mnohoznaéné) funkce Uz, y)
v daném badé dostaneme podle vzorce

U, y) = Uylx,y) + 716, + 795 + ... + emCom, (36)

kde Ugy(z,y) je dand hodnota funkce a c,,¢c,, ..., ¢, integrily (35)
integrované po viech kfivkich obsahujicich vie¢hny ,,diry‘‘ oblasti
D a tisla ny, 7y, .... Ny jsou celd (kladnd, zdpornd nebo rovna nule)
¢isla- uaavajlcl pocet a smysl obéhi kolem dér po kiivkach, které je
obchvacuji.

Integrily (35) se nazyvaji cyklické konstanty funkce U(x, y) v ob—
lasti D a ze vzorce (35) plyne, Ze funkce U(x, y) je tehdy a jen tehdy
jednoznactnd, jsou-li vdechny jeji konstanty v dané oblasti rovny nule.

Tento posledni pfipad nastivd pro potencidl, nebof, jak vime
z § 36, je pr'é.ce podél libovolné uzaviené kiivky rovna nule a jsou tedy
nule rovny i viechny cyklické konstanty % miZeme vyslovit vétu:
Potencidl rovinného elektrostatického pole je funkce véude jednoznaénd.
" Naproti tomu, jak ukazuje vzorec (33), cyklicksd konstanta silové
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funkce pii ob&hu diry s Ghrnnym nabojem g je rovna 4ag. Silovd
funkce rovm_ného elektrostatlckeho pole je mnohoznacna

§ 38. Komplexnl potencial v elektrostatice. Porovnénim rovnic
(23) a. (31) vidime, Ze v oblasti D, kterd neobsahuje Zadné niboje,
jsou potencial a silovd funkce vazany vztahy

w_w ow A,
ox oy’ oy = ox \ '
Je-li oblast D jednoduSe souvisld, budou v ni, jak bylo ukazano
v pfedeslém paragrafu, obé funkce jednoznacéné. Pak mtZeme rovnice
(37),- které maji zfejmé tvar rovnic Cauchy-Riemannovych z § 14,
povaZovat za podminku regularity funkce komplexni proménné

=F(@)=Ulx,y) +iV(z,y). (38)

Tuto fynkei nazyvdme kbmplexm’m po-
tencidlem  elektrostatického pole. Podobng
jako funkce U(z, y) a V(x, y) je i komplexni
potencial jednoznééné uréen aZ na jistou ,
adiéni konstantu.

Ve vicendsobné souvislé oblasti je obecné
komplexni potencidl viceznaénou funkei né-
sledkem mnohoznaénosti své realné casti.
Jak vyplyvé z uvah- predchazejlclho para-
gtafu, v libovolné jednoduse souvislé oblas-
ti, kterou obdriime z mnohondsobné souvislé oblasti vhodnym.x vy-
fezy (obr.:64) nebo v obecné ]ednoduée souvislé oblasti, je mozno
konstruovat regulirni vétve komplexmho -potencidlu. Komplexni
potencidl je v daliim pfipadem analytické mnohoznaéné funkce
‘(jeji obecnou definici, viz § 63).

Obr. 64.

V disledku jednoznaénosti derivaci (37) maji vSechny vétve kom-
plexniho potenciilu jednu a tutéZ derivaci v daném bodé. Tuto jedno-
znaénou funkei nazyvame derivaci komplexniho potencidlu.

Pomoci k‘omplexniho potencidlu je mozZno vyjadfit vSechny za-
kladnt vehcmy spojené s pojmem pole. Tak na pf. podle (37) a (23)
méme
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, ou - .9V v .oV
F(z)—%—i—lw ——ag—l-—l—la_r
odtud E,=iE, = iF'(z). Pomoci komplexné sdruZenych velidin
snadno vyjidiime vektor intensity pole

—E,—iE, = —i(E, —iE,),

E=E,+iE, = —iF'(2). (39)
Vzorec (39) ukazuje, Ze ke konstrukei vektoru intensity z vektoru
derivace F'(z) stadi posledni prevratit podle redlné osy a.pak pootodit
o pravy uhel ve sméru pohybu rudi¢ek hodinovych (obr. 65). Z téhoz
vzorce plyne jesté, Ze modul vektoru intensity pole je

E— |E| = |F'()| = V(%Z—) + (Z—Z) . * (40)

Komplexni potenciil zprostiedkuje zob-
razeni pole roviny (z) na rovinu (w), jez
je konformni ve véech bodech oblasti D,
v nichZ je intensita pole od nuly rtzna.

" Podle definice odpovidaji tedy silovym
a ekvipotencidlnim dJardm rovnobéziky
s osami U a V. Zname-li tedy komplexni
potencial pole, muZeme (principidlné, ne
vidy prakticky) sestrojit jeho silové a
ekvipotencidlni &¢iry, &ili jak Fikdme, mua-

) Zeme ,,pole zmapovat‘. l

Jak jsme fekli jiz vySe, je komplexni potencidl uréen af na adiéni
konstantu jednoznaéné. ProtoZe velikost této adi¢ni konstanty nema
vliv ani na mapu pole ani na intensitu pole, budeme ji v dalsich
uvahach prosté vypoudtét. '

Dokézali jsme si tedy, Ze libovolnému elektrostatickému poli bez
naboju v jisté jednoduse souvislé oblasti je pfifazena regularni funkce
— jeho komplexni potenciil. Tvrzeni plati v8ak i naopak: Je-li ddna
v libovolné jednoduse souvislé oblasti D jistd reguldrni funkce F(z) =
= Ulz, y) + iV(z, y), pak ji odpovidd pole, jehoZ ndboje lezi vné oblasti
D a jeho# komplexni potencidl je pravé funkce F(z).

Dtikaz: Uvaiujme pole vektori E = — iF'(z). Z Cauchy-Riemanno-
vych rovnic plyne, Ze toto pole je v oblasti regularity funkce F(z)
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potenciilni a sclenoidalni,; a je to tedy jisté elektrostatické pole. Existu-
je tedy v jistém, ndmi podrobné vyloZeném smyslu, Gplné ptitazeni
navzdjem mezi elektrostatickymi poli a regularnimi funkcemi.
Ptiklad 1. Pole bodového mdboje velikosti g, ktery je umistén
v potatku. Potencidl i silovou funkei naSeho pole jsme si odvedili jiz

Obr. 66.

diive (vzorce (27) a (34) pfedeslého §)' a pro komplexni potencial
méme ihned .

w=F() = 2qArgz—|—2qiln% = 2qi{1n|iZI + iArg—lé} =
. 1
= 2qi Ln =

Mapa tohoto pole je zobrazena na obr. 57. Komplexni potencidl
zobrazi dvojndsobné souvislou oblast (otevienou rovinu s vydatym
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poditkem) na jed.nodué.e souvislou oblast (otevienou rovinu). Té nenf
oviem nijak ve sporu 8 tvrzenim § 23, nebot ?obra,zem je mnohoznaéné.
Je-lj ndboj v bod& z = z, a ne v podatku, pak je potencisl roven

w = 2¢giLn (41)

z— 2,

Piiklad 2. Pro systém dvou bodovych ndboji velikosti +q a —g¢g
v bodech z, a z, je komplexni potencial

22—z y
. _ o4 2
) — 2¢i Ln  —2 = 2qi Ln P— (42)

/ w = 2giLn

Ekvipotencialni éary pole jsou kfiv-
ky

—z
Imw = 2¢In | = 22| — const,
z—z .
coz jest totéZz jako
z—z
2| = const,
z—z,

coz jsou Apolloniovy kruZnice, po-
dle nichZz jso? oba body 2z, a .z,
sdruzeny (viz § 20). Silové éary '

Obr. 67. . Rew — 2¢ Arg ; _:2 — const
2, ¢

jsou kruznice prochazejici boc)Iy 2, a 2, (viz § 20). Na obr. 66 jsou ekyi-
potencidlni ¢iry vytaZeny plné a silové éary &irkované.

Piiklad 3. Pro “systém  souhlasnych bodovyjch ndboji velikosti ¢
mame pro potencial mista (42) vztah

'w=2qian 1 +2qian 1 = 2¢iLn 1
— 2 _

— @ —a) e—zy) *?)

Ekvipotencidlni éary

|2 — 2| |z — 2,| = const
jsou Cassiniho ovily. Jsou to geometncka, mista bodd, jejichz soudin
vzdalenosti od dvou danych pevnych 'bodd z, a z, je konstantni (viz
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|z, — ézlz

pf. 12 dvod). Pro const = je to Bernouilliho lemniskata,

pro const = 0 se rozpadnou v dvojici bodi z,, 2y, Pro 0 < const <
|2, — 2,[*

< se rozpadnou veé ‘dvojici kiivek ovalovitého tvaru a ko-

4
tvar promackmitého ovalu (viz obr. 67).

, 2 . “ . o PR
neéné pro Iz < const jsou tvofeny jedinou ¢arou, kterd ma

Piiklad 4. Pro systém bodovych ndboji q,, q,, ..., ga V bodech
2y, 2y, ..., 2, M4 komplexni potenciil tvar v

RN 1
=2 > ¢ Ln . (41)
k=1

Z-——Zk

Piiklad 5. Elekirostaticks pole dipolu. Dvojice nesouhlasnych bo-
dovych ndboji + g v bodech z; = 0 a z, = — h mé podle vzorce (37)
kompléxni potencial

1
-w=2qiLn h=2qiLn(1—}—-z’—L)=2piLn(l +£)7,
kde p = gk. Budeme nyni niboje pfiblizovat k sobé a soudasné
zvétiovat velikost nibdje tak, aby soudin p = gh zistal konstantni.
Limitni pfipad, ktery tak dostaneme, budeme nazyvat bodovy dipol
s momentem p.

v #

Komplexni potencidl dipolu leziciho v podatku bude

h\— 1 . 1 2pi
w=2pilim Ln {1 + = 2pilne? = - (45)
h—o
Je to linedrni lomend funkce (pfi vypodtu jsme pouii]i vzorcu (24)
a (32) kap. III).*) Mapa pole je konformné ekvivalentni sit k siti
‘kartézskych soufadnic v roviné (w) pii zobkazeni

. 2pi

z

Ekvipotencidlni éé,ry' V = ¢ tvoii na kouli (w) svazek kruZnic dotjrkﬁ-

+ *) Pfi pouZiti vzorce (24) stadi dosadit h = % Ve vzorci (32) jsme vypustili
adi®ni konstantu 2k, .
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jicich s¢ v bodé w = co. Podle véty (4) kap. II odpovidé tomuto
svazku svazek kruZnic dotykajicich se vbods z = 0. Reilné ose V = 0
odpovidd imaginirni osa z = 0 (pfi dosazeni redlnych z do (36)
dostivame ryze imaginarni w). Ekvipotencialni éary v roviné z tvoii
tedy svazek kruZnic dotykajicich se osy y (na obr. 68 zakresleny pIné).
Zcela analogicky odvodime, Ze silové &ary tvoii svazek kruznic do-
tykajicich se osy z (na obr. 68 vytaZeny ca,rkovane)

Obr. 68.

Vektor intensity pole odvodime podle ,(39) a dostaneme
(2pi) 2p 2
E=+ 1(—11)== ;f__ rf 2lg
kde z = re'?. Jeho modul je nepiimo Umérny &tverci vzdalenosti
bodu 'od dipolu, jeho slozky jsou
2p cos2p 2p sin2¢p
—p o B=—0

E, =

§ 39. Komplexnf potencial v hydromechanice a theorii vedeni
tepla. Pro oblast D, ve které nejsou ani zfidla ani viry pfi stacionar-
nim proudéni nestladitelné kapaliny, plyne z analytického vyjadieni

o, W W
ox oy ’ 0% oy

=0,
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Ze v oblasti D jsou vyrazy —V,dx +V,.dy a V.dx + 7V, dy totdl-
nimi diferencidly jistjwh funkef:
- Vv dz + Vc dy‘= diP(x., y): Vz dz + Vv dy ='.d‘P(3: y) (46)
Druhou z nich nazyviame potencidlni a plati
V. = 8¢V-—Z,V=QMM%W (47)

fV dz + V,dy + C.

Pomoci funkce ¢ mizZeme vy]adrlt cirkulaeci vektox\'u rychlosti podél
uzaviené kiivky C. Je (viz str. 121)

v, ) ds = (V, dz) — (V. +iV,, dz +idy) =V.dz +V,dy,

a podle posledni rovnice (46) je posledni vyraz roven de(z, y) a cirku-
lace veltoru rychlosti

= §(v,s) ds = § dp(z, ). - (48)
¢, ¢ _
Ekvidistantni &iry y(z, y) = ¢ prvé funkce souhlasi s ;}:jektoriemi
pohybujicich se. éistic kapaliny, t. j. s proudovymi Garaini kapaliny.
Proto nazyvdme druhou funkei proudovKu funkci a je

oy %
C Ve=gp V==
pay) = [, —V,de+V,dy+C. (49)

Ve vzorcich (49) 'a (47) maji kiivky L a L, tentyZz smysl jako v (24)
a (32)a
Pomoci proudové funkce ¢ mujeme vyjad¥it tok kapaliny kiivkou
le¥ict cele v oblasti D. Je (viz str. 124)
(V, n% ds = (V, ——1dz) V. +iV,, dy —idz) =V, dy —V, d=.
Podle rovnice (46) je posledm vyryz roven dy a tok
Q= [(V,n0)ds = [dy = y(®s y2) — (1, 92, (50)
F -

, C

kde z, = x, +1iy, a z, = %, + iy, jsou koncové body kiivky C.
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Funkce. K ‘
. w = D) = @z, y) +iy(x,y) (51)

se nazyva- komplexnim potencidlem proudé’m Rovnice (47) a (49)
ukazuji, Ze komplexni potencidl proudéni je 7ednoznacna, funkce v jedno-
duse souvislé oblasti D, ktera neobsahuje ani zfidel ani viru.

Podle vzorce (48) je v pHpads vicenisobné souvislé oblasti cyklicks
konstanta funkce g(z, ) pti obéhu jisté ,,diry** jen tehdy nenulova,
je-li pfi tom nenulové cirkulace I' (t. j. je-li nenulova celkova vydat-
nost virl v této oblasti). Z (50) pak vidime, Ze cyklickd konstanta
funlkece y(x, ¥) je nenulova pfi obéhu jisté diry jen tehdy, je-li @ + 0
(t. j. je-li nenulové vydatnost vech z¥idel v této dife). Zfejms tedy
ve vicendsobné souvislé oblasti se miZe jak redlnd taki imaginarni
¢ast funkce @(z) stit mnohoznadénou. V tom spociva rozdil v zavedeni
potencw,lu v hydromechanice a v elektrostatlce

Poznamene]me ze i zde jsou sp011te vétve funkce @(z) viude re-
gulirni a @(z) je dalsim piikladem analytické funkce. Tak jako
v pfedeslém paragrafu je derivace @’(z), viude jednoznacna.

Pomoci komplexniho potencidlu miZeme vyjadfit viechny zdkladni
veliéiny svdzané s rovinnym proudénim. Tak na pf. z (47) a (49)
mame

, 2 N .
P@) =2 +ige =Va—iV,,

|
a pro vektor rychlosti proudéni

V=V, +iV, = 5@ (59)

o0\ | [og)" ‘
= [2'(2) =]/(%) - (a—y) : (53)
V rovind komplexniho potencidlu odpovidaji proudnicim pHmky
Imw = const a ekvipotencidlnim liniim pfimky Rew = const.
P#iklad 1. Pro postupné proudéni (p¥. 3 § 35) potencidlni funkce:
i funkce proudova jsou linedrni '
y=Vx +Vy +C,y=—V3z +Vy +0C, ’

a pro jeho modul
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Komplexni potencial je
w=0r) =g +ip =2V, —iV,) +iglV.—iV,) =Vz, _(54)
kde V =V, —iV, je komplexni &islo — t. zv. komplexné sdruZens
rychlost. Potencidl je zfejmé linedrni funkce.
Priklad 2. Pro bé)dové zFidlo (pf. 4§ 35) jsou komponenty rychlosti

_e =z oy Qv
o2+ y? Y 2m a4 g

a p'otencia'mlni a proudova funkece se stanovi podle (47) a (49):

¢
_ @ _ @
p = %—nlnlzl, V=5 Argz
a komplexni potenciil:
_ _ @
w = P(z) = o Lnz. (55)
Priklad 3. Pro bodovy. vifivy pohyb (pf..5 § 35) se najde analogicky
r ro.
p = EArgz, p = ——%ln|z|
~ a komplexnf potencial_
r
W= Lnz (b6)

se lidf od (55) jen faktorem % Z toho plyne, %e ekvipotencialn{ linie
a proudnice si v pf. 2 a 3 vymén{ mista.

Piiklad 4. Bodovy dipol je v hydromechanice zcela apalogicky
dipolu. v elektrostatice (pf. 5 § 38). Pro komplexnf potencidl misto (45)
dostaneme

w=—3 -, (57)

kde M = Qh je moment dipolu. Proudnice (57) souhlasi s ekvipoten-
cidlnimi &arami (45) a ekvipotencidlni éary (57) 56 silovymi Garami (45).
Komplexni potenciidl v nauce o vedeni tepla se definuje zcela ana-
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logicky. Pro stacionarni rovinné tepelné proudéni v oblasti D, v které
nejsou tepelné zdroje, plati podle (21) a (22)
9 0 _, B 0., (5%)

+—= 32:_63/

Roli potencidlu ¢ hraje temperatura v:

v 1 ov 1
Q = —kgrady; T _%'Qm Ei —IQy'

Z prvého z vyrazi (58) plyne, Ze vyraz —%(Q, dz — @, dy) je to-

talnim’ dlferencmlem jisté funkee u = u(z, y), kterd se nazyva funkef
proudéni (proudovou) a je s temperaturou spojena vztahy

ou ov 1 ou ov 1
%_E=_7‘:—Qw a_y':_'a=7‘:‘Qm

co% jsou ziejms Cauchy-Riefnannovy rovnice. Funkee u(z, y) je kan-
stantni podél éar zvanych opét analogicky proudnice. Funkce kom-
plexni proménné

w=Y() =ulz,vy) + w(a: Y)

se nazyva. komplexnim potencidlem tepelného proudéni. Je reguldrnf
v celé jednoduSe souvislé oblasti D, v niZz proudéni vyhovuje rovnicim
(58). Vektor tepelného proudéni je

ov ou . o
—_ — | Y A _
Q = —kgradv klaz ik P ki (6:1: 8z)

= — ki¥'(2). (59)

§ 40. Methoda konformniho zobrazeni. Uvedeme zde éty¥i typy
charakteristickych tloh, pro jejichz feSeni je velmi vyhodné pouZit
methody konformniho zobrazeni. Budeme je formulovat pro elektro-
statické pole a pak uvedeme piislusné zmény, které je tieba udinit

v vy

v jejich formulaci pro jiné fysikalni'piipady.
Jsou to tyto dlohy:

1. Stanoveni elektrostatického pole v zakﬁveﬁém’,,pdsu“ mezi dvéma
vodic‘l:’i C, a C,, které maji obecné spoleéné jen svoje konce leZici v bodé
z = o0 . Potencidini spdd mezi C, a.C, je ddn.
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II. Stanoveni uzavfendho pole v zakfiveném ,mezikruZi (prstenci)
mezt dvéma uzavrenymr navzdjem nesouvisicimi vodili, rozprostirajicimi
se cele v koneCnu. Potencidlni spdd mezi obéma vodiéi je ddn.

III. Stanoveni pole nekoneéného vodice C. Je ddn modul vektoru in-
tensity pole v bodé z = 0 a pfedpokliddme, Ze v bodé z = o0 nemd ne-
koneény vodi€ ndsobné body.

IV. Stanoveni pole vné uzavieného vodzce rozprostirajictho se zcela
v koneCnu. Je ddn vektor intensity pole v bodé z = oo co do sméru i ve-
likosts.

Voditem ve viech téchto p¥padech rozumime kiivku C, v jejichz
viech bodech méd potencidlni funkce pole konstantni hodnotu (je to
prusecnice vodivého vilce s osou kolmou k roviné pole s rovinou pole}.
Pole je uréeno aZ na adiéni konstantu svym komplexnim potencidlem.

V hydromechanice tyto tlohy jsou #lohami obtékdni. Jako cil si
klademe popsini proudéni kapaliny obtékajici dané kiivky C. Kapa-
linu poklidémie za idedlni, bez viri a bez ziidel. K¥ivky C v tomto
pipadé jsou proudnicemi piislusného proudéni. Ulohu potencidlniho
spiddu zde md spid, tak jak mu rozumime v b&Zném Zivotg, t: j.
mnozstvi kapaliny protékajici za jednotku éasovou libovolnym pri-
Fezem oblasti D (viz vzorce (50) a (39)). V al. ITT a IV je ddn modul,
resp. i smér vektoru rychlosti v nekoneénu. '

Tytéz otdzky mohou byt té%Z ddny v theorii tepelného proudéni.
Ulohu vodi¢t pfevezmou tepelné vodide konstantni teploty, potenci-
4Ini spad je dan teplotnim spiddem a konedné vektor intensity pole je
totozny s gradientem teploty.

V dal§im budeme zkoumat z kazdé kategone rizné konk.retm pfi-
klady z rozliénych fysikédlnich obort.

Ve viech téchto pfipadech ziskdme jedno z moZnych FeSeni. V § 70
dokdzeme, %e podminky v piipadé IV lze doplnit tak, Ze existuje
jedno jediné feSeni naSeho pfikladu. TotéZz je moZno provést i v ostat-
nich pfipadech, ale diikkazy zde nebudeme provadét. V nagich pifkla-
dech je jednoznatnost fefeni ihned vidét z fysikélni podstaty, takZze
nalezené obecné feSeni bude i jednoznaénym fesenim naseho problému.

§ 41. Pole v pasu. Zainéme s piiklady typu I. Pfedpoklidime,
Ze pas D neobsahuje Zidné naboje, které vytvareji pole. Pak podle
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tvrzeni § 38 existuje v pasu D komplexni potencial, ktery je regulérni
funkei komplexni proménné (protoZe D je jednoduse souvisld oblast,
je i potencidl jednoznaénad funkce). Potencidlni funkce V(z,y) ma
na kiivkich C, a O, konstantni hodnotu a rozdil té&chto hodnot
V,—V, je dén (V; a V, jsou zfejmé hodnoty potencidlni funkce na
ktivkich C, a C,). .

i
Z toho plyne, Ze funkce w = F(z) zobrazi jednoznadné oblast D

na vodorovny pas roviny (w) Site V, — V, = V,. Dile dwojici totoz-
nych bodi (budeme je oznadovat symboly o0 a — co0) na koncich
okraji pfimého pasu v roviné (w) odpovidaji body hranice oblasti D
lezici v nekoneénu (které budeme souhlasné oznadovat + o). To
plyne okamZité z toho, %e body w = -- oo prochizi nekoneéns
mnoho ekvipotencidlnich ar V = const a podobné se musi dit i pro

body, které jim odpovidaji. Z fy-

Pz sikdlnich podminek je jasné, Ze

, o - ’2 to nemohou byt hraniéni body
A -y L ,," w, £ ¥ koneénu.

B £ Gz Viem uvedenym podminkim

) vyhovuje jedno-jednoznaéné

Obr. 69. konformni zobrazeni oblasti D

na pas 0 < Imw <V, s okrajo-
vymi podmin.kann pro nekonetns vzdalené body F(+4 w0)= 4 .
Z véty § 23 plyne, Ze takové zobrazeni vidy existuje a je urdeno aZ
na adiéni konstantu jednoznaéné, t. j. fedens slohy I je vidy mozné.

Priklad 1. Kondensdtor sklddajic;i se ze dvou nekorieéné vellych
desek, z nichZ druhd leZi v drovni pruni ve vzddlenosti 2a. Potencidlni
spdd &ini 2V,

Na obr. 69 je fez kondensitoru rovinou kolmou k roviné desek.
Uloha pfejde v uréeni pole dvou polopfimek —o0 <z < —a a
@ <x'<oo 8 danym potenciidlnim spidem. Je to specidlni pfipad
pHpadu 1: &ira C, predstavuje vyfez ABC podél ziporné reilné
poloosy a &ara C, vyfez DEF podél kladné realné poloosy. Zobrazeni
oblasti D na vodorovny pas 8ifky 2V, zprostfedkuje funkce (60) § 33
s piisluSnym normovénim. Vypustime-li pro nae ivahy nepodstatnou
adiéni konstantu, dostaneme komplexni potencial
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- 27V° In(z + & —a). . (60)
Modul vektoru intensity pole podle.(40) je

B dw : 2V0 1 2V, 1
x E—al ® Vrr
kde r, = |z + a| a r, = |z —a| jsou vzdalenosti bodu z od konct

obou polopfimek. V poéatku soufadnic je £ = -271;"

, t. j. E se jen
malo 1i&f od intensity pole obyéejn'ého deskového kondensitoru l;-.

Pii pfiblizovani ke koncovym bodim polopfimek intensita vzristd
(defekt na hrané), pfi vzdalovani
bodu z do nekoneéna intensita
konverguje & nule.

P#iklad - 2. Proudéni idedlni
kapatiny v pfimé trubici §ifky 2H,
v nif je kolmo na jeji stény wmi-
sténa  prepdika wvysokd polovinu -
jeji cellové vydly. Potencidlnt spdd Obr. 70.

@ je ddn. Uloha spod&ivé v podstaté
v tom, zobraz1t oblast D (obr. 70) na vodorovny pas Funkef tva,ru

¢ = 2—H z pfevedeme oblast D na obla,st pi. 4 § 33, kde je b =

Vzorec (59) pfedchazejiciho paragrafu nam davi moznost zobraz1t
oblast D na horni polorovinu Im w > 0:

. 0= Vtgh“{'—i—tgz,n = -l/
Pitom okraji ABCDE trubice odpovidd tsedka (— )/2, /2) a okraji
FGH poloptimky (]/2, ©) a (— o0, — |/2). Zobrazime jedté polorovinu
o na sebe samu tak, aby body 4, H a E, F ptedly v body 0 a co:

NN

~ nz
= = (V2 cosh —+
/2 —o 1 —tghe 2 4H 4H

tgh2— + 1.

w; =
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. - —
+ l/cosh'2 %4— sinh? 7}5) = (Vé-cosh 4_1[3 - V@Sh ;_Izi)
(pro vypodet zobrazeni viz vzorec (45) a pf. 8 kap. IIL.). Protoze bod
C = Hi prejde postupné v bod w =0 a pak v w, = 1, odpovidd
okraji ABCDE kladni a okraji FGH zporna reilna poloosa. Nakonec
zobrazime je§té polorovinu na péas &ifky @, coZ zprostiedkuje loga-
ritmicks funkece:

@ 29 - nz nz
w=_ lnw, = 7ln V2 cos + coshﬁ . (61)

§ 42. Prstencové pole. Piipad II se lisi od pfipadu I tim, Ze okraje
oblasti D nemaji spoleéné body a oblast jimi uzaviena je dvojnisobns
souvislda. Methoda -pouzitd v predeslém paragrafu zde nevede k cili,
protoZe neni moZné zobrazit jedno-jednoznaéné a konformné oblast D
na pas (viz § 23). Uloha se snadno vytesi, budeme-li znat jedno-jedno-
znaéné a konformni zobrazeni oblasti D na mezikruzi*) r < |o| < R.
Pro mezikruzi je ziejmé komplexnim potencidlem logaritmicks funkce

w = ki Lno, (62)

kde k je realni konstanta (imaginirni &ist funkce (62) nabyvé na
okrajich mezikrui, t. j. na kruznicich |w| = r a || = R, konstantnich
hodnot). Velikost konstanty uréime z daného potencidlniho spadu V,.
Staéi potom jen dosadit f(z) za w do (62) a dostdvime komplexni
potencial v dané oblasti fesici naSi dlohu:

w = ki Lnf(z).

Potencidl, ktery jsme zkonstruovali, je zfejmé funkei mnohoznaé-
nou v dusledku mnohoznadnosti své readné &asti U = — k Arg f(z).
Fysikalné je tento fakt zcela pfipustny, nebot derivace potencidlu,
kterd charakterisuje pole, je. jednoznadna.

Ptiklad 1. Pole dvou souhlasné nabitych kruhovych vdlei s rovno-
b&snymi osami. '
NV podfobnéjiéfch udebnicich theorie funkei komplexni promé&nné se do-

kazuje, Ze se libovolrs dvojnésobnd souvisld oblast d4 zobrazit konformnd na
mezikruZi. . :

~
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Uloha vlastng prechizi v tlohu sestrojit pole vné dvou kruznic C,
a C,. BudteZ a, a a, stfedy téchto kruznic. Sestrojime nad jejich spoled-
nou vnéjsi tetnou b, b, jako nad priimérem pulkruZnici C* (obr. 71). Pra-
sediky kruZnice C* se sttednou &,a,, které oznadime z, resp. z,, jsou
soucasné sdruZeny v kruhové
inversi podle obou kruznic. To
plyne z toho, Ze kruznice C*
a pfimka a,a, jsou orthogo-
nilni k obéma kruZnicim C,
a C, (viz § 20).

Pomoci linedrni lomené funk-
ce

w=r"" ]
22 !

zobrazime nyni rovinu (z) na pomocnou rovinu (w) tak, Ze body z, a

z, pfejdou v body 0 a o, a dile necht kruznicim C, a C, odpovidajf

kruznice C, a C, v roviné (»). Body 0 a co jsou pak sdruzeny v inversi
podle kruznic C, a C; (§ 20). To v3ak. znamens, ze C; a C} jsou kon-
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centrické se stfedem v w /= 0. Komplexni potenciil pomocného pole
je podle (50) w = Ic1 Lnw a pro dané pole

(62)

Zsdaného potenclalmho spa.du dosahneme vhodnou volbou kon-
stanty k.

Komplexni potencidl nageho pole souhlasi s komplexnim potencidlem
(42) pole dvou souhlasné nabitych bodovych naboju (pf. 2, § 38),
jestlize poloZzime k& = 2q.*) Mapa pole vné kruhit €, a C, tedy zcela

o souhlasi s mapou pole na obr.

65. Ekvipotencialni éary jsou

g // C, Apolloniovy kruZnice a silo-

kiivky jsou kruzZnice procha-

zejici body z; a z, (obr. 72),

Obr. 73. Kiivky C,, C, patii do svazku
' ekvipotencidlnich kfivek.

Z nageho ptikladu vidime, Ze se mapa pole nezméni, nahradime-li
kteroukoliv ekvipotencialni éiru vodiéem (aspofi v jisté Gasti pole).
V hydromechanice tomu Afysikilné odpovidd umisténi tvrdych stén
podél nékteré z proudnic.

Ptiklad 2. Pole dvoj#ilného vedeni je specidlnim piipadem
pravé uvazované tulehy (obr. 73), z-ové soufadnice bodi z, a z,,
soudasné sdruZenych v inversi podle obou kruznic, uréime z rovnice
(¢ +z) (@ — z) = %, odkud

Ty = Va,? — 2
Vzorec (62) nabyva tvaru . »
z + Va?— 72
z— Vaz .

Vy]adrlme si jesté podmmku toho, Ze potencmlm spad mezi C; a C,

w=kiLn (63)

*) Snadno se dokaze Ze i v naSem pr1pade q'= 3k ddava vehkost dhrnného
nabole na jednotlivych kruZnicich. Dikaz: Podle Gaussovy véty § 36 je vekto-
rovy tok intensity pole libovolnou uzavienou kfivkou C, uvniti které leZi
nékterd z kryZnic, na pi. C,, roven 4ngq, kde ¢ _]e Jihrnny ndboj na C,. Protoze
(62) je shodn4 s (42), je tento tok v souhlase s vyse uvedenym vykladem roven
2xk.

1]
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je V. Vycislime si rozdil imagindrnich &isti funkece (58) v bodech
a—ra—a-+r:

_ /e __ — . 2 __ 2
v,—kmle—r Ve —rl L l—atrtlE—r
¢z—7‘—]/¢12——1'2 —a+r—V¢_z2—r2
_ogmatle—r
: r

Vs

Z2

~

Z toho vypodteme k pomoci V,:
. Vo ~ VO ;-
2

In a -+ Va ‘ 7

r

k= ; 9 »
2 21n 22
’
kde r je velitina nekoneéné mala oproti a.

‘Piiklad 3. Rozdéleni temperatury mezi dvéma cylindrickymi ez-
centrickymi troubami vyhidtymi na temperaturu t, resp. 1, (obr. 74).

Nast ulohou je konstruovat tepelny tok v prstenci mezi kruZnicemi
C, a C,. Sestrojime nejprve dva body soucasné sdruZené v inversi
podle obou kruznic C, a C,. Konstrulkce je provedena na obr. 74. (V kon-
covych bodech stfedné na kruznici C, vztyéime kolmice, a% protnou
v bodech a, b a ¢ kruzniti C,. Priseciky spojnice ab resp. b¢ se stfednou

143



jsou hledané body z, resp. z,). Dilkaz pfenechivame ¢tenafi. Pomoef
pomocného zobrazeni -

‘ | zZ—2
w = 1

z— 2,

pievedeme tilohu .na konstrukei pole v mezikruzi C a C Reseni

7 w2

diva imaginarni édst komplexmho potencialu

v = ImYP(w) = kIn|w| 41,
kde konstanty k a l uréime z danych hodnot temp;ara,tury na krunicich
C, a C,. Po dosazeni ~—

“1 ya wdonasilogaritmické funkce dostavame
2 H

hledany pribéh teploty v roviné (z).

§ 43. Uloha o obtékani nekonené k¥ivky. Pii rozboru tlohy III
budeme pouZivat hydrodynamické terminologie. Oblast D bude
v naich ivahach jednoduSe souvisld; komplexni potencidl w = @(z)
bude tedy jednoznadna funkce. Proudnice budou vyjddreny kiivkami
Im &(2) = const a kromé toho mizeme jako v § 41 dokazat, Ze bodu
z = oo odpovida nekonecéné vzdileny bod kfivky C. Funkce w = &(z)
zobrazi jedno-jednoznaéné a konformné oblast D na horni polorovinu
s okrajovou podminkou ®(c0) = c0. Neni-li bod z = o0 ndsobnym
bodem kiivky C, miiZzeme jeSté stanovit velikost rychlosti v bodé
z=o00, t.j.|® ()] = v,.* Je moino dokazat, Ze takové zobrazeni
je jednoznaéné urdeno aZ na adiéni konstantu. V piipadé, Ze bod
z =00 je dvojnfm bodem kifvky C, je hodnota [®’'(z)| rovna bud 0,
nebo oo, podle toho, je-li Ghel teCen ostry nebo tupy (viz § 23); rychlost
musime definovat v jiném, regularnim bodé kfivky C. .

Ptiklad 1. Obtékdni desky vysky H nekomelné Sirokym proudem
kapaliny danou rychlosti v, (obr. 75). Znime jiz z dfivéjSich dvah
funkei zobrazujici oblast D na polorovinu:

1

w= ]/z2 + H2.

*) Hodnotou derivace @’(z) v bodd z = o, t. j. @’(o), budeme rozumét
limitu lim @’(z), pokud tato limita existuje. Viz § 69:
Z2—r®
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(§ 27, pt. 1). Derivace této funkce je

dw z
& JE+ B
dw 2
odkud Ez=m_ 1-»1:: m = 1; hledany komplexni potenciél
tedy bude

= |FTE (64)

Obr. 75. Obr. 76.

Rychlost proudéni (64) nekonedné vzriustd v bodé desky C, pi'o né&jz
z = iH (defekt na hrané), a klesd k nule v bodech B a D, kde z = 0.
Vysledek je fysikdln& zcela samozre]my

Priklad 2. Obtékdni 'pa,mboly y? = 2px. Rychlost proudéni.v bodé
z= 0 je v, (obr. 76). Hledejme zobrazeni oblasti D na horni polo-
rovinu. Vzpomeneme si, Ze funkce w = ]/5 zobrazi na polorovinu
vnéjiek parabol s ohniskem v bodé z= 0 (§ 25). Ohnisko nasi para-
boly je v bodé z = {p; pouZijeme tedy funkce

w = Vz = 1p. (65)
Polozime w = u +iv a 2 = x +iy a najdeme
w— % = — }p, 2uv = y.

! .
Dosadime » = 2—‘1/1) z druhé rovnice do prvé a mame
/
y2
i ¥ =z — ip.
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Z posledni rovnice je ihned vidét, Ze parabole odpovidd pfimka
v = V%p. Funkce (65) zobraz{ oblast D na polorovinu Imw > V%p
a modul derivace v bodé z = 0 je

dw = lim| ! ~ L
d_z 2=0 z->o| 2Vz———ﬂ) Vﬁ) ’
komplexni potencial feSici danou dlohu bude
w = v, |/2pz — P~ (66)
Rychlost proudéni v obecném bodé z — ~+ iy dané paraboly bude

PV _ 'UoVZ—’. )

(pz — P + 4% V22 +p
Rychlost proudéni se bude zmensovat k nule s postupnym vzdalo-
vénim bodu po parabole do nekonetna. Bude maximalni ve vrcholu
paraboly. Proudnice -jsou paraboly konfokdlni s danou parabolou
(obr. 76).

Piiklad 3. Obtékdni téfe paraboly. Proudéni je symetrické podle
redIné osy a bliZi se parabole zleva (viz obr. 77).

4

d_w‘_
dz_"'
V

Z danych podminek je vidét, Ze zdporna reilnd poloosa je proudnici,
a podle principu vyloZeného v § 42 miZeme misto dané tilohy zkoumat
obtékani kontury 4ABC (obr. 77). Funkce (65) zobrazi oblast D ohra-
nidenou konturou 4BC v kvadrant roviny. Pfitom se oblouk BC

zobrazi na pfimku v = V%_p a primka 4B na pifmku % = 0. Funkce

2
w=( z—%p—il/%) =z—p—iv2pz—p2

zobrazuje tedy oblast D na horni polorovinu. Snadno se pfesvédéime,
%Ze rychlost v nekoneéné vzdalenédm bodé definovana nasi funkei jako
komplexnim potencidlem je rovna jedné, a tedy proudéni s rychlosti
v, ma komplexni potencial

W= Vo(z —p—1i l/2pz —p?). (67)
Poznamenejme jeste, %o rychlost proudéni ve vrcholu paraboly je
dw P

dw_ 11— =0
dz,_, ( V2P — p? )z=0
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Rychlost konstruovaného proudéni v bodé z =0 je tedy rovna nule
($akové body se nazyvaji kntlcke) Tento vysledek je fysikilng ihned
ziejmy.

§ 44. Uloha o GpIném obtékani. Podminky Caplyginovy.

Priklad 1. Rozbor tlohy IV zacéneme specidlnim pfipadem, kdy
kfivkou C bude kruznice |z| = R. Diskusi provedeme opét v hydro-
mechanické terminologii. Re¥me nejprve tuto lohu: Najit proudéni
idedlni kapaliny kolem kruZnice |2| = R rychlosti V., = 1, kde smér prou-
déni je ddn smérem kladné redlné poloosy (obr. 78).

Obr. 77. Obr. 78.

Doplnime predpoklady jesté tim, Ze proudéni je symetrické podle
realné osy, to znamend, Ze polopfimky (— oo, — R) a (R, c0) jsou
proudnicemi naSeho proudéni. Podle principu vyloZzeného v § 42 budeme
tedy FeSit proudéni obtékajici tyto polopfimky a horni ptlkruZnici
|z2| = R, coz je v podstaté tloha III. Podle § 43 bude komplexnim
potencidlem funkce w = P(z), zobrazujici konformné nafi oblast na
horni polorovinu s okrajovymi podmmkarm D(o0) = 00, P'(0) = 1.
Touto funkei je ziejmé funkce .

R?
=¢(Z)=Z—I—7,

kterd zobrazi pllkruZnici |2{ = R na tsetku — 2R < u < 2R a polo-
piimky — o <2 < —Ra R < 2 < 0 na polopiimlly — oo < u <
<—2Ra 2R <u<oo (viz § 26, kde R = 1, dikaz pro obecpé ‘B
prenechivame ¢&tenafi). Vedle sestrojeného symetrického proudéni
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dostavime vifivé proudéni s virem v bod® z = 0, jehoj komplexni
potenciél je

w = D,(z) = Lnz,

27

kde I" je ibovolné redlnd konstanta (§ 39). Protoze rychlost vifivého
proudéni v nekoneénu je nula, méd proudéni s komplexnim poten-
cidlem ‘

SO R? r
w = (D(z) + @i(z) =z + - + oy Lnz, (68)

které obtéka |z| = R rychlost{ v nekoneénu rovnou jedné. V § 70 do-
kézeme, Ze (68) Yei tuto dlohu pro viechny mozné piipady, nabyva-li
Jen konstanta I" viech moinych hodnot.

“Rychlost proudéni (68) je

N\

- |dw R? r
dz| —ll—?—'_zmz’

J N
kritické body proudéni jsou tedy body vyhovujici rovnici

r
2 2 __
z+2niz—R 0,

odkud

I yiemm o
zk,—EiEl/lﬁnR”' T2,

. } _ ! .
Je-li | < 4nR, pak |z, = — JTFF 1625 —TI% = R, pro || >
: p 47 -

> 4R je |z| = Zly? T + JT* —162°FF|. Odtud je ihned vidst, %o

v prvém pifpadé lez{ kritické body na kruznici [2| = B a v druhém
p¥{padé nikoli, pti dem# jeden z nich leZi vné kruZnice a druhy uvnit¥
(jak ihned plyne z vlastnosti kofent kvadratické rovnice z,25, = — R?.
Dile se omezime na zkouméinf prvého piipadu. Poloiime pro body
kruZnice z = Re'® a dostaneme '

dw

dz

Ti “

;=ll——e"""’—2 2 sing —

el

T |
2zR|
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pro  argumenty kritickych bodid plati: ——

= aresin —
¢1 475.R,

. (69) \/
@y = 7 — arcsin —— r » v
xR a) < 47R

V bodg& Re'™ se proudnice rozdéli ve dvé &asti; '

jedna z nich obtékid po svrchni Casti, druhd

po spodni &asti oblouku kruznice. V bodé Re'®

se obé opét spojuji (obr. 79a). Prvy z obou bo-

di se nazyva bod rozvétveni, druhy bod sjedno-
cend. '

Pro symetrické proudént (I"= 0) jsou kritické
body v bodech 4 R. Vifivé proudéni se snaZi
sbliZit oba body; se vzristanim konstanty I se.
oba body k sobé ptiblizuji, aZ pro I' = 4R
splynou (obr. 79b). PH dalsim zvé&tSovani vzni-
kaji pfi proudéni uzaviené kiivky.

Konstrukce proudéni obtékajiciho s danou
rychlosti ¥V, a s danou cirkulaci I" jistou uza-

¢/ '=47R
vienou konturou, nazyva se dloha o dplném N
obtékdni. Vzorec (68) fesi tlohu o Gplném obté- Obr. 79.
kini pro pfipad kruZnice [z| = RaV_=1.Pi
dostateéné malych hodnotdch I" je moino k FeSeni pouz1t misto I{)d-
noty I' soufadnic bodu sjednoceni, které jsou s hodnotou I' svizany
rovnici (69).

Budiz nyni déna libovolns uzaviens kontura C lesici cele vkoneénu,
na ni bod 2, (bod sjednoceni) a komplexni &islo ¥, (rychlost v ne-
koneénu). Abychom vyfesili Glohu o Gplném obtékam na]deme kon-
formni zobrazeni '

{ = f(z)

vnéjiku kontury na vnéjiek kruhu [¢(| > R s okrajovymi podmm
kami*)

*} V naSem ptikladd sice normujeme velikost derivace f'(o), alg zato ne-
chévéme livobolnou velikost polomsru R, které se uréi z okra.]ovych podminek
(viz pf. 2).
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"Heo) =00, f(o)=V, (70)
(kde jsme oznaéili- pruhem komplexné sdruZenou hodnotu). Pfitom
piejde bod z, v bod {, = Re'”. Pro zobrazeni potfebujeme, aby
|po] < $%. Pak sestrojime podle vzorce (68) proudem 8 rychlostl 1
v nekoneénu a s bodem SJednocem Lo

r .
"Z.‘.'f‘ T an‘ (71)

(cirkulaci I" ve vzorei (71) uréime podle (69) ze vztahu I = 4=R sing,).
Superposice w = ®,[f(z)] diva komplexni potenciil proudéni ob-
tékajiciho konturu C s bodem sjednoceni z, a s rychlosti v nekoneénu:

= ¢1(4') =+

dwl _
dz l.,,,,d?{(oo) f(o) =V
Je tedy (71) zfejmé FeSenim nasi dlohy. -
Piiklad 2. Uplné obtékdni krunice |z = R s danou rychlosti V
vbodéz = o0
Funkee (70) mé v naSem piipads tvar £ = ¥V _z; polomér B ve vzorci
(71) je ziejmé& |V |R a posledné jmenovany vzorec. nabude tvaru

= BV, r
= V — —
) w? + sz + Py

P

Lnz =

[(72)

(kde jsme zanedbali adiéni konstantu 2—5:1 LnV_).

Ctenaf si sim dokaZe, %e vztah (69) mezi cirkulaci a soufadnicemi
kritickych bodi mi v nafem pfFipadé tvar

I = 4zw_ R sin(p, — 0), (73)
kde v, = |V,|, @ = argV,, a g, je argument badu sjednocen. .

Poznamka. Misto (70) je moZno zkoumat konformni zobrazenf
¢ = g(z)-vn8jsku kontury C na vndjek kruhu |{| > R s okrajovymi
podminkami g(e0) =00, g'(c0) =1, a potom sestrojit proudéni
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s rychlosti V', podle vzorce (72). Toto fefeni tilohy o tplném obtékini
bude dino funkei
Vo R?
- 9(2)
P#iklad 3. Uplné abtékdni profilu Zukovského (viz § 28).
Funkee (21) predchizejici kapitoly,
0 = o) =}z + |2 —49), (75)
zprostfedkuje konformni zobrazeni vnéjiku kontury C na vnéjiek

jistého kruhu C* (§ 28). Sestrojime je¥té linedrni lomenou funkei s okra.
jovymi podminkami

¢ = lw), Uo) = 0, Uw) =1,

L Lnga). (14)

/ w =Vaglz) + oo

+ al

ktera zobrazi vnéjsek C* na vnéjek jis-
tého kruhu |{| > R. Pak superposice
funkei lw) a (75) ¢ = lo(z)] = g(2)
zobrazi vndjiek kontury C' na vndjiek
kruhu |{| > R s okrajovymi podnn’n.kami Obr. 80.

g(o) =0, g'(w0) = (o) . &'(0) =
Hledany komplexni potencidl ma proto tvar (74).

Na ostré hrané kiidla 4 (z = 2) ma derivace funkee (75) hodnotu

dw 1 . d¢
1 + ——— || = o (defekt hrany), protoze derivace — =
dz sz 2 ( sz_‘;)z:‘2 ( ) P dw
= l'(w) je koneénd viude na C*, je
d¢
| @ k= e i

Cili, jak dokézal znimy rusky védec _S. A. Caplygin (1869—1942),
pit obtéledni profilu s ostrou hranou A je na ni vlivem vazkosti a vifi-
vosti bod sjednocent proudéni. Podle této Caplyginovy véty v tom bods

kruznice |¢| = R, ktery odpovidd hrané A4, je derivace 3—? nulova
dw dw d¢
dz  d "dz

Vy%e uvedend véta se nazyvi vétou Caplyginovou. Podle véty
Caplyginovy je p¥i obtékini profilu s ostrou hranou jednoznadnd

a vyslednd velikost — rychlosti je koneéna.
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uréena poloha bodu sjednoceni a tedy podle rovnice (73) i velikost
cirkulace I" ve vzorci (74). Rychlost ¥V zistivi komplexnim para-
metrem (tak na pf. zména sméru vektoru V_ znamena zménu sméru
proudéni). | ‘

§ 45. Jiné methody. Uvedeme je$té nékolik typickych prikladi,
které budeme FeSit jinymi methodami neZ témi, které byly vyloZeny

v predchéazejicich paragrafech. n

Piiklad 1. Rozprosti‘eni temperatury v prostoru ohranifeném dvéma
nekoneénymi vertikdinimi sténami s teplotami 0° a dnem vyhfdtém na
temperaturu t° (mezi vertikdlnimi sténami a dnem je tepelnd ¢solace).

Ulohou je konstrukee komplexniho potencidlu v pasu D zobrazeném
na obr. 81, kde pro jednoduchost predpoklidime &iFku pasu .

Uloha patii vlastné do skupiny III, ale pfitom-
nost isolujicich bodi v dolnim okraji ponékud
méni dlohu. Budeme predpokladat, Ze FeSeni Glohy
je z fysikalnich dtvodu ziejmé jednoznaéné. Tak
jako WMp¥ipadé III zobrazime nejprve oblast D na
horni polorovinu. Toto zobrpzeni nam zprostied-
kuje funkce

w = sin(z — }x) = — cosz

(viz pf. 2 § 33). Isolujici body 0 a 5 prejdou pii
tom v body — 1, 1. Budeme se nyni snaZit najit
funkei regulirni v horni poloroviné w = g(w) takovou, Ze jeji ima-
ginarni éist nabyvd na tseéce redlné osy (— 1, 1), kterd odpovidd
dnu AD, hodnoty ¢ a na polopfimkédch (— oo, —1) a (1, o), odpo-
vidajicich sténam AB a DE, hodnoty 0. Pak stati pouze provést su-
perposici w = g(— cosz), abychom obdrzeli hledany komplexni poten-
cial. ' N

Imaginarni ¢ast funkce g(w) ziskdme zfejmé jako linedrni kombinaci
funkei arg(ow + 1) a arg(w — 1):¥) ,

*) Funkce redlné prom&nné 0 0

pro x >
g T = <n prox < 0

ma nespojitost v bods Iy = 0, takZe funkce arg(w + 1) a arg(w — 1) maj{ ne-
spojitosti v uvedenych bodech redlné osy.

s
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Img(w) = C, arg(w + 1) 4 C, arg(w — 1) 4- C,.
Pro vypocet tii konstant C,, C,, C; méme tyto uréujici rovnice:

pro —o <z <—1 Im g(w) = Oi%w +Cyw +C; = 0,

. Pro— 1<z< 41 Imglw) = Con +Cy =1,
pro l<z< o Im g(w) = C,=0.
Odtud Cy =0, Oy = 21, Gy = — 18
Img(w) = = t[a,rg(w — 1) —arg{w + 1)] = — a,rg g i
Regularni funkce, kterd mé vySe uvedenou imagindrni édst, je funkce
w = i In (D———l
T x w417
Dosadime-li je§té w = — cosz, dosta‘neme.hled&ny komplexni potenciil
cosz + 1

— — — _2_t i 1,
w = T(Z) = . m = g In(lACOthZ).

Méme ‘
W) = 2t etls | o=t} 2t ncos)‘z:z:cosh y —isin}jx sinh}y
T on et? _e—H2] 7 7 coslxrsinhly —isin}z coshly

2t sinh}y cosh}y + i sinjx cos}x
n cosljx s1nh2§y —|— sin®}z cosh?}y

a konedné

i) — 2 1 Sinhy + i sinz 76)
» 7 @ U coshy — cosz” -

.Odtud vypodéteme vyraz pro temperaturu

. ® . .. .
v(z, ¥) = Im¥P(z) = % arg sinhy + i sin =2 arctg i

coshy — cosx 7 sinhy

(77)
a pro proudovou funkei tepla

. 2 sinhy + isinz| ¢ sinh®y + sin’rz
p(@ y) = Re¥(z) = 3 In coshy —cosz| = In (coshy — gosz)®
_ -t—l coshy + cosz (78)

n~ " coshy — cosz’
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Z rovnic (77) a (78) snadno najdeme rovnice isothermickych &ar
a proudnic: ' )

«

s?ﬁlkfy = const, cioc;% = const. (79)
Popsané methody lze pouZit i pro fefeni pf. 1 a 2 § 41: Je-li zndmo
zobrazeni oblasti D na polorovinu, pak misto daldfho hleddni zobra-
zeni poloroviny na pis, odpovidajici podminkim p¥ikladu, je mozno
' najit reguldrni funkeci v této polo-
roviné s hledanymi vlastnostmi (jak
jsme to délali vyse).

Této methody pouZivame téZ pro

N

% konstrukei pole v libovolné jedno-
duse souvislé oblasti, na jejiz kon-
tufe m4 imagindrni ddst komplex-
niho potencialu po tsecich dané hod-

2 2 noty (srov. dale § 57). Tato methoda

“-q % je zv148té vyhodnd pro feSeni elek-
trostatickych tloh, v kterych je na
hranici jednodu$e souvislé oblasti
ddno nékolik isolujicich bodi, rozdé-
Obr. 82. lujicich hranici C na nékolik useki

' 8 riznymi potencialy.

Piiklad 2. Elektrostatické pole uvnitf dhlové vijsete 0 < argz < {=n
vytvdfené bodovym ndbojem q v bodé z, = aeid™ (obr. 82). V prostoru
tomuto poli odpovidd pole mezi dvéma nekoneénymi rovinami svi-
rajicimi dany thel, vytvdfeny homogenné nabitou pfimkou rovno-
béznou s prise¢nici obou rovin. Zobrazime vyseé D na horni polo-
rovinu pomoci funkce .
=28
N4boj ¢ ptejde pi tom do bodu ¢, = a®i.

Uloha se tim zménila na konstrukei komplexniho potencidlu bodo-
vého naboje v poloroviné. K feseni tlohy pouzijeme toho, Ze vliv vodiée
tvofeného pifmkou Im¢ = 0 muZe byt nahrazen ufinkem niboje —q
v, bodé ¢, = — a?i. Dikaz: Pro pole danych dvou nidboji je zfejmé osa
Im{ = 0 jednou z ekvipotencidlnich dar; v horni polorovind je
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tedy pole dvou bodovych ndboji shodné s polem jednoho bodo-
vého niboje a ndbojit jim indukovanych na p¥mce Im ¢ = 0. Kom-
plexni potencidl pomocného pole bude podle (42) § 38

. . ¢+ ad
w = 2q1 Ln CTa,-"_i—
a hledany komplexni potencidl dostaneme substituci { = 2*:
. 2 4 adi )

Ekvipotencidlni ¢iry pole jsou diny rovnief-

2 +adi
22 —ddi

Il = const.

Pomoci polarnich soufadnic z = re!? piejde tato rovnice na tvar

o 1% 4203 sindp 4 a® = c*(r® — 2a% sindp 4 a%),
odkud ‘

21
::2 ) (r® + a®) = 4a%° sin3p

a koneéné
i c (’r" @
Sln3tp = +.? ,

kde C je libovolns konstanta. Specidlng v p¥ipadé C = 0 tvoii ekvi-
potencidlni ¢aru polopaprsky ¢ = 0 a ¢ = 4=, tvofi¢i hranici pole.

Methoda pouZité k feSeni posledni dlohy (zdména pimého vodice bo-
dovym nébojem symetrickym s danym nabojem podle daného pfimého
vodice) se nazyva methoda zrcadlent. Misto tohoto pomocného konform-
nfho zobrazeni, jsme mehli té% pouZit pravé odvozené methody a na-

hradit hranice thlové vysede systémem nibojd ¢, = —¢, ¢, =_+ ¢,
§&s=—q, qa= +q, ¢s=—q v bodech 2z, = ai, z, = — ae—47,
2, = — ael¥?, z, = —ai, z; = ae— 47 (obr. 82). Ctenaf se sim snadno

plesvédé, Ze toto pole a pole s komplexnim potencidlem (80) navzijem
souhlasi.

Methody zrcadleni se mii%e s tispéchem pouit i p¥i FeSeni daliich
piiklada jak z elektrostatiky, tak z _hyd.romechanikx. V hydromecha-
nice pit této methodé v poli bodového viru s cirkulaci I" nahrazujeme
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sténu ohraniéujici polorovinu bodovym virem cirkulace — I"' v bodé
symetricky sdruzeném s prvnim bodem podle vyﬁa’oé st.eny Pri
feSeni analogického pfipadu pole bodového ziidla vydatnosti @ je
moZno sténu nahradit symetricky poloZenym ziidlem téze vydat-
nosti @ (a ne vydatnosti — @ jako v pfipadé viru resp. bodového na-
boje). Pfenechivime &tenafi podrobnéjsi rozbor tohoto piipadu.

ULOHY.

1.

. Potenciélnf funkce pole mé rovnici Y = arctg

Najd&te ekvipotencidlni &éry, silokfivky a vektor intensity pole komplex-
niho potencidlu

tgny . . .
. Najd&te silokfivky
nz

&8 komplexni potencidl pole.

. Ekvipotencidlni kiivky pole jsou kruZnice z? 4+ y? = 2az. Stanovte velikost

intensity pole v bodech (24, 0) & (g, a).

. Proudé&ni kapaliny’ mé v poédtku vir s cirkwlaci I’ a zidlo vydatnosti @

(,,vifivé zf¥idlo*'). DokaZte, Ze proudnice jsou logaritmické spirély.

. Stanovte ekvipotencidlni &iry v pf. 1 § 41 a proudnice v pi. 1 § 43.
. Jakymi ndboji je urdeno pole s komplexnim potencidlem

1
» = 2qi L 24+ 1
w gl n(z—}-zz) (

“~

1
. V bodech z, = a, z, = - jsou zf{dla vydatnosti @ a v bod& z = 0 nor téZe
a i

vydatnosti. DokaZte, e kruZnice |z| = 1 je proudnici tohoto proud¥ni.
(Srv. s methodou zrcadlenf v § 45). - -

. Na polopfimece 2 = 0, ¥ > 1 je potencidl roven V, a na realné ose je roven

' nule. Stanovte hustotu rozdsleni néboji na reilné ose (v elektrostatice se

10.
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» 1
udf, Ze hustotae ndboje na vodié¢i je rovna ¢ = =4 E).
T

. Na kruZnici [z — 2i] = 1 je hustota na,bOJe o = 1. Jak se rozprostfe ndboj,

uzemnime-li redlnou osu?

Najd&te elektrostatické pole v prostoru mezi dv&ma vélei, jejichZ ‘prisednice
8 rovinou kolmou k jejich osém jsou kruZnice [z| = 1a |z — 1| = §. (Valae
jsou ztejmd kruhové a maji ‘.rovnobéiné osy.) Potencidlni spdd mezi vélci
je roven jedné. Jaka je nejmensi a ne]vétél hustota naboje na véleich?



11. Na ehpse s poloosami 2 a V3 je teplota rovna nule & na isefce mezi ohnisky
je teplota 100°. Stanovte rozloZenf teploty.

12, Najdéte rozloZeni teploty v kruhové vysedi 0 < ¥y < a, ]e-h teplota na ra-
menech thlu rovna 0° a na kruZniei 1°.

13. Najit komplexni potencidl rovinného proudéni kapaliny, proudici{ z levé
poloroviny do pravé poloroviny otvorem na imaginérni ose mezi body — i
a8 + i. Spad @ je dén.

14, Najd&te komplexni potencidl a proudnice pro proudéni kapaliny v prvém
kvadrants, je-li v bod8 z = 1 + i ziidlo vydatnosti @ & v bod$ z = 0 nor
téZe vydatnosti. ' '

15. Najd&te elektrostatické pole v pilkruhu [z| < 1, Imz > 0, je-li na obloucfch
0 < argz < }n resp. §n < argz < = potencial — V- resp. + V, a na pra-

. méru je potenciél roven nule. Body i @ + 1 jsou body isolujici.

16. Stanovte proudéni kapaliny ve vyseéi 0 < argz < }mse zrid.lem vydatnostl

Q v bod3 z, = aelln (srv. s pi. 2, § 45).
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