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Karrrora V.

HARMONICKE FUNKCE. VYJADRENI REGULARNICH
FUNKCI POMOCT INTEGRALU

§ 46. Integral funkce komplexni promé&nné. Budiz v jisté koneéné
oblasti D definovana jednoznadnd a spojita funkce

w = f(z) = u(z, y) +iv(z, y) (1)

a budiz C libovoln, po tsecich hladka (viz § 8) kiivka, naleZejici cele
oblasti D v&etn& koncovych bodi a, b. K¥iviku C rozdélime libovolnym
zplisobem na n dild body z, = a, 2, ..., 2,-1, 2, = b, které budou
lezet na kiivece v pofddku uréeném jejich indexy. Oznadime 2, — 2, ;=
= Az, = A=, -+ 14y, a vybereme v kaZzdé <dsti (2,-;, 2) kiivky C
libovolny bod ¢, = & + in, a utvofime soulet

. =k§f<ck) Aty = S (06 1) Ay — v(Ews i) Ay} +
. :l ! . (2)
+i§1:{v(§m ) Az, + u(Ery i) AYi}.

Soudet (2) nazveme integrdlnim souétem funkce f(z) pro dané délenina
kiivce C*a dané body ¢, (velikost sumy s, zdvisi zfejmé jak na vy-
béru bodu z,, tak na vybéru bodu £,). Nakonec budeme uvaZovat
libovolnou posloupnost déleni kiivky C takovou, Ze pro délku nej-
nejvétsitho z dilkt n-tého déleni plati
max |4z| =6,—> 0 pro n— . (3)
k=1,2,...,n
Definice. Limita integralnich souétd (2) pro libovolnou posloup-
nost déleni k¥ivky C vyhovujicich rovmici (3) se nazyva integrdlem
funkce f(z) podél kiivky C a znaéi se symbolem

[eras = tim S s @)
.C

n—mw k=1l

Za uvedenych podminek limita (4) vidy existuje a je nezdvisld jak
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na vybéru posloupnosti rozdéleni krivky, tak nd volbé bods &) (existendéni
véta pro integral). Dikaz: Podle (2) je

f/(z) dz = lim Z{u(fk, M) Az, — (& M) AYi} +

Ao k=1

+ ilim Z{v(ék, M) A2, + v(E, 771:) Ay}

' n—o k=
a v kursech analysy se dokazuje, Ze ¥umy vpravo pro libovolné
spojité funkee u(z, ¥) a v(z, y) a po secich hladkou kfivku C konver-
guji k pevnym limitam, jsou-li splnény podminky (3), a Ze tato limita
je nezavisla jak na-vybéru &isel (z;, y;), tak na vybéru (S, 7).
Tyto limity jsou kfivkovymi integrily reilné proménné, a tedy

J 16 dz = [ ulz,g) &z — (s, y) dy +if v(z,y) dz +u(z, 9) dy (5)

vlastnosti_ kfivkovych integrld reilné proménné. Uvedme na pi.

vétu o odhadu integrdlu:
Véta [1]. Je-li funkee f(z) omezend na kfivce 0 t.j. |f(z)} £ M, pak
UMM<M (6)

Z (5) plyne, Ze integril funkce komplexni proménné m4 véech.ny

kde 1 je délka oblouku kfivky C.

Dikaz: Vybereme libovolnou posloupnost déleni knvky C, kterd
vyhovuje podmince {3). Mame

o] = L"glf(ck) 42| gkillf(ck)l |4z < Mkillmkl
a odtud
|f {(2) dz| = |lim Zf (&) 4z] < M lim Z[Azk] =M.l

n—owok=1 n—o>w k=1

nebot podle (3) Z ]Azkl t j. délka lomené &irky interpolujici kiivku C
Pro 7 —> o konvergu]e k délce oblouku kiivky C.

§ 47. Cauchyho integrilni v&ta. Hledejme podminky pro to, aby
integrl ff(z) dz podél libovolné kfivky C leZici v oblasti D nezévisel
T

na kiivee C a byl pouze funkei svych koncovych bodi. K tomu stadi
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a je nutné, aby integril funkce f(z) podél uzaviené kiivky C leZici
v D byl rovny nule:*)

§ flydz = o. (1)
0 \

Dikaz: Bude-li-rovnice (7) splnéna a C, a C, budou dvé rizné
cesty spojujici body aa b (a, b, 'cl a C, lezi v D), vezmeme uzavienou
kiivku C sklidajicf se z kiivek O, a C,, z nich% druhou bereme
v opa¢ném smyslu: C = C, + O] (viz .obr.
83). Pak podle (7) a vlastnosti kfivkovych
integrali méme

$ 0= i) dz = [Hz) dz— [f(2) d,
c C, Ce

odkud

[1(z) dz = [{(z) dz,
C. Gy

a integral v oblasti D je nezavisly na inte-

Obr. 83. gradni cest$. Naopak necht integral v oblasti

D nezavisi na integraéni eesté a G budiz li-

bovolna. uzaviend kfivka v D. Vybereme na ni dva libovolné body
a, a a, a oznadime C, a C, oba oblouky kiivky C takto z1ska,ne Pak

mame (obr. 83)
$1(z) dz = [f(2) dz — [f(2) da
c C, C,

a je tedy vyplnéna rovnice (7).

’

Dile pla,t'i tato integrilni véta Cauchyho:
Véta [2], Je-li f(z) reguldrni funkce v jednodude souvislé oblasti D,

pak v této oblasti integrdl z funkce f(z) nezdvisg na integraéni cesté’ i 3.
pro libovolnou uzavienou kfiview C plati

*) KrouZek v integralu (7) znaéf uzavienost integracni cesty.
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ou.
v ox’
existuji v kaZdém bodé oblasti D a vyhovuji rovnicim

Z podminek regularity na${ funkce plyne, Ze -parcidlni derivace
u v
% Gy \
Cauchy-Riemannovym (viz § 14). Dokdzeme vétu Cauchyho za do:
pliujfefho p¥edpokladu, %e tyto derivace jsou spojité.*)" Jak
plyne z rovnice (5), pfevede se tloha (7) na otdzku anulovani reilnyck
kfivkovych integrala -

ff"ddz—vdy a §£)dx +udgj.; (8)
¢ c
Jak je zndmo z kursu analysy, k tomu, aby integral
| _§Paztody
c .

podél uzaviené kiivky C leiici v)jednodude souvislé oblasti D
byl rovny nule, stadi, aby**):

1. parcialni derivace funkei P(z;y) a Q(z,y)_existovaly a byly

véudo spojité v oblasti D,
2. v kadém bod3 v oblasti D byla splnéna’ rovnice
P _2
oy 0z’
Pro integrily (8) je podminka 1. splnéna v disledku nalich pfed-
pokladi. Podminka 2. nabybé tvaru '
. [ ou v ou ov
@ = T %5’ (9

coZ jsou zfejmé Cauchy-Riemannovy rovnice (§ 14), které jsou splnény

ve viech bodech oblasti. Tim je nale véta dokizéna.

Pozndmka. Plati i véta obricend k vété Cauchyho:

*) Podrobny diikaz v8ty Cauchyho nalezne étenat v knize I. I. Privalova:
Vvedenije v téoriju funkcij kompleksnogo pereménnogo (Uvod do theorie
funkei komplexni promé&nné) GOSTECHIZDAT, Moskva, 1948. [Nebo v knize
K. Knopp: Funktionentheorie I, Sammlung Géschen, 1937, Berlin. Pozn.
prekl.]

**) Doporuéujeme &étendfi, aby si zapamatoval dukaz této vdty a jeji pfed-
poklady o jednoduché souvislosti oblasti D a spojitosti parcidlnich derivaci.
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Véta. BudiZ f(z) spojitd p jednodule souvislé oblasti D a necht
ﬁ@a=o'
T c

poddl libovolné uzaviené kfivky C. Pak je f(z) reguldrni v oblasti D. |

Dikaz této vEty zde nebudeme uvadét. Cauchyho véta nam dovo-
luje definovat novym zplisobem regularni funkce. Stard i nova definice
‘ je ekvivalentni. J ednoznacna. funkece se na-
zyvé regularni v ]ednoduée souvislé obla,st1
D, je-li spojita v této oblasti, a jeji inte-
'gra,l ;podél libovolné uzaviené kiivky leZic
v _této oblasti je roven riule.

Véta Ca.uchyho se da zevSeobecnit i pro
vicenasobné souvislé oblasti. Budiz déna
{n 4+ 1)-ndsobné souvisld oblast D ohra-
ni¢end kfivkami €, (vnéjii hranice),
C, 0,0, ...,.Ch (vmtrm hranice) a fun-

kee f(z) reguldrni v uzaviené oblasti D
(obr.84).Provedeme vyIezy y1,92, %3 - -s¥ ns
které prevedou oblast D v jednoduse sou-
vislou oblast D', a oznaéime C’ jeji hranici. ProtoZze je D’ jednoduse

souvisld a f(2) reguldrni v D, je podle véty Cauchyho
: : \

$i(2) dz = o. ’

! ¢

Zvolime si nyni takovy smysl obéhu na C’, aby oblast D’ leZela
vlevo. Pak bude smysl obéhu na C, kladny, na C,, C,, ..., C, zdéporny
a pesﬁy Y1 Vasg -+ ¥n budou probéhnuty vidy dvakrit v opaénych
smérech. Podle vlastnosti kfivkovych integrala je

§f0)dz =y dz—3 ffydz—0 (o)
& c, k=1lg,

(integraly podél y, se vzéjemné rusi).

Jestlize pfi ob&hu hranice oblasti D budeme orientovat kiivky tak,
aby i v tomto pfipadé leZela celd oblast D vlevo, zméni se smysl
ob&hu na k¥ivkich C,, C,, ..., C, a bude (piSeme C; misto C,):
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ﬁ@a=ﬁma+§ﬁ@a=a (1)

Vzorec (11) nim davé zevdeobecnénou. vétu Oauchyho pro oblast
libovolné souvislosti:

Vi&ta [3]. Je-li f(z) requldrni v uzaviené oblasti D, pak jeji integrdl
podél hranice oblasti D, vzaté tak, Ze celd oblast leZi po jedné strané,

je_roven nule. "

Pozna.mka Podrobpa, a,na,lysa. ukazuje, Ze véta 3 zistava v plat-
nosti, je-li f(z) regulérni v oteviené oblasti D a pouze spojita
v uzaviené oblasti D.

§ 48. Residuovai véta. Vzorec Caplyglnuv Ze vzorce (10) téZ plyne,
%e je-li f(z) regulérni viude uvniti kiivky C, kroms $4sti ohranidenych
kiivkami C,, C,, couy O,,, ]e

. ‘ ff/ dz = Zfﬁf(Z)dz - (12)

(ve vzorei (12) problhame v§echny knvky v Kladném sméru). Special-
né je-li f(z) reguldrni v prstenci mezi k¥ivkami C;, a Cp, je

ﬁm&=ﬁw@ (13)

Déle se dasto vyskytne pnpad Ze funkce f(z) bude regulirni viude
uvnit¥ C s vyjimkou koneéného podtu bodu ay, ay, ..., a,. Tyto body
budeme nazyvat singuldrnimi body*) fpnkce f(z). Okolo kazdého znich
opfSeme dostateéns malou kruZnici ¢, tak, aby uvnité ¢, nelezel uz
#4dny daldi singulirni bod, aby jednotlivé kruZnice ¢, nemély 74dné
spole¢né body a véechny lezely uvnitt C.

Podle (13) se mtegral z f(z) podél C nezméni, nahradime-li C libo-
volnou kfivkou leZici cele uvnitt C' a obsahujici jen ]edmy singularni
‘bod a;, a tedy zdvisi jen na funkei f(z) a bodu g,. Velikost tohoto
integralu, kterou pro zjednoduseni daliich ivah déime faktorem 2zi,
se nazyvé residuem funkee f(z) v bod8 a, a znaéi se symbolem

resf(ae) = 5 $i(e) da. (14)
(A

*} Podrabnou definici viz § 61.
A
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Pomoci vzorce (12) miZeme vyslovit Cauchyho residuovou vétu:

Véta [4]. BudiZ f(z) reguldrni v oblasti D ohraniené kfivkou C a% na
koneény poet singuldrnich bodd a,, a,, ..., a, leficich uvnitf 0 pak
integrdl z [unkcghf(z) podél krwlcy C je roven souctu reszduz v bodech L @y
nasobenému faktorem 2ni: .

| m
\, §f(z) dz = 27i > resf(a). (15)
l o k=1

Pozdéji (v kapitole VI) se budeme podrobnéji zabyvat charakterem
singuldrnich bodd a uvedeme téZ nékteré zplsoby vypoétu residui,
aniz poéitame piislusné integrily. Véty [4] mozZno pouZit k vypocétu
integral funkei komplexni proménné a jistych integrlt funkei redlné
promeénné (viz kap. VII). Zde se omezime pouze na uvedeni fady
vzorcd, v nichZ najde nd$ vzorec uplatnéni.

a) Stanoveni dhrnného ndboje a dhrnné prdce. Budi% dino libovolné
elektrostatické rovinné pole a budiz C libovolni uzaviens kiivka,
kterou je moZino opsat jistym prouzkem, nemajicim naboje. Pak
podle vzorci (33) § 37 Ghrnny naboj pole rozprostfeny uvniti C je

1 : 1 -
(= &m0 @ = fave, 16)
c ¢ ’

kde U(x, y) je silové funkee pole. Oznadime F(z) = U 4 iV komplexni
potencidl pole. Podle nafich pfedpokladi je funkce F(z) regularni
v jistém prouzku opsaném kolem kiivky C. Pak Uf(zx,y) = Re F(z),
dU(a: y) = Re dF(z) = Re F'(z) dz a vzorec (16) bude mit tvar

g — ﬁ Re § F'(2) da. (7

Je-li specidlné uvniti kfivky C pouze koneény potet bodovych

nébojt v bodech-a,, a,, ..., a,, pak podle residuové véty
1 - hid . n .
q = —— Re {2xi D resF'(a,)} = — }Im . resF’(a,). (18)
' 47 k=1 k=1
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Podobné ze vzorce (26) § 37 plyne, Ze price potiebnd k pfeneseni
naboje ¢ = + 1 podél kiivky C je

A = [dV(z,y) = Im[dF(z) = Im[F'(z) dz. (19)
¢ ¢ ¢

b) Stanoveni toku a cirkulace rychlosti. Na zakladé vzorce (50)
§ 39 zcela analogicky odvodime, Ze tok vektoru rychlosti uvnit¥
uzaviené kiivky C, okolo které je mozno opsat jisty prouZek neobsa-
hujici ani zfidla, ani viry, je '

Q = §(v, n% ds = §dy (z, y) = Tm §&'(2) dz, (20)
C C c

kde y(z, y) je proudova funkce a &(z) = p(z, y) + iy(z, y) komplexni
potencial proudéni.
Ze vzorce (48) téhoZ § plyne, Ze cirkulace rychlosti podél kiivky C je

= 3§(v, s9) ds = 5§ do(z, y) = Re 5€¢'(z) de. (21)
Spojenim vzorcu (20) a (21) dostaneme_vztah

I'+iQ = Re 3§q5'(z) dz + ilm 5£q5'(z) dz = 3€<p (2)dz.  (22)

Jsou-li specialnd uvnitié kiivky C zndla. a viry jen v koneéném
pottu bodt ay, a,, ..., a,, miZeme pomoci residuové véty piepsat (20)
a (21) ve tvaru

- Q = 27 Re Y res®’(ay),
k=1

n (23)
I' = — 27 Im  res®’ (ay).
¥=1

¢) Caplyginiw vzorec. Velikost tla-
ku pfi rovinném proudéni idedlni
kapaliny je dana Bernouilliho vzor-
cem

p=A4—3oV? i (24)

kde A je jistd konstanta, ¢ hustota kapaliny a V = |V| modul rychlosti
proudéni.
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Necht kapalina obtéka néjakou uzavienou k¥ivku C. Tlak na kiivce
C ma smér normaly namifené dovnitt, a tedy velikost sily-piisobici na
element oblouku ds = |dz| kiivky C je

pidz = Aidz — }pil2 dz
a Gihrnn4 sfla piisobici na cefou kiivku C je rovna vektorovému soudtu
pidz, t. j. -
P=X +i¥ = ffpidz = —4oi §V2dz
¢

(kde integral §Al dz podle residuové véty je roven nule). Na kiivce

C ma rychlost v dusledku obtékini smér tedny
V=0 = Ve,

kde ¢ = argdz (dz = ds.e'?). Odtud V = &’(z) .e'* a na§ vzorec
nabude tvaru

P = — 10 §[B @I e dz = — ol $[F N &z,
‘e c

nebot e*® dz = ¢ ds = dz. Prejdeme-li ke komplexns sdrufenym
veli¢indm, dostaneme hodnotu vektoru komplexné sdruzeného s vek-
torem R, Vektor P uddv velikost a smér vztlaku, piisobici na Liiv-
ku C:

P=X_—i¥ = ,}gif}@[@'(z)]z dz. (25)
C

_ Posledns uvédenjr vzorec pochazi od S. A. Caplygina. Nema-li
proudéni Z4dné zdroje ani vichry vné obtékaného profilu, miZeme
podle residuové véty nahradit konturu C' libovolnou jinou (a k vy-

poétu vhodnéjsi) ktivkou, le?ici vné obtékaného profilu.
|

§ 49. Neurqty mtegral Funkce F(2) se nazyva. prlmltlvm funkei

N F)L=f@)

Libovolné dvé primitivni funkee jedné a téze funkee f(z) se navza-
jem li%i jen o konstantu. Dikaz. Z definice plyne, Ze obé dvé
primitivni funkce F,(z) a F,(2) i jejich rozdil

/
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P(z) = Fi(z) — Fy(2) = Ulz, y) +iV(z, y)
jsou regulirni v jisté oblasti D. Dile .

/ ’ 7 3V

(2) = Fy(z) — Fyl2) = + =0,

tedy QC—, = 36( = 0. Z Cauchy- Rlemannovych rovnic plyne — 3U

) dy
= % — 0 aodtud, plyne jak se dokazuje v analyse, Ze funkce l‘] (z, Y)

a V(z,y) jsou konstantni v oblasti D. Tedy i @(z) = C = const a
F\(z) = Fy(z) +C.

Je zfejmé, Ze pripodtenim libovolné konstanty
k primitivni funkei dostaneme opét primitivni
funkci. Ma-li tedy funkece f(z) aspoii jednu pri-
mitivni funkei, ma jich nekoneéné mnoho.
Mnozina viech primitivnich funkei se nazyvé
newrdity integrdl a _oznatuje se symbolem

o ff(z

Z toho, co bylo receno plyne, #e neurdity
integril pfedstavuje mnoZinu funkei, liicich se

navzéjem jen o libovolnou a_.d;cm konsta.ntu

Véta [5]. Budif f(z) reguldrni v jednodude smwzslé oblasti D a budiZ
z, jisty pevny ‘bod v této obla,stz Pak funkce

F(z f f(z
kde integrujeme podél lzbovolne cesty L ;7;ez1, body =z, a z lezici mmztf
oblasti D, je reguldrni wvnitf D a je przmztzmz vzhledem k f(z).

Z Cauchyho véty plyne, Ze f f(z) dz definuje ne]a.kou jednoznadnou

funkei F(z). Zbyvi jen dokazat ze F'(z) existuje a je rovna f(z).
BudiZ z libovolny bod v D a zvolme si &islo ¢ > 0. Pak najdeme takové
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komplexni &islo A, Ze tsedka I s koncovymi body z a z + kb jets lezi

‘¥ D a Ze pro viechna {, pro kterd je |l —z| < [h|, plati nerovnost
O—=fn<e

* \Z vlastnosti kfivkovych integrili plyme, Ze \

z+h -

F(z + k) — F(z)
L hfﬂ@@

pii ¢emZ muZeme pfedpoklé.d—a,t, Ze intégrujeme podél asecky ! (obr.
86). Z definice integrilu plyne ihned
z+ A

[ 4 = lim S1. 4 =h,

n—o@ k=1 ~

nebot soudet
|

zﬁgk—@l—z)'l'(cz_gl)‘l' b —a-) = .

h=l1 — +h_.z = h.
MiiZzeme tedy psit
z4-h
F(z + h) F(z) —f(z) = z{ff(C)di_f(z)f dC}
‘z4 M

/=%fﬁm—mﬂ@

PouZijeme-li nerovnosti |f({) — f(z)] < ¢ a véty [1], dostaneme

—f())éms k| = e,

F(z 4+ h) — F(2)
h

~
coZ znadi, Ze limita

L Fe+h) —F@)

h—>0 h

= F'(z) = f(2)
existuje. Tim je véta dokazina.
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Dusledek. BudiZ funkce f(z) reguldrni v jednoduse souvislé oblasty
D; pak miZeme psdt 7371, neurcity integrdl ta,ké takto:

ffz)dz—fL z)dz—]—C (26)

kde integrujeme podél lzbovolne cesty v D mezi body 2,0 2 a kde C je
lzbovolna. konstanta.

Dusledek plyne piimo z véty 5 naseho paragrafu a z existenéni
véty integrilu (viz § 46). . N

Dusledek 2. Vzorec Newtoniw-Leibniziw. Budif f(z) reguldrni
v jednodude souvislé oblasti D; pak integrdl podél cesty lefici cele uvnit¥
D s krajnimi body 2y, a' z.je_roven rozdilu funkénich hodnat _pmslu&'né

primationt funkce v téchto bodech.

[1 1) dz = Flz,) — Fizy). (27)

Ditkaz. Podle véty b6 je -
F@z) = [LH(z)dz +C,
. " \
kde C je konstanta. PoloZme z = 2 a mame F(z,) = C. Odtud
[1#e) &2 = Fz) — O = Fley) — Fle).

Z uvedeného je vidét, Ze se definice primitivni- funkce a vypodet
omezeného integralu (vzorec Newtontv-Leibniziv) pro komplexni
proménnou shoduje s ekvivalentnimi pojmy pro funkei redlné promen-
né. V disledku toho plati pro primitivni funkce elementdrnich funkei
vzorce platné v theorii funkei realné proménné.

-‘§ 50. Integrovam mocnin (z—ad). Nejprve budeme mtegrovat
funkei w = —. Tato funkce m4 singuldrni bod v bodé z = 0, tedy

integral podél kruznice C:. |z| = R mi%e byt nenulovy. Pro vypocet
dosadime: z = Re'?, odtud dz = Rel? idp a

2z 2n

dz [ Revidp . .

— = —— = . : 28

z f Rel® 1 f d'P' 27l (28)
c 0

0
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Odtud a z (19) plyne, Ze se residuum funkce w = % v singuldrnfm
bodé z = 0 rovna jedné.
Zkoumejme nyni hodnotu integrilu z %— podél libovolné cesty I
s koncovymi body 1 resp. z, kters neprochdzi bodem 0. Za oblast D
vezmeme rovinu z s vyfezem podél zaporné reilné osy. Pak hlavni
vétev logaritmu v oblasti D
Inz = In|z| +iaréz, —ra<argz< =

je jednou z primitivnich funkef funkce % nebot d;:z - % . Také

. (
f _(i_z je p}'imitivni funkef téZze funkce a tedy podle (26)
c :
1 z

d7z=lnz+0.

(o]
Vl-z’

Polozime v nai rovniei z,= 1,
dostaneme C = 0 a

% e (29)

Vyraz (29) nazgvime integrdlni

BudiZz nyni cesta L kiivka
s koncovymi body 1 resp. 2, li-
. Obr. 87. bovolnékrat opisujici bod z= 0,
ale neprochazejici jim.

Vezméme si nyni takovou kruZnici ¢ se stfedem v bodé z = 0, uvnitf
které nelezi Zadny z bodd cesty ! resp. L (takovd kruZnice vidycky
existuje, protoZe ani jedna z obou cest neprochdzi bodem z = 0).
Nyni sestrojme je§t s ni koncentrickou kruZnici C' takovou, Ze obé
cesty ! v L, lezi uvnitt této kruznice (obr. 87). Oznatme L’ uzavienou
kiivku sklddajici se z kiivky ! a L , kde L~ znaéi kiivku L oriento-
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vanou ve sméru od bodu z do 1. Podle vzorce (13) se hodnota inte-

gralu f ‘dTZ nezméni, jestlize deformujeme L’ libovolnym zpiisobem,

ale tak, Ze je§té zistane celd v prstenci mezi kiivkami ¢ a C. Defor-
mujeme tedy L' v L” takto: L tvoii dvakrit probéhnutd (v opatnych
smérech) kfivka [, a dsetka na redlné kladné poloose mezi bodem 1 a
kruZnici ¢ (taktéZ dvakrat prob8hnutd) a konednd n-krat prob&hnuta
kruZnice c. C‘islp n budeme brat kladné, bude-li oblouk L orientovan
proti pohybu hodinovych rudiéek, v opatném piipadé zdporné (tak
na pf. na obr. 87 n = — 2). Pak se integrily podél dvakrat poé¢itanych
obloukd_ resp. Gisedek rusi a zbude jen integral podle kruZnice, ktery
se podle (28) rovna 2zni (pfi ¢em% dbame na znaménko &isla n podle
nadi amluvy), a tedy '

[ES f_

c

f f — — 2ani = Inz — 2zni = Lnz. (30)

Tim jsme odvodili hodnotu integrilu z %— podél libovolné cesty

s koricovymi body 1 resp. z. Je jasné, #e vyraz (30) dé p¥i vhodné
volbs.cesty L liboyolnou hodnotu funkce Lnz. Vztah (30) je tedy
integrdlnim vyjddfenim funkci Linz.

Nyni pfejdeme k obecnéjsi funkei (z — a)*, kde n je libovolné celé
dislo, kladné, zdporné nebo nula. BudiZ C libovolnd uzaviend cesta
opisujici jednou bod a. Oznaéme ¢ dostateéné malou kruZnici o stfedu
v bodé z = a, leZici cele uvniti C. Pak je funkce (z — a)™ reguldrni
pro kazdé n v prstenci mezi kiivkami ¢ a C' a podle (13) je

l§(z—la)"dz= 5£(z—a.)"dz

C

kde obé kontury probihime v tomté% (tfeba kladném) smyslu. Druhy
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z integrild vyéislime podobng jako v (19). Poloime z —a = re'®,
kde r je polom8r kruZnice ¢, dz = re'®i dp, a dostaneme

27 2n :
é(z_ a)n dz = f rnelnwrelq d(P — Y f el("-H)’d(p.
Y 0
c

Funkee "% je vSak integrabilni a integruje se podle pravidel platnych
v analyse realné proménné (viz § 8); pro n + — 1 dostaneme '

- n+1
_ n — I(n+1)p)27r 12(R+1)r ___ i %*
§e —apdz = T oo = T (o 1} = 0,9
c
nebof, pro libovolné celé n e!**17 = 1. Pro n = — 1 zfejms
2n
$e—a)tdz=1i[ dp = 2ai. ;
~ 0 g
4

Shrneme-li ziskané vysledky, méme pro celistvd n

i /0pro n + —1,

f(z—a)"dz=\2ni pro n = — 1. (31)

Odtud vidime, Ze regularita funkce uvnitf
integradni cesty nenf nutnou podminkou pro
anulovani integrilu; funkee (z — a)" se sin-
gularitou v bod8 z=a a 7 + — 1 m4 in-
tegral (31) pro kladna celd n roven nule.

TentyZ fakt plyne i z Tesiduové véty, podle

Lteré integral §f(é) dz je roven nule nejen
J ,

tehdy, je-li funkce f(z) regularni uvnitf in-
‘tegraéni cesty C, nybr# i tehdy, mé-li uvnitt
C singuldrni body, jejichZ soucet residui je
nulovy, nebo pouze jediny singulidrni bod, ale s nulovym residuem.

Laore 4 ‘
§ 51. Integrélni v&ta  Cauchyho. Obsahem této véty je fundamen-
talni vlastpost reguldrnich funkei. Ukazuje se, Ze funkce reguldrni
v oblasti D je plné definovéna svymi hodgotami f({) na hranici D.

-*) Pro kladné n plyne tato rovnice téZ piimo ze zdkladni v&ty Cauchyho.
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Jinak feceno, pomoci hodnot funkce na hranici jisté oblasti je mono
definovat hodnoty ve viech bodech uvnitf této oblasti.
Integralni vzoreec Cauchyho zni

1 £ fe)de

f()_2n1 T—z

(32)

Predpoklidime, %e funkee f(z) je reguldrni v uzaviené oblasti D,
z je libovolny vnitfni bod této oblasti a integrujeme podél hranice
oblasti D tak, Ze pfi obéhu hranice leZi oblast stile vlevo. (Hranice
se oviem muZe sklidat po pfipads i z vice riiznych kiivek, viz obr. 88.)

’E)_Ekaz Zvolime si hboyvo].ne malé &islo ¢ > 0 a opiSeme okolo bodu z
kruZnici-c |{ —z| =7 takovou Ze pro viechny body ¢ této kruZnice
plati nerovnost

If6) — fz) < e (33)

(kde oviem tuto kruznici volime tak, aby leZela celd v D). To lze
vidycky uédinit, nebot funkce f(z) je spojitd. V oblasti D*, kterd
vznikne z oblasti D Vynetim kruhu |{ — 2| < r, je funkce Cf_(i)

gularnf. PouZitim véty Cauchyho (§ 4335 dostaneme

(odr _ frode -
{—=z t—z’

kde ¢ probihdme v kladném smyslu. Podle vzorce (31) § 50 miiZeme
psat*)
1 [ fx)d¢

f()_2m =z

a odtud

i ¢ — 27 {—z
c

L o 1§ — 1)
2—25 — 1) = a;

*) Podle vzorce (31) je 1 = -21; §¢%cz’ a f(z) je konstantni p¥i integraci podle .
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a podle (33) vty [1] § 46
! f(&) d¢ f(z)} <‘i . ; 2nr = e,

2m {—=z = 2x

Podle pi‘edpokladu jsme volili ¢ libovolné malé; levd strana rovmice
nezavisi na ¢, tedy je rovna nule. Tim je véta dokazana.

Poznidmka 1. Budeme-li volit bod z vné kiivky C, bude funkce

gf (_C_) regularni viude v D a podle véty Cauchyho bude
| 1 §fd
“2mi ) t—z =0 (34)

C ’
Poznimka 2. Véta ‘Cauchyho neztrici platnost, je-li funkee f(z)
reguldrni jen uvnit¥ oblasti D a spojité v uzaviené oblasti D. Dikaz
této véty nebudeme zde uvidét, nicméné ji budeme dile pouzivat.

§ 52. Existence derivaci vyS3ich Fadi. Cauchyho integralni véta (32)
nam umo#fiuje konstrukei reguldrni funkee f(z) v oblasti D z jejich
hodnot n4 hranici této oblasti. Tento vztah mé smysl i v obecnéjdim
piipadé, kdy C je libovoln4 (po piipadé neuzaviend kiivka) v oteviené
roviné z a jsou na ni diny hodnoty jisté spojité funkce f(¢):

[:(z) _ f(©) dg

2m C —2 (35)

(
[

Integral (35) se nazyva iniegrdlem typu Ca,uchyho.

Vé&ta [6]. Funkce definovand integrdlem typu Cauchyho je reguldrni

v_kaZdém (konecném) bod¢ z, ktery nele#i na kfivce C.VevSech takovijch
bodech md funkee F(z) derivace aZ do lzbovolneho Fddu dané vztahem
! !
{0 de . (36)

.F(")(z) = (C — z)"+1 .

Doka,zeree nejprve, ze v bode, ktery nelezi na knvce C existuje

F'(z _ @) d¢ d€ (37)
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Dtkaz. Odhadneme rozdil mezi pravou stranou rovnice (37) a
vyrazem

F(z + k) — F(2) 1 1 1
h =2niha[{C—z—h_C—z}f(C)dC=

_ lf f(¢) d¢ '
T2 ) E === ‘

Budi% 2d nejmen$i vzdilenost mezi bodem z a
‘body ¢ kiivky C. Zvolme |h| < d; pak pro vSechna
¢ kiivky C bude | —z|>d a dile [ —z—h|>d
(obr. 89) a odtud

RS VS SR |
& —z] ~d’ [{—z—h|
Budiz ddle M maximum funkce |f({)| na kfivce Obr. 89.

C (které vidycky existuje, nebof f(z) je spojita f
na C a proto ohranitend, § 13). Pak podle véty [1] pfedeslé kapitoly

Fet+h)—F@ 1 [ fQd| 1 MEd |
| h 27 ) C—2F| " 2] C—2—h C—2P =
Ml
= 2 da Ihlr

kde [ je délka kiivky C. Pravé strana konverguje k nule s |h|, a tedy
derivace

B0 h : ‘2711 (C — z)2

existuje, T1m je dokdzdna prva Cast véty. Dukaz existence druhé
derivace
Fz+h)—Fz ., . 2 f(¢) d¢
= PO =5 ) T —2p
c

i
ey h

vw?

a vysiich derivaci se dokdZe postupné stejnym zpusobem.

Poznidmka. Vziorec (36) pro derivaci funkce pomoci mtegré.lu
typu Cauchyho (35) obdrZime téZ n-nasobnym derivovanim integrilu

.
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(35) podle parametru z a véta [1] nefika nic jiného, nez ze toto deri-
vovani podle parametru je p¥pustné.

Z véty [6] plyne ve specidlnim piipadé z regularity funkce f(z)
v jisté uzaviené oblasti existence vSech derivaci funkce v této oblasti.
To je ihned vidét z této tivahy: funkce f(z) je definovdna integrilem
Cauchyho, ktery je specidlnim pfipadem integrilu typu Cauchyho
a tedy podle vty [6] m4 derivace viech ¥4dd. Tim je dokadzdna tato
véta:

V&ta [7]. Libovolnd funkce requldrni v uzaviené oblasti D md uvnitf
této oblasti derivace lz'boz)olného fddu dané vztahem

{
fe) = 27‘61 §(C iy z)n+1 df, n =1,2,3, (38)

kde C je hranice oblasti.

Poznimka 1. Vsechnx derivace regularni funkce ‘jsou regularni
funkce. To plyne okamzité z véty [7], podle které jsou viechny derivace
diferencovatelné funkce.

Poznémka 2. Definujeme-li 0! =1 a f%(z) = f(z), pak vzorec
(38) plati i pro » = 0 a souhlasi s integrdlnim vzorcem Cauchyho (35).

Vidime, Ze z pouhé existence prvni derivace plyne v jisté uzaviené
oblasti bez jakychkoliv dalsich omezeni existence a regularita viech
ostatnich derivaci libovolné vysokého fadu. Touto vlastnosti se pod-
statng 1isi diferencovatelné funkee komplexni proménné od diferenco-
vatelnych funkef redlné proménné.

§ 53. Vlastnosti regularnich funkci. Vytknéme jesté nékolik dalsich
vlastnosti reguldrnich funkei plynoucich z Cauchyho integrilni véty.
Budiz C kruZnice |z—¢| = r a polofme ¢ —z = re!?; Cauchyho
vzorec bude mit tvar

A 1 {(8)] fC)rleW’
=ty [ {102

— 2z
|{—2|=T (
2n f
, = %{f{(z + re'?) de. ; \ , (39)
0 '
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Vzorec (39) se nazyva vzorec Gaussiv. Z ného okamzité plyne
véta o stredni hodnoté reguldrnich funkci.

Véta [8]. Budif f(z) reguldrni v uzavfeném kruhu, pak jeji hodnota

ve stredu tohoto kruhu je rovna jeji stredni hc}dnqtc_!’@q keruhu: .
f 2n ' ! :
) 1
L 0= it (40)
. 0

Z véty o stfedni hodnoté plyne véta
o maximu modulu: v

Véta [91. BudiZ [(2) reguldrni v uzaviené
oblasti D a nikoliv identicky rovna konstan-
1€, pak jeji modul nenabjvd svého mazi-
ma _ve wnitfnim bodé oblasti D.

Diikaz provedeme sporem. Necht tedy_
funkce |f(z)| nabyva svého maxima M ve
vnitfnim bod& oblasti a oznaéme E mnoZinu viech bodd (vnitinich)
z D, v kterych [f(z)] = M. Je-li E totoina s D, t. j. vdude v D plati
|f(z)] = M, pak je f(z) identicky rovna konstants viude v D.

Ditkaz. Je-li M = 0, je torzfejmé. Je-i M =+ 0, je f(2) + 0 a funkce

' Inf(z) = In|f(z)| + iargf(2)
je reguldrni (jako slozena funkce reguldrnich funkei) v D. Jeji redlné
&4st je ale podle predpokladié konstantni a z Cauchy-Riemannovych
rovnic '

dargflz) _  olnif(e) _
ox . ay

. dargf(z) _ 9lnlf(z)] _
0, = = =0
oy ox :
plyne, Ze i jejf imagindrni ¢4st je konstantni.*) Funkce Inf(z) je tedy
konstantni, a tedy i f(z) je konstantni viude v D, coZ je proti pred-
pokladu.
'Neni-li E totoind s D, existuje jeji hraniéni bod, oznadme jej z,**)
ktery bude vnitinim bodem oblasti D (viz § 6). Protoze je f(z) podle
*) JestliZe jsou obd pi'vni parciélni derivace ndjaké funkee v jisté oblasti
identiclky rovny nule, je tato funkce konstantnf v této oblasti. (Viz K. Petr:

Podet diferencialni, str. 317, JCMF, Praha, 1923. Pozn. prekl.)
*#*) Hranice mnoZiny je definovéna stejnd jako hranice oblasti.

Komple)ini promé&nni—12 - 179



predpokladu spojita, bude |f(z,)] = M, nebof v kazdém okolf bodu z,
Ize najit body patiici do E. Sestrojime pak krtuZnici |z —2,| = r patiici
cele do D tak, aby na ni leZel bod z,, ktery nepatii do E (to je vidy
mo#no udinit, protoZe bod z, byl podle pfedpokladd hraniéni). Pak je
[f(z:)] < M a muZeme najit takové okoli C; bodu 2z, na této kruznici
v ném% plati |f(z)] < M —e. Oznatme dile C, zbytek z kruZnice

|2 — 2o| = r (obr. 90) Pak podle (40) bude .

flzo) = §f@ = ;,L[ﬂads+J}mds}

Podle véty [1] predchazejici kapitoly

_ (M —e)ly+ Mly _ el
= |Hzo)! é/ 2nr =M — 2nr’

kde !, je délka kruznice C, a I, délka kruznice C,. Posledni nerovnost
vede v3ak ke sporu a tim je nase véta dokdzéna.

. e
Poznimka 1. ProtoZe |f(z)| podle véty [2] § 13 nabyvé svého ma-

xima v uzaviené oblasti D, musi tohoto maxima nabyvat na hranici
oblasti D (pfedpoklidame, Ze funkce f(z) je regularm v D a nerovn4 se
identicky nule).

Poznimka 2. Je-li {(z) # const reguldrni v uzaviené oblasti D
a nemd v této oblasti Zddné nulové body, pak plati zcela obdobni
véta i o minimu modulu funkce f(z). V dikazu staéi nahradit pouze

funkei f(z) funkef g(z) =

vétu [9]. ftz) ( )
Ze vztahu (38) plyne pro odhad derivace funkce regularni v kruhu

t—2 < EB: |

rovné% regulirni v oblasti D a aplikovat

n! (&) de nM.2aR nM
lf (z)l 275 § (C . z)n+1 = 2an+1 R” 3 (41)
. |t—s|=R
kde M je maximum modulu funkce f(z) na kruinici |{—z2| =
Specidlné pro prvou derivaci plati p
e <. (42)
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Predpoklidejme nyni, Ze f(z) je reguldrni v celé oteviené roviné
a je tam-ohranidend, t. j. viude plati f(z) < M. Nerovnost (42) plati
pak pro viechny koneéné body a viechna kladni R. Provedenie-li
v nerovnosti (42) limitni pfechod pro R — o0, dastaneme vztah

@) = o,

ktery plati v-libovolném bodé roviny. Odtud f'(z) = 0 a f(z) = const,
(viz p¥. 16, kap. 1). Tim jsme dokézali tuto vétu: '

Véta [10). Funkce [(2) requldrni a ohraniCend v celé oteviené
roviné; je konstanini (Liouville).

Poznamka 1. Pfi formulaci existenéni véty o konformmim zobra-
zeni libovolné jednoduse souvislé oblasti na jednotkovy kruh jsme vy-
loudili pfipad, Ze by touto oblasti byla celd uzaviend rovina nebo
rovina s jednim vyfhatym bodem. Pfi¢ina tohoto vylouceni je nyni
jasna: Nebot funkce f(z), sobrazujici otevienou rovinu na jedni¢kovy
kruh, byla by regularni v celé, oteviené roving a kroms toho by byla
omezeni: |f(z)] < 1. Podle Liouvillovy véty by to viak byla konstanta
a zobrazeni by nebylo konformni. Neexistuje tedy konformni zobra-
zeni oteviend a tim spiSe uzaviené celé rovinw na jednitkovy kruh.
Rovinu s vyliatym bodem z = a pfevedeme na privé uvedeny piipad

1

z—a

pomocf zobrazenf { =

Poznimka 2. Véta Liouvillova mﬁié byt znaéné zesilena:
Necht funkce f(z) je requldrni v celé oteviené romné’ a nechf nenabijvd

‘hodnot ! leZicich na jisté krwce 1 v roviné w. Rak je tato funkce TOUNG
konstanté.

N———— = \

Abychom dokézali nagi vétu, sestrojime konformni zobrazeni w =
= p(w) vn&jiku k¥ivky I na vnit¥ek jednitkového kruhu (co% je vidy'
mo#né podle existenéni véty § 23) a budeme zkoumat sloZénou funkei
a= ¢[f(z)] = D(z). Je ziejmé regulirni vSude v oteviené roviné
a ohranidena, nebot jeji hodnoty le#i uvniti jednotkového kruhu. Pak
podle Liouvill®dvy véty @(z) = const a odtud, protoze ¢(z) =l= const

plyne f(z) = = const.
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§ 54. Harmonické funkce. Budiz

f(z) = u(z, y) + w(z, y)
funkce reguldrni v jisté oblasti D. Pak v ka?dém bodé oblasti D exis-
tuje derivace d o o
f()_—-l" %~ oy (43)
ou ou ov dv
ox’ 8y’ ox’ By
AvSak podle tvrzeni § 52 je f (2) téz regu.la,rni funkece v D a existuje

(viz § 14). Odtud plyne i existence parcidlnich derivacf —

I‘(fq ayz —a—gﬁ_ia_yZ‘ - (44)

[kde jsme znovu pouz1h (43)). Z (44) plyne existence druhych parcial-
nich derivaci funkee u(z, y) a v(z, y). Jelikoz je f*(2) spojita, jsou i par-
cidlni derivace spojité. Podobn& bychom mohli totéZz odvodit pro
derivace viech Fadu.

Z (44) plynou vztahy ,
Fu  Pu Pv P
o2 oy’ e oy’
t. j. funkee u(z,y) a 'u(a: 'y) vyhovuji parcidlni diferencidlni rovnici
druhého Fadu " "
w u
du = — 7+ 3.'1_,%0 (45)

t. zv. rovnici Laplaceové (4 je t. zv. Laplaceiv diferenciélni operator).
Definice. Redlnd funkce dvou proménnych se nazyva funkci har-
monickou v oblasti D, mé-li spojité parcidlni derivace prvniho a dru-
heho fadu a hov1-h La,pl_ayce_q_vg diférencidlni rovnici (45).. '
Dokazah jsme vétu '

Véta [11]. Redlnd a imagindrni édst regulamz funkce komgplexni pro-
ménné f(z) = w(z,y) + iv(z, y) v oblasti D jsou harmonické funkce
v této oblasti.

e

Dve harmomcke funkce u(a: y) a v(x ) svazané rovnicemi Cauchy-

ou 80 3'u, . ov
A T ) o
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Dokazeme si nyni, Ze v jednodude souvislé oblasti je mozno k libo-
volné harmonické funkei u(z, y) sestropt funkcl v(z, ¥) s ni sdruZenou.
Uloha pre]de na konstrukei funked v(z, y) z danych ]e]wh prvnich
parmalmch derivacf. Tuto tlohu Fesi integral

kde z, je pevny, z =z + iy p£>menny bod Podle (45) nezévisi tento
integrdl na integradni cesté a je funkei pouze z nebo, coZ je totéz,
z a y. Je tedy funkee v(z, y) uréena aZ na adiéni konstantu integrilem

o(z, y) f—— dy+0 47

/

kde C je libovolna konsta.nta,. Funkce

f(z) = u(z, y) +iv(z, y) (48)
je regulirni v oblasti D, nebot spliiuje Cauchy-Riemannovy rovnice
(46); funkce (47) je tedy harmonicka.

Stejnym zptisobem se konstruuje lg‘da.né harmonické funkei v(z, y)
s ni konjugovand funkce u(z, y). Tim jsme dokazali tuto vétu:

Véta [12]. KaZdd harmonickd funkce v jisté oblasti D twoi regilnm_i
nebo imagindrni Cdst jisté reguldrni funkce v této oblasti.

Poznamka. Je-li oblast D vicendsobné souvisld, nemusf byt funkce
dand integrilem (47) ani funkce (48) jednoznadné uréena Viz § 38,
kde se fesi kvalitativné podobné problémy.

Véty [11] a [12] dovoluji pfenést vlastnosti funkei regularnich i na

funkce harmonické. Pfedeviim vyslovime dileZitou vétu:

Véta [13]. BudiZ u(z)*) harmonickd v jisté jednodude souvislé oblasti D
a budit z = qu({') regula,rm v oblasts A, a necht funkéni hodnoty /unkce
z = (&) le%i v oblasti D. Pak slofend funkce u[tp@:)l = u({) je harmonicka
v _oblasti A.

") PiSeme pro jednoduchost u(z) misto u(z, y). Tohoto oznadeni budeme
pouZivat i v dalSim.
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Dukaz. Sestrojime reguldrni funkei v oblasti D, jejiZ redlnd &ist je
funkee u = Re f(2). Pak U() = Re f[p({)], a protoZe f[p(l)] = F({) je
regula.rm vd,jeUl)v 4 harmomcka

derivace viech Fdda, které jsou opét harmonické.

Oddélenim redlné castl v (39) dostdvame vétu o stfedni hodnoté
harmonickijch funkcz )

2n

1
. _— — |¢
1u(i_ﬂ) o f u(z + re'¢) do. (49)
0
O extrému harmonickych funkci plati véta:
Véta [14). Je-li u(z) == const harmowickd v uzgvfené oblasti D, ne-
nabjvd svého extrému v Zddném vnitfnim bodé oblasti D.

. Vétu stati dokazat pro maximum harmonické funkce. Pro dikaz
vety o minimu harmonické funkce staéi uvaZovat funkei v(z) = — u(z),
jejiz maximum je minimem funkce u(z), a pouz1t dokazané véty
o maximu [v(z) je téZ harmonicka].

Dikaz provedeme sporem. Nechf harmonicks funkece u(z) nabyvi
svého maxima v nékterém vnitinim bodé oblasti D, ktery oznadime z,.
Oblast D pfevedeme vhodnym zplsobem pomoci vyfezii v jednoduse
souvislou oblast D’ (viz § 47) tak, Ze bod 2z, zlistane vnitinim bodem
oblasti D', Pak sestrojime funkei v(z) sdrufenou k funkei u(z) a ozna-
éime ¢(z) = u(z) +iv(z). Funkce e”® bude regulirni v D’ a jeji
modul bude ]e”“’l = ¢"®), Podle pfedpokladu vSak funkce e*® = |e*®)|
nabyvid maxima ve vnitfnim bodé oblasti D’, coZ je ve sporus vétou
[9]. Tim je véta [14] dokizana.

Pro harmonické funkce plati i véta qumlleova z § 53:
Je-li harmonickd funkce w(z) ohraniéend v celé oteviené roviné, m <

< u(z) < M pak je konstanini. Dikaz. Sestr0]1ir—1e~;égularm funkei
[(2), kde u(z) = Re f(2). Podle predpokladu lezi hodnoty funkce f(z)
v pisu m < u < M, a tedy podie pozndmky 2 k vété Liouvillové je
f(z) = const a odtud ihned u(z) = Re f(z) = const.

§ 55. Problém Dirichletiv. Mnohé ukoly matematické fysiky v dou
na tlohu sestrojit funkei harmonickou v jisté oblasti z jejich hodnot na
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hranici této oblasti. Se-specidlnim p¥ipadem této tlohy jsme se setkali
vlastné jiz v § 45, kde jsme konstruovali potenciil z jeho hodnot na
realné ose.

Budeme nyni pfesné formulovat na& ulohu. Pro zjednoduseni
nafich Gvah' zavedeme né&kolik pfedpokladii: oblast D budiZz jedno-
duse souvisié, hranice oblasti D ktivka C budiz hladk4 a hodnoty
funkce u(z) na této kiivee #(f) — budte? dany spojitou funkei
bodi ¢ kfivky C.

Problém Dirichletdw neboli prvy hranicng problém harmonickych
funkei spoéivd v konstrukei funkee u(z), ktera, ]e

1. harmonickd v oblasti D,

2. spojitd v uzavFené oblasti D,

3., na hranici C oblasti D nabyvd dangch hodnot

wut) = (0). |
DokaZeme si nejprve jednoznaénost Fedeni. '

Véta [15]. V- dané oblasts D pro dané hodnoty %({) neexzstuye vice
nez jedno fedeni Dirichletova probléma.

‘Dtkaz véty [15] provedeme za dopliiujiciho predpokladu, Ze
predpokladané feseni je harmonické v uzaviené oblasti D.

Necht u,(z) a u,(z) jsou dvé takova FeSeni. Jejich rozdil je funkce
harmonick4 v D na kfivee C rovna nule. Maximum i minimum této
funkce je pak rovno nule a podle véty [14] je u(z) = 0. Odtud ihned
plyne platnost vztahu u,(z) = u,(z) véude v uzaviené oblasti D a naSe
véta je dokazana. ' y

Pozndmka. Podrobnéj$im rozborem se dokaze, Ze véta [14] za-
stane v platnosti i v p¥ipads, kdyZ je funkce harmonicka v oblasti D
a pouze spojitd v uzaviené oblasti D. Odtud ihned plyne dikaz vety
[15] za téchie predpokladi.

Teprve nyni dokiZeme methodu FeSeni Dirichletova problému.
Necht z, je libovolny vnitini bod oblasti D a necht funkce

w = [(2z; 2), [(2952,) =0 (50)

zobrazi ]edno jednoznaéné a konformné oblast D na jednotkovy kruh
jw| < 1 (funkee (50) zavisi na volb& bodu z,, to je zdiraznéno jejim
oznatenim). Predpoklady, pro které byl vysloven Dirichletiv
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problém, doplnime predpokladem, Ze funkce (50) je reguldrni v uza-
viené oblasti D.*) Funkee u(z) harmonicks v oblasti D pfejde pomoct
funkce z = p{w), p(0) = 2z, [inversni k funkei (50)] na funkei

Uw) = ulpw)],

harmonickou v uzavieném jednotkovém kruhu |w| < 1 (viz vétu 13).
Podle véty*o st¥edni hodnoté (§ 54)
. H on

v©) = 5- f Uw) 46, (51)

0
kde o = ¢'® je bod .na kruznici |w| = 1. Pfejdeme v (51) k velid¢indm
vztahujicim se k roving z. Je U(0) = u[p(0)] = u(z,), U(w) = ulp(w)] =
= u({), kde ¢ je'bod na kontufe C. Zavedeme
na kiivece C jako parametr oblouk s méfeny
v kladném smyslu od pevného bodu ¢, takze

de = @ ds.
os

Vzorec (51) piejde na tvar

u(zy) = %Z §u(£) % ds. (52)
/ _ c
Zavedeme déle (obr. 91) smér vnitini normaly n» ke kiivce C
a mime ' ‘
cos(s, x) = cos(n, y), cos(s, y) = — cos(n, x);
odtud ‘

20 90 30 : 90 . 96
% = 7z cos(s‘, z) + a—y— cos(s, y) = o cos(n, y) — a_y cos(n, z). (53)

Sestrojime nejprve funkei .
1 1

g(2320) — i0(z; 2,),

Imn—=In——"— iarg — =
Tz Tzl 28 )
jejiz realns S4st je funkce R
' 1
22) =Iln ——— 54
76 %) S0 ) (%4

' *) To bude zajidt&no, bude-li kiivka C analyticka, viz poznémka.'v § 82.
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ktera byva obyéejné nazyvana Greenova funkce v oblasti D pro bod
2zg. Odvodime si n8které jeji vlastnosti. Pfedns je zfejmsé, Ze
1 1
9e020) =10 fi gy = 5 9E2) = Iy =0
kde ¢ je libovolny bod na kontuie C (vzpomefime, Ze w = f(2; z,) zob-
razi oblast D na jednitkovy kruh s okrajovymi podminkami (50).
Greenova funkce je vude.v D kromé bodu z = 2, harmonicka, nebot

g &g
i Ty

(je redlnou &asti regulirni fl’mkce). .
Bez diikazu uvedeme: Greenova funkce je symetricks
9(2; 2o) = g(2g; 2);
odkud specidlné plyne, Ze pro z, + z je téZ harmonickd vzhledem
k 2o = @ +iye:

Y

o9 % _
oxy ' oyp
ProtoZe funkce In 7(2%7 je na kontufe C regulé,rni', Je podle
s “0 *
. . .8 20'sg 00 .
Cauchy-Riemannovych rovnic WS oy o z (53)’ plyne*)
00 g '3g g i ,
i @ cos(n, ) + %% cog(n, z) = B (55)'
A (52) ma tvar ,
_ 1 89(¢; 20) '
#(zo) = o § u(¢) o ds. (56)
c

*) Jak je viddt z odvozeni (55), plati tento vztah pro vSechny reguldrni
funkee f(z) = u(z) + iv(z) a pro libovolné dvojice navzajem kolmych smért s
a n, zvolenych jako na obr. 91. PouZijeme-li tohoto nového oznageni, bude mit
(556) tvar

v ou ,

% o (85°)

Tento vzorec obsahuje v